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Introduction

La place des probabilités et des statistiques dans 1’enseignement des mathématiques en collége
et en lycée s’est considérablement accrue depuis ces derniéres années. Pour les éléves entrant en classe
de premicére, 1’apprentissage des probabilités débute désormais des la classe de troisiéme.

Au collége, I’objectif de cet enseignement est de développer une réflexion sur 1’aléatoire en général et
de sensibiliser les éléves au fait que les situations aléatoires peuvent faire 1’objet d’un traitement
mathématique. Un vocabulaire spécifique est introduit et quelques régles du calcul des probabilités
sont mises en place.

La classe de seconde est I’occasion pour 1’éléve d’approfondir la formalisation de ces notions en
dégageant notamment la notion de mode¢le probabiliste, et d’€tre sensibilisé, a travers des situations de
prise de décision ou d’estimation d’une proportion, aux premiers éléments de statistique inférentielle
comme la notion d’intervalle de fluctuation et celle d’intervalle de confiance, introduites sous des
conditions de validité qui les rendent rapidement opérationnelles.

Avec la notion de variable aléatoire et la découverte de la loi binomiale, le programme de Premiére
fournit les outils mathématiques qui permettent, en prenant appui sur la réflexion initiée en Seconde
autour de la prise de décision, de construire un intervalle de fluctuation et d’établir une démarche de
prise de décision valables en toute généralité pour une proportion et une taille d’échantillon
quelconques. Ce théme se préte en particulier a la mise en ceuvre d’algorithmes et de raisonnements
logiques et, au-dela, a une adaptation de ces raisonnements au domaine de I’aléatoire et de 1’incertain.

En Terminale, la problématique de prise de décision sera travaillée a nouveau, et la réflexion initiée en
Seconde sur [D’estimation sera approfondie avec I’introduction d’outils mathématiques
supplémentaires.

Dans ce document ressource, le professeur trouvera des compléments théoriques et un ensemble de
situations développées dans le cadre du programme officiel. L’accent est surtout mis sur les notions
nouvelles par rapport aux précédents programmes de Premicre : répétition d’expériences identiques et
indépendantes, loi géométrique tronquée, loi binomiale, échantillonnage et prise de décision avec la loi
binomiale.

Les exemples d’application ont été choisis pour montrer la variété, la richesse et 1’actualité des
applications possibles des probabilités et de la statistique. IlIs ne prétendent pas a I’exhaustivité et ne
sont pas congus comme des activités pédagogiques « clé en main », tout comme le plan adopté pour
les exposer ne se veut pas une progression pédagogique. Ces situations visent plutot a ouvrir des pistes
de travail susceptibles d’étre exploitées par le professeur ; ¢’est pourquoi elles sont traitées de fagon
suffisamment détaillée afin de permettre au professeur de s’en inspirer pour élaborer, a partir de la
connaissance de sa classe et de sa pratique professionnelle, des activités pédagogiques ajustées au
niveau de ses éléves.

Enfin les points présentés dans les annexes du document ne sont pas des attendus du programme. Ils
doivent étre considérés comme des compléments d’information a I’attention du professeur sur les
notions introduites. IlIs permettent de mieux situer le cadre mathématique plus général dans lequel
s’inscrivent les notions au programme.
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I. Statistique descriptive, analyse de données

L’étude et la comparaison de séries statistiques menées en classe de seconde se poursuivent avec la
mise en place de nouveaux outils. Dans un premier temps, les caractéristiques de dispersion (variance,
écart-type) sont déterminées a 1’aide de la calculatrice ou d’un tableur. Afin d’utiliser de fagon
appropriée les deux couples d’indicateurs usuels (moyenne/écart-type et médiane/écart interquartile)
qui permettent de résumer une série statistique, il semble utile de rappeler le lien entre ces couples
(position/dispersion) et un probléme de minimisation (voir annexe 1). Il convient aussi de rappeler que
I’utilisateur d’un outil statistique doit prendre en compte la situation réelle et les objectifs visés pour
effectuer le choix des indicateurs de fagon pertinente.

Les exemples de séries statistiques aménent a utiliser 1’un des deux couples a notre disposition. Ils
suscitent une réflexion sur le choix d’un résumé statistique. Dans les exemples proposés en classe, il
est important de faire remarquer que deux séries de méme écart-type (et de méme moyenne et
médiane) peuvent avoir une distribution trés différente. C’est alors I’occasion de rappeler I’intérét d’un
graphique, qui peut étre plus « parlant » qu’un simple résumé numérique.

Il n’existe pas de régle (au sens mathématique) qui indiquerait quel type d’indicateur statistique
utiliser par rapport a une situation donnée. Le choix des indicateurs dépend de ce qu’on veut en faire et
de la réalité de la situation. On peut juste proposer quelques remarques qui conduisent a privilégier tel
couple plus que tel autre. Le couple (médiane, écart interquartile), sans apporter les mémes
renseignements que le couple (moyenne, écart-type), est peu sensible aux valeurs extrémes. Dans de
nombreux domaines il est privilégié et souvent associé a une représentation graphique en boite a
moustaches. De maniére générale, la moyenne arithmétique est peu significative quand 1’influence des
valeurs extrémes est trop forte. Quant a la médiane, elle ne se préte pas aux calculs algébriques, c’est
pourquoi, dans le cas ou la série statistique est formée de divers sous-ensembles homogénes, on lui
préfere la moyenne.

Le diagramme en boite (ou boite a moustaches) est une représentation graphique qui permet d’avoir
une bonne vision d’une série statistique. En effet, beaucoup d’informations sont disponibles sur ce
diagramme (médiane, écart interquartile et valeurs extrémes), ce qui en fait un trés bon outil pour
comparer deux séries statistiques. Il faut noter qu’il n’existe pas de définition commune (au sens
mathématiques du terme) du diagramme en boite, mais il semble assez répandu d’utiliser les
conventions suivantes :

0 la «boite » est un rectangle limité par le premier et le troisiéme quartile ou figure la médiane ;

0 les « moustaches » en revanche peuvent s’achever aux valeurs extrémes (le minimum et le maximum
de la série) ou aux premier et neuviéme déciles1. D’autres conventions sont quelquefois utilisées.

On obtient alors un diagramme comme suit :

'xmin Ql A|4€ Q3 ‘xmax
25% 50% 75 %

Au-dela de la réalisation d’un diagramme en boite, il est surtout important de savoir interpréter et
d’utiliser ces diagrammes pour des comparaisons pertinentes de deux séries statistiques.

! Définition du décile Dy, :pourkdela9,lek®décile noté D est la plus petite valeur d’une série statistique telle qu’au
moins (k x10) % des valeurs de la série sont inférieures ou égales a Dy, .
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I1. Variables aléatoires discreétes

Afin d’interpréter 'espérance comme la valeur moyenne dans le cas d’un grand nombre de
répétitions, on considére 1’expérience aléatoire consistant a lancer un dé supposé équilibré a six faces
et a noter le numéro observé. On considére ensuite la variable aléatoire discréte notée X qui prend la
valeur 1 si on observe 1, la valeur 2 si on observe 2, 3 ou 4 et enfin la valeur 4 si on observe 5 ou 6.
Son espérance est

E(X)=1xP(X=1)+2xP(X=2)+4xP(X =4)=1x1/6+2x(1/6+1/6+1/6)+4x(1/6+1/6)=15/6
,s0it E(X)=25.

A I’aide d’une simulation, on répéte un grand nombre de fois cette expérience aléatoire a I’identique et
on peut ainsi observer un grand nombre de réalisations de la variable aléatoire X. Le graphique suivant
montre I’évolution de la moyenne observée en fonction du nombre n de répétitions.

3,40 1
3,20
3,00 1
2,80 1

2,60 1

2,40

2,20 1

Moyenne observée et espérance de X

2,00 1

1,80 T T T T 1
0 200 400 600 800 1000

Valeur de n
On remarque que les moyennes observées se stabilisent autour de 1’espérance mathématique de la
variable aléatoire X. On peut aussi représenter 1’évolution de la variance des observations et remarquer

que lorsque le nombre de lancers augmente, la variance observée se stabilise vers la variance de la
variable aléatoire X qui vaut 1,25.

1,80 7

1,60 T

40 M

] N — NI —
1,20 A

1,00 1

Variance observée et variance de X

0,80 1

0,60 T T T T |
0 200 400 600 800 1000

Valeur de n

Ministére de I’éducation nationale, de la jeunesse et de la vie associative (DGESCO) Page 5 sur 65
Mathématiques — Statistiques et probabilités
http://eduscol.education.fr/prog




Ces observations constituent une approche heuristique de la loi des grands nombres®. Celle-ci permet de
justifier le phénomene de stabilisation des fréquences autour de la probabilité d’un événement.

Plus généralement, on se place dans un mode¢le probabiliste ; on considére un événement A de probabilité
P(A) et la variable aléatoire X qui prend la valeur 1 si on observe 4 et 0 sinon. La variable aléatoire X suit
la loi de Bernoulli de paramétre p qui est égale a P(4). Une simulation permet d’observer le phénoméne
de stabilisation de la suite des fréquences’ observées f, de réalisation de 1’événement A, lors de n

répétitions de la méme expérience aléatoire, vers 1’espérance de X qui est égale a P(A4).

La simulation qui a donné le graphique suivant a été réalisée pour un événement A4 de probabilité p=1/3.

0,50
<
[}
T
P
S 040
©
K-}
o
o o™ T e
5 e
o w
'$ 0,30
2
2
[=]
8
c
3 ]
3 020
‘0
e

0,10 T T T T T T T T T 1

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Valeur de n

Ainsi le phénoméne de stabilisation (expression du registre du langage courant pour dire qu’une suite
de réels converge) est I’illustration de la loi des grands nombres et ce « phénomene » n’est justifiable
que lorsque le modéle probabiliste est donné.

2 ; . s ]
Un énoncé et une preuve de la loi faible des grands nombres sont proposés dans 1’annexe 2.
3 Ces fréquences peuvent étre interprétées comme des moyennes, ¢’est-a-dire la moyenne des valeurs observées.

Ministére de I’éducation nationale, de la jeunesse et de la vie associative (DGESCO) Page 6 sur 65
Mathématiques — Statistiques et probabilités
http://eduscol.education.fr/prog




III.  Utilisation des arbres pondérés

A. Exemple d’expérience aléatoire a deux épreuves
On se donne :

O une urne contenant quatre boules indistinguables au toucher dont trois boules bleues, notées b1, b2 et
b3, portant respectivement les numéros 1, 2 et 3, et une boule rouge unique, notée r.

O un jeu de six cartes identiques portant chacune un chiffre en couleur : une carte avec un chiffre “1” en
vert, une carte avec un chiffre “2” en rouge, une carte avec un chiffre “2”” en bleu, une carte avec un
chiffre “2” en vert, une carte avec un chiffre “3” en rouge, une carte avec un chiffre “3” en bleu.

On considére I’expérience aléatoire suivante : on préléve de fagon équiprobable une boule dans ['urne
puis une carte du jeu. On note, dans [’ordre, la couleur de la boule extraite et le numéro inscrit sur la
carte.

On rappelle qu’un modéle associé a cette expérience aléatoire est défini par la donnée :
0 del’ensemble Q de toutes les issues possibles de I’expérience ;

0 d’une probabilit¢ P déterminée par ses valeurs pour chacun des événements élémentaires définis
par ces issues.

La liste de toutes les issues possibles peut étre trouvée en utilisant 1’arbre des possibles ci-dessous. Les
issues possibles pour cette expérience aléatoires sont les couples (R,1); (R,2); (R,3); (B,1); (B,2);
(B,3) ou B désigne la couleur « Bleu » et R la couleur « Rouge ».

(R, 1)
(R, 2)

(R, 3)

(B, 1)
(B,2)

(B,3)
Figure 1

Une fois les issues toutes identifiées, il s’agit de trouver la probabilité des événements élémentaires
déterminés par chacune des issues. Il est clair que 1I’équiprobabilité n’est pas une réponse possible. En
effet, on a des raisons de penser que la couleur « Bleu » sera plus probable que la couleur « Rouge » et
que le chiffre “2” a plus de chances de sortir que les autres ; en conséquence, 1’issue (B,2) a plus de
chances de sortir que I’issue (R,1).

Pour affecter une probabilité a chacune des issues, nous allons considérer un autre modéle (qualifié par
la suite de modéle intermédiaire) qui prend en compte, pour la boule extraite, sa couleur et aussi son
numéro éventuel, et pour la carte, le chiffre mentionné mais aussi sa couleur. On peut recenser tous les
résultats par I’arbre représentant les issues possibles ci-apres.
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.
. B
.8
)
)
B
N )
(b1, B)
(b1, B)
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(b1, B)
(01, B)

)
(b, B)
(%)
(2%)
%>)
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(b5, B)
(05, B)
(b5, B)
)
(05, B)

b,

b,

Figure 2
On obtient 4 x 6 résultats possibles. On peut les noter de la fagon suivante : (r,1) ; (,2) ; (r,2) ; (7,2) ;
(r3)5(r,3) 5 (by,1) 5 (5y,2) 5 (by,2) 5 (5y,2) 5 (51,3) 5 (5y,3) 5 (by,1) 5 (5,,2) 5 (D,,2) 5 (D,,2) 5 (b,,3)
(b2 93) 9 (b3’1) ’ (b392) 9 (b3’2) ’ (b3 ,2) , (b3’3) ’ (b3 ,3)
Chaque branche de 1’arbre représente une issue, et compte tenu des conditions du tirage équiprobable

de la boule, puis du tirage équiprobable de la carte, il n’y a pas de raison de penser qu’une branche de
I’arbre ait plus de chances d’étre parcourue qu’une autre. On peut donc considérer que chacune des

. . R e g 1 . 1 s
issues précédentes a la méme probabilité, égale a ﬁ , d’étre réalisée.

Dans le modéle intermédiaire, par exemple, 1’événement « Tirer une boule bleue puis une carte
portant le chiffre “2” » se représente mathématiquement par le sous-ensemble des issues {(b,,2);

(b,2); (b,2)5 (b,,2)5 (by,2); (b,,2); (b5,2)5 (by,2); (b;,2)}. Par suite, la probabilit¢ de cet
9 .

événement sera égale a bR Revenant alors au premier modeéle ou I’événement « Tirer une boule

bleue puis une carte portant le chiffre “2”» se représente mathématiquement par I’événement

¢lémentaire {(B,2)}, on prendra 2;94 pour la probabilité d’obtenir I’issue (B,2). On peut faire de méme

pour les cing autres issues : (R,1) ; (R,3); (B,1); (B,2) ; (B,3).
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Ce qui conduit au tableau ci-dessous donnant les probabilités affectées a chaque issue du premier
modele :

(0} R,1) (R,2) (R)3) (B,1) (B,2) (B,3)
1 3 2 3 9 6
Peod V% | % | % | % | @ |

B. Justification de ’arbre des probabilités

Si on revient a I’arbre (cf. figure 2) utilisé pour trouver toutes les issues possibles du modéele
intermédiaire, on constate que cet arbre est trés fastidieux a dessiner. Dans la mesure ou on ne
s’intéresse qu’a la couleur de la boule et au chiffre inscrit sur la carte, on peut alléger sa construction,
moyennant quelques conventions de lecture, pour retrouver I’arbre (cf. figure 1) des issues possibles
du premier modele pondéré par les probabilités et justifier la régle des produits de la fagon suivante :

7

1. Etapel

Partant de 1’arbre de la figure 2, dans la mesure ou on ne s’intéresse qu’a la couleur de la boule (et non
a son numéro éventuel) et qu’au chiffre inscrit sur la carte (et non a sa couleur) on peut convenir de
représenter chaque branche de 1’arbre de la figure 2 aboutissant a la méme couleur de boule, par une
seule branche comprenant autant de traits paralléles qu’il y a de boules physiques de cette méme
couleur. On procéde de méme en représentant chaque branche de I’arbre de la figure 2 aboutissant a un
méme chiffre de carte, par une seule branche comprenant autant de traits paralléles qu’il y a de cartes
physiques avec ce méme chiffre inscrit avec des couleurs différentes. On obtient ainsi 1’arbre plus
simple de la figure 3 ci-aprés qui contient cependant autant de branches que celui de la figure 2 tout se
rapprochant de 1’allure de I’arbre de la figure 1.

R, 1)

(R,2)

(R,3)

B, 1)

(B,2)

(B, 3)

Figure 3

4

2. Etape2

On peut alors simplifier davantage 1’arbre de la figure 3, en représentant chaque branche par un seul
trait pondéré par le nombre de traits composant la branche correspondante dans 1’arbre de la figure 3.
On obtient alors I’arbre pondéré de la figure 4 qui suit :
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R, 1) 1x1

®,2) 1x3
(R, 3) 1x2
B, 1) 3x1
3 1
3
(B,2) 3x3
2
(B, 3) 3x2
Figure 4

On remarque alors que le produit des nombres rencontrés le long d’un chemin représentant une issue
du premier modele est égal au nombre de chemins de I’arbre de la figure 2 qui réalisent I’événement
correspondant dans le modele intermédiaire. Ainsi, pour I’événement « Tirer une boule bleue puis une
carte portant le chiffre 2 », c’est-a-dire (B, 2), le produit 3 x3 est égal au nombre de chemins dans le
modéele intermédiaire, soit 9.

y

3. Etape3

Cette étape consiste a pondérer chaque branche de I’arbre, non plus avec le nombre de traits
composant la branche correspondante dans ’arbre de la figure 3, mais avec le quotient de ce nombre
par le nombre total de branches d’un méme niveau. On obtient ainsi I’arbre pondéré suivant :

1 111
— R, 1) —X—=—
6 476 24

13 3
(R,2) —xZ==
476 24
12 2
(R, 3) —X—=—
476 24
(B, 1) 3. 1.3
476 24
33 9
(B.2) ZxZ=—
476 24

2

z 6

6 (B,3) 2xc=2

24

Figure 5
On remarque alors que le produit des quotients affectés aux diverses branches d’un chemin aboutissant

a une issue donnée du premier modéle, par exemple pour (B,2) le produit %x%, est égal a la

. 9 . 1
probabilité, dans cet exemple bR que cette issue se réalise. Cette remarque est valable pour toutes les

branches de I’arbre. Au final, on peut constater que 1’arbre de la figure 5 n’est rien d’autre que 1’arbre
de probabilités associé a I’arbre des possibles de la figure 1.
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C. Généralisation et exploitation en Premiére

La méthode utilisée plus haut peut se généraliser aisément au cas de la succession de n expériences
aléatoires. Considérons n expériences aléatoires, £y, E,, Ej, ..., E,, comportant chacune un nombre fini
d’issues (non nécessairement le méme pour chaque expérience). Considérons 1’expérience aléatoire £
obtenue par la réalisation successive (dans cet ordre) de ces n expériences aléatoires. On peut alors
dessiner 1’arbre de probabilités de 1’expérience £ dont chaque chemin représente une issue® (indiquée
en bout de branche) de I’expérience E. La probabilité qu’une issue se réalise est égale au produit des
probabilités rencontrées le long du chemin représentant cette issue.

En classe de troisieme et de seconde, on s’est intéressé a la succession de deux expériences
(éventuellement trois), pas nécessairement identiques. Ces activités ont permis a [’éléve de se
familiariser avec les arbres de probabilités construits intégralement.

En Premiére, on s’intéresse surtout a la répétition d’'une méme expérience aléatoire, un certain nombre
n de fois. Contrairement aux classes précédentes, ce nombre #n peut alors étre éventuellement grand,
notamment lorsqu’il s’agit de réinvestir les arbres de probabilités dans le cadre de la loi binomiale.

Un exemple d’activité sur la répétition d’une méme expérience aléatoire a trois issues est proposé ci-
dessous. Il permettra a 1’éléve de réinvestir ses connaissances acquises dans les classes précédentes et
de le préparer a manipuler des arbres de probabilités, non nécessairement construits intégralement du
fait du grand nombre de répétitions de la méme expérience aléatoire, lorsqu’il abordera I’étude des
propriétés des coefficients binomiaux.

La justification proposée précédemment pour les régles de calcul sur les arbres ne fonctionne que pour
des valeurs rationnelles des probabilités et I’on admet que ces régles restent valables pour des valeurs
réelles quelconques.

Exemple : répétition d’une expérience a trois issues

On fait tourner la roue de loterie présentée ci-contre : on obtient la couleur
« Rouge » avec la probabilité 0,5, la couleur « Bleu » avec la probabilité 0,25 et
la couleur « Blanc » avec la probabilité 0,25. Ensuite, on fait tourner une
deuxiéme fois, puis une troisiéme fois la méme roue dans des conditions
identiques, et on note les couleurs obtenues.

1. Un joueur est gagnant lorsqu’il obtient dans cet ordre les couleurs
« Bleu », « Blanc », « Rouge ». Quelle est la probabilité¢ de gagner a ce jeu ?

2. Quelle est la probabilité que le joueur obtienne dans le désordre les couleurs « Bleu »,
« Blanc », « Rouge » ?

La réalisation d’un arbre pondéré permet de visualiser les calculs de probabilité demandés.

Pour la premiére question, il suffit de considérer le seul chemin Bleu-Blanc-Rouge qui a donc pour
probabilité 0,25 x 0,25 x 0,5.

Pour la deuxiéme question, il reste a considérer les 5 chemins qui comportent les trois couleurs dans le
désordre. La probabilité de chaque chemin est 0,25 x 0,25 x 0,5 donc la réponse est 5 x 0,25 x 0,25 x
0,5.

A travers cette activité on rencontre ainsi des chemins de méme probabilité, situation qui sera reprise
au moment de I’introduction de la loi binomiale.

* Une issue de I’expérience E est une suite (@, , @, ..., @ ,...,®, ) oll @, estune issue de I’expérience E, .
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IV.Loi géométrique tronquée

Les situations de répétition d’une méme expérience aléatoire, reproduite dans des conditions
identiques constituent un ¢lément fort du programme de Premiere.

L’introduction de la loi géométrique tronquée présente de nombreux avantages :

o travailler des répétitions d’une expérience de Bernoulli ;

e envisager ces répétitions sous I’angle algorithmique ;

¢ présenter une situation d’arbre pour lequel tous les chemins n’ont pas la méme longueur ;
e exploiter hors de I’analyse les propriétés des suites géométriques ;

e exploiter hors du cadre habituel des résultats relatifs a la dérivation ;

o travailler les variables aléatoires.

A. Etude de la loi géométrique tronquée

1. Approche de la loi géométrique tronquée

La probabilité qu’un atome se désintégre par unité de temps est 0,07. On décide d’observer cette
désintégration en limitant le temps d’attente a 100 unités de temps, et I’on convient de noter 0 lorsque,
aprés 100 unités de temps, I’atome n’est pas encore désintégré. On distingue ainsi cette situation de la
désintégration lors de la 100° unité de temps.

On peut concevoir un algorithme qui affiche une série de 200 temps d’attente avant la désintégration,
ainsi que le temps moyen d’attente calculé a partir de ces 200 valeurs.

On constate que les temps d’attente avant désintégration sont, individuellement, extrémement
imprévisibles. En revanche, la moyenne sur 200 expériences est relativement stable avec des valeurs
autour de 13, 14 ou 15. Il est donc sans doute intéressant d’étudier de plus prés la loi de la variable
aléatoire « temps d’attente ». On montre que 1’espérance de cette variable aléatoire vaut

g [1 -8x0,93' ], soit environ 14,2.

On a relevé ci-dessous, sur tableur, 10 séries de 200 temps d’attente. La moyenne et 1’écart-type de
chaque série sont affichés. Cela permet de constater combien la dispersion des valeurs individuelles
est grande alors que celle des moyennes est petite.

| A B G D E F G H 1 Al K L
1 | numéro/série 1 3 4 5 6 7 :3 9 10
2 1 ] z 1 42 7 14 13 8 10 18
7 2 10 27 4 9 s 8 2 4 i 53
4 3 1 6 16 11 6 6 5 18 15 3
5 4 12 42 23 2 71 13 4 15 41 5
6 3 2 4 15 3 23 13 5 3 A 3
7! 6 18 26 46 19 35 1 3 15 3 17
8 7 6 1 27 19 2 10 12 1 4 1
9 8 2 5 5 5 12 2 16 4 2 12
10 9 18 46 42 25 61 8 18 18 3 4
11 10 1 1 4 28 7. 3 6 5 2 2
191 190 12 11 4 5 16 8 2 3 40 28
192 191 4 1 7 18 1 ] 15 3 4 28
193 192 36 16 6 18 5 8 1 3 g 1
194 193 18 25 15 20 5 10 7 41 16 40
195 194 7 58 17 12 4 5 9 4 15 13
196 195 3 4 7 1 18 14 5 20 18 2
197 196 44 z 5 44 26 3 3 41 15
198 197 10 16 1 20 28 30 8 19 11 8
199 198 92 45 2 10 4 18 20 5 37 2
200 199 3 27 3 56 17 24 5 15 4 29
201 200 2 5 15 10 34 16 5 4 41 10

202
203 :mps moyen d'attent  13.415 1475 1375 13.375 14745 14535 12 685 13.37 13845 14.905 _

204
205/ ecart type de la série 13.321891 13.751636 12.085665 12.110094 14.024977 12.268202 11.234579 14.093371 12.625053 13.493553
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2. Définition de la loi géométrique tronquée

Soit p un réel de I’intervalle ]0,1[ et n un entier naturel non nul. On considére I’expérience aléatoire
qui consiste a répéter dans des conditions identiques une expérience de Bernoulli de paramétre p avec
au maximum n répétitions et arrét du processus au premier succes.

On appelle loi géométrique tronquée de parameétres n et p la loi de la variable aléatoire X définie par :
e X'=0si aucun succés n’a été obtenu ;
e pour 1 <k <n,X=rksile premier succes est obtenu a 1’étape .

1-p E —» EFEE

yE\ g S — EEES

yE\ p S — EES
p

p

S —» ES
S—»S

3. Expression de la loi géométrique tronquée

L’arbre permet de déterminer la loi de la variable aléatoire X décrite ci-dessus, c’est-a-dire la loi
géométrique tronquée de parametres # et p, ou # un entier naturel non nul et p un réel de I’intervalle ]0,1].
e si aucun succes n’a été obtenu, X=0et PX=0)=(1-p)";
e pour 1 <k <n, le premier succés est obtenu a 1’étape k pour le chemin qui présente dans
I’ordre k — 1 échecs et un succés, d’ot : P(X = k)= (1 - p)* 'p.

On vérifie facilement que ZP(X =k)=1 (exploitation des sommes de suites géométriques).
k=0

4. Algorithme de simulation

Le processus lié a la loi géométrique tronquée est aisé a mettre en ceuvre avec un algorithme. Il suffit
de remarquer que I’instruction ent(NbrAléat + p) génere un nombre aléatoire entier qui vaut 1 avec la
probabilité p, et 0 avec la probabilité 1 — p.

a) En langage naturel

Entrées : valeur de n
valeur de p
Initialisations :  a prend la valeur 0
k prend la valeur 0
Traitement : Tantquea=0etk<n
a prend la valeur ent(NbrAléat + p)
k prend la valeur £+ 1
Fin de la boucle "tant que"

Sortie : Sia=0
Alors  afficher message "X ="
valeur de a
Sinon  afficher message "X ="
valeur de k&

Fin de I’instruction conditionnelle

> La convention, X = 0 si aucun succés n’a été obtenu, permet d’assurer les mémes valeurs pour P(X = k) et
P(Y=F) pour ke [l,nl] si X suit la loi géométrique tronquée de paramétres n; et p, Y la loi géométrique
tronquée de paramétres 7, et p, avec n; < n,.
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b) Avec une calculatrice (modéle TI 84+)

L’instruction "et" se trouve dans le catalogue.

PROGRAM: GEQOMHP
EonmPt M. P
fE3E
ﬁwhile A=8 et K<
tent (HbrAléat+P )
+A
PR
:End
I+ A=A8
: Then
tDisF "H=":H
iEl=e
iDisFp "H=":K
End
¢) Avec le logiciel Algobox
1 VARTABLES
2 n EST DU TYPE NOMERE
3 P EET DU TYPE NOMERE
4 k EST OU_TYPE NOMERE
=1 a EST DU TYPE NOMERE
& DEEUT ALGORITHME
7 LIFE n
8 LIRE p
] a PREND LA VALEUR O
10 k PREND LA _VALEUR O
11 TANT_ (UE [a==0 ET k«n] FAIRE
1z DEBUT_TANT _QUE
13 a PREND LA VALEUR floor (random()+p)
14 k DREND LA VALEUR k+1
15 FIN_TANT QUE
1le SI (2==0) ALORS
17 DEEUT_SI
18 AFFICHER "X="
15 AFFICHER a
20 FIN_EI
21 SINON
22 DEEUT_ STIHON
23 AFFICHER "X="
24 AFFICHER k
25 FIN SINOH
26 FIN ALGORITHME

Lo« I A
=
1l

d) Avec le logiciel Scilab

ffloi geowetrique tronguee

ffE=rang du premwier succesz =i suceces, 0 =inon
k=0;

a=0;

["donner le nowbre de lancers @ ") ;

= ["donner la probabilite d''un succes @ ") ;
while [(a==0 & k<n)

a=floor (rand() +p};

k=k+1;
10 [["a="+=tring(a),"k="+string (k) ]}
11 encd
12 |if a==1 then
13 ["¥= "+string(k))
14 elze [rx=amy
15 |end

Ministére de I’éducation nationale, de la jeunesse et de la vie associative (DGESCO)

Mathématiques — Statistiques et probabilités
http://eduscol.education.fr/prog

Page 14 sur 65



Il est possible de modifier cet algorithme pour obtenir une série de valeurs de la variable X (voir
annexe 3). Grace a ces données, on peut alors visualiser une représentation graphique de la distribution
de la loi géométrique tronquée.

5. Représentation graphique

Les diagrammes ci-dessous sont obtenus pour des séries de 1000 valeurs avec d’une part p = 0,3 et
d’autre part p = 0,8. Il est frappant de noter que lorsque n devient grand les histogrammes ont des
allures semblables.

taille 1000, n =5, p=0.3 taille 1000, n =5, p=0.8

400 1000

200 I:I 500 I
0 0 — -
o 1 2

o 1 2 3 4 5 3 4 H
taille 1000, n=10, p=0.3 taille 1000, n=10, p=0,8
300 1000
200 B0 [ ]
500 |
100 400 I
200
0 I
e —_— T
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 1 2 3 45 6 7 89510
taille 1000, n=30, p=0.3 taille 1000, n=30, p=0,8

400

1000

300

200 500

|
100
1
o ‘.I.I‘I.l.""'..‘..H..H.‘...u.‘... 0

0 2 4 6 & 101214 16 18 20 22 24 26 28 30 0246 81012141618202224 2626 30

taille 1000, n =60, p = 0.3
taille 1000, n=60, p=0,8
300

1000
| 800

200
600
100 400
200
0 L —

0 4 B 1216202428 3236 404448525660 0 4 B812162024283236404448525660

L’étude de DI’expression de la loi géométrique tronquée va permettre d’expliquer en partie ces
observations.

La suite de terme général p(1 — p)* ' est décroissante, donc ’allure générale des diagrammes (hormis
le baton correspondant a £ = 0) se trouve confirmée.

Pour p = 0,3, on obtient en fonction de n :
P(X=0)=(0,7)"etpour 1 <k<n, P(X=k)=0,3 x (0,7)"".

11 est facile de vérifier avec une calculatrice que :
(0,7)" < 0,005 pour n > 14 et 0,3 x (0,7)*".(0,7)" < 0,005 pour k > 12.

Ainsi, pour les diagrammes correspondant aux valeurs n = 30 et n = 60, il n’est pas surprenant de ne
voir figurer aucune réalisation de la valeur 0. De méme, les batons correspondant aux valeurs de &
supérieures ou égales a 13 ont une hauteur pratiquement nulle.
Pour p=0,8, on obtient en fonction de n :

P(X =0)=(0,2)" etpour 1<k<n, P(X =k)=0,8x(0,2)"".

(0,2)" <0,002 pourn >3 et 0,8x(0,2)"" <0,0005 pour &k >5.

Les diagrammes correspondants sont compatibles avec ces valeurs seuil. En particulier, pour » = 5, on
n’observe pas de réalisation de la valeur 0.
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6. Espérance de la loi géométrique tronquée

Au niveau de la classe de Premiére, la détermination de I’espérance de la loi géométrique tronquée de
parametres n et p mobilise a la fois les suites géométriques et la dérivation.

Sans étre exigible, cette activité peut faire 1’objet d’un travail de recherche.
Activité :

Pour tout I’exercice, X désigne une variable aléatoire de loi géométrique tronquée de paramétres n et p.
Onpose: g=1-p.

1. Montrer que E(X)= ka(l -p)t= pz“qu_1 =p [1 +2g+3¢> +-+ nq"‘l].
k=1 k=1
2. Soit f la fonction définie sur I’intervalle ]0,1 [ par: f(x)=1+x+x>+---+x".
a. Pour tout réel x de I’intervalle ]0 ,1 [, écrire f(x) sous la forme d’un quotient.

b. Vérifier que la fonction f est dérivable sur I’intervalle ]0,1[ et calculer deux expressions
différentes de f'(x) pour tout réel x élément de I’intervalle 0,1,

n-1

¢. En déduire le calcul de la somme 1+2x+3x> +---+nx"" = kx*" pour tout réel x de

I’intervalle ]0,1 [
s ha e 1 n
3. Prouver I’égalité E(X)=— [1 —(1+nmp)1-p) ] .
'z

4. Utiliser un outil numérique ou graphique pour émettre une conjecture sur la limite de E(X) lorsque
n tend vers I’infini.

Remarque :

La limite de E(X) semble étre égale a 1 (voir les illustrations en annexe 3).

Pour démontrer ce résultat, la principale difficulté est de calculer la limite en + oo de la suite (u,)de

terme général u, =n(l— p)".

Pour cela, on peut considérer la suite (v,) définie par v, =—=L. Elle converge vers 1— p qui est
u

n
strictement inférieur a 1. On obtient la limite de la suite (u,) par comparaison avec une suite
géométrique de limite nulle.

Ministére de I’éducation nationale, de la jeunesse et de la vie associative (DGESCO) Page 16 sur 65
Mathématiques — Statistiques et probabilités
http://eduscol.education.fr/prog




B. Exemples d’activités

1. Limitation des naissances

(D’aprés Claudine ROBERT, Contes et décomptes de la statistique, Ed. Vuibert. Voir aussi le
document ressource de 2000 rédigé par Claudine ROBERT.)

a) Enoncé
Pour limiter le nombre de filles dans un pays (imaginaire ?), on décide que :
chaque famille aura au maximum 4 enfants ;
chaque famille arrétera de procréer apres la naissance d’un garcon.

On considére que chaque enfant a une chance sur deux d’étre un garcon ou une fille et que, pour
chaque couple de parents, le sexe d’un enfant est indépendant du sexe des précédents.

Ce choix a-t-il la conséquence attendue, a savoir de diminuer le nombre de filles dans la population ?

1l n’est pas inintéressant de solliciter d’abord une réponse a priori, c’est une facon d’entrer dans le
probleme et de motiver son étude.

b) Simulation de I’expérience sur un tableur

Les naissances d’une famille se simulent sur une ligne. On passe facilement a la simulation pour 1000
familles en recopiant les formules.

On entre en A4 : FENT(ALEA()+0,5)

eten B4 : ESI(OU(A4=1;A4="");""; A4+ENT(ALEA()+0,5))

, que I’on recopie jusqu’a D4.

On décompte le nombre d’enfants en E4: =NB(A4:D4) et le nombre de garcons en F4:
ENB.SI(A4:D4;1).

Il reste a recopier les formules de la ligne 4 jusqu’a la ligne 1003. Le calcul de N, G et P est alors
immédiat.

A, B C n] E F ] H | J 58

1 Chague colonne représente une

naissance. Le nombre indigué est le
2 nombre de gargons.
3 Naissances Enfants|Garcons| [Nombre total d'enfants: N = [ 1896
4 0 a a 1 4
5 1 1 1 [Nombre total de gargons: G =] 939
5 1 1 1
7 ] 1 2 1 |Proponion de gargons: p = | 0,495
g 1 1 1
9 1 1 1
10 0 1 2 1
11 0 1 2 1
12 1 1 1
13 1 1 1
14 ] 1 2 1
15 1 1 1
16 0 a} 1 3 1
17 1 1 1
18 1 1 1
19 0 a a a 4 a

La simulation montre clairement que la proportion de gargons semble bien rester voisine de 0,5. La
politique nataliste mise en place n’aurait donc aucun effet sur la modification de cette proportion.

On observerait la méme chose lorsque la probabilité de naissance d’un gargon est égale a p.
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¢) Représentation a I’aide d’un arbre

Le traitement mathématique a I’aide de I’arbre permet de valider les conjectures émises avec le tableur.

1/ F — famille FFFF
o
o F 12
12~ F — %
/ % )
%

G — famille FFFG
G —» famille FFG
— famille FG

G —» famille G

E(N)ZIES’ E(G)=1—Z,donc %=%

Nombre total d’enfants N 4 4 3 2 1

Nombre total de garcons G 0 1 1 1 1
Probabilité 1/16 1/16 1/8 1/4 172

Cette situation peut se préter a une différenciation pédagogique selon que 1’on envisage la valeur
p=0,5 ou p quelconque, selon que I’on s’en tienne a 4 enfants au plus ou que 1’on généralise a n

enfants au plus.

d) Généralisation

On considére I’expérience aléatoire qui consiste a répéter dans des conditions identiques une expérience
de Bernoulli de paramétre p avec au maximum # répétitions et arrét du processus au premier succes. On
note toujours X la variable aléatoire qui représente le rang du 1% succés et qui vaut 0 si aucun succes n’a
été obtenu. La variable aléatoire X suit la loi géométrique tronquée de parametres # et p.

On considére les variables aléatoires 4, nombre de succes et B, nombre d’étapes du processus
aléatoire.

La loi de la variable aléatoire 4 est trés simple, elle ne prend que deux valeurs 0 et 1 avec :
P(A4=0)=PX =0)=(1-p)"
k=n

P(A=1)=) P(X =k)=1-(1-p)"

=1
L’espérance de la variable aléatoire 4 est donc : E(A)=1-(1-p)".

La variable aléatoire B prend des valeurs entre 1 et n avec :
-pour 1<k<n—1, PB=k)=P(X =k)=(1-p)*'p ;
-pour k=n, PB=n)=P(X =0)+P(X =n)=(-p)" +(1-p)" ' p.
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L’espérance de la variable aléatoire B est donc :

n—1

E(B)=Y kp(-p) +nlp-p)~ +1-p)],

k=1

soit E(B)=Zn:kp(1—p)k_1 +n(l—p)",ouencore E(B)=E(X)+n(1-p)".

k=1

: . . 1
On obtient apres simplification E(B)=— [1 -(1-p)" ]
P
Conclusion : si I’on répéte un grand nombre de fois ce processus de n étapes au maximum (ceci quelle
que soit la valeur de I’entier #), on obtient en moyenne un nombre de succes égal a 1—(1— p)" pour
1 . :
un nombre moyen d’étapes égal a —[1 —(1- p)"]. Ainsi, en moyenne, la proportion de succes est
p

égale a p. 1l est remarquable de retrouver cette probabilité de succes, quel que soit le nombre maximal
d’étapes du processus.

2. Le paradoxe de Saint-Pétersbourg

Formulé par Nicolas Bernoulli en 1713, ce probléme a été approfondi par son cousin Daniel Bernoulli
dans I’ouvrage Les transactions de I’Académie de Saint-Pétersbourg, ce qui lui a valu son nom.

a) Enoncé

Un joueur joue contre la banque au jeu de « pile ou face », en misant toujours sur « face ». Il adopte la
stratégie suivante : il mise un euro au premier coup, et s’il perd, double la mise au coup suivant, tant
que « face » ne sort pas. S’il gagne, il récupere sa mise augmentée d’une somme équivalente a cette
mise. Le joueur dispose d’une fortune limitée, qui lui permet de perdre au maximum n coups
consécutifs et, si « pile » sort n fois de suite, le joueur ne peut plus miser et arréte le jeu. La fortune de
la banque, elle, n’est pas limitée.

Une partie consiste pour le joueur a jouer, si sa fortune le lui permet, jusqu’a ce que « face » sorte.

Il s’agit de déterminer la probabilité qu’a le joueur de gagner une partie, son gain algébrique moyen
par partie, et d’analyser I’intérét pour le joueur de jouer a ce jeu.

b) Traitement mathématique

Pour modéliser la situation, on suppose que le joueur lance la piece n fois : si « face » sort avant le n-
iéme coup, le joueur ne mise rien les coups suivants. Lorsqu’il joue n fois de suite a « pile ou face »,
on note :

— A, I’événement « le joueur obtient n piles » ; G = A_n I’événement : « le joueur gagne la
partie » ;

— X lawvariable aléatoire qui comptabilise le rang de la premiére face, et I’on convient que ce
rang est égal a 0 si « face » ne sort pas ;

— Ylavariable aléatoire qui donne le gain algébrique du joueur.

On envisage d’abord le cas ou le joueur dispose d’une fortune limitée, par exemple a 1000 €.

Le joueur double sa mise tant qu’il perd. Sa fortune lui permet de tenir n coups, ou il mise
successivement (en euro) 1, 2, 2°, ..., 2", tant que 1+2+...+2"" <1000 . La formule sommatoire
sur les suites géométriques simplifie cette inégalité en : 2" —1<1000. D’ou n=9.
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On obtient P(A4,)= 2i ~0,002, d’ou P(G)=1-P(d,)=1— 2% ~0,998 .

9

La variable aléatoire X suit la loi géométrique tronquée de parametres 9 et 3 Elle prend les valeurs

enticres de 0 a 9, avec P(X =O)=P(A9):2L9 et, pour k compris entre 1 et 9:

1 1 1
1)()(:k):2k71 (1-5}22—](

. . > 1 1 1 1
On vérifie bien que ZP(X:k): —+ S+t [+ =1
=0 2 2 2 2

Déterminons les valeurs de Y.

Si « face » sort pour la premiére fois au k-iéme coup (avec 1<k <n), le joueur a misé¢ au total une
somme en euro égale a 1+2+...+2"", il gagne le double de sa derniére mise, soit 2x2""". Son gain
algébrique est donc égal a 2" —(1+2+...+2""), c’est-a-dire 1 €.

Si « face » ne sort pas, le joueur a perdu toutes ses mises, soit (en euro) 1+2+...+2° =2° —~1=511.

On en tire la loi de la variable aléatoire Y et son espérance mathématique :

Valeurs de Y +1 —2°-1)
e 1 1
Probabilités - 2—9 2—9

PN O
E(Y)_lx(l—?j—(Z x5 =0.

¢) Simulation de 1000 parties en 9 coups au plus sur un tableur

On code la sortie de « face » par « 1 », celle de « pile » par « 0 ».

On place en Al la formule FENT(2*ALEA())

2

puis en B1 la formule |=SI(OU(A1=1 ;AT="");""; ENT(2*ALEA()))

, que I’on recopie jusqu’en 11 ;

enfin on place en K1 la formule ESI(SOMME(A1:11)=0;"PERDU";"GAGNE") .

Les formules précédentes sont recopiées jusqu’a la ligne 1000.

Il reste alors en décompter en M1 le nombre de parties perdues, avec la formule :

ENB.SI(K1:K1000;"PERDU") .

Quoique faible, la probabilit¢ de perdre n’est pas négligeable. Sur la simulation précédente, on
s’apercoit que le joueur perd effectivement 6 parties sur 1000. Il perd donc six fois 511 €, soit 3066 €.
Il a gagné 994 parties qui lui rapportent chacune 1 €, soit un gain total de 994 €. 1l a donc perdu 2972
euros sur 1000 parties, soit environ 3 euros par partie en moyenne.
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A B £ D E F G H ] K L M N

Nombre de 6
1 1 GAGME parties perdues
2 1 GAGNE
3 0 0 0 1 GAGNE
4 0 1 GAGNE
5 1 GAGNE
G 0 1 GAGNE
7 1 GAGNE
8 o 1 GAGNE
9 1 GAGNE
10 1 GAGNE
11 1 GAGNE
12 0 0 0 0 0 1 GAGNE
13 0 0 0 0 1 GAGNE
14 1 GAGNE
15 o o 0 o 0 o 0 o ] PERDU
16 o 1 GAGNE
17 1 GAGNE
18 0 1 GAGNE

d) Conclusions de I’étude : deux paradoxes
Chaque partie gagnée rapporte 1 € au joueur. Si sa fortune était illimitée (ou simplement trés grande),
la probabilité de gagner, égale a 1—;, aurait pour limite 1, et permettrait au joueur de gagner chaque

partie. Il semble donc que la stratégie du joueur constitue une « martingale » infaillible. Le jeu semble
favorable au joueur.

Cependant, puisque £ (Y )= 0, le jeu est honnéte. La stratégie mise en place donne une espérance de
gain identique a celle du simple jeu de pile ou face. C’est un premier paradoxe.

Par ailleurs, ce probléme montre la limite de la notion d’espérance pour juger si un jeu est favorable.
En effet, la simulation précédente a révélé que la perte est importante, et qu’elle se produit plusieurs
fois sur 1000 parties. Peu de joueurs s’aventureraient dans un jeu pourtant honnéte ou I’on risque de
perdre gros, méme si ce risque est faible, alors que 1’on gagne peu. C’est 1a le deuxiéme paradoxe.

La notion de risque, liée a celle de la dispersion de la variable aléatoire « gain », est un ¢lément décisif
d’appréciation d’un jeu. Le paradoxe de Saint-Pétersbourg est ’un des problémes ayant donné
naissance a la théorie de la décision en économie. Dans cette théorie, on formalise en particulier la
notion de fonction d utilité, qui mesure le degré de satisfaction d’un consommateur.
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V. Loi binomiale

A. Définitions

1. Approche de la loi binomiale

Les exemples suivants proposent, en s’appuyant sur les outils déja disponibles, une découverte de la
loi binomiale avant sa formalisation mathématique. Ces activités sont congues de facon a faciliter une
formalisation progressive de ces notions.

Exemple 1 : mise en place du vocabulaire

On fait tourner la roue de loterie présentée ci-contre : on obtient la couleur « rouge » ;’/ | ;‘f N\
avec la probabilité 0,75 et la couleur « bleu » avec la probabilité 0,25. ( LLbleu_ ‘
Le joueur est gagnant lorsque la fleche s’arréte sur la zone bleue comme sur la figure
ci-contre. ~._Touge.

On décide de noter S (comme succes) cette éventualité et de noter E (comme échec) 1’éventualité
contraire c’est-a-dire « la fléche tombe sur la zone rouge ».

: Une expérience a deux issues, succés ou échec, est appelée « épreuve de Bernoulli ». La loi de :
i Bernoulli de paramétre p est la loi de la variable aléatoire qui prend la valeur 1 en cas de succes |
. et 0 en cas d’échec, ou p désigne la probabilité du succes. :

Consigne aux éléves : on joue trois fois de suite dans des conditions identiques et on désigne par X la
variable aléatoire qui donne le nombre de succes obtenus. Réaliser un arbre pondéré représentant cette
situation et en déduire la loi de la variable aléatoire X puis son espérance mathématique.

On parlera de « schéma de Bernoulli » lorsqu’on effectue une répétition d’épreuves de Bernoulli
- identiques et indépendantes. :

Exemple 2 : schéma de Bernoulli pour un parametre p quelconque

On fait maintenant tourner la roue de loterie présentée ci-contre : on obtient la
couleur « Bleu » avec une probabilité qui dépend de 1’angle indiqué sur la
figure et qui est notée p. On obtient donc la couleur « Rouge » avec une
probabilité de 1 - p.

On décide encore de noter S (comme succes) cette éventualité et de noter E
(comme échec) I’éventualité contraire c’est-a-dire « la fléche tombe sur la =
zone rouge ».

1°) On répéte quatre fois cette épreuve de Bernoulli de paramétre p. Représenter cette répétition par un
arbre pondéré a quatre niveaux.

2°) On définit alors la variable aléatoire X égale au nombre de succés obtenus a I’issue des quatre
répétitions.

En utilisant I’arbre, déterminer la probabilité des événements suivants :
{x =0} {x =4} {x =1} {x =2}.

11 faut observer que les probabilités P(X =1) et P(X =2) s’obtiennent en comptant les chemins qui
conduisent respectivement a 1 et a 2 succes.
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4

[u—

, . o o X (4
On note ( J et on lit « 1 parmi 4 » le nombre de chemins qui conduisent a 1 succes exactement. Ici, ( J =4.

1
4

On note (
2

. . L o X (4
J et on lit « 2 parmi 4 » le nombre de chemins qui conduisent a 2 succés exactement. Ici, EzJ =6.

es]
m  w»
» O wnmo wnmdownd v IO v m »

™

Exemple 3 : utiliser une représentation mentale de [’arbre pondéré

On décide maintenant de répéter cing fois cette épreuve de Bernoulli et on note toujours X le nombre
de succes obtenus a I’issue des cinq répétitions. La réalisation de 1’arbre pondéré devient fastidieuse.

1°) Sans réaliser 1’arbre, mais en s’inspirant de ce qui a déja été fait, déterminer la probabilité des
événements {X = O} et {X = 5}.

2°) On s’intéresse dan s cette question a la probabilité de 1’événement {X = 2}.

a) Quelle est la probabilité d’un chemin conduisant a exactement deux succes ?

b) On note (ZJ et on lit « 2 parmi 5 » le nombre de chemins qui conduisent a 2 succes.
Déterminer ce nombre en utilisant 1’arbre déja réalisé pour 4 répétitions.
Il y a deux fagons d’obtenir 2 succes selon qu’a la derniére étape on obtient un succes ou un échec.

O Si la derniére étape donne un échec, il faut compter les chemins qui au niveau précédent
conduisaient déja a 2 succes. Avec I’arbre déja réalisé, on sait que 6 chemins sont dans ce cas.

O Si la derniere étape donne un succes, il faut compter les chemins qui au niveau précédent
conduisaient a un seul succés. Avec I’arbre déja réalisé, on sait que 4 chemins sont dans ce cas.

En conclusion, 6 +4=10 chemins de I’arbre des 5 répétitions conduisent & 2 succes, soit avec les
. . 5 4 4
notations introduites : = + .
2 2 1
5
Enfin la réponse attendue est : P(X = 2)= 10p? (1 - p)3 ou P(X = 2)= [ZJPZ (1 - p)3 .
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2. Définition de la loi binomiale

On considére une épreuve de Bernoulli de paramétre p. Un schéma de Bernoulli associé a n répétitions
de cette épreuve peut €tre représenté par un arbre pondéré qui comporte z niveaux.

Par définition, la loi binomiale de paramétres n et p, notée B(n, p), est la loi de la variable aléatoire
. X qui donne le nombre de succés dans la répétition de n épreuves de Bernoulli de paramétre p. i

Quelques cas particuliers

Calcul de P(X =0) et de P(X =n)

L’événement {X = 0} est réalisé sur 'unique chemin de I’arbre qui ne comporte que des échecs, c’est-
a-dire le dernier chemin de 1’arbre qui est constitué de n branches qui ont toutes la probabilité 1— p.

D’ou le résultat : P(X =0)=(1- p)".

L’événement {X = n} est réalisé sur I’unique chemin de I’arbre qui ne comporte que des succes, ¢’est-
a-dire le premier chemin de I’arbre qui est constitué de n branches qui ont toutes la probabilité p.

D’ou le résultat : P(X =n)=p".
Calcul de P(X =1) etde P(X =n-1)

L’événement {X =1} est réalisé sur les chemins de I’arbre qui comportent exactement un succés et

n—1 échecs. La probabilité de chacun de ces chemins est : p(1— p)" .

Il reste a déterminer combien de chemins de ce type figurent dans 1’arbre pondéré. Cette question est
assez simple dans la mesure ou il suffit de repérer a quel niveau de 1’arbre figure 1’unique succes. Il 'y
a donc n possibilités et ainsi n chemins qui réalisent I’événement {X =1}.

D’ou le résultat : P(X =1)=np(1-p)"".

L’événement {X =n—1} est réalis¢ sur les chemins de 1’arbre qui comportent exactement »n —1

succes et 1 échec. La probabilité de chacun de ces chemins est: p"~' (1 p).

Il reste a déterminer combien de chemins de ce type figurent dans I’arbre pondéré. Comme
précédemment, il suffit de repérer a quel niveau de ’arbre figure 1’'unique échec. Il y a donc encore n
possibilités et ainsi n chemins qui réalisent I’événement {X =n —1}.

D’oulerésultat : P(X =n—1)=np" " (1-p).

3. Coefficients binomiaux

Pour déterminer par exemple, P(X =2) on procéderait de la méme fagon : la probabilité de chaque

chemin qui réalise exactement deux succés est: p’ (1 - p)"_2 . Il faut ensuite multiplier cette
o0, s . . , \ I3 n
probabilité par le nombre de chemins qui présentent exactement deux succes. Ce nombre est noté [ZJ

et on lit « 2 parmi z ». Il peut étre obtenu avec une calculatrice ou avec un tableur.
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Plus généralement :

:Si n est un entier naturel et si k est un entier compris entre 0 et n, on note (kJ et on lit :

i « k parmin » le nombre de chemins qui réalisent exactement k succés dans I’arbre a n niveaux, '
i associé a un schéma de Bernoulli. Ces nombres sont appelés coefficients binomiaux. :

n : . r r r .
Ces nombres (k} sont par construction des entiers et I’étude précédente nous fournit quelques valeurs :
. . n n
e quel que soit n, entier naturel : (OJ =1 ; [ j =1,
. . n n
e quel que soit n, entier naturel non nul : [1 j =n; ( j: n,

(el

B. Propriétés

1. Expression de la loi binomiale

La probabilité de chacun des chemins qui réalisent exactement k succés est p* (l - p)"_k. On obtient
donc :

Soient un entier naturel n et un réel p de lintervalle [0, 1]

i La variable aléatoire X égale au nombre de succés dans la répétition de n épreuves de Bernoulli de
i parameétre p suit la loi binomiale B(n, p), avec pour tout entier k compris entre 0 et n :

P(X =k)= [Zj p* (- p)"

. . . n . . .
Remarque : les coefficients binomiaux ‘ interviennent comme coefficients dans la formule

générale ci-dessus, mais aussi dans la formule du bindme de Newton qui donne le développement de
(a+b)" pour tous réels a et b.

2. Propriétés des coefficients binomiaux

Symétrie

Le nombre de chemins réalisant 7 — K succés est aussi le nombre de chemins réalisant k échecs. Par
symétrie, on obtient autant de chemins réalisant k succés que de chemins réalisant k échecs.

n n
Si n est un entier naturel et si k est un entier compris entre 0 et n, alors [ k} = [ k] .
n —
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Formule de Pascal
Il s’agit ici de calculer un coefficient binomial associé a n+1 répétitions a partir des coefficients

calculés sur ’arbre réalisé au niveau n.

+
Le coefficient binomial (:

1 . C \
J donne le nombre de chemins qui réalisent exactement £ + 1 succes.
+

Il y a deux fagons d’obtenir k£ +1 succes suivant qu’a la derniére étape on obtient un succés ou un
échec.

- Si la derniére étape donne un échec, il faut compter les chemins qui au niveau précédent

. . IR Y \ . n
conduisaient déja a k +1 succes. On sait que (k

J chemins sont dans ce cas.
+

- Si la derniére étape donne un succes, il faut compter les chemins qui au niveau précédent

conduisaient a  exactement k succes. On sait que (kj chemins sont dans ce cas.

. n n . e . \ \ y
En conclusion, (k] + (k J chemins de I’arbre des n +1 répétitions conduisent a £ +1 succes, d’ou
+

le résultat :

R . . . . n+1 n n :
: 8i n est un entier naturel et si k est un entier compris entre 0 et n — 1, alors = + .
: k+1 k k+1

Deux facons d’obtenir £ + 1 succés en n + 1 étapes ‘

B ) + i ,
o SRR —
chemins

k succes Succes

" chemins
k+1 -

Somme des coefficients binomiaux

En ajoutant tous les coefficients binomiaux obtenus sur un arbre de n répétitions, on obtient le nombre
total de chemins de I’arbre. Or cet arbre comporte # niveaux et a chaque niveau on multiplie le nombre
de chemins existants par 2. Le nombre total de chemins est donc 2". On obtient la relation :

(7 n n n
Z ( j ) ( j + ( J + N ( J ) 2” ‘
=\k 0 1 n
On pourra se reporter a I’annexe 5 pour 'utilisation de quelques outils de calcul avec la loi binomiale.
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3. Représentation graphique

Dans ce document, on parle de « grande binomiale » si n>25et 0,2< p <0,8 - conditions énoncées
dans le programme de la classe de seconde —, et dans le cas contraire, on parle de « petite binomiale ».

Petites binomiales

Diagramme en baton de B(n;p) Diagramme en biiton de B(n;p)

8
o

I 10,1000 I

I 00800 I
Il-— —rrrr—r—r—r—r—rr 00000 i I I I
14

b R 4 5 6 7 B 9 M 11 12 134 1516 17 18 19 20 o 1 2 3 4 $ 6 7 8 9 W0 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

n=10; p=0,15 n=15; p=0,85

Grandes binomiales

Diagramme en biton de Bin:p) Diagramme en baton de B{n;p)

LI - AT T O I IR Hoed ) ! ; : 4
N LI AR I R - St NPC I RN ]

n=40; p=0,25 n=80; p=0,85

L’observation des différentes représentations graphiques permet de constater les comportements suivants :

— déplacement vers la droite du diagramme a » fixé en fonction de la croissance de p ;
constatation analogue si p est fixé et n augmente ;

— allure symétrique « en cloche » des grandes binomiales ; il est facile de démontrer 1’exacte
symétrie de la représentation lorsque p=0,5 ;

— dispersion maximale lorsque p=0,5.

4. Espérance et écart-type

Il s’agit ici de proposer une activité conduisant a une conjecture sur I’expression de I’espérance et de
’écart-type d’une loi binomiale.

On utilisera le tableur pour calculer, a I’aide de I’instruction SOMMEPROD, I’espérance et la variance
de la loi ®(n, p) pour différentes valeurs de n et p. La variance est obtenue a partir de la relation

V(X)=E(X*)—E(X)” (cette formule n’est pas un attendu du programme).

Pour la copie d’écran ci-dessous la valeur de p est 0,2 et les valeurs de » vont de 5 a 50 avec un pas de
5 unités.

Ministére de I’éducation nationale, de la jeunesse et de la vie associative (DGESCO) Page 27 sur 65
Mathématiques — Statistiques et probabilités
http://eduscol.education.fr/prog




La feuille de calcul est congue pour admettre des valeurs de # entre 0 et 100.

Dans les cellules de B3 a K3 on a saisi : .

Dans la cellule B7 on a saisi: [=SI($A7<=B$4;:LOLBINOMIALE($A7;B$4:B$3:0);" ™| pour
demander ’affichage de la probabilité de {X = k}, uniquement lorsque k£ <n et une cellule vide dans
I’autre alternative.

Dans la cellule B110 on a saisi : =SOMMEPROD($A7:$A107;B7:B107)| pour obtenir I’espérance de

la variable aléatoire X de loi binomiale de paramétres n et p. L’adressage absolu sur la premicre
colonne autorise la recopie vers la droite de cette formule.

ESOMMEPROD(($A7:$A107)"2;B7:B107)

Dans la cellule B112 on a saisi: pour obtenir

’espérance de la variable X .

La variance s’obtient alors en B116 avec la formule =B112-B113|.

On peut aussi obtenir la variance de X comme espérance de (X -E(X ))2 en saisissant dans la cellule

B116 la formule : EFSOMMEPROD(($A7:$A107-B110)"2;B7:B107).

A B c 1] E F G H I J K
1 p 02
2
3 p [ 02 [ 02 [ 02 [ 02 [ o2 [ o2 [ o2 [ o2 [ 02 [ 02 |
a4 o | 5 [ w0 [ 15 | 20 [ 25 | a3 | 3 [ a0 [ a4 [ =0 |
5
B | & | Ppck) | Poc=k) | Poc=k) | Poc=k) | PecR) | PRck) | Poek) [ Poesk) | Presk) | PR
7 | 0 | 032765 |0,107374|0,035184 |0,011529|0,003778 | 0,001238 | 0,000405 | 0,000133 | 4 36E-05 | 1, 43E05
B 1 0,4096 | 0,268435 | 0,131941 |0 057646 |0,023612 |0,009265 | 0,003543 | 0,001329| 000049 |0,000178
9 [ 2 | 02048 |0,30199 |0,230897 |0,136909|0,070835 | 0,033656 |0,015085 | 0,00645 | 0,002655|0,001093
10 3 [ 00512 [0,201327 0250139 |0,205364 | 0,135768 |0,078532 | 0,041484 | 0,02062 | 0,009657 | 0,004371
11 4 | 00064 | 005808 |0.1587604 |0.218199|0,186681 |0.132522 | 0,092968 | 0,047452| 002535 | 001284
12| 5 | 000032 [0,026424|0,103182 0,17456 |0,196015|0,172279 0,1286 |0,085414]0,051968|0,029531
3] & 0,005505 | 0,042593| 01091 |0,163346 |0,179457 | 0,16075 | 0,124563| 0,086613|0,055371
107100
108
W9 _ e [ 5 [ 0 [ 15 [ 20 [ 25 [ 30 [ 3w [ 40 [ 4 [ s0 |
Mo B |1 [ 2 | a1 4 [ s | s | 7 [ 8 | 8 [ 10 |
111
112/ e | 18 56 114 19.2 29 40,8 546 0.4 B5.2 108
113 E0? 1 4 E 16 25 36 43 64 81 100
114
M5 _w | 5 [ 10 [ 15 [ =20 | 25 [ 30 [ 35 [ 40 [ 4 [ 80 |
Me v | og [ 16 | 24 | 32 [ 4 | 48 | 56 | B4 | 72 | B |
117
Observations pour p fixé :
E (X) en fonction de n pour p= 0,2 V (X) en fonction de n pour p=0,2
35 3
3 2 4 25 4
. P o?
g * 24 * .
2 - * C
. 15 4 *
15  * o®
* 1 *
N o * .
05 - . * 05 4 . *
0 2 4 6 8 0 » u 6 0 2 4 6 8 0 » u 16
E (X) en fonction de n pour p= 0,7 V (X) en fonction de n pour p= 10,7
7 35
- ] *
10 3
- * - *
8 * 254 L4
° £J ° *
6 Y 21 -
- 3
¢ 15 - .
4 * *
° > 1 *
2 * * C
* 05 *
0 T T T T T T T 0 ; ; ; ; ; ; ;
0 2 4 6 8 10 2 u 6 0 2 4 6 8 10 » 1% 6
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Lorsque la valeur de p est fixée, on observe que I’espérance de la loi binomiale, aussi bien que sa
variance, semblent étre des fonctions linéaires de 7.

Observations pour 7 fixé :

E (X) en fonction de p pour n =15 V (X) en fonction de p pour n=15
® . N *
“ ° 35 * *
) * 3 & &
0 J R * 25 L 3 *
8 PY 2
6 4 * 15
* 2

4 4 * 1

.
21— 05
0 ‘ ‘ ‘ ‘ 0 ‘ ‘ ‘ ‘ o

0,2 04 0,6 08 1 12 0.2 04 06 08 1 12

E (X) en fonction de p pour n= 80

V' (X) en fonction de p pour n=80

25

80 -
70 4 . 20 s * o
60 . ° S
50 % B
& * *
40 | IS
£
30 *
* * *
20 | . 5
© 3
0 0 T T T T -
0 02 04 06 08 1 12 0 02 04 06 08 1 12

Lorsque la valeur de n est fixée, on observe que 1’espérance de la loi binomiale semble aussi tre une
fonction linéaire de p. De plus, on peut noter que la valeur obtenue avec le cas particulier p=1
correspond a la valeur de »n qui a été fixée. D’ou la conjecture E(X)=np que le professeur validera
dans le cours.

En revanche, la variance se comporte comme une fonction du second degré en p. On peut noter aussi
que la variance semble bien étre maximale pour p=0,5 comme |’observation des représentations

graphiques le laissait prévoir.

Un réinvestissement des notions d’analyse permet, par exemple, de déterminer les fonctions
polynéomes du second degré qui sont maximales en 0,5 et qui s’annulent en 0 et 1. La linéarité selon la
variable n incite a chercher un coefficient « multiple »