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L'ANALYSE STATISTIQUE 

BAYÉSIENNE 

DOMINIQUE CELLIER (*) 

... 'Toi, qui De ('unit'lers en marc~c ne sait tien 
'Tu es bîlti De t'lent: par .suite tu n'e.s tien. 
'Ta llie est comme un pont jeU entre Dcu~ t'liDc.s : 
'Tu n'as pas De (imite, au milieu tu n'es rien ... 

Dmar .R~al)l)âm 

- Introduction -

La difficulté de cet exposé réside dans le fait qu'il n'est pas évident dc présenter en si peu de tcmps 
une théorie qui, d'unc part, est un véritable champ de bataille de polémiques et qui, d'autre part, est 
peu dévcloppée en France tant au niveau de l'enseignement de la statistiquc qu'au niveau des applications 
pratiques. 

Les raisons de cet état de fait scraient longues à exposer ici. Cependant on peut penser que "l'objectivité" 
dcs csprits dits "cartésicns" Ile peut être que choquéc, ignorante parfois ou méprisante vis à vis d'une théorie 
qui fait "apparellllllcnt" appcl à la "subjectivité" : l'analyse bayésienne prend fondamentalement en compte 
les "a priori", l'apprcntissage et l'expérience acquise de l'expérimentateur. Certains aspects élémentaires, 
illtuitifs d'un point de vue mathématique font préférer souvent à l'analyse statistique bayésienne des théorics 
plus complexes lIlathématiquclllcnt. 

L'analyse statistique bayésicnne est essentiellement un principe de dualité ct une démarche cohércnte 
d'in vcrsion. 

Le travail d'ul1 statisticicn cOllsiste en dernièrc analyse à "remonler des effels aux causes". On observc 
lcs effets d'un phéllOlllènc et 011 cherche, sur la base de cette observation, à faire une déduction (une infércncc) 
sur les causes qui provoqucnt ccs effcts : 

- estimer des paramètres inconnus, 
- émettre, accepter ou rejcter des hypothèses, 
- prédire des obscrvatiolls futures ... etc ... 

La statistiquc inférclitielle est dOllc une démarchc d "'inversion". 

1 EFFETS l'--+? CAUSES 

(*) li .. iversité de Houe .. · (,ahùratoi ... , Anuly,e et l\Iodèi<,s Stochastiques - li.H.A. C.N.R.S. 1378. 
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La démarche bayésienne est sans doute celle qui s'inscrit de façon la plus cohérente dans cette 
problématique d'inversion: elle met en œuvre elTectivement cette dernière qui consiste à remonter des elTets 
(les observations) aux causes (les paramètres). 

A PRIORI 1 + 1 OBSERVATION 

JJ 

A POSTERIORI 

L'a posteriori consiste en une réactualisation de la connaissance ou du degré d'ignorance dll 011 des 
paramètres. 

- l - Généralités sur la démarche bayésienne -

1.1 - Statistique illférelltielle et théorie des probabilités. 

... ÛuanD llOus allc3 Himin~ ('impossib[c 

Ile qui teste, même improbab[e, 

noit rtte [a llhitL. 
Ilonan nOI)[e 

Quel rapport existe-t-il entre la Statistique qui repose sur l'observation de phénomènes concrets et la 
théorie des probabilités qui traite des propriétés de certaines structures modélisant des phénomènes où le 
hasard intervient? 

- Les données observées sont imprécises, entach~es d'erreurs. Le modèle probabiliste permet de les 
présenter comme des variables aléatoires (l'aléa provenant de la déviation entre vraies valeurs et valeurs 
observées) . 

2 - On constate parfois que la répartition statistique d'une variable au sein d'une population est voisine 
de modèles mathématiques proposés par le calcul des probabilités. 

3 - On est souvent amené à modéliser des situations très complexes (nombre important de paramètres, 
paramètres cachés ... ). Le modèle proposé est alors simplifié grâce au calcul des probabilités. 

4 - Enfin, le lien le plus important réside dans le fait que les échantillons d'individus observés sont la 
plupart du temps tirés au hasard dans la population, ceci pour en assurer la "représentativité". Chaque 
individu a alors une certaine probabilité d'appartenir à l'échantillon. Les caractéristiques observées 
deviennent, grâce au "tirage au sort", des variables aléatoires dont le calcul des probabilités permet 
d'étudier les propriétés, le comportement etc ... 

1.2 - Modèle statistique ct vraisemblance. 

Compte tenu de ce qui précède, on comprend bien le rôle important joué par la modélisation en 
statistique inférentielle. Un modèle statistique consiste en robservation d'une variable aléatoire X, de loi 
de probabilité Pe. Le modèle peut alors s'écrire 
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où 
- ..r est l'espace des observations (les effets) 
- Pe est la loi de l'observation qui dépend d'un paramètre inconnu 0 E e (représentant les causes). 

L'espace des observations peut être discret. Par exemple X peut prendre ses valeurs dans {D, 1,2,···, n} 
et avoir pour loi une loi Binomiale de paramètre (n, 0), 0 E [0,1] inconnu. Dans ce cas on a 

VI. E {0,I,2,··.,n} Pe(X = k) = C~OI:(1- 0)"-1: = I(O,k) 

La fonction l( (}, .) est appelée la vraisemblance. 
L'espace des observations peut être continu. Par exemple X peut prendre ses valeurs dans R et avoir 

pour loi une loi de Laplace-Gauss N(m,u 2 ), 0 = (m,u 2) inconnu. Dans ce cas 011 a 

V[a.Ii] C B Pe(X E [a, li]) = lb ~ . exp( -~(x - m)2)dx 
a V 27rU 2u 

b 

= 11(O,x)dx 

La fonction 1(0, .) e~t encore appelée la vmisemblance. 
Une fois le modèle statistique construit, on cherche à établir, sur la base de l'observation et de sa 

vrai.selllLlanCè, une inférence sur le paramètre 0 inconnu. 

1.3 - Le théorème de Dayes. 

De manière géll~rale, cette démarche d'inversion qui consiste à remonter des effets aux causes est décrite 
par le Théorème dt Bayes: si A et E sont deux évènements tels que peE) =f. 0, on a 

peE 1 A) . P(A) 
P(A 1 E) = peE 1 A) . P(A) + peE 1 A) . P(A) 

Ce théorème est une simple conséquence de la définition de la probabilité conditionnelle 

P(A 1 E) = p(AnE) 
peE) 

Ce théorèllle a coIHitué un saut conceptuel majeur dans l'histoire de la théorie des probabilités et de 
la statistique: c'est la première formule d'inversion des probabilités. En termes d'apprentissage, il décrit 
1 'actualisat ion de la vraisemblance de A après que E ait été observé. En termes statistiques, il actualise 
l'in:orrnation sur le paralllètre inconnu 0 (les causes) au vu de l'observation x (l'effet). 

Ce théorèmc fondamcntal est à la base de la "statistique bayésienlle" : il Illet sur un pied d'égalité causcs 
et dfets, tou:; deux pl)lJValll ètre probabilisés. 

- Exemple. 

Dans une usine. deux machines /111 et /1[2 fabriqucnt des boulons de même type. /111 sort en llIoyenne 
0,3% de boulons défectueux el !'l12 en sort 0,8% . 

On mélange dans unc caisse 250 boulons provenant de :\11 et 750 de /112 . On tire au hasard 1 boulon 
dans la caisse, OIl coIlstate qu'il est défectueux. Quelle est la probabilité qu'Z! ail été fabriqué par Ml ? 

Lorsqu 'on tire UII buukm au hasard, a priori la probabilité qu'il provicnne 
de .\11 est 0.15 
dc M2 est 0,75 . 

Si on ob:;crve qu'il est Jdectueux (évènement D), on calcule lcs probabilités conditionnelles P(M I 1 D) 
et P( /112 1 D) pUll r r';pulld re à la q uestiun 

P(.\l l 1 D) = P(D 1 Md . P( Mil 
P(D 1 Ml)· P(Md + P(D 1.\12 ), P(/lh) 

0,003·0,25 

0,003·0,25 + 0,008·0,75 

~ 0, 11 

3 
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Evidemment on a P(M2 1 D) :::: 0,89. 
P( Ml 1 D) et P(M2 1 D) sont les probabilités a posteriori sachant que le boulon observé est défectueux. 

- vcrsion continue du théorèmc de Bayes. 

Supposons que l'observation X à valeurs réelles est de vraisemblance 1(0, .), 0 E R inconnu. Supposons 
que 0 ait une loi TI de densité 11"( .), c'est-à-dire 

V[a, b] C R TI([a, bJ) = lb 11"( t)dt 

Alors, a posteriori, la loi conditionnelle 11(· 1 X = x) de 8 sachant qu'on a observé X = x a une densité 
11"(- 1 x) donnée par 

(0 1 1(0, x) ·11"(0) 
11" x) = -..,+,.......:-..:..--é..._-'-~_ L:: I(t, r)· 1I"(t)dt 

Le numérateur de l'expression est la densité de la loi conjointe du couple (0, X), le dénominateur est la 
densit.é, notée p, de la loi prédictive de X. Alors 

V[a,hJ C R 
b 

fl(O E [a,bl! X = x) = 1 1I"(t 1 x)dt 

1.4 - Modèle statistique Layésicll. 

La problématique de l'analyse statistique bayésienne consiste à introduire une loi de probabilité JI sur 
l'espace des paramètres: idée révolutionnaire qui continue à diviser les statisticiens. 

On passe alors de la notion de paramlire inconnu à la notion de paramètre aléatoire. CeUe loi de 
probabilité sur l'espace des paramètres est appelée loi a priori. 

La première question qu i vient à l'esprit est évidemment: que représente en fait cette loi a priori? 
- Dans certains cas, le paramètre inconnu est réellement aléatoire ou peut être perçu comme tel. 
- Mais dans la majorité des cas c'est impossible et c'est là que réside l'argument principal des adversaires 

de l'approche bayésiennE'. 
Prenons un exemple: La vitesse C de la lumière est en fait à jamais inconnue du fait de la limitation 

des appareils de mesure. Il est alors légitime de considérer c comme une variable aléatoire uniforme dans 
l'intervalle [co - (,Co + f] où 

- ( représente la précision maximale actuelle des appareils de mesure 
- et Co la mesure usuellement retenue. 

L'importance de la loi a priori réside dans le fait qu'elle représente un moyen efficace de résumer 
l'information a priori disponible sur le paramètre inconnu ainsi que l'incertitude sur là. valeur de cett.e 
in formation. 

1.5 - Loi a priori, loi a posteriori. 

L'essentiel des méthodes de l'analyse statistique bayÉ:3ienne consiste, sur la base de la loi a priori et 
de l'observat.ion effectuée, à déterminer la loi du paramène conditionnellement à l'observation: la loi a 
posteriori qui actuali!'ie l'information sur le paramètre 

LOI A PRIORI 1 + 1 OBSERVATION 

jJ 

LOI A POSTEPJORI 

Toute la statistique bayésiellne repose sur cette loi a posteriori. Les difficultés essentielles proviennent, 
d'une part, de la dét.ermination et du choix de la loi a priori et, d'autre part, du calcul explicite de la loi a 
posteriori. 

4 
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Illustrons cela sur un exemple. 

1.6 - Exemple 

On observe une variable aléatoire réelle X dont la loi est une loi de Laplace-Gauss N(O, 1) où 
- la moyenne 0 E R est inconnue 
- et la variance est connue et égale à 1. 

On cherche, sur la base d'une observation, à estimer la paramètre o. 
Supposons que l'on choisisse comme loi a priori pour 0 une loi de Laplace-Gauss N(I-', r 2). 

Déterminons la loi a posteriori. En vertu de la version continue du théorème de Bayes on a 

Le calcul du dénominateur donne 

1 1 (1 .,) l'h. ~ ·exp - 2(1 + T2)(.z: - 1-')-

011 recollnaît la lui Je Laplace-Gauss N(I-', 1 + T".!) : c'est la loi prédictive de X. 
Il vient alors 

1 ~+ r 2 (1 + r 2 r 2 Il 2) .. (01 :1") = -. -- . exp --.-.,-[0 - --., (x + -;;)] 
.j2; r 2 2.- 1 + T- T-

On reconnaît de nouveau une loi de Laplace-Gauss. La 101 a posteriori est donc la loi 

11 Y il eu réactualisation des paramètres de la loi a priori: 

- la JI1uyenlle a priori JI devient la moyenne a posteriori 

- la variance il priori ,2 devient la variance a posteriori 

5 
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- II - Estimation de la moyenne d'une loi de Laplace-Gauss. -

2.1 - Estimation. 

... ~slimcr nt coÛte ricn. 

~limer incorrectement coÛtc c~er .. 
!lJicu}: protlcrbt c~inois 

Nous allons traiter un exemple d'analyse statistique bayésienne : le problème de l'estimation de la 
moyenne inconnue d'une loi de Laplace-Gauss. Reprenons pour cela le cadre de l'exemple précédent. 

On observe une variable aléatoire réelle X de loi N(O, 1). La moyenne 0 est inconnue et la variance est 
connue (ici égale à 1). 

Le modèle statistique associé à une observation est donc 

La vraisemblance 1(0, .) est égale à 

1 ( . 1 2) I(O,x) = .j2;exp -2"(x-O) 

Le problème est donc d'estimer le paramètre 0 inconnu sur la base d'une observation. Un estimateur i/J de 0 
est une application de R dans R. Pour tout x E R, i/J( x) est une estimation de O. 

L'estimateur usuel, noté J, est l'estimateur des moindres carrés et du maximum de vraisemblance dans 
cc cas. Il est défini par 

'Ix E R J(x) = x 

Intuitivement, il est naturel, sur la base d'une seule observation, d'estimer la moyenne inconnue 0 par cette 
observation elle-même. 

Cependant, on peut imaginer d'autres estimateurs possibles de O. Il est donc indispensable d'utiliser un 
estimateur "le meilleur possible" et pour cela, on doit disposer de critères pour juger de la performance d'un 
est.ill1ateur et pour pou\'oir cOlIlparer les est.imateurs entre eux. 

2.2 - Coùt quadratique, risque quadratique. 

Estimer 0 par i/J(x) entraîne une erreur inévitable que l'on peut mesurer par (i/J(x) - 0)2 le coût 
quadratique (ou erreur quadratique) encouru si on estime 0 par i/J(x). 

Pour un estill1ateur <P de 0, on définit alors le risque quadratique de <p, noté R", par 

c'est-à-dire le coùt moyen encouru si on utilise l'estimateur i/J. Il s'agit d'une fonction de R dans R+. 
Par exemple, pour l'estilllatcur usuel J on a 

1 j+oo 1 
R-(O) = - (x - 0)2 exp ( __ (x - 0)2) dx = 1 

'" ,j'h -00 2 

Le risque de l'estimateur usuel est donc constant en O. 
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2.3 - Comparaison des estiluateurs. 

On peut utiliser le critère du risque quadratique pour comparer les estimateurs entre eux. 
Si 4J et t/J sont deux estimateurs de 0, on dira que 4J est meilleur (préférable) que t/J, on note 4J ~ t/J, si 

'VO E R 14(0) ~ 14(8) 

On remarque immédiatement que deux estimateurs ne sont pas toujours comparables. 
Si un estimateur n'est pas améliorable, on dit qu'il est admissible. Le problème de l'admissibilité est 

très compliqué (existence, unicité, calcuL.) et demeure aujourd'hui un secteur important de la recherche en 
statistique. 

Appliquons maintenant l'analyse statistique bayésienne pour proposer d'autres estimateurs dans le cas 
particulier que nous étudions. 

2.4 - Loi li priori, loi a posteriori. 

C0111me dans l'exemple 1.6, nous choisissons comme loi a priori sur 0 une loi de Laplace-Gauss N(Jl, r 2 ). 

Nous introduisons dalle deux nouveaux paramètres 
* JI : on pense a priori que 8 est plUlôt voisin de Jl 
* r 2 : la variance, paramètre d'échelle mesurant la dispersion autour de Jl, est ICI un paramètre 

nuisible. 
Camille dans l'exemple 1.6, on calcule la loi a posteriori 11(·1 X ..:.: x) 

r (r 2 Jl r2 ) 
Il (- 1 X = x) =.N 1 + r 2 (x + r2)' 1 + r 2 

11 y a réactualisation de notre information sur 0 : 
* la moyenne a posteriori est un barycentre de x et de Jl 
* la variance a posteriori vérifie la propriété suivante si on définit la précision comme l'inverse de la 

varIance: 

Précision a posteriori Précision a priori + Précision de l'observation 

2.5 - Risque bayésiell, estimateur bayésien. 

Soit 4J un estimateur de o. On peut calculer la moyenne de la fonction de risque R,p de 4J relativement à 
la loi a priori puisque 0 est considéré comme aléatoire. On définit alors le risque bayésien de 0 relativement 
à la loi a priori n par 

1 j+oo 1 
RII(Ijl) = ~ R,p(t) . exp( --2 (t - Jl)2) dt 

v2ar -00 2r 

Par exemple, on a Hn( J) = 1. 
Le risque bayésien permet de définir un nouveau critère de comparaison des estimateurs: 

Deux remarques s'imposent. 
1 - Co III Ille Rn est un nombre, deux estimateurs sont toujours comparables au sens du r~que bayésien. 
2 - Si 4J ~ t/J alors cP ~ ~ t/J. La réciproque est fausse. 

Vu estimateur 9" est dit bayésien pour Il si, pour tout estimateur 4J Oll a cP" ~-< cP. 
Plusieurs problèmes se posent alors: existence d'un estimateur bayésien, unicité, calcul. 

2.6 - Coùt moyen ft posteriori. 

Par interversion de l'ordre d'intégration, on montre que 

1+cv 1+00 
Rn(tP) = -cv ( _<Xl (~(x) - 8)2/(0, x)dx)7r(0)d8 

1+00 j+oo 
= -00 ( _:>:) (cP(x) - 0)2 7r (0 1 x)d8)p(x)dx 

L'intégrale J:-::(cP(x) - Ofrr(O 1 x)dO représente le coût moyen a posteriori. 

7 
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Le calcul précédent présente deux intérêts. 
- Un intérêt pratique: si on minimise ce coût moyen a posteriori, alors on minimise le risque bayésien. 

Cela fournit donc une méthode de calcul de l'estimateur bayésien. 
- Un intérêt sur le fond: on moyenne l'erreur quadratique sur toutes les valeurs possibles de 0 ayant 

observé X = x. C'est plus naturel que de faire la moyenne sur toutes les valeurs possibles de X 
alors qu'on a observé une seule \<l.leur de X. 

2.7 - Existence et calcul de l'estimateur bayésien. 

L'intégrale r~:::(a - 0)211"(0 1 x)dO est minimisée pour 

1+00 
a = -00 07r(0 1 x)dO 

expression qui représente la moyenne de la loi a posteriori. Ainsi, l'estimateur bayt5ien est la moyenne de la 
loi a posteriori. 

Dans notre exemple. l'estimateur bayésien I/lô est donc défini par 

"Ix ER 

2.8 - Remarques. 

On peut calculer le risque de l'estimateur bayésien ~il ainsi déterminé 

1 2 1 2 2 
R.po (0) = (1 - --) + (-) (0 -Il) 

n 1 + T 2 1 + ,2 

Quant au risque bayésien de tPô, il vérifie 

1 . 
Rn(oi'I) = 1- --~ < 1 = Rn(tP) 

1 + T-

Pour conclure, on peut faire ~n certain nombre de remarques 
1 - On a bien tPô -<-< tP. 
2 - Mais ~il et ~ ne sont pas comparables au sens du risque quadratique. 

3 - tPô est meilleur que ~ (au sens du risque quadratique) au voisinage de Jj. 

4 - tPrl est mauvais pour des grandes valeurs de 0 puisque son risque quadratique converge vers l'infini 
lorsque 0 tend yers l'infini. 

5 - Si on fait tendre T 2 wrs l'infini alors 0Îl con\'erge vers ~ et il y a aU5si convergence du risque 

quadratique et du risque bayésien de tP'iI vers les risques respectifs de J. 
Le paramètre T 2 apparaît bien comme un paramètre nuisible. On aimerait s'en débarrasser dans 

l'expression de J'estimateur bayésien. C'e~t une autre histoire qui sera abordée dans l'atelier correspondant. 
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Atelier 

, 
ESTIMATION BAYESIENNE 

- EFFET STEIN -

DOMINIQUE CELLIER (*) 

- Le paradoxe de Stein(**) -

La meilleure estimation de la probabilité qu'un évènement se réalise est généralement identifiée à la 
moyenne arithmétique des résultats obtenus antérieurs. Le paradoxe de Stein définit les circonstances où 
existent des estimateurs meilleurs que cette moyenne. 

Pour illustrer ce paradoxe, utilisons l'exemple développé par Efron et Morris dans leur article. On analyse 
le taux de réussite daus le renvoi de la balle avec la baUe de 18 joueurs de baseball au cours de la saison 
1970. Ces taux de réussite sont reproduits dans le tableau 1 page 2. 

Pour le joueur numéro i, 1 ~ i ~ 18, on note 
Oi : le taux de réussite du joueur pour l'année 1970, 
Yi : le taux de réussite de ce même joueur à l'issu des 45 premiers essais de la même saison. 

A l'issue des 45 premiers essais, on a donc observé Y = (Yl, Y2,' .. ,Y18). 
Si on nous avait demandé à ce moment précis d'estimer le taux de réussite (J = ((JI, (J2, •.. ,018 ) sur 

l'ensemble de la saison, llu'aurions-nous prédit? Probablement 

Car, traditiollllellement, l"estimation fondée sur une observation est la valeur observée elle-même. 

Le résultat de Steill est paradoxal en ce sens qu'il dément cette loi élémentaire de la théorie statistique: 
si nous arous 3 joueurs ou plus, il existe une estimation "meilleure", c'est-à-dire avec plus de précision. 

Soit Ji = 1~ 'L:!1 Yi la moyenne des valeurs observées (ici JI = 0,265). La phase essentielle de la méthode 
de Stein consiste à rapproch el' chaque valeur observée Yi de Ji de la façon suivante 

Vi , 1 ~ i ~ 18 

où c est une constante de rapprochement calculée à partir de l'observation (ici c = 0,212) . 
On choisit alors l'estimateur O' = (Oi, 0;, ... ,Bi8) de 0 défini par 

Vi , 1 ~ i ~ 18 (Ji = 0,265 + 0, 212· (Yi - 0,265) 

(voir tableau 2 page 3). 

(*) Université de Houén - Lal>ûratoire AnalySé et Modèles Stochastiques - V.R.A. C.N.R.S. 1378. 

(**) D'aprb llraJI~y Efl"Ofl d Carl Morris: Le paradoxe de Stein - Pour la Science, 1979, nO l, p2ô-37. 

1 
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o MOYENNE INITIAI_= 

• MOYENNE 
DE LA SAISON 

• ESTIMATEUR 
DE JAMES-STEIN 

D.CELLIER : Estimation bay~8ienne - effet Stein 

TABLEAU 1(*) 

0.05 0.10 3.35 0.40 o J 005 0.ü10 0.015 0.D20 
ERREUR QUAORAT QUE 

1. U"E ESTIMATION DES CAPACITES A LA B_"" TTE d. J:i joueurs de ba ... ball est obtenue de façon plus 
précise par la méthode de James-Stein qu'en prenant les IIW'"""es lnditiduelles. Les moyennes emP'oYns 
comme estimateurs ont ét~ cakolées après que chaque joueur lli: mlisé oiS essai~ pendant la saisoa 1910. La 
capacité réelle d'uo joueur à la batte est me qUBJltiré inobse:"':Jble. otais elle est approchée • ~ p2C la 
moyenne de ses perforllUlJlCeS sur ODe Ion!:ae période. Ici. la C2lJlcité réelle est représentée par b moyftlDe i 
la batte obteoDe pendant le reste de la saison de 1970. Pour l'eotimation de la capacité à la batte de 16 }ooean 
sur 18, la mo)"eoDe aritbmétiqae individuelle constitoe une estimuÎon moins boone que l'estiDUltlon de James­
Stein. L'ensemble des estimateurs de James--Stein a une =mr quadratique lOlale associée lnf&-ieun. 

(*) Bradley Erron et Carl r-Iorris : Le paradoxe de Stein - Pour la Science, 1979, nO 1, ;29_ 
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TABLEAU 2(*) 

MOYENNE GENERAlf 

0.265 

'0 a: < l1J ;:)w <Tl 0 10 
~8 .... ~a: go Cl 

I~ % 
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ESTIMATEURS DE J.<.MES·STEI'" 
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~ Ô .., :t 

% l1J 
0 ... 

z CIl 
% l1J 

~ 
:::!; 
w 
-' a: 0 

2. LES ESTIMATEURS DE JAMES STEIN pour les 18 joueurs de baseball ont été cal­
culés al « rapprochant " les moyennes individuelles i la batte d'une « mO~'enoe des moyennes 
individDdJes .. (mo~"ellDe &lobale). Dans ce cas, la lIlOyenne &lobaJe nnt 0,265 et chacune 
des moyennes 90it diminuer d'environ 80 ~~ sa distuce à cette 'l'a1eur. Ainsi, le théorème 
,ur le<pà est basé la méthode de Stein affirme que les capacités rédies à la batte sont plus 
étroitement regronpées que les moyennes préliminaires n'auraian d'abord semblé le suggérer. 

Nous disposons donc de deux estimateurs Ô et O· de O. Lequel est le meilleur? 
Pour le joueur numéro i, les erreurs de prévision dans l'utilisation de ces estimateurs sont (Ôi - Oi) et 

(0; - Od ' 
On compare alors Ics deux estimateurs 0 et 0" à l'aide de l'erreur quadratique globale 

18 

e(Ô) = :2)Ôi - oif! = 0, OH 
i=! 

18 

e(O") = :2)0; - Od~ = 0,022 
i=! 

Ainsi l'estimateur de Steill O· est 3,5 fois plus précis au sens de l'erreur quadratique globale, il est par ailleurs 
meilleur pour 16 des 18 joueurs (\'oir tableau 1 page 2). 

C'est un véritable ddi au bon sens: pourquoi la réussite ou l'insuccès d'un joueur devrait influencer 
notre estimation d'ull autre joueur? 

Plus choquant enCOft~ ! 
Supposons qu'on choisisse un échantillon de 45 voitures à Paris. Notons Y19 la proportion de voitures 

étrangères dans J'échant.illon et Ol~ la proportion de voitures étrangères à Paris. 
On peut injecter celte observation dans l'exemple précédent. L'observation est maintenant y', la moyenne 

globale devient Il' et la constante cc', 
On obtient uu nouvel estimateur de 0' = (0 1 , O2 , .. , ,O}O, 019 ) 

0' = JI' + C'(y' - ,l) 

qui est eucore IIh,illeur que l'estimateur usuel au sens de l'erreur quadratique globale. 

Pour comprèndre ce paradoxe appliquons l'analyse bayésienne dans le cas général suivant. 

(*) Bradl~y Efron et Carl Mùrris : Le paradoxe d" Stein - Pour la Science, 1979, nO l, p30 
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- Estimation bayésienne empirique-

On observe n variables aléatoires réelles indépendantes (X1,X2 ,··· ,Xn ). On suppose que pour tout i, 
1 ~ i ~ n, la loi de Xi est une loi de Laplace-Gauss N(Oi,l). Le paramètre 0 = (01,02,···,8n ) E Rn est 
inconnu et on désire l'estimer. 

Un estimateur de 0 est donc une application <l> de Rn dans Rn 

Ol! <Pi(Xl,X2,···,Xn ) estime Oi. 
Par exemple, l'estimateur usuel est 1> défini par 

L('s variables observées étant indépendantes, la vraisemblance L( 0, .) du modèle statistique est définie par 

lIn 
L(O, (Xl, X2,···, Xn)) = -( ).!!.. exp{ -- I)Xi - Oi)2) 

271" 2 2 
i=l 

Si on utilise le critère du risque quadratique, le ris.que R.I• de tout estimateur 1> de 0 est défini par 

va E Rn 

On vérifie facilement que le risque de l'estimateur usuel 1> est constant et égal à 71. 

Estimation uayésiellllc. 

Choisissons comme loi a priori pour Oi une loi de Laplace-Gauss N(lli, r 2 ) et supposons que les 8i sont 
indépendants. Un calcul simple montre que la loi a posteriori de Oi est une loi de Laplace-Gauss 

L '('st.i mat.eur bayésien <Il" = (<Pi, <P;, ... , <P~.) df> a est la moyenne de la loi a posteriori et est donc défini 
par 

2. 1 
Â.~(XI X2 ... x ) = _T _.(X·+!!.:..) = Il·+{l---)(X·-I'·) 
'l', • , , n 1 + r2 'r2 ' 1 + r2 ' , 

On montre que le risque quadratique de cet estimateur est défini par 

va E Rn 

Nous pouvons faire alors les mrmes remarques qu,., dans l'exposé précédent concernant la comparaison de 1> 
et <Il" 

- 1>" est meillellf que 1> au sens du risqu<::' bayésien (1)" -<-< 1». 
2 - Ces deux estimateurs ne sont pas comparables au sens du risque quadratique. 
3 - 1>" est meilleur que 1> (au sens du risque quadratique) au voisinage de l' = (/-11,/12, . .. , lin). 
4 - 1>" est mauvais pour des grandes valeurs de 11011 puisque son risque quadratique converge vers 

l'infini lorsque 11011 tend vers l'infini. 
5 - Si on fait tendre r 2 vers l'infini, alors 4>" converge vers 1> et il y a aussi convergence du risque 

quadratique et du risqùe bayésien de 1>. vers ceux de 1>. 
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Le paramètre r 2 apparaît encore comme un paramètre nuisible dont on aimerait se débarrasser. Mais 
comment? 

Estimation bayésienne empirique. 

Si on utilise la loi prédictive de l'observation. on montre que relativement à cette loi. la variable aléatoire 

n-2 
,,~ (x·_I1·)2 
L'=I 1 ri 

est de moyenne 1/( 1 + r 2 ). c'est-à-dire que cette variable aléatoire est un estimateur sans biais de la quantité 
1/(1 + r 2 ). 

On peut donc remplacer cette dernière dans l'expression de l'estimateur bayésien <1>" par une estimation 
sans biais. On obtient ainsi un estimateur bayhien empirique <1>' défini par 

Vi E {1.2.·· ·.n} V(XI.X2.···.Xn) E Rn 

Cel estilIlateur porte le nom d'estimateur de Stein. 
On recollnaît évidemlllelltla forme de l'estimateur collstruit dans l'exemple introductif d'Efron et Morris 

dans lequel 

1 III 

Jl = 18 LYi = 0,265 
j=1 

et 

Pour terminer, un calcul plus compliqué permet de vérifier que cet estimateur de Stein a un rIsque 
quadratitjue strictement illférieur à celui de l'e;;lÏmateur usuel dès que n ~ 3. 

Nous renvoyons aux deux tableaux 3 et 4 de simulations donnés en annexe pour analyer et juger des 
performances réciproques des différents types d'e::;timateurs introduits et de l'intérêt des estimateurs de Stein. 
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TABLEAU 3 

Lois simulées N(O,I) N(5,1) N(tO,l) N(15,1) N(20,1) 

0.11 5.74 9.22 14.93 18.82 

-0.58 5.72 9.97 14.71 18.63 

1.00 6.98 10.26 14.21 19.11 

-1.62 5.08 9.41 15.41 2056 

-0.92 .u0 10.68 14.~3 22.54 

-0.07 ·U3 9.67 15.03 IS.91 

0.63 5.48 7.74 15.25 20.S6 

O.·B 4.59 8.96 i 1H>O 20.16 

-O.OS .:1.97 10.98 . 15.~ 1 20.75 

-1.61 4.83 10.16 . 16 . ..11 20.02 

0.36 4.88 IUO 14.1.! 2U4 

-0.05 4.41 9.SJ' 14.55 1S.63 

-0.53 6.15 8.8..1 1555 2058 

- \.47 4.04 11.52 ' 14.3."\ 20.36 

0.04 5.40 12.08 15.4-1 20.61 

1.32 6.36 10.02 15.00 19.75 

-0.56 6.20 10.29 14.58 20.81 

0.01 5.00 10.55 IJ.~ 20.2..'i 

0.73 3.79 10.98 rU9 19.88 

-0.28 3.31 1 \.59 14.66 2\.09 

Estimareur usuel -0.16 5.12 10.20 I·P6 20.19 

Erreur quadrarique 0.025 0.014 0.041 0.056 0035 

Loi a priori N(O,I) 

Estimateur bayésien -0.08 2.56 5.10 7.~ 10.09 

Erreur quadratique 0.006 5.959 23.994 58.0':;9 98.126 

Loi a priori N(O,lO) 

8timatcur bayésien -0.16 ).07 10.10 14.62 19.99 

Erreur quadratique 0.024 0.(104 O.Olù 0.147 0000 

Loi a priori N(O,5) 

Estimateur Bayésicn -0.15 4.92 9.81 14.~0 19.41 

Erreur quadratique 0.023 0.006 0.0~6 O.6-J7 0 . .146 
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TABLEAU 4 

lois simulées :--:(0.1' N(lO.1l N(20,1) N(30.1) N(-IO.1l N(50.1) N(60.1) N(70.1) N(&o.1) :-;(90.1) 

Valeur du param;,lre 0 10 20 30 40 50 60 70 &0 90 

Valeurs observ';'" .{).~b 10.51 19.21 30.15 39.00 50.86 59.01 72.09 81.15 89.S4 

E~"TI:--"\ TEUR USUEL ·0.26 10.51 19,21 30.15 39.00 50.86 59.01 7109 81.15 &9.54 

Errt:ul~ ~u.lI.lrali4uc:s 0.07 0.~6 0.63 0.06 1.00 0.73 O . .,>s 435 1.33 0.21 

Erreur qUJJrali'lue ~loh,le 962 

ESTI~'" TEüR DE:. :.TEIN 

Moyenne des observations ~5 i3 

,Ob,erv . MLlyen. )""2 ~060 :..;; 1199.01 672.33 221.6S 37.63 32.73 192..;.s 726.35 1297.30 197\.87 

H.tl(éci~!)<ln~nt o 00c.1'i5 

E~limah:ur Je: Ski .. ·O!I 1O.5~ 19.23 30.26 39.01 50 li5 58 '?9 72.06 8112 8950 

Errc:urs qu~,JrJ(iqu~s 0.05 0.29 0.59 0.07 0.99 0.72 1 I~I 4 2~ \.15 0.15 

Erreur qu.ldralique glùbale 9~ 

Pèrform.1nf( ~ + + + + + 

ESTI:--'" lEUR DE BA YES 

Lüi a priLlri;<;( ~5.13;1) 

EStlm"h:ur b;ly61.en 22+& ~7S2 3217 37.69 ~207 ~7.99 510; 5861 63.14 67.34 

Erreur qu .• Jr.llique 503.53 317.59 148.11 59.1~ 4.27 ~.02 62:$.1.) 129.73 2~.14 513.59 

Entur quadrJlI'lue t,Iobalc :!O!7.0(l 

Pt:rformal1ce 

ES'n~"'TEUR DE liA YES 

Loi, priori "( 45.13.10) 

Esllm;lteuf baybw:n 0.19 10.85 19,46 30.39 39.06 50.S0 58 . .!7 7182 80.80 S9.10 

Erreur quadralique O~ 0.72 0.29 0.15 0.88 O.6~ I.:! 331 063 OSI 

El rc:ur ~u.lcJr'lIIquè ~lob.,le S 75 . 
Pcrforl1l;}nn~ + + + + + + 
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