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EN DECA ET AU-DELA
DE LA GENESE D'UN TEST

GRAS Régis
IRMAR (})

INTRODUCTION

L'objectif premier poursuivi a travers cet exposé consiste en la reconstruction, au scns
¢pistémologique du terme, d'un concept statistique. Je souhaiterais vous restituer, a partir dc la
problématique originale, la modélisation et la formalisation choisies, puis les développements théoriques
consécutifs, et enfin quelques applications obtenues. J'essaierai de montrer en quoi le choix opportun d'un
modele accroit la fécondité de son extension théorique et la variété de ses applications. Le temps me
manquera certainement pour vous faire part des errances vécues mais je voudrais qu'elles ne soient pas
ignorées, la construction théorique ne suivant jamais une trajectoire complétement prévisible, sans point
d'arrét et sans remisc cn cause.

En 1978, la problématique de ma rccherche s'inscrit dans le cadre de I'évaluation nationale d'unc
expéricnce pédagogique a l'origine du courant réformateur des programmes du ler cycle. Plus
spccifiquement, apparait la nécessité de hiérarchiser des performances d'éléves en fonction des niveaux de
complexité a priori des questions qui leur sont posées. Pour y parvenir, il me faut donner un sens a des
énoncés du type : "la question a est plus complexe que la question b", énoncé qui se ramene a celui-ci :
"tout éléve qui réussit a réussit également b". C'est cette situation de quasi-implication ou, en langage
cnsembliste de quasi-inclusion, qu'il faut tester.

Or, étant donné la taille de I'échantillon d'éleves et le nombre d'items a hiérarchiser, je ne dispose a
ce moment que d'outils statistiques classiques mettant a I'épreuve une hypothése nulle, différente de celle en
question, ou encore de méthodes d'analyse de données ne traitant la multidimensionnalité qu'a travers la
similarité ou la distance mutuelle, approches essenticllement symétriques.

Je vous fais grice des nombreux tatonnements qui m'ont fait croiser par hasard (¢t m'en rendre
compte aprés coup, hasard que rencontrera également plus récemment A. Bodin) la méme réponsc que celle
donnée par un chercheur britannique, J. Loevinger, en 1947. Mais cet indice, dont je parlerai plus loin,
n'cst pas unc ¢chelle de probabilité et je 'ai rejetée.

Unc réponse non quantifi¢e a la méme question est fournie par certains psychologues a partir de
I'examen du tablcau de croisement des variables a et b. Pour décider, par exemple, que a implique b, ils
estiment "a vue" la petitesse de l'effectif de I'ensemble de ceux qui satisfont a sans satisfaire b. Mais ce
Jjugement est subjectif.

La premicre brique théorique va donc consister en une substitution de l'indice de J. Loevinger par un
indice fondé sur les probabilités. Les briques suivantes sont le fruit des théses de A. LARHER (1991) et dc
cclles de S. Ag. Almouloud, A. Totohasina et H. Ratsimba-Rajohn (théses a soutenir fin 1992).

1) Institut de Recherche Mathématique de Rennes, Campus de Beaulicu - 35042 RENNES CEDEX.
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§ 1 - IMPLICATION ENTRE VARIABLES BINAIRES, TEST, EXTENSION.
1.1. Modélisation.

Dans le cas binaire, la situation générique est la suivante. Croisant une population E et un cnsemble
dc variables V ct du fait de l'observation exceptionnclle de l'implication stricte de la variablc a sur la
variable b, on veut donner un sens statistique a une implication non stricte : a=b. En tcrmcs
cnscmblistes, A et B représentant les sous-populations respectives ou les variables a et b prennent la valcur
1 (ou "vrai"), il y a équivalence a mesurer I'inclusion non stricte de A dans B.

Par exemple, si a est l'attribut "cheveux blonds" et b l'attribut "yeux bleus" dans une population E
d'¢tudiants, les données pour étudier si a = b, dans le cas ou Card E = 10, pcuvent se présenter de 3
fagons différentes :

v a b
Sujets
1 0 0
2 0 1
3 1 1 b 1 0 Margces
4 1 0 2
1 3 1 4
5 0 0
0 2 4 6
6 1 1
g 5 5 10
7 1 1 Marges
8 0 0
10 0 0
Total 4 5

S'inspirant de la méthode de 1.C. LERMAN [81] pour définir la similarité, R. GRAS 179]
axiomatise la notion d'implication statistique de la fagon suivante :

Soient X et Y deux parties aléatoires quelconques de E, choisies indépendamment (abscnce de licn a
priori) ct de mémes cardinaux respectifs que A et B. Soient Y et B les complémentaires respectifs de Y
ct de B dans E.

Axiome 1.

(a = b) est admissible au niveau de confiance | - a si et seulement si
Pr [card(X n Y) <card(A N B)] <«

Intuitivement ct qualitativement, ccci signific que I'implication a = b scra admissible a I'issue d'unc
expérience si le nombre d'individus de E la contredisant dans I'expérience est "invraisemblablement petit"
par rapport au nombre d'individus attendu dans une hypothese d'absence de lien.

Par cxemple si Card E = 100, Card A = 35, Card B = 50, alors Card (A N B) = 3 ost
"invraisemblablement petit" pour unc absence de licn entre act b.
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La modélisation probabiliste que nous retenons de fagon privilégiée est décrite par un processus de
tirage alcatoire cn 3 étapes (cf. .C. LERMAN, R. GRAS, H. ROSTAM ([81]). Notons n,, ny, np, n

n i les cardinaux respectifs de A, B, 1—3, AN B,AUB:

anb >

. on considére le référenticl E comme la réalisation d'un référentiel aléatoire € dont le cardinal 1
scrait unc variablc aléatoire de Poisson de paramétre le cardinal n de E observé, hypothése compatible avec
Ies situations les plus fréquemment rencontrées et qui ne nuit pas a la généralité de la modélisation :

m
Pr(=m] = L e
m!

. le choix aléatoire d'une partie quelconque (par exemple X) de cardinal aléatoire K pour une
distribution uniforme de probabilité sur les éléments de € et égale a n (dans le cas de X, d = ny) est alors
de type binomial :

Pr[K=k/n=m]=(';:)(%)k(l-‘%)""k (pour k <m)

. X et Y étant deux parties quelconques choisies de fagon indépendante parmi les partics ayant

respectivement pour cardinaux ny et ne, la probabilité qu'un élément de € appartiecnnea X N Y est:
- n - ng
p(@).p(b), ou p(a) =12 et p(b) =1

Proposition 1. La variable aléatoire Card (X n ?) suit la loi de Poisson de paramétre n.p(a).p(B) )

La lot de probabilité conditionnelle du cardinal de X m Y est binomiale de paramétres m et T = p(a).p(B)
Pr[Card (X~ Y)=s/N=m] = (’;’ ) 8 (1-m)™S pours <n,,j et m>n, .

Par suite, en faisant varier le conditionnement de 7, on obtient :

n n)s

-nn
s! ’

PriCard(X ~ Y)=s]= ¥ Pr[Card(X ~ Y)=s/l=m]x Pr[ll=m] = e

mes

La variable aléatoire Card (X ~ Y) suit donc la loi de Poisson de paramétre n.w = n.p(a)Ap(B) (de
moyenne ct de variance n.w). D'autres modélisations conduiraient a une loi hypergéométrique ou a une loi
binomiale.

Corollaire. Comme I.C. LERMAN, nous réduisons et centrons cette variable de Poisson ¢n la
variable :

Card (X Y) - np() pb) _ Card XN Y) -~

Q(ab) = = =
n p(a) p(b) Ny
n
_ IlE ng
: - L I T
Dans l'expérience, la valeur observée de Q(a,b) est q(a,b) = , indicateur de la non-
n, ng
n

implication dc a sur b.
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.. . . n, ng . - . .
Dans les cas légitimant convenablement 1'approximation ( _3;_!1 > 3), la variablc Q(a,b) suit la loi

normale centrée réduite. L'intensité d'implication, qualité de 1'admissibilité dc a = b, pour ny <ny, , cst

alors définic a partir de l'indice q(a,B) par :

Définition 1.

¢@a,b) =1-Pr{Qa,b) < qa,b)]
© 2
1 7
= e < dt
NIT o@B)

Axiome 1'. L'axiome | devient :

L'implication a = b sera admissible au niveau de confiance 1 - a, si ct sculement si

¢(ab) =1-Pr[Q(ab)<q(ab)] >1-a.

Notons que si l'approximation gaussicnne n'est pas valide, il est loisible de revenir aux origines
poissonnicnnes de la variable Card (X m Y) et de considérer :

@(@b) =1-Pr[Card (X Y) < n il

Exemple
Considérons les données ci-contre dans Iesquelles :
Card (A~ B) =nnj = 1.
b 1 0 Marges Alors q(a,l;) =-1816
a 00 l2
et p@ab)=1-—= [ ¢ Zd=09653.
1 5 1 6 N2 816
On dira dans ce cas que (a = b) cst admissible au
0 10 84 4 niveau de confiance 96,5 %.
Marges 5 35 100 Remarquons deux valeurs particuliéres :

¢(a,b) 2 0,95 < q(a,b) <- 1,65

et ¢(a,b) 20,5 < q(a,b)<0 .

On notera que l'approche ci-dessus peut s'exprimer en termes de test d'hypothese. Cependant, nous
nc retenons pas cette voie qui, du fait de sa visée de prise de décision, limiterait lcs considérations qui vont
suivre. Mais cette possibilité marque bicn la différence avec I'approche de J. Locvinger (LOEVINGER [1947]
qui d¢finissait la quasi-implication de a sur b par l'indice qui prend ses valcurs sur ]-o0,1] :

nn
H(ab) =1 - —92b  Si H(a,b) cst "prochc" de 1, l'implication est "presque” satisfaite.
N 1y

Mais, comme on lc voit, cct indice présente l'inconvénient, ne sc référant pas a unc échelle de
probabilité, de ne pas fournir de scuil de vraisemblance ct d'étre invariant dans toute dilatation de E, A, B

ct A~ B. On a dailleurs la relation suivantc entre H(a,b) ct g(ab) :

q@b) _  [ran
H(a,b) n
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Cette limitation apparait dans l'approche de J. Pcarl (PEARL [1988]), d¢ S. Acid et als (ACID [1991])
ct de A. Gammerman, Z. Luo (GAMMERMAN A. ¢t LUO Z. [1991]). Chez ces derniers chercheurs, c'cst

I'écart entre la distribution conjointe entre a ct b (ct non a et b) et la distribution produit qui ticnt licu de
critére comparatif.

Dans la recherche sur l'apprentissage de bases de connaissances de J.G. Ganascia (GANASCIA J.G.
[1991]), ou "l'incertitude" sur 'implication a = b est évaluée par l'indice : 2 Pr[b /a] - 1 et étendue a des
classes de variables, la simplicité de I'approche de la quasi-implication se paie selon ces deux mémes
inconvénients. De plus, cet indice ne sépare pas, numériquement, deux implications dont I'une serait triviale
ct l'autre hautement informative.

1.2. Test d'hypothése

L'indice d'implication étant défini entre deux variables binaires, il est possible de considérer cet
indicc comme la valcur d'unc statistique du cadre inférenticl. En effet, examinons, relativement aux 2
variables a et b, I'hypothése nulle suivante :

H : lcs variables a et b sont indépendantes

ng ny .
. En considérant

Sous cette hypothése, l'effectif des individus respectant a et non b doit étre
n

comme hypothése alternative Hj : la variable a implique la variable b, le test va consister a estimer
jusqu'a un certain scuil (par exemple a 5 %) la faiblesse de I'effectif observé, eu égard, d'une part a H,
d'autre part aux variations dues aux aléas de I'échantillonnage. Ainsi nous accepterons I'hypothése Hy si

l'indice g(a,b) associ¢ est inférieur a la valeur-limite définie par la loi de Poisson ou par la loi de Laplace-
Gauss (par exemple, pour 5 %, g(a,b) = - 1,65).
En fait, on rctiendra, préférentiellement, le cas échéant, l'une des 2 hypothéses alternatives :

"la variable a implique la variable b" ou "la variable b implique la variable a".

Le crit¢re décisif tiendra a l'ordre entre les nombres n,,, et n; ., comme il a été vu dans le cas de

I'indice d'implication, sachant que si ces 2 nombres sont petits, on acceptcra simultanément les 2
hypoth¢ses.

1.3. Quelques propriétés du modéle

A. LARHER dans sa theése [1991] étudie et démontre différentes propriétés de q et ¢. Les plus
importantes, auxquelles nous adjoignons les propositions 5 et 6, sont les suivantes :

Proposition 2. Si, n, étant fixé et A inclus dans B, ny, tend vers n (B croit vers E), alors (p(a,B) tend

vers 0,5. Un prolongement par continuité nous permet donc de définir : si B = E alors ¢(a,b) = 0,5.

Proposition 3. Pour toute variable a :

n- '\[n(n-l 1) n+t \/n(n—l 1)

095<¢p@a)<l < n €| > ; > ].

Or, pour n assez grand, l'intervalle ci-dessus est voisin de [0,n], ce qui permet d'affirmer que
I'implication statistique a => a a un sens, tout en réservant une limite de confiance a la stabilité du
caractére reproductible de la variable a.
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Proposition 4. La relation % sur V2 dé finie par :
Yigb)eV2 aRb désque ola,b)>0,95 et que ng vérifie (1)

est réflexive, mais ni symétrique, ni antisymétrique, ni transitive.

Pour lui associer un graphe valué, sans cycle et transitif, on en prendra la restriction &'
aux variables vérifiant la condition : si a £ b et b &’ ¢, alors l'arc (a,c) appartient au graphe
seulement si o{a,c) > 0,5. &X' définit alors un préordre partiel et permet une représentation claire
de la relation d'implication statistique (cf. GRAS [1979]). On décrit dans (LERMAN L.C.,
GRAS R., ROSTAM H. 1981] l'algorithme qui permet de le construire. Ce seuil de 0,5 permet, en
outre, la satisfaction d'un objectif d'accroissement informationnel. En effet, si I est l'incertitude

associée aux variables a et b, il permet de vérifier I(a|b) < I(a).

Remarque 1. Notre approche differe également de celle de S. AMARGER et als (rL\'fARGER S.,
DUBOIS D. et PRADE H. (1991]) qui, a partir d'une certaine inférence (une probabilité
conditionnelle telle que p(bla) appartient a un intervalle, sans étre parfaitement connue),
induisent transitivement, de proche en proche, des probabilités conditionnelles sur un graphe

incomplet, et cela sans la contrainte d'un seuil. Notre problématique, a 1'opposé, vise I'analyse

d’'un tableau donné, sans ambition inductive a priori, mais en imposant un seuil qui autorise la

fermeture transitive du graphe implicatif.

Proposition 5. Comparons le coe fficient de corrélation p(a,b)et I'indice q(a b).

Supposonsqla,b)=0.Alors 2&0)- _ [
qla,b) ng ’1&'

Ng n“b
n -
n Ngnp—nn
En effet, q(a,b) = anb_n__ Nalh aab
Nalty \’ nngny
n

276" a0 d'ou la relation entre p{a,b) et q(a,l—)).

et plab) =
\ nanpn;ng

Ainsi q(a,b—) =0 = pla,b)=0etplab) 20 qv(a,g) > 0,5. Ceci signifie que implication et
corrélation linéaire vont plutot "dans le méme sens”. Cependant, on peut observer une croissance
de l'implication en méme temps qu'une décroissance de la corrélation. Ce qui montre bien,

quoutre la dépendance aux effectifs n, n_ etnp, le rapportg indique la non-coincidence des deux

concepts.

6
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La double situation suivante l'illustre :

b 1 o0 [|Mar- b2 1 0 |Mar-
al ges o ges
a1by) = 0,537 a3.b) = 0,540
1 el | 1| 62 P1(@1.b1) 1 e | 5 | 74 p2(a2,b2)
o | 57| 81 | 138 qi(a),by) = - 4,843 o | 48 | 718 | 126 Q(ag,bp) = - 4,639
Mar- | 118 | 82 | 200 Mar- 117 | 83 | 200
ges ges

Par suitc :
. d'unc part, aj et by sont moins corrélées que a3 ct by,
. d'autrc part, l'intensité d'implication de aj sur by est plus forte que celle de az sur by puisque
qr<q2 .

Proposition 6. Considérons le %2 d'indépendance des variables a et b ; alors
22 )

q*ab)  mpng
La démonstration est aisée, cn particulier si 'on remarque que x2 = n p2.
On constate ainsi que les deux concepts x2 et ¢2 ne sc superposent pas. ¢(a,b) est la racine carrée

de la contribution a x2 de la case (a,5) du tablcau de croisement des 2 variables a et b. La seule
considération, non relative, de y2 et des effectifs des 4 cases de ce tableau, comme le font souvent lcs
psychologues, ne peut donc pas rendre compte précisément de I'implication.

Remarque 2. Etudions la sensibilité de g aux faibles variations d'effectif. Supposons pour cela que,

; > _ H [— o+ . o ] } .
par cxemple, no; devienne L k, ou k € Z, sans que varient ny ct n Iz Alors :
- - k
q'(a,b) = q(a,b) + —F—.
ng n'!
n

n .
L'effet de I'erreur de mesure k est atténué en . , ce qui permet dans la plupart des cas de
\/ ally

maintenir la validité d'une implication au méme scuil ou a un scuil voisin.

1.4. Extension a des variables fréquentielles.

Les problématiques didactiques nous conduisent a des situations ou les données issucs des faits
obscrvés ne sont plus binaires.

a) Clest le cas des faits dont la valeur de vérité n'est pas nécessairement 0 (faux) ou 1 (vrai), mais
toute valeur modale de [0,1], quantification d'un "peut-tre", "sans doute", rarement, etc. A ce type de
variable modale, nous pouvons rattacher les variables ordinales représentant un ordre préférentiel parmi les
¢noncés proposés. Par cxemple, Marc Bailleul, dans sa recherche sur les représentations des
mathématiques ¢t de leur enscignement par les professcurs, propose 10 terimes associables a des

7



72 Université d'été de Statistique - La Rochelle

conceptions personnclles de ccux-ci. Il leur demende d'en choisir 3, jugés représentatifs ct de leur associcr
les valeurs 1, 2 ou 3 par ordrc d'adéquation décroissant. La variable ordinale corrcspondante pourrait donc
prendre les valeurs 1, 2, 3 ou 4 auxquelles nous substituons Ics valcurs modales respectives 1, 2/3, 1/3 ¢t 0
(cas dc non choix).

b) Clest aussi lc cas de faits répétés (un type d'errcur par exemple) rencontrable dans un
questionnaire ou au cours d'unc observation. A l'effectif observé, on associcra la fréquence du fait en
considérant le nombre maximum de fois ou il peut se répéter. Par exemple, S.Ag Almouloud a identifi¢ une
vingtainc de conduites observables au cours d'une démonstration de géométrie, chacune pouvant apparaitre
plusicurs fois dans la rédaction de la démonstration.

A I'égard de ces 2 types de variables, nous procédons comme pour les variables binaires.

Soient (a,b) € V2 eti € E, a (resp. B) la valeur maximum de a (resp. b) sur E. o (resp. Bj) la
valeur observée dc a (rcsp. b) sur i. Posons :

o H '
a'i:?;’ B'i:&, va= 2 o, vb=2 Bi, Vanb = 2 o (1Y) et Vo =N -Vb.

p

1€l iell i€l
v - Va Vb
. . - b n
Donc posons, comme pour les variables binaires :  g(a,b) =
Va Vi
n

qui sera, pour vu < vy, l'indicatcur retenu pour l'implication statistique de a sur b.

§ 2 - IMPLICATION ENTRE CLASSES DE VARIABLES.

Elle nc prend véritablement son sens qu'a condition qu'a I'intéricur de chaque classc dc variables dont
on cxamine la relation avec d'autres, existe une certaine "cohésion" entre les variables qui la constituent,
ceci afin que le "flux" implicatif d'une classe 4 sur unc classe 8 soit nourri d'un "flux" interne a 4 ct

alimente un "flux" interne a 8. Cette cohésion, généralement nourrie de cohérence sémantique ou, dans le
cas de la didactique, de conditions psychologiques, cognitives, situationnelles, ctc., doit se traduire ici par
unc mesure (quantitative). On pourrait penser qu'un ensemble d'indices de similarité assez élevés entre lcs
¢léments de la classe serait un bon indicatcur de cohésion. Nous ne retenons pas cette approche qui nc
rendrait compte que d'une cohésion de profils symétriquement comparables, nc restituant pas une
dynamique interne orientée (donc non symétrique). Or, nous disposons avee les intensités d'implication
entre variables d'un instrument de mesure d'un emboitement de dcux parties d'une population E. Par

cxemple, si dans la classc a 3 éléments a, b, ¢, on obscrve : (p(a,E) =0,97, ¢(b,c) = 0,95, ¢(a,c)=10,92, on
pourra dirc que la classc oricntée de a vers ¢ admet unc bonne cohésion.
Cc nc scrait pas le cas si ¢(a,b) = 0,82, ¢(b,c) = 0,38 < ¢(c,b) = 0,70 ct p(a,c) = 0,48 > ¢(c,a).

C'cst donc cette voic que nous choisissons pour unc cohésion implicative donc orientée, comme peut
I'étre une filiation procédurale ou une genése. Nous verrons ensuite quel indicatcur permettrait de rendre
comptc d'une extension aux classes, de la notion d'implication.

2.1. Cohésion implicative.

Afin d'en améliorer l'intuition, nous la définirons progressivement pour 2, puis 3 ct r ¢léments de
classc.

La cohésion, sc voulant indicateur d'ordre implicatif au scin d'unc classe dc variablcs, s'opposc cn
ccla au"désordre" dont rend compte I'entropic d'unc cxpérience aléatoire. Rappcelons au sujet de celle-ci
quc, X étant unc variable aléatoirc prenant scs valcurs dans S= {mjm,,..mg} muni dc la loi
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{P1,p2,---Pk}, l'entropic est I'espérance mathématique de la variable I(X) prenant les valeurs I(m),
I(my),....I(my) ; l(mj) est l'incertitude sur {mj} ou information apportée par la réalisation de {mj}. Ainst :

k
SUX)=3, - pjlogz pj
<1

est I'entropie de I'expérience.
2.1.1. Cas de 2 éléments : classe (a,b).
Supposons ng < np. Nous allons définir la cohésion du couple (a,b).
Soit y la variable aléatoire indicatrice de I'événement [Q(a,i)_) > q(a,?))]. Alors :

Priy=1)=oplab)=p
et Pr(y = 0) = 1- o(a,b) = 1 - p.

L'entropie ou incertitude de cette expérience est alors :

[ 6U())= -plogyp—(1-p)loga(1-p] .

Par exemple :

. sl (p(a,i)) =p = 0,95, alors :

-0,95¢n 0,95-0,058n 0.05
én2

SX0] = = 0,286.

. si p(a,b) = 1, alors 8[I(x)]1 =0 en convenant que 0€n 0=0
. si p{a,b) = 0,5, alors 8(I(x)] = 1 (entropie maximale).
Mais si 9'(@,b) = 1 - p(a,b), alors §UI()) = 611 - y)).
Précisément, en posant : & = f(p) = - p logg p - (1-p) loga (1-p), on a : f(1-p) = f(p).

L'entropie est donc symétrique par.rapport a p=0,5.

af

1-
De plus, = logg —2 pour pe 10,1{
e plu dp g2 p P p

donc & croit de 0 a 1 sur ]0;0,5] et décroit de 1 a 0 sur [0,5;1[.

Aussi, la propriété de symétrie de & allant a l'encontre de la dissymétrie de la quasi-
implication, nous retiendrons finalement, comme indicateur de cohésion, l'application ¢ définie

sur Vx Vpar:

9
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+ Définition 2. La cohésion du couple de variables (a,b) tel que ng < ny, est le nombre c(a,b) oix :

.siglaby=p205 , cla,b)=[1-(plogyp+(1-p)loga(1-p)121V2=V1-62
et si o(ab)= p <0,5,c(a,b)=0 (absence de cohésion).

La fonction "carré de l'entropie” est choisie pour des raisons de renforcement du contraste
sur [0,1]. Nous prenons la racine carrée de son complément & 1 pour donner & la cohésion la

dimension de l'entropie et pour accroitre sa valeur numérique (en effet pour xe[0,1], V1-x2 > 1-x).

* Etude aux limites.

c(a,b)
Posons : c(a,b) = g(8) = glf(p)]

1

g ___¢ de__ -6 Ip

ae" o et dp= ; x logg s

v 1€
c(a,b) croitdoncde 0a 1 quand p = cp(a,z) croit de 0,5 4 1. La fonction ¢ de p est
: 1

0 T " continue enp—2 N

Nous prolongzons par continuité en prenant :

cla,b) = 1 lorsque p = 1 (c'est-a-dire lorsque I'implication @ = b est stricte).
*+ Remarque 3. Rappelons un résultat démontré dans la thése d'’A. LARHER :

si ng < np et si gla,b) < 0 alors l'intensité d'implication de a sur b est supérieure a celle de b sur

a. Ce qui signifie que :
ng<njetqa,b) <0 = ola,b)=max (pla,b), p(ba)).

Appelant classe (a,b) le couple (a,b) tel que ng < np , 1a cohésion de la classe (a,b) est définie

sans équivoque a partir de la plus grande des intensités relatives a (@ = b) et (b = a).

D'ou la :

* Définition 2'.

La cohésion de la classe (a,b) est le nombre cia,b) tel que :
. si p=max [p(a,b), p(b,a)] 20,5 et & =— p logy p — (1-p) logo (1-p)
cla,b) = V1-62
.st p=1 clab)=1
.St p<05  ca,b)=0.

10
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], nous avons vu que (cf. p. 7)

—Vn(n-11) n+ Vn(n-11)
2 .

* Remarque 4. Lorsque b =a et que ng €( £ > ;

&

0,95 < ¢(@,a) < 1.La cohésion de la classe (a,a) a donc un sens et, en général, puisque

lim c¢=1, cette cohésion est trés voisine de 1. Par définition, nous poserons donc :
p—1- ’
VaeV claa)= 1.

2.1.2. Cas de 3 élémentsa, b et c.

Six valeurs d'intensité correspondent a priori 4 I'ensemble A = {a,b,c} :

®(a,b), pla,c), p(b,a), p(b.c), plc.a) et o{c,b).

Nous souhaitons que l'indice de cohésion implicative contienne l'information révélée par

les relations implicatives binaires entre tous les éléments de I'ensemble A Mais, en méme
temps, pour conserver la dynamique dissymétrique de l'implication, seule la relation la plus
puissante entre deux éléments quelconques reste pertinente par rapport a notre objectif. Par suite,
parmi toutes les associations 3 a 3 ne faisant intervenir qu'une fois chaque couple d'éléments de

la,b,c) et restituant au mieux la puissance de certaines implications, nous retenons les valeurs :

max [p(a,b), p(b,a)], max (p(a,c), o(c,a)] et max [(b2), o(c,b)].

Comme précédemment, dans le cas ou ils sont supérieurs ou égaux a 0,5, les maxima

obtenus sont compatibles avec l'ordre des effectifs ng, np et nc. Par exemple, si ng € ng < ng, les trois

maxima sont : ¢(a,b), ea,c) et p(b.0).

Définition 3. Le couple & = ((a,b),c) sera encore appelé classe et sa cohésion implicative sera définie

ainst:

Cla) = [cla.b) x c(b,c) x cla,c)]1/3

moyenne géométrique des cohésions des classes a 2 éléments

La préférence accordée a la moyenne géométrique plutdt qu'a la moyenne arithmétique
tient a notre volonté, d'une part d'obtenir une cohésion nulle pour une classe dés que la cohésion
d'un de ses couples est nulle, c'est-a-dire dés que les implications mutuelles sont inférieures ou

égales a 0,5, d'autre part de "ramener” C(#) au voisinage de 1 lorsque les cohésions des couples

sont assez fortes.
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2.1.3. Cas de r éléments a1, as,....a,.

Nous opérons comme ci-dessus, c’est-a-dire en retenant les maxima des intensités
d'implication entre 2 éléments quelconques de I'ensemble A = (aj,a9,....a;}. A ces maxima sont

associés les cohésions implicatives des couples et l'ordre induit sur A par les effectifs Nay, Ngg

vy nNg,. Par exemple, si ng < ng, < ... < ng, nous appellerons classe le couple

. r-1} . L .
« =(((ay,@2),a3),...a,), et comme il y a r(2 paires, sa cohésion implicative sera :

Définition 4.
2
C=[ I c(ai,aj)}’(" D moyenne géométrique des cohésions de classes a 2 éléments
tell,..~1)
Jel2,...r)
>

2.2. Implication entre classes.

Nous souhaitons que l'implication entre deux classes se constitue a partir des

informations suivantes :

- les cohésions respectives des 2 classes,

- une intensité d'implication extrémale des éléments d'une classe sur les éléments de l'autre,

- les cardinaux respectifs des 2 classes.

Chacune de ces informations crédite lI'indice que nous retiendrons si :

- I'indice croit avec les cohésions de chaque classe et s'annule lorsque la cohésion de l'une

d'entre elles est nulle,

- l'indice croit avec la liaison extrémale (minimale si l'on vise un degré d'exigence élevé,

maximale si I'on recherche une souplesse réaliste),

- I'indice décroit avec les cardinaux des classes, eu égard a la prise en compte d'une liaison

maximale.

Posons : . A et B deux parties disjointes : A= (ay,...ar} et B = {b1,...,bs) ,
. # et @ les classes qui leur sont respectivement associées ,

. C(s/ ) et C(®B) leurs cohésions respectives.

Conformément aux l(_)is de probabilité des sup. de variables aléatoires, a priori
uniformément distribuées, nous définissons I'indice d'implication y(«,2) de la classe « vers

la classe ® par:

12
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Définition 5.

1

(st B)=( sup ola;b ™ x (Cla)xC@))*
tell,....r}
Jefl,...8)

1
L'expression [C(«) C®))2 représente la cohésion moyenne (géométrique) de of et 8 ; elle

intégre les informations de cohésivité des 2 classes en jeu ; de plus, cette expression est telle que si

C(«f) et C(®B) sont simultanément multipliées par &, alors y(«/,3) est multipliée par k.

Dans sa thése, A.Totohasina étudie, par des simulations, la loi de variation de Y(A,B) afin de munir
cette implication d'un "scuil de crédibilité" comparable a celui des variables seules et fonction des effectifs
de variables constituant respectivement A et B.

2.3. Agrégalions successives des classes.

Selon l'objectif classique des méthodes de classification hiérarchique ascendante, nous avons
construit un algorithme d'agrégations successives des classes basé sur le critére de leur cohésion maximale.
S. Ag Almouloud a réuni dans un méme logiciel, CHIC (Classification Hiérarchique Implicative et
Cohésitive), le traitement des analyses de similarité et d'implication entre variables de nature différentes,
ainsi que la construction graphique des hicrarchies orientées correspondantes. H. Ratsimba—Rajohn
considére, dans sa thése en cours, les niveaux significatifs de la hiérarchie, moments cruciaux de formation
d'unc typologic orientée par l'implication de classes. Par ailleurs, il s'intéresse a la contribution des
individus et de leurs descripteurs par rapport a cette typologie.

L'agrégation en classes, comme le graphe implicatif, conduit & la mise en évidence de phénoménes
orientés, assimilables quelquefois a des conceptions dont on restituerait la genése. Ceest le cas de la
recherche d'A. Totohasina qui, sur l'acquisition par les éleves de Terminale de la notion de probabilité
conditionnelle, a mis en évidence, entre autres, 2 conceptions : l'une causaliste, 'aute chronologiste, avec
leur forme initiale et achevée.

§ 3 - QUELQUES EXEMPLES TRAITES
3.1. Questionnaire sur de courtes démonstrations de géométrie.
3.1.1 Présentation du questionnaire

FAITS

(EF) et (CD) sont symétriques par rapport au point [
[MN] est le symétrique de [PR] par rapport au point [
(AB) ct (CD) sont symétriques par rapport au point 0
(MN) // (PR)

(CD) // (EF)

(AB)// (CD)

(AB) // (EF)

MN = PF

CD =EF

AB=CD

AB =EF

CCN N bW

—— \O
—

13
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La symétric centrale conscrve les longucurs.
Si (D) // (D" et (D") // (D") alors (D) // (D).
Le symétrique d'unc droite (D) par rapport a un point est unc droite (D) parallele & (D).
Si deux droites sont symétriques par rapport a un point alors clles sont parall¢les.

Deux segments symétriques par rapport a un point ont méme longucur.

6 La symétrie centrale conserve les directions.

En fait, chaquc question se préscnte schématiquement ainsi :

Hypothése : fait n° p

Théoréme : n° q

Conclusion : fait n® ?

Schématiquement, I'ensemble questions-réponscs peut étre présenté ainsi :

Conclusion : 8

[PR] par rapport a I

longueurs

9
HYPOTHESES THEOREME i
CONCLUSION
a trouver
Hypothése : 1 L ‘trique de (D) d
o i ¢ symétrique dc par rappo
Q14 Théoréme :3 --» (EF) ct (CD) symétriques A un point est (D') // (D) (EF) // (CD)
Conclusion : 5 par rapport a [
Hypothése :3 i i ri
0 y? ‘ (AB) ct (CD) symétriques Si2 dro:fcs sont s.ymclnqucs par
24 Théorétme :4 --» par rapport 4 0 rapport 4 un point, alors clles| (AB)//(CD)
Conclusion : 6 sont parall¢les
Hypothése : 2 . .
Q3 4 Theore s IMN] cst symétrique de |2 segments symélriques par B
) ICOI'CII.IC o [PR] par rapport I rapport & un point ont méme MN =PR
Conclusion : 8 longueur
Hypothese : 3 - .
Q4 { Théore 6 (AB) et (CD) symétriques | La symétric centrale conscrve
c 1co;cmc ' - par rapport a 0 les directions (AB) //(CD)
onclusion : 6
Hypoth¢se :6et5
0 Ypot (AB)//(CD)et | (D) // (D) ot (D) // (D"),
5 4 Théortme :2 - lors (D) // (D" (AB) // (EF)
Conclusion : 7 (CD) // (EF) alors (0) )
Hypothése : 2 . .
Q . [MN] est symétriquc dc | La symétric centrale conscrve les
6 9 Théoréme :1 — MN = PR

Exemple. 3-6-10 (Qq).

Hypoth¢se : (AB) ct (CD) sont symétriques par rapport a 0.

Théoréme : la symétrie centrale conserve Ics directions.

Conclusion donnée par I'éléve : AB = CD.

Cc questionnaire a ¢té propos¢ a l'aide du logiciel "Premier Pas" a 80 éléves de 4¢me. Comptc tenu
des 31 comportements de réponse des ¢léves, nous disposons d'un tablcau 80«31 dont les régularitcs, les
traits pertinents, en particulicr Ics relations implicatives entre les modalités, sont impossibles a analyser "a

la main".

14
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3.2. Graphe implicatif et hiérarchie implicative entre les réussites.

Le graphe implicatif des réussites du "6 questions" traduit une relation de préordre partiel dans cet
cnsemble. 11 est donc orienté et valué. Ry, réussite a la question (Q4) la plus complexe du questionnaire (et
la moins bien réussie), en est la source. Ry, R3, Rs en sont les puits :

Ci-contre, nous présentons le graphe
implicatif entre les 6 modalités de réussite.

. 594

hiérarchie cohésitive

Les valeurs indiquées sont les intensités des implications.
Sur le méme chemin, les réussites se placent dans l'ordre croissant de leurs effectifs.

R; , réussite a la question (Q2) dont le théoréme est exprimé en "si .... alors", formulation facilitant,
semble-t-il, le succés.

R3, relative a la conservation des longueurs dans la symétrie centrale. La longueur est une notion
plus familiére a I'éléve que celle de direction.

Rs , seule question relative a la transitivité du parallélisme.

Notons la séparation de Rg des autres réussites, ce qui ne se produit pas en analyse des similarités
ou I'on force celles-ci, méme lorsqu'elles sont faibles. Je renvoie a la thése d'A. Larher pour lire I'analyse
fouillée des graphes de réussites et de toutes les modalités de réponse, de méme que les hiérarchies
implicatives associées.

3-2 Enquéte sur les représentations des enseignants relativement a leur pratique

3-2-1 Présentation de I'enquéte menée par Marc Bailleul

L'objectif de ce questionnaire est de faire apparaitre certains aspects des représentations que se font
les enseignants de mathématiques de l'enseignement de leur discipline, de plusieurs points de vue.

En effet, cette représentation peut étre différente, nous dit M. Bailleul, selon qu'il s'agit :
- de leur propre cnseignement des mathématiques,

- de leur idéal de I'enseignement des mathématiques,

- de l'enseignement des mathématiques tel qu'ils le pergoivent autour d'eux

- de l'enseignement des mathématiques tel que 'institution l'attend d'cux (a leur avis).

Pour cela, il leur est demandé de choisir, pour chacun des 4 points de vue, dans chacune des 3
colonnes proposées, 3 mots exactement qu'ils numéroteront de 1 (celui auquel ils accordent le plus
d'importance) a 3.

15
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MA PERCEPTION DE MON ENSEIGNEMENT DES MATHEMATIQUES.
théorique faire rigueur
symbolique parler démonstration
concret écrire conjecture
motivant raisonner science
lassant structurer savoirs
socialiseé savolir Jeu
individuel imaginer plaisir
difficile douter probleéme ]
utile appliquer démarche
ouvert résoudre formation

Disposant des réponses d'une trentaine d'enseignants, nous avons procédé a unc analyse dcs
variables modales définies par les choix hiérarchisés des enseignants et obtenues a partir du point de vue
"mon enseignement".

Bien entendu, il serait intéressant, par rapport aux mémes expressions, d'analvser et comparer Ics

représentations selon les 3 autres points de vue.

3-2-2 Analyse implicative

Schématiquement, nous obtenons l'arbre suivant :

conception active
A et ludique des

écrire

pole imaginer . Pplaisir
ensecignant socialisé , mathématiques
motivant
théorique
conception difficile conjecture faire
stricte des science probléme
mathématiques structurer
i formation
utile
¢marche
conception fonctionnelle des mathématiques
CONCLUSION.

La méthode présentce ici apparait donc en plein développement théorique et, compte tenu de scs
premiéres applications, semble un complément statistique trés riche, dépassant de trésl oin I'intérét d'un
simple test statistique. C'est en effet un complément original des autres méthodes d'analvse de données. Scs
extensions actuelles et la programmation des algorithmes de calcul autorisent maintenent son usage au
méme titre que les autres méthodes, en leur ajoutant son approche dissymétrique riche d'informations cn
didactique comme en intelligence artificielle.

16
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