Lexigue

Un cheminement en probabilités

Ce lexique répertorie, de facon non exhaustive,co@septs ou des notions qui seront rencontrés lgans
cadre de I'enseignement des probabilités en Trogsi®&lous avons opté pour une classification quieete

un enchainement logique des notions les unes aseuwitres et qui, de ce fait, n'est pas alphalgtiqu

Pour chaque entrée, selon les cas, nous avonsnf@ésen étymologie, son utilisation dans le langage
courant et dans le contexte mathématique.

Des astérisques signalent dans le texte les ditigseentrées.

Aléatoirevient du latinalea dé, jeu de dé, jeu de hasard, hasard (Dictioarzeaffiot)

En mathématiques, le calcul de probabilitégécoule de tentatives de gestion de phénomenes
aléatoireset on ne peut parler de probabilit§se dans le cadre de tels phénomenes.

Dans le langage courant, les expressions empldgamibt hasardsont nombreuses et en révelent
différentes acceptions parmi lesquelles : incetttu danger, chance, malchance, accident,
coincidence, destin, absence d'anticipation, alesdiatention... C'est un hasard dont on subit les
effets.

Certains courants de pensée mettent en doutedegesdu hasard.

« Le hasard, ce sont les lois que nous ne connaigs=ms, Emile BoreL

« Le hasard n'existe pas, tout a une cause et usemai'étre», Ostad Ea+i

« Il n'y a pas de hasard, il n'y a que des rendezsveuPaul Euarp

« Partout ou le hasard semble jouer a la surfaceest toujours sous I'empire de lois internes
cachées, et il ne s'agit que de les découwriEriedrich sceLs

«Une chose n'est appelée contingente qu'en raisoirdaiffisance de notre connaissanse.
Baruch Sinoza

«Hasard est le nom que Dieu prend quand il ne vastqu'on le reconnaisse, Albert EnsTeiN

Le hasard est nié dans la pensée déterministe ph@&moméne a une ou plusieurs causes provenant
de phénomenes antérieurs ; c'est l'insuffisanceade connaissances ou notre incapacité a tenir
compte de multiples parameétres qui fait qu'un ph@re sera qualifié d'aléatdire

En mathématiqueg]'apres Dominique Auanier-Reuter (Conceptions du Hasard et enseignement
des probabilités et statistigueBPUF, 1999), on peut distinguer aujourd'hui cirapaeptions du
hasard.

Le hasard du tirage au sorlevient objet d'étude au milieu dui® dans les travaux de Pascal et
Fermat ; il a pour probléme fondateur le « problédaes partis % (posé pour la premiére fois en
1494). Les situations modélisées sont celles des @ hasard, c'est-a-dire des phénomeénes
aléatoiresdiscrets pour lesquels on peut faire la descrptichaustive de tous les cas possibles
hasard n'y est pas défini, il est une des reglgeuul est mobilisable a volonté. Le cadre d'étedt
l'arithmétique (dénombrement, combinatoire, réawreefinie).

Les trois conceptions suivantesagard bénin hasard lentet hasard sauvageont pour cadre

64 http://archive.numdam.org/ARCHIVE/MSH/MSH_1964_/MSH_1964 9 3 O0/MSH_1964__9 3 0.pdf
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théorique I'analyse et font référence #usoremes limites
= les lois des grands nombregui établissent la convergence en loi de la moyeaime
variables indépendantes de méme espérance mathaenati
= le théoréme de la limite centratpui établit la convergence en loi de cette moyerers une
loi normale lorsque les variables ont de plus la méme variance.
Le recours aux outils de I'analyse permet d'étaldg liens entre les observations d'un phénoméne
aléatoiré aux niveaux microscopique et macroscopique.

Le hasard bénininvoqué dans les travaux de Bernoulli (1713) Mevre (1733) et Laplace (1812),
obéit a ces théoremes limites. Il intervient aun sbexpériences aléatoireeproductibles dans les
mémes conditions ; sur un nombre restreint d'é@®ules résultats peuvent sembler anarchiques
mais si le nombre d’épreuves devient suffisammesndy des régularités apparaissent. Il permet une
appréhension déterministe du phénomene aléatiraiveau macroscopique. Il va étre une aide, un
outil dans le domaine scientifiqgue. Il y a parfaigérét a interpréter certains phénomenes aux
conditions initiales trop complexes comme des ph@&mes aléatoirésde fagon a utiliser la théorie
des probabilités pour les étudier.

Le hasard lentnommé ainsi par Mandelbrot (début®) concerne les phénoménes aléatoirps
obéissent aux théoremes limites mais de faconnge lgu’ils apportent peu de renseignements au
niveau macroscopique sur la connaissance globghélnomene étudié.

Le hasard sauvaged'abord étudié par Lévy (1937) et Lorenz (1960))cerne les phénoménes qui
n'obéissent pas aux théoremes limites, ceux despérance est infinie (processus de Cauchy) ou
ceux qui sont trés sensibles aux conditions iesiatomme les phénoménes boursiers, les
turbulences, les phénoménes météorologiques, aguxégouchent sur la théorie du chaos... Leurs
fluctuations sont aléatoiresans étre bénignes. L'aléatoirgu niveau microscopique perdure au
niveau macroscopique.

Dans ces trois conceptions, le hasard n’est plugig@mme un principe extérieur, une régle du jeu,

mais comme une caractéristiqgue des phénomeénesvabker que le mathématicien cherche a
modeéliser.

Le hasard formel étudié depuis les années 1960, a pour cadreighéda théorie de l'information.
Le hasard devient objet de recherche. Le projet'éstdier la structure interne de suites aléasoire
(contingentes) et de mesurer la quantité de hagaiglles contiennent. On définit la complexité
d’'une suite comme la longueur minimale en nombrebds du programme dont I'exécution
produirait cette suite et on dit qu'une suite éSatairé si sa complexité est « approximativement
égale » a sa longueur. C'est le domaine des paadod’apres le théoréme de Gdodel, il est
impossible d’exhiber une suite aléatoire

On considére aujourd’hui que I'homme est incapdeleproduire par lui-méme du hasard. La
production de hasard passe par l'utilisation d'énégateur de hasard. Celui-ci peut étre un objet
usuel (piece, dé, urne...) utilisé en respectantratopole expérimentabdapté. Cela peut étre aussi
une fonctionnalité d'un instrument TI€agoom des calculatrices oalea des tableurs) ; dans ce cas,
les nombres fournis sont pseudo-aléatoires : it§ g@duits par des algorithmes de fagon périodique
avec des périodes extrémement longues et indéeslabiotre échelle.

Souvent dans les énoncés d'exercices de mathéemtilexpression consacréeer un objet au
hasard appelle comme interprétatichaque objet a la méme probabilitétre choisiAinsi le mot

hasardest associé a de I'équiprobabilité, ce qui peostitoier un obstacle didactique : on observe
souvent des éléves qui, dressant une liste d'éaléés attribuent a chacune la méme probabhilité

~—~—~0 ~~~
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Une expérience aléatoirest un processus ou le hasandervient pour produire un résultat parmi

d’autres possibles.

Dans la description d'une expérience aléatoirgean distinguer trois niveaux.

= Le premier niveau est celui deXpérience réellePar exemple, on lance une piéce de 1 €

en l'air et on observe son comportement : la ppge tomber sur le c6té Pile, ou sur le
cbté Face, ou sur la tranche, ou rouler et se episous un meuble (auquel cas le jeu
s'arréte), etc.; on peut ainsi envisager de nambrésultats de I'expérience, certains
farfelus mais pas impossibles. Un autre exemplaistena lancer en l'air un dé cubique
rouge et a observer son comportement : le dé mdamber sur une des six faces, ou
cogner un obstacle et rester en équilibre sur téte &dé cassé), ou se briser (cf. Ekeland),
etc. ; la-aussi on peut envisager de nombreuxtedsydossibles.

» Le deuxieme niveau, celui dexpérience pseudo-concretsst une premiére étape dans la
simplification et la modélisation de la réalité.Debjets qui produisent du hasardn ne
retient que certaines propriétés. De la multituder@sultats envisageables, on ne retient
que ceux qui sont considérés comme pertinentspburt de vue probabiliste et qui vont
étre objet d'étude, on les interpréte en termesuei
Par exemple, on lance en l'air une piéce (peu itaEa valeur, sa matiére) et on observe
ce qui arrive. Parmi tous les résultats possihités ci-dessus, on ne retient que les cas ou
elle montre Pile ou Face, situations que I'on prége en termes d'issuendées « Pile » et
« Face ». De méme, on peut lancer un dé cubigueifpeorte sa matiére, sa couleur) et
observer le nombre de points de la face supérieereésultatest interprété par l'issug,
le résultatest interprété par l'issug, etc.

= Le troisieme niveau est celui duodelé mathématiqueles objets, générateurs de hasard
sont idéalisésla piéce est équilibrée (qu'est-ce que cela veutdinee telle piéce existe-t-
elle ?),le dé est homogene et régulier (un tel dé existe?}-ilOn introduit un ensemble
d'‘éventualitéschacune étant affectée d'un nombre positif cosrgire O et 1 (ces nombres
doivent vérifier certaines propriétés qui seronécmées plus loin). Ces éventualités
représentent en général dans le modéle abstraitdass considérées dans le modele
pseudo-concret. L'ensemble des éventualités esiéappiversou ensemble fondamental
ou encorgéférentie] il est notéQ ou E.

Par exemple, on peut modéliser le lancer d'uneepiéquilibrée, par le choix des

éventualités P et F, chacune affectée %}Ie Pour modéliser le lancer d'un dé cubique
régulier, on peut choisir comme ensemble d'éveitdsa{l,2,3,4,5,6} et affecter a

1
chacune le nombreg :

On parle d'une expérience aléatoire a plusiégmeuvesquand la réalisation de Il'expérience
comprend plusieurs étapes. Par exemple, « tirded® Face, puis tirer un jeton dans une urne »
est une expérience aléatoire a deux épreuves.

Au moins par la pensée, l'expérience aléatoireepsbductible dans les mémes conditions. Elle est
susceptible d'étre décrite par un protocole expénita dont elle est indissociable.

~—~~Q0 ~~~
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Le protocole expérimentast 'ensemble des instructions a suivre pour powaffirmer que I'on
a réalisé I'expérience aléatoirk doit :
= décrire clairement et avec précision les conditida réalisation de I'expérience de facon a
la caractériser ; c'est ce qui permet de "rép&epérience dans les mémes conditions".
= présenter la liste des issuésonformément au programme de Troisieme, on cénsidue
cette liste comporte un nombre fini d'éléments).
Le respect du protocole garantit qu'une iSsliene expérience ne peut étre ni prévue, ni azdgul
ni influencée : a notre échelle, elle dépend dwafthsC'est la reproductibilité du protocole qui
permet de reproduire I'expérience ; c'est la n@udliptibilité du résultat qui confére a I'expérience
son caractere aléatoire
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On parle dssuedans la représentation pseudo-concréte d'une ierpéraléatoire Par exemple,
pour le jet d'un dé, les issues retenues sont3l,,£,5 et 6 (on exclut dé cassé).

Lorsqu'on a répété une expérience aléatairéois, lesn résultats interprétés en termes d'issues
constituent un échantillomle taillen.

~—~—~0 ~~~
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Le motéchantillonvient deeschandillon descandaculuméchelle, jauge.

Dans le langage courant, le mot peut faire réf@enan étalon de mesure, a une petite quantité d'un
marchandise que I'on montre pour donner une idékedsemble ou encore a une fraction d'une
population destinée a étre étudiée par sondage.

En mathématique, un échantillon de taifleest unn-uplet constitué des isstiede n répétitions
indépendantes de la méme expérience aléat(@re toute rigueur, c'est umuplet de variables
aléatoires).

Lesn valeurs constituent une série statistique.

e () e
5 Pour un échantillon la distribution de fréquencesst la donnée des issues de leurs fréquences
¢ respectives.

« Distribution de fréquences sur un ensemble fini :

R

E Issues 8|S ... |S

S Fréquencegf, [f, | ... [f | 1

E

N Pour une expérience aléatojrdeux échantillonsde méme taille n'ont pas nécessairement la
(E: méme distribution de fréquences : c'edtatuation d'échantillonnage

S

e () e
N La démarche probabiliste passe par une modélisdédexpérience aléatoirqui débouche sur la
¢ définition d'un modéle La donnée des éventualités et de leurs prob&bitispectives constitue

la distribution de probabilitéassociée au modéle
P
R Distribution de probabilité :
o
B Eventualités| e & | ... | &
B Probabilités| p. P2 | .- | p | 1
|
L
|
.
E

e () e
I A une expérience aléatoirpeuvent étre associés plusieurs modéles, plusoinsrpertinents ; un
= Mmodele pertinent est un modele « assez » simplegaErmettre des calculs et leur exploitation et
o «assez» juste pour étre en cohérence avec laéréakst-a-dire que les distributions de
. fréquencesobtenues pour des échantillonte taillesimportantessont en général proches de la
s distribution de probabilitéde ce modéle.
|
L Par exemple, dans le lancer d'une piece équilibo@epourrait adopter la distribution de
a probabilité :

T Eventualité P F
; Probabilité| 0,5001 0,49991 |
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sans doute plusiste pour une piece plus creuse du coté Pile, maipératoire pour les calculs.
De plus, ce modele donnerait des résultats tregliffévents de celui qui est conventionnellement
adopte :

Eventualité P F
Probabilitt| 05| 05/ 1 |

Il se peut que pour une expérience aléataioenplexe, la modélisation n'aille pas de soi &t lgu
choix d'un modele pose probléme. On peut alorsrootdr un modéle que I'on pense pertinent a
la réalité en produisant un échantillode grande taille et en dressant la distribution de
frégquences Une tropgrandedifférence entre la distribution de fréquericesla distribution de
probabilité pousse a mettre en doute la validité du modéldidan

~—~~0 ~~~
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A défaut de réaliser concrétement une expérienéataité, on peut lasimuler c'est-a-dire la
remplacer par une autre expérience aléatairéaquelle est attaché un modéde méme loi de
probabilité. Les résultats de l'expérience réalisée sont aluesprétés en termes d'issueke
I'expérience simulée a l'aide d'une correspondatee,codage.

Par exemple, pour simuler I'expérience « sexe aalasance » dans une population d'animaux
comprenant autant de femelles que de males, onlaecer une piece et coder F poakeLLe, P
POUrMALE .

Pour simuler le tirage dans une urne qui comprejedoh jaune et 2 jetons verts, on peut lancer un
dé cubique et coder 1 et 2 par Jaune, 3, 4, Pat ®ert.

On peut aussi utiliser un dé cubique pour simuter lancer d'un dé tétraédrique équilibré » en
codant : 1 par 1, 2 par 2, 3 par 3, 4 par 4, eta@sidérant que 5 et 6 ne sont pas interprétés en
termes d'issuésle I'expérience « lancer d'un dé tétraédrique ».

On voit ainsi qu'un dé peut étre utilisé, suivastibesoins, pogyouer au dé, ou pousimulerd'autres
expériences aléatoires

A partir du générateur de nombres pseudo-aléatditesoutil TIC ganoom ou NbrAleat ou Ran#
d'une calculatrices.ea() d'un tableur) de tres nombreuses simulations passibles.

Pour simuler une expérience aléatgiiieest nécessaire de lui avoir associé au préalabmodelg
supposé pertinent. Pour certaines expériencesoa@satpar exemple, le lancer d'une punaise), il
n'est pas possible de proposer un modefwiori.

~—~~Q0 ~~~
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Le motévénemenprovient du verbe latinevenire(venir).

L'Académie Francaise indique l'orthographe « évéemein» dans sa troisieme édition (1740). En
1990, le rapport sur les rectifications orthograpks préconise l'orthograplé@enemenafin de
respecter la prononciation ; 'ancienne accentnai@nementeste tolérée.

Dans le langage courant, on rencontre le gwv@nementvec plusieurs acceptions : résultat, fait
important, soudain, imprévu.

En mathématiquegvénemengst utilisé dans plusieurs contextes.

» Dans le cadre d'une expérience aléatoire* raatleévénement est une assertion qui, au vu
du résultat de I'expérience aléatoire*, se révelaee ou fausse. Par exemple, pour le jet
d'un dé, on peut s'intéresser a I'événement «céadapérieure du dé montre un nombre

pair ».

= Dans la représentation pseudo-concréte de I'esppéei un évenement est un ensemble d'isSsues
possibles. Par exemple, pour le jet d'un dé, I'énwemt « obtenir un nombre pair » est 42 6}.

Une fois I'expérience réalisée, l'isSudservée, si elle appartient a cet ensemble seéeadit
évenement.

= Dans le modéle probabilistein évenement est un sous-ensemble de I'ensendas &/entualités.
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Par exemple, pour le jet d'un dé équilibré, on phoisir E={1,2,3,4,5,6} et {2,4,6}
est un évenement.

Vocabulaire, cas d'un espace probabilisé fini

Langage ensembliste Langage probabiliste Exemple :tjd'un dé
Ensemble Univers ou référentiel _
E={e,&,...,6} E={e,e,...,6} Sl MR

Elément de E g Eventualité g 3
{1;2; 3} est un évenement
défini en extension.

A est un événement « Obtenir au plus 3 » est le
méme évenement défini en
compréhension.

Partie pleine E Evénement certain « Obtenir au plus 1

{6} ou encore « Obtenir 6 »
est un événement élémentaire.
Ensemble vide [ Evénement impossible « Obtenir plus de 7 »
Réunion déA\ etB : A0 B EvénementA ouB
Intersection dé etB:An B |EvénementA etB

A est une partie de E
AOE

Singleton £} Evénement élémentaire

N (gbtenir un nombre impair
% Obtenir un multiple de 6
Ensembles complémentaireg- . . « Obtenir un nombre pair » ¢
Evénements contraires . U X
dans E « Obtenir un nombre impair
Systéme complet
d'évenements

M

Ensembles disjoints Evénements incompati

M

>

—

v

Partition de E
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Une loi de probabilité P sur l'univers finifE={e.,e,...,e} est une application définie sur
I'ensemble des évenementde E, a valeurs dans j[@]. L'image parP d'un événemehiA est la
probabilité deA, notéeP(A).
La somme des probabilités de tous les évenemélétmentaires dE est égale a 1.
La probabilité d'un événemerast la somme des probabilités des éveénemétémentaires qui le
constituent.
De fait, dans le cas ol est fini, P est déterminée dés que l'on connait les éverdsalitt les
probabilités correspondantd¥{e}) - souvent notéeg - c'est-a-dire dés que l'on connait la
distribution de probabilité
En conséquence :
- P(E)=1
- P(A)=2 p(le])

eEA

- Pour tout événemert d'événement contraireA , P(A)=1-P(A)

- SiA et B sont incompatibles?(A [0 B) = P(A) + P(B).

Aborder les probabilités par la notion de loi delyabilité permet de relativiser les valeurs
des probabilités élémentaires les unes par rapparautres, il y a peu de sens a en définir
une isolément.

m-4 -~ —®>»®O0XT
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Lorsque les évenementdémentaires ont la méme probabilité, egaleaa.i ,on parle
ardinal (E)

Cardinal(A)

WBJ(E) . Le calcul de

d'équiprobabilité La probabilité d'un évenemehest alors

probabilité se raméne dans ce seul cas a du déromaht.

~—~—~Q0 ~~~
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Un arbre de choiest un schéma adapté a des situations ou plusieops doivent étre opérés et qui
se construit par étapes.

Pour une étape, chague option est matérialiséewtudhun trait appelbranche: on obtient umaeud

de l'arbre. A partir de chaque nceud d'une étapmatérialise par de nouvelles branches les options
possibles de l'étape suivante en tenant compteésgssaire des choix effectués aux étapes
précédentes. On appelle auszud'origine commune des branches de la premiereétap

En partant d'une branche de la premiére étape suigant une branche de chacune des étapes
suivantes pour arriver & un nceud terminal, on patam chemin A I'extrémité de chaque branche
terminale de l'arbre, on peut dresser la listeaggi®ns du chemin correspondant : on obtient par ce
procédé le bilan exhaustif des cas possiptps peut donner lieu a du dénombrement, on [zdoles
d'arbre de dénombrement

Choisir un arbre comme support de raisonnemenéeméd modéliser une situation donnée par une
succession d'étapes qui ne sont pas nécessairidasra une temporalité.

Un arbre pondéréest une représentation adaptée aux expérienasisdé a plusieurs épreuves.

Le programme de Troisieme limite I'étude au casedexpérience a deux épreuves conduisant & un
maximum de six issues ; il n‘aborde pas le casrdges successifs dans une urne (avec ou sans
remise).

Dans ce contexte, un arbre pondéré se constrdi¢ex étapes.

Pour la premiére étape, on dispose d'un systemelebmiévenementsde I'univers attaché a la
premiére expérience, les événemerstsnt matérialisés a l'extrémité de traits de mémgine,
appelésranches on obtient desiceudsde I'arbre. Chaque branche pshdéréepar la probabilité

de I'événementeprésenté.

Pour la deuxieme étape, on dispose aussi d'umsystémplet d'événements de l'univers attaché a la
seconde expérience. A partir de chaque noeud préticéne matérialise par de nouvelles branches
pondérées les évenemérds la seconde expérience.

Remarquons que la somme des probabilgés les branches originaires d'un méme nceud akt &g

1.

Une branche de la premiére étape suivie d'une beade la seconde constitue ohemin A
I'extrémité d'un chemin, on obtient I'évenementjaoction des événementslu chemin dont la
probabilité est le produit des probabilit§sondérant les branches.
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Le motpossiblevient du latin dgossibilis

Dans le langage courant, on utilise le ppossiblepour exprimer ce qui peut exister, ce que l'ort peu
faire, ce qui constitue une limite, ce qui peutéaiser ou étre vrai, ce qui est acceptable...
En philosophie, est possible ce qui n'est pas isiblas

En langage probabiliste, un évenemest dit impossible lorsqu'il est vide (il ne ppas étre
réalisé). On ne parle pas d'évenement possible.

On utilisait ce mot dans deux expressions (viei)lie

= "'univers des possibles”, ou le mot désigne aelgun appelle aujourd'hui les éventualités (cf.
expérience aléatoirg;
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la formule Nl TEREES EelElols a laquelle on préfere au'ourd'hu'Cardinal(A) ou
Nombre¢decas possible . P J Eardinal (Q)
Nombred ' élémentde A

Nombred' élémentde E

ue l'on peut noter?ﬂ

~—~—~0 ~~~

P
L
A
V)
S
|

L
E

Le motplausiblevient du latinplausibilis digne d'étre applaudi.

Dans le langage courant, plausible se dit d'unsethd'une histoire, d'une interprétation, d'une
explication, d'une excuse qui semblent pouvoir &thmises ou tenues pour vraies. Ce mot renvoie a
la notion de vrai ou de vraisemblable.

Il n'y a pas de définition mathématique de ce namisdune théorie.

~—~—~Q0 ~~~

Le motprobablevient du latin dgrobabilis deprobare prouver.

Dans le langage courant, ggbbablece qui n'est pas contraire a la raison, ce qug &&re certain,
peut étre tenu pour vrai plutét que pour faux, @@ gst raisonnable de conjecturer...

Il n'y a pas de définition mathématique de ce namisdune théorie.
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Le mot chancedérive du latincadere tomber, choir. Auxi®, chéancedésignait la maniére dont
tombent les dés.

Dans le langage courant, le mot chance évoque améne favorable ou défavorable selon laquelle
un évenement se produit, la possibilité de se predear hasard, un hasard heureux ou un sort
favorable...

Des expressions courantes comiihg a de fortes chances que', "quand on lance une piéce, il y a
une chance sur deux d'obtenir Pilenvoient a la notion de probabilitéSuivant les cas, ce mot
désigne des issuesu cas possiblgsune proportion, une grandeur, une comparaisore efgux
probabilités... (cf. l'articléA propos de l'introduction aux probabilités en Feéme. Du fait de sa
polysémie, c'est un terme a éviter en cours de énatiques ; I'employer risquerait de plus de
renvoyer ['éléve a la notion de sort, favorableléfavorable, d'ou toute rationalité est exclue.
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