Le sac de bonbons

« [...] Alors pour le dernier tour il a dit : « Kiwi avec une petite voix qui intensifie I'espace-
temps et influence le piochage du kiwiEbil a gagné...

(Citation d’éleve)

Groupe College, IREM de Lyon

Présentation

Avant la troisieme, les éléeves ont rencontré maifies des situations aléatoires. lls ont joué a
des jeux de dés, de cartes, de loto... lls ont lu abedes, entendu des histoires, regardé des
fictions...

A travers ces expériences, ils se sont constrstrdprésentations personnelles du hasard.
Certains croient étre nés (ou non) sous une botuile @t disposer (ou non) d'un certain capital
« chance ». D’autres s’'imaginent disposer de « piosiv et essaient de favoriser le destin ou de
prévoir ce qui va se passer. D’autres encore, daasapproche plus statistique, évoquent « la loi
des séries » ou, au contraire, considéerent qu'émement ne peut pas se produire deux fois de
suite.

Ces différentes conceptions sont autant d’obstaclacompréhension des probabilités.

La situation présentée ici propose de faire émeergsrconceptions et de commencer a les
confronter pour mieux les dépasser. Elle doit @@posée en amont et peut étre détachée du
chapitre.

Objectifs

- Faire émerger le rapport que les éleves ont avbasard et commencer a mettre leurs
conceptions a I'épreuve des statistiques.

- Faire ressortir le vocabulaire spontanément utitis@s I'action par les éleves pour
commencer a investir le langage des probabilitéssard/chance, nombres de chances/sur,
s(r/certain, événement, évenement certain, évertempassible...

- Eventuellement, faire ressortir la nécessité d’'umtqeole clair pour rendre une
expérience aléatoire ou garantir qu'une expériestaléatoire.

- Réfléchir a la notion d’événement probable en imbatavec celle d’événement
effectivement réalisé.

- Engager les éléves a mobiliser des éléments dsmatatistique pour tenter de répondre

a un probléme.

Prérequis

- Aucun
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Matériel envisagé

- Un sac opague contenant environ cent cinquantedmsnbe méme type (forme, aspect
au toucher) de six ou sept parfums, dans des fropswariées.

Scénario

Les temps 1 & 4 sont réalisés en une séance dsbtem

Temps 1 : émergence des conceptions / distribetioemise des bonbons non
gagnés/ jeu individuel.
* Présentation du probleme
Le professeur montre le sac opaque aux éleveseeda consigne :

« Ce sac contient des bonbons de parfums différents.
A tour de rdle, chacun d'entre vous devra annoncer le parfum du bonbon que je vais tirer au
hasard. Si le parfum correspond a celui annoncé, vous gagnez le bonbon, sinon le bonbon sera

remis dans le sac. »

Si des questions émergent avant ou pendant I't&tia professeur ou la classe y répondent au
fur et a mesure.
* Premier tour
Chaque éléve propose un parfum en justifiant ouseonchoix.
* Premier bilan
Il est oral. Il pointe la difficulté de prévoir tésultat des tirages et incite les éleves a anetllar
performance de la classe ; ceci doit naturellerfesntonduire a s'intéresser, si ce n'est déjadfat,
répartition des différents parfums dans le sac.

Temps 2 : exploitation statistique / distributidnemise dans le sac des bonbons non
gagnés / jeu individuel.

Les modalités sont similaires a celles du tempsetdnd tour) mais dans le but que la classe
gagne le maximum de bonbons. Les éleves sont snvétke fois-ci a justifier leur choix.

On garde au tableau ou dans un tableur une tracessiges pour avoir des éléments concrets de
débat, constater I'amélioration ou non de la peréorce et en analyser les causes.

Temps 3 : réinvestissement / tirage sans remisba@sons / en groupe.

Le but est de découvrir un maximum de fois le paridu bonbon tiré au sort pour faire
gagner I'équipe et remporter un lot fixe de plusidaonbons. Cette fois-ci les bonbons non gagnés
sont déposeés a coté du sac. C'est un méme élengseapant le groupe qui annonce a chaque tour
le parfum choisi par I'équipe.

Il devient pertinent de s'intéresser a I'évoluties effectifs.

Temps 4 : retour individuel sur l'activité.

Les éléves écrivent ce qu'ils ont retenu ou ag@ikactivité.
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Temps 5 : synthese.
Elle est commune a la classe et élaborée a pagipbductions précédentes.

Temps 6 : prolongements possibles

- Dans un méme contexte : proposer aux éleves dsiclkoire deux sacs contenant plus
ou moins de bonbons de parfums différents poumabten parfum donné. La situation les
conduit a comparer les effectifs relatifs des paguésirés.

- Dans un contexte différent : le probleme « la mdams le sac % proposé au rallye
ARMT 2008 peut permettre, une fois installée ldort’aléatoire, d’évaluer la capacité des
éléves a mobiliser leurs connaissances en propoglié dans la résolution de ce type
d’exercices.

Notes diverses

Temps 1

Pour justifier leur choix, les éleves évoquent Iparfum préféré, leur chance (« Cerise car je
vais avoir de la chance. » ou « Y’a du bol. ») ewr Icapacité a prévoir l'issue du tirage (« J'ai un
don. »), soit en interprétant I'évolution des isspeécédentes (« A force de dire citron, ¢a va bien
venir. »), soit en raisonnant en termes d’effedtifd y a plus d'orange. ») ou de fréquences {al
60 chances sur 176 de tirer orange. »).

Les motivations des éléves sont diverses ; certerdemandent pas le parfum le plus représenté
simplement parce qu’ils ne I'aiment pas, d'auterspnt qu'il n'a pas plus de chance de sortir qu'un
autre.

Certains éléves peuvent accuser I'enseignant dbetie au moment du tirage. C'est alors
'occasion de s’interroger sur le protocole deg#adessayer de définir avec la classe quelles
conditions doivent étre respectées pour gu'il kofilus aléatoire, le plus « au hasard », possible.
conviendra ensuite de I'appliquer.

Temps 2

La nouvelle consigne donnée a l'issue du bilan difidd'enjeu. Il ne s'agit plus de gagner pour
soi-méme mais de faire gagner la classe. On imditsi les é€léves qui cherchaient a obtenir leur
parfum préféré a changer leur vision du problemar mhercher plutdt a prévoir l'issue de chaque
tirage.

Les éléves raisonnent davantage en termes ddigtas Certains s‘appuient sur la répartition
des bonbons dans le sac, parlant spontanémentpdereentages » au sens de « proportion ».
D'autres interprétent les résultats des tirageseplents : « Méme parfum parce que je I'ai pas eu au
1° tour », « Y a plus de chance de l'avoir car il gstti plus de fois. ». Ces arguments suscitent
souvent des désaccords propices au débat entesglév

En situation, I'enseignant peut rebondir sur d'éuelles propositions atypiques (« un
bonbon de n'importe quel parfum » ou au contrairdanbon dont le parfum n’est pas dans le sac)

42 \oir I'énoncé et I'analyse du probleme en annkxe

55



pour évoquer les notions d’évenement certain oualiément impossible.

Temps 3

L'enjeu est une nouvelle fois modifié, il s'agit tere gagner le groupe, donc de choisir
ensemble et de tester une stratégie pertinentedeuimer l'issue des tirages. Le travail en groupe
oblige les éleves a formaliser leurs stratégiesgrarelles et a les soumettre au contrdle du groupe.
Le tirage étant sans remise, la question se pokague tour.

Temps 4

L'écrit oblige les éléves a prendre un peu de regul'activité, a synthétiser leur pensée et a la
formaliser. A partir de ces productions, le proéesspeut mesurer I'‘évolution des conceptions des
éleves. Il pourra s'appuyer sur elles pour constiaisynthese et envisager les activités futures.

Les écrits des éléves sont souvent plus richescquiui a pu étre exprimé a l'oral pendant la
seéance.

Certains montrent la persistance de conceptionsstacles » qui devront encore étre mises a
I'épreuve dans des activités complémentaires.

« J'ai rien eu : j'ai pas de chance. »

Dans le cas d’'un tirage avec remise : « Plus on@sbreux a jouer et a parier sur le méme gout
a un jeu de hasard, plus on a de chances de gaggmee si le nombre de bonbons est faible. »

« Alors que Quentin persistait sur le parfum oraigembait systématiquement sur le parfum
kiwi. Alors pour le dernier il a dit : « Kiwi. » @ une petite voix qui intensifie I'espace-temps et
influence le piochage du kiwi. »

D'autres témoignent d'approches plus statistiquegwwquent des évenements en termes de
probabilités.

« On a observé que si, au premier tour, on do@aiom du bonbon ou il y avait le plus de
pourcentage, on tombait facilement dessus. Au éexitour, vu qu'il restait moins de bonbons ou
il y en avait le plus, si on disait le nom du dé&ume bonbon ou il y avait le plus de pourcentage, on
tombait plus facilement sur lui. »

« J'ai retenu que plus le nombre de bonbons d'utaicegolt était important, plus on avait de
chances de 'avoir. Mais on peut aussi tomberesialtres car on a plus de chances de I'avoir, mais
pas toutes les chances. »

« Il est trés dur de deviner ce qui va se pass& omapeut essayer de demander le parfum ou il
y a plus de bonbons. »

Temps 5

Selon les classes, le déroulement de la séanceépeutrés différent : certaines demandent
d’emblée la composition voire les proportions dagtle parfum, alors que d’autres, au contraire, ne
voient méme pas l'intérét de demander les différearfums possibles...

La faible taille de I'échantillon peut conduire &sdtirages globalement surprenants
(exemples : plusieurs éleves gagnants a la suitélave qui gagne systématiquement quel que soit
le degré de représentation de son parfum).

Par consequent, I'exploitation de lactivité pedlerad’'une expression des différentes
représentations (a réinterroger dans de nouvelddisitds) a une formalisation plus aboutie,
consensuelle, de I'analyse faite par la classe.

La synthese peut s’articuler autour des élémertscds ci-dessous.
- Des évenements semblent avoir plus de chances$vdiague d’autres.
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- Des événements qui ont plus de chances de se mpdes « évenements les plus
probables » ne sont pas toujours sdrs de se peonhars semblent se produire plus souvent

gue les autres.

- Un évenement qui se produirait a coup sir est @mement certain. Un évenement qui

ne se produirait jamais, a coup sdr, est un événeimmgossible.

« C’est pas mathématique le hasard. »
(Citation d’éleve)

Annexe 1

La main dans le sac (CAT. 7, 8, 9 10) ©ARMT.2008

Pour 1 euro, tentez votre chance !!

Sivous tirez une bouteuge vous gagnez un ours !

A la féte du village, un forain propose aux pass#njeu suivant :

Donnez-moi un euro et tirez une seule boule dasadeale votre choix.

Si la boule est rouge, vous gagnez un ours en pelluc

Dans le sac A, il y a 6 boules rouges et 10 bduiksches.

Dans le sac B, il y a 9 boules rouges et 14 bdubesches.

Toutes les boules sont de méme grandeur, de méicegiade méme matiére.

Les sacs sont opaques et I'on ne peut pas vdioeles qu’ils contiennent, on ne peut qu’y
plonger la main pour tirer une boule.

\Vous n‘avez qu’un euro en poche et vous aimeriea gagner un ours.

Dans quel sac préférez-vous tirer une boule ? Expliiez pourquoi.
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ANALYSE A PRIORI

Domaine de connaissances

Probabilités intuitives

- Arithmétique : proportionnalité, rapports

Analyse de la tache

Comprendre qu’il faut choisir un des deux sacs {des contenus sont différents), qu'il faut
espérer « tirer une boule rouge » dans le sacicheigui revient aussi a « ne pas tirer une boule
blanche ».

Comprendre qu’il ne faut pas simplement compagsrriombres de boules rouges (9 > 6) et
choisir le sac B parce qu'elles y sont plus noméesuou les nombres de boules blanches
(14 > 10) et choisir le sac A car on risque moirsndirer une boule blanche (perdante).

L'abandon de cette conception devrait s’appuyaregample, sur la contradiction entre les deux
démarches qui en découlent :

« tirer une boule rouge dans le sac ou il y en@us » conduit a choisir le sac B d’'une part, et
« tirer une blanche dans le sac ou il y en a lenmwiconduit a choisir le sac A d’autre part.

Tenir compte simultanément des quatre nombres clded® donnés (car il ne suffit pas de
considérer séparéement les couples (6 ; 9) et as14) ou l'inverse.

Dans ce contexte, suivant les ages, les élévelasenp spontanément dans un cadre additif. On
rencontre généralement deux démarches erronées :

1- Calculer les écarts entre les nombres de ballesméme sac (4 boules blanches de plus que
de rouges pour A et 5 pour B). Conclure alors anixcte A, « car dans B il y a plus de boules
blanches en plus que dans A ».

2- Calculer les variations des nombres de boulasedméme couleur d’'un sac a l'autre (+ 3
rouges et + 4 blanches de A a B). Conclure ausshaix de A, « car de A a B, on ajoute plus de
boules blanches que de rouges ».

Dans ce cadre additif, la conclusion que le sastAkis favorable peut sembler faire appel a une
intuition probabiliste : en ajoutant plus de boudenches que de rouges pour passer d'un sac a
l'autre, on augmente le poids relatif des blanatiesn a plus de « risques » de tirer une boule
perdante. Mais ce raisonnement de nature pré-pitsbaln’est décelable que si I'éléve explique
comment il aboutit a sa conclusion, ce qui n’estfpédquent.

Ce raisonnement additif peut étre invalidé en llep@ant a d’autres exemples de sacs fictifs
pour lesquels, par une approche intuitive, on @stimer que les chances de gagner sont les
mémes.

Par exemple, dans un sac A, « double-sac A »ecamit 12 rouges et 20 blanches, il y a autant
de chancesedgagner qu'avec A. Mais, selon la démarche 1, ilsaé 8 « boules blanches en
plus que de rouges », alors que dans le sac Bl & 5. On opterait alors pour le sac B plut6t
que A ou que A, contrairement au choix précédent.

La conclusion que A est plus favorable, reposans da démarche 2 sur les variations des boules
de méme couleur avec le sac B (+ 3 rouges dans B 4tblanches) et faisant également
apparaitre une augmentation supérieure des blapehn@apport aux rouges, est a rejeter comme
précédemment.

Se placer dans un cadre multiplicatif ou de prtponalité et comprendre qu’il faut considérer
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les quantités relatives des boules rouges par rappw blanches ou par rapport a 'ensemble des
boules contenues dans chacun des sacs.

Choisir le sac qui donne une meilleure « chande gagner, c’est-a-dire, dans une appréhension
probabiliste, choisir celui qui contient la plusteproportion de boules rouges.

Deux types de rapports peuvent étre considérésquooparer les deux sacs.

Soit, pour chacun des sacs, le rapport du nomisébdeles rouges a celui des blanches : 6/10
dans A et 9/14 dans B. Pour les comparer, on psuXprimer en décimaux : 0,6 pour A et 0,643
pour B, ou par fractions équivalentes : 42/70 poet 45/70 pour B ou en pourcentages : 60 %
pour A et 64,3 % pour B. D’ou le choix de B.

Soit, pour chaque sac, le rapport du nombre dee®woauges parmi toutes (probabilité de tirer
une boule rouge) : 6/16 = 0,375 = 138/368 = 37,pcur A et 9/23 = 0,391 = 144/368 = 39,1 %
pour B.

D’ou encore le choix de B.

Exprimer la réponse sans confondre une répondeapilste du genre « nombre de chances

sur ... de tirer une boule rouge » avec une répsageférant aux rapport rouges/blanches. Par
exemple, il est correct de dire « ... car on a 8hR@nces sur 100 de tirer une boule rouge dans A
et 39,1 chances sur 100 dans B », mais il n’estpasct de dire « 60 chances sur 100 dans A et
64,3 chances sur 100 dans B ».

Notons que l'usage du mot « chance » est sourgaldduités. Il n'a pas le méme sens dans
« avoir plus de chance de tirer une boule rouge damue dans A » qui est une évaluation
qualitative, et dans «jai 6 chances sur 16 dertune boule rouge dans A » qui est une
appréciation quantitative de la probabilité danguéle les « chances » sont assimilées aux
boules gagnantes, ce qui peut étre source de ¢onguguand on énonce : « j'ai 37,5 chances sur
100 de tirer une boule rouge de A ».
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