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attractifs (voire le site et quelques exemples en troisiéme page de couverture).
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. h Base de données bibliographiques APMEP-IREM sur I’ensei-
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Présentation

La Commission Inter-IREMCollégea pour mission premiere de mener une réflexiortautrsujet

de fond ou d’actualité concernant I'enseignemestdathématiques au collége. Les travaux de la
Commission Inter-IREM Statistique et Probabilitésont un objectif plus transversal sur
I'enseignement de la statistique et des probabiitécollege a l'université.

Contrairement a ce qui existe depuis longtemps dangres pays, I'enseignement des probabilités
est une nouveauté au niveau du college en Franest €ans ce cadre que les membres des deux
commissions se sont engagés dans la réalisatiore ditochure sur l'introduction des probabilités
au collége.

Les activités proposées dans cette brochure p&lllaCollege ont pour vocation de présenter
diverses introductions des probabilités au coll&gs approches préparent a un enseignement qui
sera ensuite développé au lycée. Elles visent glusca faire appréhender des concepts, dans des
situations expérimentales, qu’'a les formaliser ttép Il nous a semblé important de ne pas
empiéter sur le programme de seconde.

Par ailleurs, pour beaucoup d’enseignants de alligformation aux probabilités est lointaine,
voire inexistante. Il nous a donc paru nécessarprdposer aussi des articles de fond sur le sujet.
Ces articles ont essentiellement été pris en chzagéa ClliStatistique et Probabilitégui, forte de
son expeérience, a proposé une mise en perspeasvaalions de probabilités et une réflexion sur
leur enseignement en classe de Troisiéme en lien lavycée.

Cette brochure n’aurait pu étre écrite sans litiseement de tous les membres des deux
commissions. Aussi tenons-nous a remercier tous @euont participé a sa réalisation.

Nous terminerons en soulignant I'intérét de laatwdiration avec 'APMEP qui nous a fait profiter
de son expérience en matiére de publication.

Fabienne LANATA et Vincent PAILLET
Responsables de la Commission Inter-IREM College,

Brigitte CHAPUT
Responsable de la Commission Inter-IREM StatistejurRrobabilités.



Préface

le jeu de I'amour et du hasard

Jean-Pierre RAOULT

L'amour : connaissez-vous beaucoup de livres dehénstiques, ou d'enseignement des
mathématiques, ol on trouve quelque part ce mdt Biéh, cet ouvrage a plusieurs voix, s'élevant
de deux instances du réseau des Instituts de Réehsur I'Enseignement des Mathématiques (les
Commissions Inter-IREM « Collége » et « Statistigué’robabilités ») en est un ! Dans le chapitre
intitulé « Autour du mot « hasard » : des représentationsaileis des éleves, nous apprenons que,
dans une classe de troisieme invitée, a titre denj@re approche de la partie « probabilités » du
programme, a faire des associations de mots & partvocable « hasard » écrit au tableau par le
professeur, le mot « amour » a été, nous dit Lewt@prement défendu par une moitié (surtout
féminine) des éléves, le débat ayant donné I'eeqdic : « I'amour, c'est le hasard des rencontres »

Cet exemple me ravit a plus d'un titre (et je desealindulgence du lecteur s'il trouve que je
« pousse » parfois un peu trop mes interprétations)

Tout d'abord je réagirai en tant que mathématidier appliqué » moi-méme : je me suis réjoui
gue les programmes actuels de la classe de trasi@scolleges en France introduisent un premier
contact avec les probabilités tout en étant aussaent des difficultés inhérentes a l'initiatoure
cela impligue a la démarche de modélisation. Maistpujours été sensible a ce que ce mot de
« appliquées » a de réducteur ; j'aurais préféi@nqurenne I'habitude de parler de mathématiques
« motivées » (comme le proposait le mathématicieépistémologue francais Jean-Pierre Aubin) et
par ailleurs, bien sar, d'applications des mathigmes. Quoi de moins appliqué et de plus motivant
dans l'existence que lI'amour ? Que des "ados" galelsouvenir que, lors de la premiere séance du
cours de probabilités, on a parlé d'amour m'enehant

Ensuite, ces jeunes ont introduit le mot « ren@ir ; ils lui ont donné bien sir une acception
fort restreinte mais ceci m'a rappelé que mon peafer de philosophie au lycée, en classe de
terminale (on disait alors « Maths Elem »), nousitadéfini le hasard comme "la rencontre
inopinée de deux séries causales". Franchemenhejesais pas trop quel était le caractere
opérationnel d'une telle définition, dont le sevdrage est, me semble-t-il, de ne pas opposer trop
fortement le déterminisme et l'aléatoire, maistdiuire un pont entre eux. Je crois que, si cette
phrase m'est restée en mémoire, c'est parce gaesj@eja été frappé par son aspect circulaire : es
on bien avancé si pour définir le hasard on a necaud'inopiné ? Mais n'est-ce pas que, pas plus
gue lI'amour, le hasard ne se définit mais qujireiéve ? Et je dirai que, dans l'ouvrage qui n@is e
proposé ici, riche de sa diversité, ce qui me cmmvee moins ce sont certaines des occasions ou
sont proposées des « définitions » de la probéb{lors que la critique de certaines telles
« définitions » qu'on peut trouver dans des manselsvent aberrantes, y est tout a fait pertinente)
ou des typologies de différents types de hasardigge, au sein du Lexique qui clét I'ouvrage on
trouve des distinctions historiquement fondées epifles de donner au lecteur des éléments de
culture intéressants, méme si leur répercussion apratique scolaire n'est ni évidente ni méme

1 jean-pierre.raoult@univ-miv.fr, Président du ce@nstientifique des IREM
(http://www.univ-irem.fr/spip.php?rubriquef)o-rédacteur en chef de la revue Statistique séi§nement
(http://www.statistique-et-enseignement.fr)



parfois indispensable). Mais j'ai apprécié dans tetalité les sept descriptions d'activités, bien
détaillées, agrémentées d'indications précieusesnde en ceuvre en classe, qui amenent
progressivement et naturellement I'éleve a I'emplei la terminologie qui permet de "dire

I'aléatoire” et a la nécessité de veiller a sa ice.

Comme je viens de le dire, le hasard, a l'instafaeour, s'éprouve mieux qu'il ne se définit.
Dans « éprouver » il y a « épreuve » ; c'est &tsla réalisation d'épreuves aléatoires que nombre
des situations présentées dans ce livre familiatriggdeve avec la nécessité de dépasser le centext
traditionnel du cours de mathématiques, ou l'ohrsmiessairement (en tout cas le professeur, lui le
sait) ce qui va arriver : le bon théoreme a utiji&® bonne réponse a l'exercice proposé et méme
souvent le bon cheminement pour y accéder. Dansuseage, nombre de situations donnent lieu a
la présentation d'approches multiples : pratiqueéamentale (par exemple des jets d'osselets),
simulation sur ordinateur, calcul a partir d'hymsths telles qu'une équiprobabilité a situer
« quelque part » dans le processus de I'épredvayile méme, et c'est heureux, que des situations
mathématiquement analogues se retrouvent sousluesep de plusieurs auteurs (voir ainsi les
spaghettis du chapitre Un lieu privilégié pour la modélisation et les tnigles» du chapitre
« Inégalités triangulaires, notion de fréquence amssk de cinquiems.

L'amour est le domaine du verbe, de la poésieeteast pas la moindre difficulté qu'éprouvent
les enseignants de mathématiques quand ils abotdsnthapitres de probabilités que cette
polysémie (comme disent les auteurs de I'un degitcha de I'ouvrage) et que cet usage de mots
issus du vocabulaire courant. Que le professeua guiscité (et il dit lui-méme son étonnement) ce
surgissement du mot « amour » dans sa classe iaitt@rprobleme a bras le corps en faisant
librement courir, comme le font des psychologues, dssociations verbales chez ses éleves, me
semble donc tout a fait réjouissant. Il a l1a aoia ionné une ouverture vers des liens (dont & sui
pour ma part trés friand) avec I'enseignement dochis (je ne sais s'il a convié son collegue a
participer a ce jeu non sans rapport avec celuicddavres exquis des surréalistes, mais il aurait
pu !) et, la suite de son chapitre le prouve, ¢tedldesoin d'aller au-dela de ces représentations de
éleves pour faire un premier pas dans I'étude ddsapilités en commencant & préciser dans quels
champs s'exerce ou ne s'exerce pas le hasard.

Une situation analogue d'appel aux liaisons sémpaeti surgissant spontanément dans l'esprit
des éleves figure dans un autre chapitre, inspingedactivité figurant sur le tres utile site imketr
Statistix, que je suis heureux de voir évoquéviein.statistix.fr, qui se définit comme un centre de
ressources, lieu de partage et de mutualisationlgmseignement de la statistique). Ce chapitre es
intitulé «Le dernier est-il désavantagé»?(je rassure le lecteur : je ne pousserai pa&l@gorie
de I'amour trop loin en imaginant que ceci poursaippliquer a des soupirants). L'article nous
soumet des expressions libres d'éleves sur lalpiitesméme de donner un sens a cette question,
dont ils seront amenés a « découvrir » (ou du maqgdasir certains, a apprendre) qu'elle peut
signifier qu'on se demande, dans le cadre d'urdgthasard ou plusieurs joueurs interviennent
successivement, si le dernier a entrer en liceitaung probabilité plus faible que les autres de
gagner. Comme toujours en pareil cas, on lit dengios écrits d'éleves : on ne peut rien dire car
c'est le hasard. Une fois dépassée cette convidedlindicible (qui, pour d'aucuns, serait aussi u
apanage de I'amour) un grand pas est franchi powaincre les éleves du bien-fondé du calcul des
probabilités (je me garde bien ici de parler daéotie des probabilités » : nous sommes en classe
de troisieme !) et donc du fait qu'on va effectiegrik faire des maths ».

Mais « faire des maths », c'est a un moment domaifier un vocabulaire (et ici il faut,
pédagogiquement, faire des choix entre des vocabsllaoncurrents et tous légitimés par
d'anciennes pratiques), encadrer son usage ettleerea ceuvre dans des calculs. D'ou la question



centrale, qui fait le titre de I'une des sectionsctapitre initial A propos de l'introduction aux
probabilités en troisieme : que dire aux éleves ? Et la j'ose le paraligkc une question que se
sont posée tous les parents, a propos de I'amooméeau : que dire aux enfants ? L'un des attraits
de ce livre choral est de mettre en évidence gae pfus qu'il ne peut y avoir de voie toute tracée
en matiére d'éducation sexuelle, il ne peut y adeiréponse absolue en matiere d'apprentissage des
probabilités. Au professeur de faire ses choixardippde cet ouvrage mais aussi a partir de mefipl
autres corpus disponibles (sites tel que « Statistdéja cité, documents d'accompagnement du
ministére de I'Education Nationale, certains masuglet de s'appuyer sur ce qui est pour luius pl
évocateur et le plus stimulant. Aprés tout, peut-ivoir d'amour sans liberté ? Et qu'on me
permette de faire enfin une derniere allusionradiar en disant aussi combien I'amour évident de
leur métier, mis en pratique sur leurs lieux d'emsEment mais aussi par leur travail au sein des
Commissions Inter-IREM « College» et « Statistigid’robabilités », a servi aux auteurs de cette
ceuvre collective pour en faire cet outil, richdeeplus souvent, & mon sens, fort pertinent, dont
nous disposons ici et que j'ai, je dois le direnkaimé !

Laboratoire d'Analyse et de Mathématiques Appliguée
Université Paris-Est Marne-la-Vallée
Le 21 septembre 2011



A propos de l'introduction aux
probabilités en Troisieme

Brigitte CHAPUT et Claudine VERGNE
Commission Inter-IREM Statistique et Probabilités

HASARD vient de l'arabe AZ-ZAHR qui signifie JET de DE
ALEA vient du latin ~ ALEA qui signifie DE, JEU de DE, JEU de HASARD
CHANCE vient du latin CADERE qui signifie CHOIR, TOMBER

L'objectif de cet article est de proposer aux @meéeirs quelques éclairages et quelques pistes pour
I'introduction aux probabilités en Troisieme. Le®pgositions n'ont pas de caractere officiel et

n‘engagent que les auteurs. Le document s'adresserseignants et n'est pas destiné a étre
transmis directement aux €léves. Nous nous restseggau cas d'espaces probabilisés finis.

Programme de statistique et probabilités en classie Troisieme(publié le 28 aolt 2008)

Connaissances Capacités Commentaires
1.3. Statistique - Une série statistique étant donnée (sou&e travail est conduit aussi souvent que
forme de liste ou de tableau ou par une| possible en liaison avec les autres
Caractéristiques de position. représentation graphique) : disciplines dans des situations ou les

données sont exploitables par les éléves.
[(Butilisation d'un tableur permet d’avoi
acces a des situations plus riches que ce¢lles
qui peuvent étre traitées « a la main »

» déterminer une valeur médiane de c¢g
série et en donner la signification ;

Approche de caractéristiques de| « déterminer des valeurs pour les premigiLa notion de dispersion est a relier, sur des
dispersion. et troisieme quartiles et en donner la exemples, au probléme posé par la dispafité
signification ; des mesures d’'une grandeur, lors d’'une
. . . activité expérimentale, en particulier en
» déterminer son étendue. physique et chimie.
- Exprimer et exploiter les résultats de

mesures d’'une grandeur.

1.4. Notion de probabilité - Comprendre et utiliser des notions La notion de probabilité est abordée a pattir
élémentaires de probabilité. d’expérimentations qui permettent
d'observer les fréquences des issues dans
- Calculer des probabilités dans des des situations familiéres (piéces de
contextes familiers. monnaie, dés, roues de loteries, urnes,etg.).
La notion de probabilité est utilisée pour
modéliser des situations simples de la vig
courante. Les situations étudiées concerrfent
les expériences aléatoires a un&xaleux
épreuves.

Dans la version 2007 de ce programme, on pouveitlansl.4 Notion de probabilité (colonne
Commentaires), la phrase supplémentatertaines de ces situations permettent de rencodas
cas pour lesquels les probabilités ne sont pasnisfia partir de considérations intuitives de
symétrie ou de comparaison mais sont approximaeweravaluées par les fréquences observées
expérimentalement (approche fréquentiste des pibtse).

Cette phrase, loin d'étre anodine, engageait ait®raune approche fréquentiste des probabilités
et le document ressource mis a disposition des@rads (Ressources pour les classes® dg,64°
et 3 du college - Probabilités au colléege - mars 2008it encore référence (pages 5 a 7 par




exemple). Sa disparition dans la version du prograne plus récente (28 ao(t 2008) n'est pas
anodine non plus. Elle n'a pas toujours été renéggrqu prise en compte : cela contribue a jeter le
trouble et a créer des disparités importantes dkssnterprétations et les mises en ceuvre du
programme.

Soulignons que le programme incitel@server des fréquencesque le momodéliserapparait.
Notre approche didactique s’appuie sur ces presumng

La brieveté du libellé du programme sur le thévadion de probabilitéhe doit pazacher que de
nombreuses précisions et mises au point sont reécespour faire comprendre les notions en jeu.

1. Conceptions du hasard

La notion de probabilitéest indissociable de celle de hasard, car elleua pbjet de quantifier
I'attente d’un événemehtiont la réalisation est considérée comme dépeadhntasard. A leur
arrivée en Troisiéme, les éleves ont déja été ontds a plusieurs conceptions du hasard dans leur
vie quotidienne. Il convient, pour cette premiezaaontre avec les phénomeénes aléatoires dans le
cadre des mathématiques, de clarifier ceux quimmathématiques, permettront d’introduire des
probabilités.

Au niveau du programme de Troisieme, deux conceptitu hasard sont abordées : celle de
hasard du tirage au sortlans une population statistiuewvec équiprobabilité garantie par le
générateur de hasard, et cellehdsard bénincause des fluctuations observées lors de laitiépét
d’'une méme expérience aléatoire ; ce dernier ssgppahasard sauvagele la réalisation fortuite
d'un événement accidentel (la tuile qui tombe dtda moment ou vous passez dessous, selon
'exemple donné par Cournot). L'éleve arrive aves donceptions personnelles relatives au hasard
et au tirage au sort, qu'il s’est forgées au quetidians son entourage, sous l'influence des médias
etc. Il est important de faire émerger ces conoaptide facon a lever les ambiguités, les
malentendus qui pourraient faire obstacle a la ¢éhmmsion de I'approche mathématique de la
notion de probabilité. Il s'agit de passer d'unamdsubi (dont on subit les effets) a un hasard
construitauquel on peut rationnellement associer une dication.

C'est au professeur de mathématiques qu'il revient

« d'assurer transitions et ruptures entre les coimeppersonnelles des éleves et lI'approche

scientifique ;

» de faire observer des phénomenes aléatoires de&reaationnelle par le biais de protocoles

expérimentaux ;

» d'installer un vocabulaire qui permette de décdes phénomeénes et de formuler des

observations et des propriétés.

2. Définir la notion de probabilité en Troisieme ?

Il s’agit d’expliciter en restant a un niveau élénaére la notion de probabilité installée
progressivement, et non pas d'envisageoleceptde probabilité, ce qui nécessiterait de définir un
nouvel objet mathématique.

Dans certains manuels scolaires, les auteurs geessayés a donner ddséfinitions qui se
révelent des plus fantaisistes.

» Certains ont fait un meélange incompréhensible edgex approches de la notiorLa
probabilité d’'un événement A est la proportion @blke, parmi tous les cas possibles, des
cas ou A sera realisé si on répéte un grand nondarefois I'expériencgDimathéme,

p. 184).
» D’autres ont escamoté la difficulté.a probabilité d’'un événement A représente les chan

2 L'accentuatiovenemengst conforme a la derniere réforme de I'orthogeagiécriture plus ancienrgvénement
est encore acceptée.
3 Cf. Lahanier-Reuter, D.



que I'événement se réalise lors d’une expérienéataire(Diabolo, p. 168).

» D'autres ont privilégié une approche fréquentidetres encore ont choisi de s’en tenir a la
conception laplacienne restrictive : rapport du hoendecas favorableau nombre deas
possibles

Avec les chercheurs contemporains en didactique pdesabilités, nous pensons qu’il vaut
mieux s'abstenir de donner une définitipiutét que de tomber dans de telles défivas niveau
qui nous intéresse, c'est-a-dire dans le cas tlisoreu les issues d’'une expérience aléatoird son
énumérables, la seule maniere de définir formelfgma probabilité serait axiomatique et
consisterait a donner comme probabilités des issnesfamille de nombres de lintervalle;[0]
dont la somme est égale a 1.

S'abstenir de donner une définition formelle deri@babilité n'affranchit pas d'étre précis dans le
choix des termes utilisés : ceux-ci ne doivent @@e en contradiction avec les définitions qui
seront données dans les classes ultérieures. Nopsgons plus loin un ensemble de formulations
qui pourraient étre adoptées en Troisiéme.

Notons aussi que I'on rencontre dans certains gasrdes énonceés tels gdeux événements
sont incompatibles s'ils ne peuvent se produirenéme tempsu I'évenement contraire de A est
celui qui se réalise quand A n'a pas ligui ne peuvent pas étre pris comme définitiorettedacon
de s'exprimer introduit une notion de temporalié isque de brouiller la perception des notions
abordées.

Quels que soient les choix du professeur, l'apmoctoit étre expérimentale,
I'institutionnalisation de quelques notions, du abalaire ou de propriétés peut se faire en cours
d'étude ou en fin de chapitre, mais pas en préalabl

3. Expérience aléatoire

Précisons d'abord que dans le cadre des exercic@sobbabilités proposés aux éléves, il est
fondamental de décrire I'expérience aléatoire #so€ette remarque n'est pas inutile puisqu'on
rencontre encore certains exercices ou méme sdjexamens ou rien n'indique le caractére
aléatoire de la situation, c'est le cas par exem@léénoncé de I'exercice de probabilité du Brevet
2009 (centre de Pondichéry).

EXERCICE 4

Cet exercice est un questionnaire a choix multiflasune justification n’est demandée. Pour chadesquestions, trois
réponses sont proposées. Une seule est exactaueCtampnse exacte rapporte 1 point. Une réponsedaau I'absence de
réponse n’enléve aucun point.

Pour chacune des trois questions, indiquer sumgie le numéro de la question et recopier la régomsacte.

Enoncé : @ @ @ o

Un sac contient six boules : quatre blanches et deires. Ces boules sont numérotées :

Les boules blanches portent les numéros 1 ; 1 32¢les noires portent les numéros 1 ¢ @ o
Numéro Question Réponse A Réponse B

2 6

1 Quelle est la probabilité de tirer une boule hiene 5 Z

5 Quelle est la probabilité de tirer une boule pdrtan 1 1

numeéro 2 ? 4 6

3 Quelle est la probabilité de tirer une boule blanch 1 2

numérotée 1 ? 3 4

Dans la description d'une expérience aléatoira) gaint de vue conceptuel et didactique, on

4 En mathématiques, une définition est la délinataprécise d'un concept dans un cadre théoriqueilesant d'autres
concepts et des propriétés caractéristiques.
5 Cf. aussi, dans cette brochure, 'article de Jelaude Grarp, QUELLE DEFINITION POURLA PROBABILITEAU COLLEGE ?
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peut distinguer trois niveaux.

Le premier niveau est celui dexpérience réelléPar exemple, on lance une piéce de 1 € en
I'air et on observe son comportement : la piece fmeuber sur le cété Pile ou sur le c6té
Face ou sur la tranche ou rouler et se coincer souweuble (auquel cas le jeu s'arréte),
etc. ; on peut ainsi envisager de nombregsultatsde I'expérience, certains farfelus mais
pas impossibles. Un autre exemple consiste a lameefair un dé cubique rouge et a
observer son comportement : le dé peut retombeursides six faces ou cogner un obstacle
et rester en équilibre sur une aréte (dé cassép duriset, etc. ; la-aussi on peut envisager
de nombreux résultats possibles.

Le deuxiéme niveau, celui dexpérience pseudo-concrest une premiére étape dans la
simplification et la modélisation de la réalité. Debjets qui produisent du hasard, on ne
retient que certaines propriétés. De la multitudeésultats envisageables, on ne retient que
ceux qui sont considérés comme pertinents d'unt pleinvue probabiliste et qui vont étre
objets d'étude, et on les interpréte en termssuds

Par exemple, on lance en l'air une piéce (peu itaa valeur, sa matiere) et on observe si
elle tombe sur Pile ou sur Face ; le résultat piessila piece tombe sur la tranchen'est
pas interprété en termes d'issues. Ou bien on lamdé cubique (peu importe sa matiere, sa

couleur) et on observe le nhombre de points de ¢@ fwupérieure. Le résulti[*] est

interprété par l'issue 1, le résul@ est interprété par l'issue 2, etc.

Le troisieme niveau est celui dnodéle mathématiqueu modéle probabilisteLes objets,
générateurs de hasard, sont idéalidaspiece est dit€quilibrée(on s'intéressera plus loin
au sens que l'on peut donner a cela)dé esthomogeneet régulier On introduit un
ensemble éventualitéschacune étant affectée d'un nombre compris éndéel (le réle et
les propriétés de ces nombres seront précisés lpins Cet ensemble d’éventualités
représente en genéral les issues considéréesadammikble pseudo-concret. L'ensemble des
éventualités est appeléiversou ensemble fondamentau encoreéférentie] il est notéQ

ou E. Par exemple, on peut modéliser les issues Pileae¢ du lancer d'une piéce bien

équilibrée par le choix des éventualités 0 et atibuer a chacune la probabilité . Pour
modéliser le lancer d'un dé cubique régulier destd faces sont les issues considérées, on
peut choisir comme éventualités?13, 4,5 et 6, chacune étant associée a la probabéité

Une expérience aléatoirest un processus :

ou le hasard intervient pour produire un effet patiautres possibles ;
qui est susceptible d'étre décrit par pmotocole expérimentalequel en permet, au moins
par la pensée, la reproductibilité dans les méroeditions.

Le protocole expérimentaést 'ensemble des instructions a suivre pouriséal'expérience
aléatoire. Il est donc indissociable de celledailoit :

décrire clairement et avec précision les conditidaséalisation de I'expérience de fagon a
la caractériser et a pouvoir la reproduire dansniémes conditions ;

décrire les observations qui peuvent étre attendls point de vue expérimental et
présenter la liste des issues (on disait aussalepossibleésqui peuvent se présenter.

Le respect du protocole garantit que l'issue dexy@erience ne peut étre ni prévue, ni calculée,
ni influencée : a notre échelle, elle dépend dwattasC'est la reproductibilité du protocole qui
permet de reproduire I'expérience dans les mémaditmms ; c'est la non-prédictibilité de Iissue
qui conféere a l'expérience son caractere aléatoire

Par exemple, pour le jet d'un dé, le protocole paetle suivant :

6 Cf. Ekeland, I.
7 Cf.Autour de la modélisation en probabilités



* le dé est placé dans un cornet que I'on secoue dede lancer ;

* |le dé doit choir et rebondir sur un plateau a lnandt ;

* le dé ne doit pas étre touché avant son immohdisat

* une fois le dé immobilisé, on regarde la face depée ;

* les six issues retenues sont notées 1, 2, 364, 5,

Le motévenemendau sens probabiliste (pas au sens médiatiqueduvee plusieurs acceptions
suivant le degré d’abstraction, tout comme en gé&ommdée motcubedésigne a la fois un objet réel
référent, un dessin en perspective sur un papgesifnifiant), un solide de la géométrie aux
propriétés idéales (le signifi€).

 Dans la description de I'expérience aléatoire egelln évenement est décrit par une
assertion. Par exemple, pour le jet d'un dé, ort peutéresser a I'évenementa«face
supérieure du dé montre un nombre pailLorsqu'on réalise concrétement I'expérience, on
obtient un résultat que I'on interprete en terniesge. Alors l'assertion se révelera vraie,
auquel cas on dit que I'événement est réaliséaussé.

* Dans le cadre d’'un modele pseudo-concret, un éveémesst caractérisé par la liste des
issues qui le réalisent (on disait ausas favorables Par exemple, pour le jet d'un dé,
I'événement @btenir un nombre pais est réalisé par les issues 2, 4 et 6.

 Dans le modéle probabiliste, le mot événement désign sous-ensemble de ; par
exemple, pour le jet d'un dé, I'événemepbtenir un nombre pais estA={2 ,4,6}. Les
singletons de& sont appelégvenements élémentair@s distingue ainsi en toute rigueur,
I'éventualitée de I'évenement élémentaire}{qui lui est canoniquement assoéié)

4. Observation des frequences

Le programme précise gu& notion de probabilité est abordée a partir d'ékmentations qui
permettent d'observer les fréquences des issues diEmn situations familiere®e fait, il convient
de ne pas dissocier la description statistiqueest drobabilités : les outils de la statistijue
permettent de décrire et de résumer des résultatgétiences aléatoires, les probabilités
permettent de modéliser les phénomeénes aléatoires.

Que peut signifieobserver les fréquences en quoi cette observation peut-elle déboualmelias
notion de probabilité ?

a) Distribution de fréquences

On considéere une expérience aléatoire donnanalieigsues possibles, e,... e En répétanh
fois cette expérience aléatoire et en faisantsta kiles issues obtenues, on obtient un échantillon
de taillen. Si, dans cet échantillon, l'isseeapparaitk fois, on dira que la fréquence dedans

I'échantillon estf (ei)=ﬁ- Apres avoir constitué un tel échantillon de ¢aill on détermine la

frequence observée de chacune des issyes,,... €, puis on établit la distribution de ces
fréquences :

Issues e e |...| &
Fréquences f1 b |..] 1 |

Distribution des fréquences des issues observées so échantillon de taillen

On voit facilement que la somme des fréquenceégzde a 1.
Si I'on produit 3 échantillons de taille 50 du land'un méme dé cubique, les distributions de

8 Dans un exposé élémentaire, le modéle pseudaatast confondu avec le modéle probabiliste aibskea mots
issueet éventualitédeviennent alors synonymes.

9 Au sens donné a ce terme dans le programme da€fne, il s'agit en fait de la statistique degorgy qui est une
branche de la scien&tatistique
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fréquences peuvent étre par exemple :

Distribution 1 Distribution 2 Distribution 3
Issues 1] 2| 3[ 4 5§ €6 Issues 1 |12 (3 (4 |5 |6 Issues 11 2| 3| 4] 5| 6
Frequences —| =| =2| 2| 2| 2| 1| | Frequences —=| =| = 2| 22| 22| 1| | Fréquences | —=| =| 2| L | 2|1
qu P 5c| 5c| 5| 5C| 5| BC quences el sc| sc| sc| sa| 50 QuUences$ 551 50| Bo0| 50|50 | 50
Distribution 1 Distribution 2 Distribution 3
w 0.3 w 0.3 w 0.3
[] (] (]
20,2 20,2 20,2
g g g
g o1y g o1 got
Lo L o L o0
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
Issues Issues Issues

Lancer d'un dé : distribution des fréquences
des issues observées sur trois échantillons de l@b0

La premiére observation fondamentale est celleadariabilité des fréquences d'un échantillon
a l'autre : elle est inhérente au caractere akead@i I'expérience.

Le constat de l'inévitable variabilité ne va pasdeet ne doit pas étre occulté ; il constitue une
rupture épistémologique et didactique dans la elass mathématiques ou, habituellement, il est
considéré que chacun doit donner la méme répongse guestion posée. La prise de conscience de
la variabilité est nécessaire pour saisir la nati@®questions et des réponses qui sont en jedadans
calcul de probabilités ainsi que les formulation® djon adopte pour rendre compte des résultats
des calculs.

Dans I'exemple ci-dessus, y a-t-il une distributimailleure que les autres ? L'obtention de la
distribution 3 rend-elle caduque celle de la disttion 1 produite antérieurement ? Sur quelle
distribution s'appuyer pour prendre une décisian,gxemple, relative a la qualité du dé utilisé ?

Comment gérer la diversité et la volatilité des rias ? Cette problématique peut motiver la
recherche d'umodélede I'expérience aléatoire qui, a la fois, rendeme du phénomene aléatoire
et s'affranchisse de la variabilité. Par exemplar p@lancer d'un dé cubiqyesi I'on considéere qu'il
est régulier et homogene, il n'y a pas plus demnaikobtenir le 1 que le 2 ou que tout autre nombre
Les nombres positifs affectés a 1, a 2, ..., aigetd étre égaux, de somme 1. Pour ces raisons, le
modele probabiliste attaché peut, sans surprisedéctrit par la distribution de probabilité :

Eventualités 1 2 3 4 5 6

. 1 1 1 1 1 1
Probabilités 5 r r 5 r 5 1
Dans la culture courante, ce modeéle existe, au srabdnmaniéere implicite. On peut étre tenté de

le posera priori. Toutefois, on enrichit considérablement son &1$& portée si on le propose apres

avoir travaillé sur la variabilité des fréquencesipdes échantillons de taille donnée et aprés avoi

remarqué que, pour certaines tailles d'échantllltmaombre% , admis par tous, ne pejamais

étre une fréquence observée (par exemple, pourédeantillons de taille 50, les fréquences
. k :

observees sont toutes de la formgg , k entier entre 0 et 50).

b) Analogie entre distribution de fréquences et loi de probabilité

Un deuxieme type d'observations concerne les aldal fréquences. Ceux-ci correspondent
assez bien a l'intuition des éléves et si I'on &1 aux programmes en vigueur, ils pourraierg ét
travaillés depuis la classe de Cinquieme, a paetifétude de populations dans le cadre du chapitre
Gestion de données.

Par exemple, a partir de la distribution des fréges des issues d'un échantillon de taille 150 du
lancer d'un dé cubique ci-dessous, demander delétanfa distribution, de calculer la fréquence
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d'un nombre pair, d'en déduire la fréquence d'unkme impair... permet de mettre en ceuvre des
propriétés des fréquences telles que : la somméépsences est 1 ; la fréquence d'un évenement
est la somme des fréquences des issues réalisaévéeement, le complémentaire a 1 de la

frequence d'un événement donne la fréquence dméévent contraire...

Issues 1 20 3 4 5 6
- 23| 23| 27 3C | 24
réquences 1sc| 1sc| 1sc 15C | 15C

L'objectif est d'exploiter les analogies erﬂ)lstrlbutlon des fréquences des issues observées su
un échantillon de taille donnést Loi de probabilité sur un ensemble fote facon a donner du sens
a la modélisation. Dans le cas fini qui nous irdéeg la définition mathématique (pour le
professeur) du concept de probabilité peut étseiilgante :

Dans un modéle probabiliste fini, une loi de prolig P sur I'ensemble fini
Q={e,e,...,e} estune application définie sur 'ensemble des paries$?, a valeurs
dans [G 1]. La somme des probabilités de tous les événengd@mnentaires d@ est égale
a 1. La probabilit¢ d'un événement est la somme mebabilités des événements
élémentaires qui le constituent.

De fait, P est déterminée dés que l'on connait les éverdgadit et les probabilités
correspondanteB({ e}), c'est-a-dire dés que l'on connaTt la distributde probabilité :
Eventualités| e
Probabilités| P{e}) P({ez}) P({er}) 1 |

En pratique, par abus d’écriture, on écrit le psbnmventP(e) au lieu deP({e}) et plus
simplement encorp.*

Les analogies sont résumées dans le tableau sunemtteint au cas ou les éventualités de
I'univers correspondent aux issues du modele pseoicret.

Distribution des fréquences des issues

, > ) i .| Loi I ilité P sur un ensemble fini
observées sur un échantillon de taille donné ol de probabilite P sur un ensemble finic

11%

Issues a|lel..|e Eventualités e |l el . |&
Fréquences | fi|f [ .| % [ 1] Probabilités pr | p2| | p |1 |
e Pourtout O[1,r], >0 e Pourtout O[1,1], p=0
r . Zpi=1
. Zfl:l i=1
i=1
« Pour un événemen, la fréquence da est e Pour u_n eveneme/ la probabilité dé est :
(A= Y f Pl P

eréalisant A

* norA (ou bien A) désignant I'evénement | « A désignant I'événement contraireAle
contraire de : complémentaire da& dansQ :

f (nonA) =1—f (A). ®) =1-P(A).

SiA etB sont incompatibles (sans issues |« SiA etB sont incompatibles (i.& n B=0) :

10 On rencontre parfois la notation Pr&p(pour désigner la probabilité d'un événemAntCette notation, qui
s'apparente a une abréviation, n'est pas oppopunedésigner lI'image de I'évenemAntar une loi de probabilité
donnée, car cette loi variant d’'un exercice a tautécriture Prob laisserait imaginer qu'elle p@it revétir un
caractere absolu, indépendamment de I'expériencaidérée.
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communes) : P(A O B) =P(A) + P(B)
f(AouB)=f(A)+f(B)

Rq : La notation Aoour I'événement contraire de A est recommandée tiaprogramme.

c) Validité d'un modele

Dans certains cas, l'observation des fréquencedsjqeer le rdle decontréle de la validité d'un
modele.

Considérons, par exemple, I'expérience qui consisémcer en méme temps deux dés cubiques
réguliers et a observer la somme des points des fageérieures. On se persuade vite que les issues
que l'on peut raisonnablement attacher a cetteriexjpé aléatoire sont 2, 3, ..., 12. Un néophyte en
calcul de probabilités est souvent tenté alors dmléliser cette expérience aléatoire par la
distribution de probabilité (biais psychologiquégliiprobabilité) :

Eventualités | 2| 3| 4| 5 6 7 8§ 9 10 11 12

el s 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Probabilités alalalalalalalola | o o
Or la production de quelques échantillons de tailanée (pas trop petite) va conduire a mettre
en doute sa validité. Il faut alors rechercher ooweau modele, qui sera plus en accord avec les

résultats de I'expérimentation et, si possibleliexiif.

Distribution 1 Distribution 2 Distribution 3

N
o
N
o
N
ol

[y
a1
=
&3}

Fréquences
=
o
!
Fréquences
=
o
!

a1
I

a1
I

o
|

o
|

o
|

2 345 6 7 8 9 1011 12 2 3456 7 8 9101112 2 345 6 7 8 9101112
Sommes Sommes Sommes

Lancer de deux dés : distribution des fréquences
des sommes observées sur trois échantillons de @il 00

Des problemes de ce type, soulevant un désaccdrd an modele (implicite parfois) et les
résultats de l'expérimentation ont joué historigeetmun réle important dans l'avancée des
recherches et la formalisation de la théorie debatilités®. Ils illustrent clairement la dialectique
entre Statistique et Probabilité, qui s'alimentamte de l'autre. A I'origine, ces problémes oré ét
résolus en considérant des modelégulprobabilité

5. Situations d'équiprobabilité

Pour les situations familieres invoquées dansdgnamme, la modélisation pourra s'appuyer sur
des raisons de symétries (de la piece, du décgretuire au choix du modéle d’équiprobabilité en
considérant qu'il n'y a pas plus de raison d'obtemeé issue plutdt qu'une autre : c'egiriacipe de
raison insuffisanténvoqué par Laplace a propos d’isségslement possibl&sDans le cas ol I'on
peut supposer que les issues d’'une expérienceiaééabntd’égale possibilité on est amené a

11 On peut penser au probléme du Grand Duc de TesCalui-ci avait observé que lorsqu'on lance tdgis et que
I'on fait la somme des faces apparues, on obti@ninlpeu plus souvent que 9. Or, se disait-il,ddécompose de
six fagons en somme de trois entiers compris dngeé (6+3+1, 6+2+2, 5+4+1, 5+3+2, 4+4+2, 4+3+3) en est
de méme pour 9 (6+2+1, 5+3+1, 5+2+2, 4+4+1, 4+3#B+3). Le Duc de Toscane avait exposé ce paradoxe
Galilée qui rédigea vers 1620 un mémoire sur lag e dés pour lui répondre (ce mémoire n'a étdéiépgi’'en
1718). Un poeéme attribué a Richard de Fourniza, Vetula décrit dés 1260, les 21fanieres de tomber
équipossibles, correspondant aux 56 combinaisoseredbles sur 3 dés réalisant les 16 totaux pessibl

12 Début de I'Essai philosophique sur les probasilde 1814.
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attribuer a chaque éventualité la probabilité égalm . La probabilité d'un évéenemehiest

alors obtenue en ajoutant ce nombre autant degfilsy a d'éventualités daks C'est ainsi que 'on

retrouve la formule que Laplace avait donnée comneenier principe du calcul des probabilités

P(A)zcardinaI(A) t qu'il é it la f nombrede casfavorable:
cardinal(Q) et quil enoncait sous la Ormenombr(decafpossible :

Ainsi, pour le probleme de la somme de 2 dés c@sigan peut considérer que les 2 dés sont
distincts, par exemple I'un est rouge, l'autre,varichoisir comme univers I'ensemble des couples
(X,y), x désignant le nombre obtenu sur le dé roygelui obtenu sur le dé vért

Dans ce cas, chaque couple également possiblet on attribue a chacun la probabiligé.
L'évenement da somme est ¥ étant égal a {(16);(2,5);(3,4);(4,3);(5,2);(6,1)}, sa
probabilité est % On obtient facilement les probabilités ci-dessqulss en accord avec les

distributions de fréguences représentées plus haut.
Sommes 2 3 4 % 6 y 8 9 10 11 1p

Probabilités | L | 2| 3| 4| 5| 6| 54| 3| 2| 1

36| 36| 36| 36| 36| 36| 36| 36| 36 36 36

Dans la plupart des exercices au niveau de lacsgroisieme, I'énumération des éventualités
est tres facile et il serait regrettable que la timenCalculs de probabilités dans des contextes
familiers soit interprétée de telle sorte qu'elle condugsedrofesseurs a tomber dans l'orniére de
calculs complexes de dénombrements. Il faut s’eit tedes calculs tres simples, soit directs, soit
mettant en jeu la régle d’additiotea: probabilité que se réalise I'un au moins de déurnements
incompatibles (ou disjoints) est la somme de lpuobabilités

6. Stabilisation des fréquences

Malgré la restriction apportée dans la version cagiamme du 28 aolt 200&)bservation des
fréquences des issuesut bien sir amener a constater que, pour des#tins de tres grande
taille, la variabilité¢ des fréquences observées daohantillon a l'autre est moindre : il y a une
relative stabilisation des fréquences. La companades distributions des fréquences pour les trois
échantillons de taille 500 ci-dessous avec celidsrues pour le méme dé pour des échantillons de
taille 50 @- a)) illustre ce phénomeéne.

Distribution 1 Distribution 2 Distribution 3

» 0.3 » 0.3 » 0,3

[} o} o}

20,2 20,2 202

g g g

\g 0,14 \g 0,1+ @- 0,11

L o Lo L o

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
Issues Issues Issues

Lancer d'un dé : distribution des fréquences
des issues observées sur trois échantillons de @00

On constate ainsi un effet diasard bénincela sera précisé en classe de Seconde a l&ilde d
notion dintervalle de fluctuationMais en adoptant cette démarche, on évitdéimir la probabilité
d'une issue par des notions vagues luaite de fréquencesqui posent des probléemes
épistémologiques non pertinents a ce niveau etdépassent les enjeux de cette classe ; une

13 Il est intéressant de remarquer que l'attrdouieur du déconsidéré comme non pertinent pour la modélisati®
I'expérience aléatoifancer d'un dé cubique équilibpgeut aider a la modélisation de I'expérience aiéalancer de
2 dés cubiques équilibrés et somme des fadess d'autres distinctions peuvent étre proposéasgles différentes,
jets successifs... Cette distinction de couleursti&sjue pour aider la pensée, car les probabiliggssévenements
considérés dans cette expérience ne dépendenh@uigle pas de la couleur des dés.
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approche, méme tres vulgarisée de la loi des gnamaibres n'est pas un objectif du programme de
Troisieme.

7. Que dire aux éléves ?

De tout ce qui précede, que peut-on communiques&tives de Troisieme ? Le vocabulaire lié
a la notion de probabilité peut étre introduit pesgivement sur des exemples. \Voici une
proposition de formulations que I'on pourrait agopn Troisieme pour I'étude du lancer d'un dé
equilibreé.
« Chaque lancer d'un dé cubique produitésultatcomme [« ], EI ..., dé cassé, dé
perdu...
Dans I'étude expérimentale du lancer d'un dé cebiogm ne s'intéresse qu'a certains résultats | on
retient commassuedes résultats des faces supérieures que l'onln@te.. 6.
« Sil'on imagine le lancer d'un dé parfaitement liégues 6 issues sont des éventualités
également possibles. On peut modéliser le lanoerd® équilibré par la donnée des
éventualités et de probabilités qui leur sont agéas :

Eventualitéy 1| 2| 3 4 5 6
Probabilites| = | ¢ | = | 5 | = | 5 |1

On dit : la probabilité d'obtenir 1 es% , la probabilité d'obtenir 2 es% , etc.

* Un évenement est un ensemble d'éventualités.
Par exemple, I'événementecniombre obtenu est impairest noté si nécessaire B =, 5}.
On dit que TéaliseB, de méme BéaliseB... On peut dire aushi est réalisé pad...
On dit aussi se réalise pa8.
e Pour calculer la probabilité d’'un éveénement, oerdffe la somme des probabilités des
eventualités qui le réalisent.

Par exemple : P(B)=2+ =+ ==>=0,5

Avec les éleves, en pratique, il n'y a pas lieusdefocaliser sur la distinction entigsue et
eéventualité un mot est souvent employé a la place de l'abrawuance est qu’'une éventualité est
ce qu’on peut attendre comme issue quand on effd'etxpérience.

Nous évitons ainsi, en Troisieme, de parler d'énwaamg élémentaire et d'énoncer la phrase
connue de tous, explicitement au programme de $Secola probabilité d’'un événement est la
somme des probabilités des événements élémergairksconstituentNotre choix est guidé par le
souci de ne pas alourdir le vocabulaire en Troisignjustifié par I'abus d'écriture précité entre

P({e}) et P(e). On pourra noterP(1)=% , P(2)=% , etc.

8. Chance ? Chances ?

Dans le chapitreProbabilités des manuels scolaires, on voit fleurir dans legvises
d'introduction, et parfois dans les définitions,ndenbreuses expressions utilisant le oiwnce Ce
mot du langage courant est susceptible d'étre ¢érsubjectivement en fonction de la personne qui
I'emploie. En l'utilisant, quelle part d'affect&itisque-t-on de laisser passer dans les représeista
qui vont s'installer chez les éleves ? Par ailledass les expressions qui l'utilisent couramnient,
mot prend des sens différents.

Considérons par exemple I'expérience aléatoireausiste a choisir au hasard dans une urne un
jeton parmi 10, indiscernables au toucher et marghé@cun d'un numéro de 1 a 10. On gagne si le
numeéro tiré est 9 ou 10, on perd dans les autres@ancernant leshancesde gagner, on peut
rencontrer plusieurs formulations.

« Il 'y a 2chancessur 10 de gagner ». Dans ce cas, le oi@ncessemble désigner les
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différentes issues réalisant le gain, les cas &hles. Mais si I'on considére que 2 sur 10 exptane
proportion de numeéros gagnants sur le nombre detadluméros, 2hancessur 10chancesau total
renvoie aux 10 issues ou cas possibles.

= Mathématiquement parlant, il est tout aussi aat@etde dire « Il y a unehancesur 5 de
gagner ». Mais alors que représente le chance?

= Si lI'on énonce « Il y a 20 % dbancede gagner », le mathancesemble désigner la grandeur
dont on prend 20 %, c'est-a-dire ici 1, la probshde 'univers.

« |l 'y a 4 fois plus dehancede perdre que de gagner » exprime une comparaisioa la
probabilité de perdre et celle de gagner.

= Sans compter qu'un éleve, amené hors des matl@esgpar sa perception du natance
peut s'exclamer : « Oh moi, je n'ai aucehancede gagner, je ne gagne jamais ! ».

Ce simple exemple montre la polysémie attachée@wihancedans des expressions courantes.
Méme en mathématiques, la polysémie existe (pensomaotcube déja évoqué), mais elle doit
étre évitée autant que possible. Selon nous, leehartcedoit étre écarté du langage mathématique.
Un des objectifs de I'enseignement des probabibiésiveau du college est précisément de faire
passer les éleves du langage familier des changetarmgjage mathématique rigoureux des
probabilités. L'opportunité en est donnée au morderi modélisation d'une expérience aléatoire.
Une fois qu'un modele est adopté, on effectue diesils de probabilités (et non pasaeance} et
on exprime les résultats des calculs en termesalmbilités. Par exemple, dans le tirage d'un jeton

de l'urne, on dira que la probabilité tiler 9 est 1—10 ou 0,1 ; que la probabilité de gagner el%t
ou % ou 0,2. Ce passage d'un langage en termebsalecea un langage en termes de probabilité
nous parait étre un enjeu important de la clasSealsiéme.

9. Simulation ?

Le programme ne parle pas de simulation. La sinwatl'échantillons est certes, pour le
professeur, un outil efficient pour produire desmies, illustrer des phénomenes... Peut-on, doit-on
faire travaliller les éléves sur la simulation instentée par une calculatrice ou un ordinateuralées |
Troisieme ? Les avis divergent sur la question. iQuib en soit, avant toute simulation d'une
expérience aléatoire, il parait indispensable de faaliser I'expérience concretement plusieuss fo
par les éleves pour qu'ils saisissent précisémeld basard intervient.

Au-dela de l'introduction du calcul des probabiljtétomme le soulignait en 2002 le rapport au
Ministre de la Commission de Réflexion sur 'Enseiment des Mathématiques, il est important de
créer une culture de l'aléatoire chez les élews BEmposer de fagcon dogmatique.
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Des statistiques
aux probabilites

Un lieu privilegié pour la
modelisation

Jean-Claude DUPERRET
APMEP, IREM et IUFM Champagne-Ardenne

Introduction

On est passé, en 30ans, d'un enseignement distdeture a un enseignement dit
modélisation, sans que cette évolution n'ait été clairementieikge. Cela renvoie a la questi
bien ambitieuse de la modélisation, surtout lorsgua pose dans le cadre des mathématiqueé
la plupart des autres disciplines scientifiquespr objet dedécrire et demodéliserun point
de vue dumonde réelpoint de vue différent suivant ces disciplinesnment les mathématiqu
peuvent-elles s’inscrire dans ce rapport au mogde? Les mathématiques ont-elles pour @
de décrire la réalité, ou ne se contentent-elles pas d’'utieratellectuelle sur une réalité de
abstraite ? Qu’est-ce qu'un modele mathématiquea?-¥ unicité du modele pour traduire u
réalité, ou celui-ci n'est-il pas lié dintention de modélisation ? En quoi la connaissance
modele permet-elld’éclairer la réalité, voire de I'expliquer et d’avoir unditaide opérationnelle
etdécisionnelle?

On peut choisir cet angle de la modélisation peuisiterdes notions que nous construisons ¢
nos classes. En effet, cette approche me paraidoiener la philosophie de ce que devrait étr
enseignement de mathématiques pour tous : donnautille pensée du monde dans lequel 1
vivons en nous appuyant sur un processus intedledel description, d’investigation, d’action
de validation. C’est ce que je propose dans deliles intitulés «De la modélisation du mond
au monde des modelegparus dans les numéros 484 et 486 du Bulletihdéee’APMEP, et qug
je reprends en trés grande partie ici pour ce guiEerne les statistiques et les probabilités.

Mais le passage des statistiques aux probabilgésertainement le lieu privilégié dans na
enseignement pour illustrer ce qu’est un procedsusnodélisation, et c’est pourquoi j'ai choisi
développer plus particulierement en fin d’artichedsituation des spaghettis car elle fut pou
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moi 'occasion de me confronter a cette questiom aoment ou mes connaissances et pratiques

dans ce domaine étaient pour ainsi dire nulles !

Les situations que je proposerai pour éclairer imapos vont de I'école au post-bac. Je le
toutes vécues ou proposées, que ce soit dansre dad'enseignement ou celui de la format
initiale ou continue des professeurs de mathémesi@uoire professeurs des écoles pour certd

Cet article reprend aussi en grande partie uneéoemée que j'ai faite lors du colloque Les dés
sont-ils a jeter ? »organisé par les commissions Inter-IREM Colleg&teatistique Probabilité
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en juin 2008, a Périgueux (voir les actes corredpots).
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1. La modélisation

1.1. Modélisation

Comme je I'ai dit dans mon résumé, le maidélisationa un sens lié aux différentes disciplines
scientifiques. Pour ma part, dans le cadre d'ureignement des mathématiques pour tous,
jutiliserai cette notion de modélisation comme processus de « re-présentation » de situations
d’une certaingéalité dans un modele mathématique, « re-présenter p@iarau sens de présenter
cette situation avec une nouvelle descriptiondiéenodele choisi.

Et jattacherai a ce processus de représentatdpécificités :

- représentatiorfonctionnelle des objets d’'une certainméalité par des objetabstraits ou
schématisédans un modele ou peut s’exercer un traitementitinée ;

- représentatioranalogique ou métaphorique : les processus naturels samités dans des
conditions qui favorisent I'observation et I'étude

- représentationsélective: un travail de modélisation nécessite detenir certaines
caractéristiques de la situation et dignorer d’autres.

1.2. Modélisation et modele

Ce processus de modélisation s’illustre par lemehé-dessous :

.

« Réalité » Modéle mathématique
Phénomeéne empirique Schéma symbolique

e

Ce schéma fonctionne dans les deux sens :
> du réel vers le modele : modéles descriptifs (faanger et interpréter des informations) ; ce
sens correspond a une fonctioeuristique ;
» du modéle vers le réel : modeles prédictifs (aoéiciune action) ; ce sens correspond a une
fonctionjustificative .
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2. Modéliser l'information...  ou « un modeéle peut en cacher un autre »
2.1. Deux modéles

2.1.1. Miracle

\oici un article paru danise Canard enchainén juillet 2006 :

Sous le titre « Un bon cru au bac », « La Répulalidas Pyrénées » (13/7) s’extasie devant les
résultats de la bonne ville de Lourdes : « 96 %antEntions trés bien, bien et assez bien ». « Du
jamais vu ! » Mazette ! La cité mariale serait-alle paradis pour les surdoués ? En réalité, pour
obtenir ces mirobolants 96 %, le confrere a eu eonours a un calcul simple. Il a ajouté le
pourcentage du lycée public de La SateeSarsan (« toutes mentions confondues », 50 #&lua
du lycée privé Peyramale (« 46 % de mentions »)adtiitionnant ces deux nombres, il faudrait
donc compter « 96 % de mentions » a Lourdes. Etest pas fini. Car un troisiéme lycée de la
ville n"ayant pu étre comptabilisé, la part de aeentions au bac devrait, selon cette nouvelle
arithmétique, dépasser largement les 100 %. Loynd#e de tous les miracles !

On peut dire que l'auteur de I'article incriminéitnge bien I'addition, mais qu'il s’est trompé
de modéle !
2.1.2. Deux grands modéles dans I'enseignement

Deux grands modeles vont se construire entre k@il le college, avec leurs modes de
traitement et de calcul spécifiques :

» le modéleadditif : comparaison absolue ;
» le modéleproportionnel : comparaison relative.

Et, comme l'auteur de l'article ci-dessus, nos é&vont faire des confusions entre ces deux
modeles, comme en témoignent ces situations vétaresmes classes.

2.1.3. Redoublants et doublements
Quand je proposais a mes éléves de sixieme lekatsssuivants sur le nombre de redoublants

en troisieme dans deux colleges de I'agglomératmyenne (chiffres fictifs) :

> Albert Camus : 15 redoublants eft 3
» Paul Langevin : 12 redoublants ef 3

Leur premiére réaction était de dire que le collegegevin était meilleur que le college Camus,
puisqu’il y avait moins de redoublants.

C’était une occasion de leur faire comprendre o¢i®ms de comparaisabsolueetrelative, en
leur proposant de calculer le taux de doublemersi; dinformation ci-dessous sur les populations
de référence :

» Albert Camus : 125 éleves eh;3
» Paul Langevin : 80 éléves eh 3

Et ainsi de leur faire constater que leur conclusicnversait :
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» taux de doublementa A. Camus: 12 % ;
> taux de doublement a P. Langevin : 15 %.

2.1.4. Plus de gargons ou de filles ?

Je leur proposais alors la situation suivante :

Dans une petite ville, tous les éleves de collém# scolarisés dans I'un des deux colleges
suivants, avec la proportion de garcons et fillmsespondante :

> Pierre Brossolette : 45 % de garcons, 55 % desfjlle
» Gaston Bachelard : 60 % de gargons, 40 % de filles.

A ma question : & a-t-il plus de garcons ou de filles scolariséseliége dans cette villex? il
se trouvait toujours un certain nombre d’élevesrpa@pondre qu’il y avait plus de garcons,
puisqu’il y en avait 105 % contre 95 % de filles !

C’était alors I'occasion de leur montrer que sutvkes populations de référence, on pouvait
aboutir & trois conclusions différentes :

> aBrossolette : 420 éleves ; a Bachelard : 38@eél
Soit 405 garcons et 375 filles.

> aBrossolette : 520 éleves ; a Bachelard : 2&@eél
Soit 390 garcons et 390 filles.

> aBrossolette : 740 éleves ; a Bachelard : 39@eél
Soit 513 garcons et 527 filles

Dans un monde d’information chiffréee comme le nopeur armer nos éléves dans leur vie de
futur citoyen, développer cette confrontation entre deux modéles me parait fondamental.

2.1.5. Le modéle proportionnel

Le modele proportionnel est particulierement ricteec la diversité des registres de
représentations possibles d’'une méme situation :

> Registre numérique suites proportionnelles, tableaux, regle destroiCe registre est celui
de I'entrée dans ce modele a I'’école primaire.

> Registre algébrique «y = kx », propriétés de linéarité... On trouve ce regidie I'école
primaire avec I'utilisation en acte des propriatédinéarité.

> Registre fonctionnet application linéaire, traduction graphique... CGmistre est plus
spécifique du collége.

> Registre géométrique théoréme de Thalés, lien entre parallélism@@ortionnalité... La
encore ce registre est présent en acte dés I'pdohaire, avec par exemple le guide-ane au
cycle 3 (réseau de paralléles qui permet de lireeptésenter des fractions).

La conceptualisation, le traitement et la validationt étre spécifiques a chacun de ces registres.

Notre enseignement doit a la fois travailler au immasn ces spécificités ainsi que les conversions
d’'un registre a I'autre pour donner des éclairagesplémentaires d’'une méme situation.
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2.2. Les Statistiques

2.2.1. La statistique, une pratique tres ancienne !

Beaucoup d’activités humaines, comme le commeagmmsent sur I'observation de données, et
en ce sens, on peut dire que la statistique estlisegline expérimentale que pratique 'homme
depuis tres longtemps, avec un objectif de préwjsitomme la gestion de stock dans le commerce.
Et, pour ce faire, 'lhomme a toujours essayé dinitdr » le hasard. Et pourtant ce hasard est
omniprésent dans nos croyances et souvent dardénsons... comme nous le verrons plus loin.

2.2.2. La statistique descriptive

Ny

Phénomene empirique : données brutes Statistiques : données traitées

—

La statistigue constitue le modele mathématique trditement de I'information. Cette
modélisation présente, la encore, un aller-retaureele monde réel et le monde mathématique
comme l'illustre le schéma ci-dessus.

De la réalité vers les mathématiques, les statisioyont transformer les données brutes en les
représentant de fac@tasséepour pouvoir en faire dggsumés

En sens inverse, ces résumeés vont conduidesanterprétations du phénoméne empirique.
Comprendre cette transformation synthétique desrmdtions, pouvoir I'analyser correctement et
donc prudemment, sont des enjeux d’une formatiokirdbvidu dans la société. C’est pourquoi on
caractérise souvent leur enseignement par le veealriathématiques du citoyen », c’est-a-dire :

» une formation a I'analyse des données et au traitewohe I'information ;

» un développement des aptitudes a trier, rangarsfoemer des informations, critiquer un

traitement ;

» en s’appuyant sur de fréquents changements ddreegiexte, tableau, graphique, résultat

numeérique...

De maniére plus précise, il faut faire comprendne éleves que le probleme fondamental de la
statistique descriptive est de résoudre le dilemgsealtant de la transformation de donnBaeges
en unesynthesejui parvienne a concilier le mieux possible de@lep antagonistes : falélité et la
clarté (voir article «Heurs et malheurs du su et du percu en statistigde Bernard Parzysz, dans
Repeéres-IREM, n°35).

2.2.3. Une question épineuse

A partir d’'une question qui se pose dans le mondéeto», un premier travail sera de préciser
cette question en vue de mettre en place un pretadobservation. Un passage par les statistiques
va alors permettre un traitement mathématique deadtia proposer une réponse a cette question.

Prenons la question :Lkes garcons sont-ils meilleurs en maths que léssf?». Précisons-la :

« Les garcons réussissent-ils mieux en maths quéléss? »

Pour répondre a cette question, on propose degasser un test a 700 garcons et 600 filles de

troisieme d'une petite ville de province (en preanaomme hypothése que cet échantillon est
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représentatif !). On leur laisse le choix de passdest en algebre ou en géométrie.
\oici les résultats a ce test, c’est-a-dire le nemtbéléves qui ont réussi (avec par exemple
comme indicateur une note supérieure ou égale.a 10)

Garcons Filles
. 23 85
Algebre 50C 50C
, . 40C 90
Géometrie 50C 10¢

Les filles sont meilleures que les garcons !

Pour arriver a cette conclusion, on calcule le pentage respectif de réussite des garcons et des
filles en algébre et en géométrie :

Garcons Filles
Algébre 11.5% 17 %
Géomeétrie 80 % 90 %

Les filles sont « meilleures » (c’est-a-dire : anieux réussi) a la fois en algébre et en
géomeétrie... donc elles sont meilleures en maths.

Quoique !

On regroupe maintenant les résultats pour étabjiolurcentage de réussite au test :

Garcons Filles
42° 175
Total 70C ﬁ
En % 60,5 % 29,2 %

On arrive a la conclusion contraire : les garcan# « meilleurs en maths » (c’est-a-dire qu'ils
ont mieux réussi au test).

On joue ici sur un effet de structure des sous-fadioms, mais le fait qu’un traitement statistique
d’'un méme probleme puisse conduire a deux répomgpssées pose a la fois la question de la
complexité du modéle et celle de la fiabilité dépanses pour une personne non avertie de ces
subtilités.

2.2.4. Les « nombres » dans la société

Nous vivons dans un monde d’informations baignépdercentages et le citoygmeut avoir
beaucoup de peine a s’y repérer, a la fois pardiegme de référence aux populations et aussi parce
gu’'avec les mémes données, on peut arriver a denalusions contradictoires comme ci-dessus.
Les statistiques apparaissent alors au mieux coumaescience de la manipulation, au pire comme
une science du mensonge, comme en témoignenoisitations ci-dessous.

Interprétation manipulatoire des résumés du modéle

« |l existe trois degrés dans le mensonge : les meyes) les affreux mensonges, et les
statistiques»

(Benjamin DISRAELI)
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Rétention d’'une partie de I'information :
« Les statistiques, c’est comme le bikini, ca donmeidée, mais ¢a cache I'essentiel.
(Louis ARMAND)

Caution intellectuelle :
« Les statistiques sont formelles : il y a de plupkers d’étrangers dans le monde.
(Pierre DESPROGES)

3. Le monde de l'incertitude : le modele probabilis  te

Nous vivons dans un monde empreint de hasard mtedtitude. Comment le modéliser pour, a
partir de données représentées et traitées, dateserconclusionsraisemblables et probables
comme outils d’aide a la décision ? La réponse émtttique repose sur les probabilités, en nous
amenant a nous interroger sur la pertinence du imat@isi, sur la fiabilité des affirmations qu’'on
peut produire a partir de cette modélisation, ‘suterprétation qu’on peut en tirer.

3.1. Des statistiques aux probabilités

La statistique descriptive est une premiere mathiéaismn et donc une premiere abstraction du
monde. Les probabilités vont offrir une modélisatide cette « réalité abstraite » intégrant et
mathématisant une dimension fondamentale du moedéndertitude : le hasard. Le travail de
modélisation va consister en un aller-retour elgsestatistiques et les probabilités, répondant aux
criteres suivants :

» Modéliser une expérience aléatoire, c’est lui assame loi de probabilité.

» Les distributions de fréquences varient, mais le@®est un invariant.

» La réalité est liee a la notion de variabilité,n@délisation a pour objectif de dégager ce
gu'il y a d’intelligible et de prévisible dans eettariabilité.

Y

Statistique descriptive Probabilités

I

Données observées Données calculées

Résultats empiriques Résultats théoriques
Distribution de fréquences Loi de probabilité

Moyenne empirique Espérance théorique

Le schéma ci-dessus traduit ce passage des giatistaux probabilités, processus qui constitue ce
gu’'on appelle les statistique¥érentielles ouinductives.
Ce processus comprend trois étapes :
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On cherche, dans un premier temps, a modéliselol@sées expérimentales observées.
Un modele mathématique ayant été choisi, on pevéee des données calculées.

Un test peut alors permettre de mesurer l'adéquatio modele choisi aux données
observées.

YV V

3.1.1. Des statistiques aux probabilités : un probleme historique

Le prince de Toscane demande a Galilée (1554-1g@@)quoi, lorsqu'on lance 3 dés, alors que
les nombres 9 et 10 ont autant de décompositiorsayair 6) en somme de 3 nombres compris
entre 1 et 6, obtient-on plus souvent 10 que 9 ?

« ... bien que le 9 et le 12 se composent en autant g fgue le 10 et le 11, si bien qu’ils
devraient étre considérés comme ayant la méme pilitha on voit néanmoins que la longue
observation a fait que les joueurs estiment plientageux le 10 et I&l plutét que le 9 et le 12.
(Galilée, ceuvres)

9 10
1+2+6 1+3+6
1+3+5 1+4+45
1+4+4 2+2+6
2+2+5 2+3+5
2+3+4 2+4+4
3+3+3 3+3+4

\Voici comment procede Galilée pour traiter ce peold : «es sorties des trois dés sont au
nombre de six fois 36, soit 216, toutes différertéas, puisque les sommes des tirages des trois
dés ne sont qu’au nombre de 16, c’est-a-dire J.4,jusqu’a 18, entre lesquelles on a a répartir
les dites 216 sorties, il est nécessaire que polgyes-unes de ces sommes on ait beaucoup de
sorties et, si nous trouvons combien on a pour whacnous aurons ouvert la voie pour découvrir
ce que nous cherchons H. considére alors le nombre de triplets présdntamacune des
3 éventualités suivantes : 3 points égaux (1 manpur chaque cas), 2 points égaux et tn 3
différent (3 maniéres pour chaque cas), 3 pointerdnts (6 manieres pour chaque cas), et il
additionne les cas correspondant a chacune desongésitions de 9 et de 10. Il constate alors
gu'’il en obtient 25 pour 9 et 27 pour 10, ce quaawit a 11,85 % de « chance » pour le 9, contre
12,5 % pour le 10.

Cette modélisation repose implicitement sur I'éqoiyabilité de sortie des faces des dés et sur
l'indépendance des jets de dés.

Mais ce qui m’a toujours fascing, c’est le fait deeprince de Toscane ait pu émettre cette
conjecture, alors que les résultats mathématiguetsss proches. Combien de fois avait-il d( jouer
(ou regarder jouer) a ce jeu-la! Et, d'une cegamaniére, il pressentait la « loi des grands
nombres ».

3.1.2. Des probabilités aux statistiques : anniversaires et football

Un calcul probabiliste montre que la probabilitéegdans un groupe, deux personnes aient le
méme jour anniversaire, devient supérieure a sotraice a partir d’'un groupe de 23 personnes. Ce
calcul repose sur I'équiprobabilité des jours d’am@ée pour les naissances.

Ou trouver 23 personnes ? Sur un terrain de fdothedc les 22 joueurs et l'arbitre (sans les
juges de touche) !
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Deux britanniques, Robert Matthews et Fiona Stdieaching Statistics1998), ont ainsi voulu
vérifier de facon expérimentale ce résultat, entéfessant aux matchs de premiere division du
Royaume-Uni joués le 19 avril 1997 : sur 10 renms)t 6 présentaient une coincidence
(2 personnes nées le méme jour de I'année) etuhauc

On est ici dans la démarche inverse : contrélecaloul probabiliste par une statistique. On
mesure ici la fonction « justificative » du modekers la réalité et la formidable capacité
d’anticipation qu’elle donne : sachant qu'il y a536urs dans une année, qui irait parier sur cette
coincidence dans les tribunes d’'un stade ? ... desomathématiciens !

3.1.3. Quelle approche des probabilités ?
Les deux exemples ci-dessus montrent bien la daggeoche historique des probabilités.

L'approche laplacienne ou déterministe, gu’on trouve résumée dans le premier principe de
I'« Essai philosophique sur les probabilitésle Laplace :

« Le premier de ces principes est la définition méméa probabilité qui, comme on 'a vu, est
le rapport du nombre des cas favorables a celubds les cas possibles.

Cela suppose évidemment les divers cas egalemssibfes (principe 2) et renvoie a la notion
d’évenements élémentaires équiprobables en nonmdr©h parle alors de probabiligpriori.

L'approche fréquentiste développée par Jacques Bernoulli dans séns«Conjectandp, qui
repose sur l'observation stabilisée de la fréquedaes évenement dans une longue série
d’expériences répétées « a l'identique ». Cellejoose sur la loi des grands nombres.

On parle alors de probabiligéposteriori

Les exemples que je vais développer ci-dessouseessade faire le lien entre ces deux
approches.

J'aborderai aussi, a l'occasion d'un exemple, laotle ensembliste des probabilités de
Kolmogorov, qui repose sur la théorie de la mesure.

3.2. Des pistes pour travailler I'aléatoire au cycl e 3

Que ce soit dans le domaine des statistiques osl ckni des probabilités, notre enseignement
francais accuse un certain retard par rapportéréds pays, en particulier les pays anglo-saxons.

Et pourtant, dés I'école primaire, on peut mener adivités mettant en jeu I'aléatoire, comme
en témoigne la situation ci-dessous, proposée laaidhe Schwartz et Catherine Houdement.

3.2.1. Un exemple : Qui peut le plus ?

Regles du jeu 6 4

Les éleves ont chacun la grille vide ci-contresbst par deux et lancent un d
a tour de role.

Au premier lancer de dé, chacun des deux élevesithke placer le nombre 4 5
obtenu dans une des deux cases de la premiergdigraiche ou a droite).

Au second lancer, chaque éleve place alors le maumembre obtenu dans la 141
case restée vide de la premiére ligne.

llIs recommencent pour la deuxieme et la troisiégreel

lls additionnent les trois nombres a deux chifiobbsenus et mettent le résultat dans la case du
bas.

[N
w
N

(D
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Objectif

Il s’agit d’obtenir le plus grand nombre possibénd la case inférieure.

3.2.2. Du hasard aux stratégies

Nous avons pu observer des classes de CM2 suramiteé. Si, dans un premier temps, ils
placent les chiffres un peu au hasard, tres vitégagent :

- des stratégies toujours gagnantes : le 6 a garidbel a droite (ex : le premier tirage est et 6
il est mis a gauche).

- des stratégies fortement gagnantes : le 5 a gaeicle 2 a droite (ex : le troisieme tirage est un
2 et il est mis a droite).

- des stratégies plus souvent gagnantes : le déhgaet le 3 a droite (ex : le cinquieme tirage est
un 4 et il est mis a gauche... On ne peut pas gagtoars les coups !

S’appuyant sur I'hypothése de I'équiprobabilité dertie des faces d'un dé, ces éléeves
dénombrent les événements favorables. On peutslappuyer sur cette conceptualisation précoce
pour sensibiliser les éleves a I'entrée mathémataans le monde de l'aléatoire.

3.3. Des pistes pour travailler I'aléatoire du coll  ege au lycée

3.3.1. Un premier exemple : le lievre et la tortue

Cette activité a été proposee lors des nouveauyrgamones de seconde de 2000 par Claudine
Schwartz. On la retrouve dans les documents d’apagnement (Eduscol). Son adaptation au
college pose probleme car elle comporte plus dex dgareuves. Pour ma part, n‘ayant plus
d’éléves, je I'ai menée en formation initiale (PL@2ths) ou en formation continue.

8

N

a

Arrivée

Régle du jeu :

On jette un dé.
- Si le dé tombe sur 1, 2, 3, 4 ou 5, la tortuenmead’une case.
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Elle a 5 cases a franchir avant d’atteindre I'aré@ ; la derniére case est l'arrivée, contrairemant
ce que suggeére le dessin ci-dessus (issu des dotsidiaccompagnement des programmes"tie 2
de 2000).

La partie est alors terminée, la tortue a gagné.

- Si le dé donne 6, le lievre atteint directemé&nrtivée.

La partie est alors terminée, le lievre a gagné.

Quelle est la situation la plus enviable : cellelgwre ou celle de la tortue ?

Les éleves (professeurs stagiaires pour ma pant) do certain nombre de parties puis on
regroupe les résultats. Sur un grand nombre depacela donne environ 40 % de parties gagnées
par la tortue (donc environ 60 % pour le lievre).

Cette expérience permet de montrer une certairt@listdion des résultats en cumulant les
échantillons (loi des grands nombres).

On peut aloramodélisermathématiquement le résultat par un calcul prdisédi(produit des
probabilités sous I'hypothese d’'indépendance deselas).

5
p(T)=(%) ~0,40 d'ot p(L)~0,60
Lorsqu’on propose cette activité, il est toujouos lde demander les pronostics de chacun avant
de commencer I'expérience. Il apparait alors quertain nombre pense que le lievre et la tortue
ont autant de chances, sachant que la tortue anBros favorables et 5 cases, et le lievre un
numéro favorable et une case. On voit que les medalditifs et multiplicatifs se télescopent
encore.

On peut alors poursuivre cette réflexion en dimirida nombre de cases pour la tortue.
» Silatortue a 4 étapes a franchir :

4
p(T)=(%) ~0,48 d'ou p(L)~0,52 ;e ligvre est toujours favori.

» Silatortue a 3 étapes a franchir :

3
D(T)=(%)~O,58 d'ou p(L)~0,42 :latortue est enfin favorite.

3.3.2. Vous avez dit « hasard »

Une premiére conception répandue du hasard répamndsantiment de « justice » et, pour cela,
il doit &treproportionnel. C’est le cas de tous les jeux de hasard comrteedeNul n’admettrait
gu’il ne soit pas régi par une loi d’équiprobakiliMais cela se traduit par une grande confusion
entre statistiques et probabilités, via une imnitide la loi des grands nombres, comme en
témoignent les journaux spécialisés : « Le 7 ediame forme ; le 14 devrait rattraper son retard ;
le 18 est en période noire; jouez l'outsider, B!4 Cela va plus loin: qui oserait jouer
1,2, 3,4,5,6 ? Cette grille ne parait pas «mabe » au niveau du hasard. Il faut cependant noter
que, si toutes les grilles ont la méme chanceala gst, lui, li€ au choix de la grille des autres
joueurs. On touche ici a la notion de variable taiéa : le vrai enjeu du loto n’est pas la chanee d
gagner, mais de gagner beaucoup ! Les renseignemtaiistiques, que se refuse évidemment a
donner La Francaise des Jeux, pourraient aidette fozalite.

Une seconde conception du hasard répond a un smtohe « fatalité » : c’est la reproduction
d’évenements dont la probabilité est tres faibémégalement appelée « loi des séries ». On retrouve
cette conception dans la croyance populaire sofwritae de dictons : « Jamais deux sans trois. »
« Un malheur n’arrive jamais seul. »
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Ces deux extrémes rejoignent deaxceptions antagonistes de la notion de probabilit
- L'une déterministea I'exces, tel d’Alembert qui pensait que si, dansjeu de pile ou

face,pile était sorti trois fois, alors la probabilité destifacedevenait supérieure % :

- Lautre, aléatoire a I'exces, qui attribue une probabilité o% a chacun des

évenements : lorsque je traverse une route, spiejéis écraser par une voiture, soit non.

3.3.3. Le « hasard mathématique » et la place de la simulation

Le « hasard mathématique » est un modele qui ctuelege I'équiprobabilité ou équirépartition.
Exemples :
- En mathématiques, on utilise un modele de dé tnilba¢ a chaque face la probabilité de

% , de méme gu’'un modele de piece qui attribue awh&arce la probabilité dei— :

- Pour représenter le hasard, on a créé des génératatoires qui donnent une
equirépartition des nombres décimaux « formaté®mportant un nombre donné de
chiffres.
La simulation, comme son nom lindique, est une facon de reptésde probleme de facon
analogique, mais avec des outils mathématiques.
Pour comprendre la place de la simulation, j'udiies ce schéma ternaire que Bernard Parzysz
propose dans son articledexpérience aléatoire et simulationRepéres-IREMI°66.

Modele

modélisation simulation

: représentation : _ :
Expérience réelle > Expérience informatique

Pour simuler, il est nécessaire d'avoir modélisérebléme, c’est-a-dire d’en avoir fait une
représentation qui permette de travailler avec désérateurs aléatoiresc’est-a-dire des
modélisateurs du hasard. Mais cela ne veut pasqgdit@n connaisse une loi mathématique qui
explique le phénomeéene étudié.

Ces générateurs aléatoires doivent avoir pour tguafisentielle I'équirépartition des nombres,
comme ceux que j'ai cités ci-dessus.

Réaliser de « vraies » expériences aléatoires aleatds simuler est certes indispensable. Mais
lancer les dés dans une classe de troisieme oecdade peut avoir un coté infantilisant et, pour le
moins, étre une source de bruit et d’agitationaié a contenir !

C’est pourquoi il peut étre intéressant d'utilisessez vite d’autres procédés de simulation ; les
plus communément utilisés de nos jours étant lesrgéeurs aléatoires des ordinateurs et des
calculatrices (random).

Pour simuler un probleme, on peut :

- soit faire des échantillons (par exemple de 1@@é&s) et cumuler les résultats ;
- soit programmer et laisser tourner I'ordinateuGaistater une certaine stabilisation de la
fréquence.

Les probabilités traitent avec le méme modele eex @pproches (voir mon articleLapprenti
fréquentiste» paru danfepere-IREVh°21).
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3.3.4. Un autre exemple : politique nataliste

Cette situation est aussi issue du document d’agagnement de seconde de 2000 (Eduscol).
Supposons qu’une politique nataliste soit miselacepa partir de la regle suivante.
Les naissances au sein d’'une famille s’arrétent :
» soit a la naissance du premier garcon ;
» soit lorsque la famille comporte quatre enfants.
Quelle est I'influence d’une telle politique surrkgpartition des sexes ?
Quelle est l'influence d’une telle politique surdamposition des familles ?
L’hypothese de travail est I'équiprobabilité de ssance d’un garcon ou d’une fille.
Cette situation serait bien délicate a réalisen ¢emnps réel » dans le « monde réel », d’ou la
nécessité deimuler les naissanceapres les avoir modélisées (équiprobabilité draun garcon
ou une fille, indépendance des naissances). Cora@he grande panoplie de possibilités pour cette
simulation : piece (pile pour garcon, face pouefjldé, touche random (avec par exemple le choix :
impair pour les gargons, pair pour les filles), etc
La encore, il peut étre intéressant de sonderdpgesentationa priori sur la répartition des
sexes que peut entrainer une telle politique. plaagit souvent qu’il y aura davantage de filles, a
cause du fait qu'on peut aller jusqu'a 4 dans umailfe, alors que la naissance d'un garcon
« termine » la famille.
L'activité peut se dérouler dans une classe en ddard a chaque éleve de simuler 20 familles,
ce qui conduit a noter par exemple : G/FFG/FG/GEREFFFFIG/IFG/G...
On cumule alors les résultats et on obtient « epemoe » :
Proportion de filles (ou de garcons)autour de 50 % ; ce qui était a prévoir et auiforte que
le générateur aléatoire est « bon », au sens gig@né&partition !
Proportion de familles
» de 1l enfant: autourde 50 % ;
» de 2 enfants : autour de 25 % ;
» de 3 enfants ;. autourde 12 % ;
» de 4 enfants : autour de 12 %.
L'intérét de cette situation est qu’'on peut la nis@é mathématiquement en utilisant un outil
important des probabilités : les arbres.

k=1------- -G
ZS%AZS%
k=2 ------- -G
12,5%/\ 12,5 %
k=3 --—----- ~FFG
6,25%\ 6,25 %
k=4  -=-=----- - G



3.4. D’autres pistes qui ne sont plus pour le colle  ge

3.4.1. Les boutelilles

Cette situation est due a Maurice Glaymann. Ei¢éadéveloppée par Francgois Huguet dans le
numeéro 36 d&keperes-IREMEIlle exemplifie bien I'approche expérimentale [gasimulation.

Un fabricant de bouteilles en verre dispose de Wde verre liquide.

Avec 1 kg de verre liquide, on peut fabriquer uaetéille.

Dans les 100 kg de verre liquide, il y a 10 pisrael impuretés que I'on ne peut pas enlever et qui
sont réparties de maniére aléatoire.

Le fabricant ne s’intéresse qu’a la fabrication loleuteilles de « haute qualité », c’est-a-dire sans
impureté.

Si une bouteille contient au moins une pierre, efiemise au rebut !

Combien peut-il espérer obtenir de bouteilles detbaualité ?

Simulons cette expérience

Lorsque je meéene cette activité avec des professtaggaires, c'est I'occasion de réfléchir sur
des procédures de simulation. Pour simuler cetp&réence, on peut par exemple construire un
tableau 1< 10 avec repérage (voir ci-dessous) qui représeate00 bouteilles. On procede alors a
un tirage de 100 couples de chiffres, en utilisangénérateur aléatoire. Chaque couple de chiffres
tiré représente une impureté dans la bouteille repéréeepcouple.

Le tableau ci-dessous est la réalisation d'unes tekpérience : on trouve 37 bouteilles sans
impureté.

Si on répéte un certain nombre de fois cette sitoulaexpérimentale, les résultats oscillent
entre 33 et 41, de fagon trés stable (la modédisatiathématique que nous allons établir explique
cette stabilité).

Si on prend I'angle d’approcHedquentiste, on peut donc dire, a partir de ces expérienass, g
la probabilité d’avoir une bouteille sans impuresé d’environ 37 % (probabilité posterior).

9 XX X X X X XX
8 X XXX XX XX X X
7 X XX X XXX XX X XXX
6 X X X X X XX
5 XXX XX XX X XX X X
4 X XX X XX X
3 XX XX
2 X XXX X X XX XXX
1 XX X XX X X X XX X XX
0 X X XX X XXX XX X XX X
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Modélisons mathématiquement cette situation
Soit | I'ensemble des impuretés.

Soit B I'ensemble des bouteilles.
Soit F(1,B) I'ensemble des applications dedans B .

31



F(lI,B) représente 'ensemble des « cas possibles ».
Soitb, une bouteilleguelle est la probabilité que soit sans impurete ?

SoitB,=B—{b}, F(I,B,) représente I'ensemble des « cas favorables » anlgent «b, est
sans impureté ».

Utilisons alors le calcul probabiliste déterminidieLaplace (probabilité priori).
La probabilité qud, soit sans impureté est :

_carc(F(1,B)) 99"

P card F(1,B)) 100

~0,3665

1
0,3665N2'72”

Et... & quoi peut bien faire penser 2,72... ? ...

Curiosité :

Généralisons le probleme

On passe a bouteilles eh impuretés. Le calcul préecédent devient :

ety 3]

n" n

or lim (1—1) 1 o L1eo03678..
n e €

n—oo

3.4.2. Probabilité que deux entiers naturels (non nuls) pris au hasard soient
premiers entre eux

Si on prend ces entiers naturels entre 1 et 10,a0ke tableau :

10 X X X X

9 X X X X X X X
8 X X X X X

7 X X X X X X X X X
6 X X X

5 X X X X X X X X

4 X X X X X

3 X X X X X X X
2 X X X X X

1 X X X X X X X X X X

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

On constate que la proportion de couples premigre eux est de 63 %. On peut donc dire que
la probabilité que deux entiers naturels compriseeh et 10, pris au hasard, soient premiers entre
eux est 0,63.

Comment définir de maniére générale cette probdbilikp » que deux entiers naturels non nuls
soient premiers entre eux ?
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Si on prend comme ensemble de référence les ssesables [1,n]X[1,n] de IN*xIN*, on
peut déterminer le nombre de couples premiers esse Ceci donne, comme ci-dessus, la
probabilité P, que deux entiers pris entrd et n soient premiers entre eux.

Si on passe aN*xIN*, la définition laplacienne des probabilités ne tpfnctionner, elle
conduirait a un rapport d’infinis !

On définit donc la probabilité p» cherchée comme la limite dg, lorsque n tend vers
linfini... si elle existe !

En utilisant cette démarche, on obtient que la @bdité qu’'un nombre entier soit pair est

quil soit multiple de 3 est , etc.

Montrer I'existence de §» n’est pas simple ; cela se fait avec du maténethématique un
peu plus lourd ! Nous I'admettrons ici.

Supposons donc I'existence de pew.

En utilisant la théorie de Kolmogorov et la rema@irdessus sur la probabilité qu’un entier soit
un multiple den, on obtient :

Soit A;={(x,y)eIN"XIN*/xAy=1] donc P(A,)=p

Soit A2={(x,y)eIN*xIN*/xetydivisibIespar2e§/\%=1} donc p(AZ)zg
Soit An={(x,y)eIN*xIN*/xetydivisibIespanet%/\%=l} donc p(An)=£2
n

Or U1 A=IN"XIN" oy les A, sont deux a deux disjoints.
n=

~+00 +

0 + 00
Doli: 1=p(N*xXIN*)=p(UA)=> p(A)=D, %:pxzi2
n=1 n=1 N n=1 N
<1 7 - T, . -
Or 1= == donc p estlinverse deg d'ou p~0,607...
n=1 N

Probabilité qu’une fraction soit irréductible

Le calcul ci-dessus montre donc que si on prendfi@mtion au hasard, elle a 61 % de chances
d'étre irréductible.

Que veut alors dire prendre un échantillon de iflvast au hasard. Si on prend la page d’un
manuel de college intitulée simplification des fractions, elle a bien peu de chances d'étre
représentative... ou alors I'auteur du manuel s@stvoyé dans les exercices qu’il propose !

Tirer « au hasard » ???

On voit dans I'exemple ci-dessus que cela doit gtégisé... comme je vais le montrer avec mes
« spaghettis ».
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3.5. Une histoire de spaghettis

J'ai commencé ma carriere d’enseignant de mathquoesti au temps des « mathématiques
modernes » ! A I'époque, ne se posait pas la qrestu rapport des mathématiques au réel : les
mathématiques étaient un magnifique édifice quimestruisait de facon purement interne. C’était
essentiellement un enseignement de structures.

Au contact des IREM, jai commencé a me poser la@sgan de la pertinence de ces
mathématiques modernes, a la fois dans leur rdélsétirtion, mais aussi dans leur capacité de
construction d’'un vrai outil scientifique a la disgition des éleves et des autres disciplines.

Toutes ces questions fortement posées par difenesiituts et associations, dont ’TAPMEP, ont
conduit aux nouveaux programmes de 1986, ou les-pié$ sont devenus, pour le college
« activités », et pour I'école « situations-probé&n», mettant en avant les problemes concrets,
quotidiens, issus du monde réel, et pronant une addm expérimentale. Le mot de
« modélisation » ne figure pas dans ces programmes.

Cette période fut pour moi une formidable bouff&grdrais en tant qu’enseignant, et me donna
la chance de pouvoir développer un travail en égaipgssi bien au niveau de mon college qu’au
niveau de la commission Inter-IREM Premier Cycleaifmenant : Collége) investie dans les
« suivis scientifiques », commission dont je fusrsle responsable.

Des spaghettis réels...

Dans le cadre de ces nouveaux programmes, jessayamaximum de mettre les éléves en
situation d’activité (versant parfois dans l'activie), et pour introduire I'inégalité triangulaire e
guatrieme j'eus une idée que je trouvaipriori géniale : japportais des spaghettis en clases, j’
donnais quelques-uns a chaque éleve, et leur densadd les « casser » en trois morceaux « au
hasard ». Ils devaient alors essayer de faireiangie avec ces trois morceaux. Je leur demandais
de mesurer la longueur de chacun des morceauxaamnjecturer a partir de cette mesure une regle
qui permette de discriminer les cas ou ils obtertaies triangles. L'état de la classe a la fin de
I'heure m’a déterminé a ne pas reconduire une éxi&rience !

... aux spaghettis mathématiques

Dans notre collége, nous suivions les classes d#&igume en troisieme. J'ai voulu revenir sur
cette expérience pas trés heureuse des spaghetimur ce faire, j'ai inventé le « spaghetti
mathématique ». C’était un spaghetti de longueuavec équiprobabilité de cassure (ce qui est
évidemment inconcevable avec un spaghetti rédttl).pour faire ces cassures, jai utilisé la
simulation. J'expliquais donc aux éléves ce nouvamiexte et leur proposais de faire ces cassures
avec leur calculatrice en utilisant la touche «dmn » qui leur donnait, & I'époque, un nombre
compris entre O et 1 avec 3 chiffres apres la \erglivec 3 tirages aléatoires (ex : 0,167,534,
0,435), ils simulaient la cassure de 3 spaghetthématiques. Pour donner un sens tangible a
I'expérience, je leur proposais de multiplier p@0lchacun des nombres obtenus, ce qui leur
donnait 3 mesures de longueur en mm. lls pouvaigsi vérifier par construction s'’ils avaient ou
non « tiré » un triangle.

Vous aurez noté que cette nouvelle situation neodejit pas I'expérience précédente ou je
cassais un spaghetti en 3, alors que la je casgaghettis en 2!

L'objectif de la séance était d’'arriver a se pasder I'expérience physique pour décider
simplement avec les 3tirages si on obtenait uangle ou non, via l'inégalité triangulaire
immédiatement traduite par : « il ne faut pas qudes nombres soit plus grand que la somme des
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deux autres ».

Forts de cette regle, les éléves effectuerent dl@rsrages et, sans avoir vraiment préparé ce
passage aux statistiques, jai proposé de voir @tast le pourcentage des triangles obtenus...
Devant le résultat (48 %), les éléves me demantiéres’est bon ? ; c’'est ¢ca ? ; c’est juste ? »,
comme s'ils pensaient que je connaissais « cetagésullLeur questionnement pouvait étre traduit
par : existe-t-il un modele mathématique qui menyte d’affirmer que ce résultat est
« vraisemblable » ? Et j'étais bien incapable der Ieépondre, sinon en faisant tourner mon
ordinateur et en constatant qu’il y avait une éeeatabilisation de la fréquence autour de 50€%6. J
crois que ce fut mon premierai contact avec la modélisation...

3.6. Une modélisation de cette expérience des spagh  ettis
Mes spaghettis de quatrieme

Mon expérience malheureuse de quatrieme consdstaitiper un spaghetti en trois « au hasard »
pour voir si les trois morceaux obtenus pouvaiefdrmer » un triangle. Je suis bien incapable de
modéeliser cette expérience réelle. Mais elle vactaiéer pour simuler. En observant les éleves, on
constate deux grandes facons de faire : soit 8aiest de couper le spaghettun seul coupen
trois, avec peu de chances d'obtenir trois morceaox ils font une premiére cassure, puis
recassent I'un des deux morceaux obtenus.

Pour simuler cette expérience, je prends le « sgighathématique » que j'avais proposé en
troisieme (de longueut, avec équiprobabilité de cassure) et je décridapgage informatique
chacune des deux expériences.

Couper un spaghetti « au hasard » en 3 morceauwimutanément »
a b C

x=rnd;y=rnd
a=min (X,y);b=max(x,y)—a;c=1-(ath)

1
Test : max {a, b, c¥ 5 (la somme des trois longueurs étant 1)

On peut alors :

> soit faire des « échantillons » (par exemple detit@fes) et on trouve comme fréquences
de triangles : 0,26 ; 0,23; 0,25; 0,27 240..
> soit programmer, laisser tourner 'ordinateur ehstater une certaine stabilisation de la
fréquence dans l'intervalle [0,24 ; 0,26]...
... en s’appuyant sur le fait que les probabilit@éteént avec le méme modéle ces deux approches
(voir plus haut).

Couper un spaghetti « au hasard » en 2 morceauxisptile morceau restant » en 2

x=rd;y=rnd
a a=x;b=(1-x)y;c=1- (ath)

1
Test : max {a, b, c} <

> Le tirage d’échantillons donne comme fréquencesidagles : 0,22 ; 0,18; 0,19; 0,20;
0,21; 0,17; 0,17...
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> La suite obtenue en faisant tourner I'ordinateuina certaine stabilisation dans l'intervalle
[0,18 ; 0,21].

Au-dela de montrer que la mesure de la fréquencieiasn intervalle, cette double expérience
met en évidence que « au hasard » mérite d’étmspréDans les deux cas, on a coupé un spaghetti
au hasard, mais ce sont les conditions de I'expéeigui permettent de modéliser ce hasard (cf. le
paradoxe de Bertrand).

Modélisation géométrique

Comment alors trouver un modéle mathématique quingie de calculer ka » probabilité
d’obtenir un triangle dans les conditions d’expécie ci-dessus ? Il faut passer du modéle discret au
modéle continu, et de I'équiprobabilité a la prabbuniforme.

Chacun des tirages donne un couple (X ; y) qui paatreprésenté par un point dans un repere.
La probabilité cherchée est donc le rapport du memue points satisfaisant a I'obtention d’un
triangle par rapport au nombre de points possibles.

En plongeant dans le modéle continu, cela va seitapar le rapport de I'aire de la surface ou
se trouvent ces points-solutions, a I'aire totalegible qui est ici celle du carré [0,1] x [0,1st-
a-direl (la notion d’ouvert ou de fermé n’ayant pas d’imipoce compte tenu de la modélisation).

Couper un spaghetti « au hasard » en 3 morceawimugtanément »
- 1
. =5+ =
Distinguons les deux cas: x<y et x>y. y=x+3

Si x<y, letest max{a,b,c} <1/2 donne:

x<1/2

y—x<1/2

>
>
> 1-y<1/2
>

L'aire de la surface « solution » et donc la prolitébest : 1

Si x>y

On trouve comme surface solution le triangle syiméér de celui ci-dessus par rapport a la

diagonale du carré (y = x), donc de nouveau unegtitité del :

8
Ces deux cas étant exclusifs, la probabilité cherast donc :
_Lo
p—4 , soit 0,25

ce qu’on aurait pu pronostiquer compte tenu depiaces obtenues !
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Couper un spaghetti « au hasard » en 2 morceauxisptile morceau restant » en 2

On traduit comme ci-dessus le test : Y™ 2%k

max {a,b,c} < 1 , ce qui donne :

> x<1/2

» (L-x)y<1/2

» 1-[x+(A-x)y]<1/2

Le calcul de I'aire de la surface solution donria,l& calcul intégral, la probabilité :
1 . .
D=|n2—§ , Soit environ 0,193 1
La, c’était beaucoup plus difficile de pronostiquertel résultat a partir des fréequences !

Et mes spaghettis de troisieme ?

Je rappelle I'expérience : trois tirages aléatoinependants et un test pour savoir si on peut
faire un triangle avec les trois longueurs obtenlier’a fallu un certain temps pour quitter le pla
et comprendre que je travaillais avec trois spdigh@tdépendants, et que les trois cassures
pouvaient étre représentées par un triplet (x,)y,ceordonnées d'un point de l'espace. La
modélisation géométrique donne alors comme soludéaapport du volume du solide solution sur
le volume du solide possible, ici le cube [0,1]04] x [0,1], soitl.

Pour trouver ce solide solution, il suffit d’enleve solide non-solution. Celui-ci se découpe en
trois solides élémentaires du cube, donnés paoleditions :
Z>Xty; y>X+zZ; X>y+z.

Le cas z>x+y
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s 1
On trouve un tétraedre de vqur*ge

e 1 . .
Les deux autres cas donnent chacun un tetraedmaldmeg et n‘'ont pas de parties solides

communes.

e . 1 1 1 L1
La probabilité de non-solution est donng E+E : soni .

Donc la probabilité d’obtenir un triangle dans nexpérience de troisieme est :
1
p=1-7,
Lorsque jai trouvé cette modélisation et ce redulgui confirmait mon approche fréquentiste,
jétais heureux ! Ma pensée était devenue librerppport a ce probléme et c’est avec confiance
que je regardais tourner mon ordinateur ou répé&eite expérience par échantillon avec mes
éleves.
Ce gu’'apportent les mathématiques, c’'est cette eillause compétence d’anticipation et de
controle !

. 1
soit p= 5

4. A la recherche d’une loi modeéle : la loi de Benf  ord

Supposons une situation qui nous donne une gramaigtite de nombres qui nous apparaissent
tout a fait aléatoires et que I'on nous pose lastiaor suivante :

« Prenons le premier chiffre de chacun de ces nesntguelle est la répartition des 1, des 2, ... ,
des 9 ? ».

En I'absence de toute autre connaissance, notiexeegera I'équiprobabilité, c’est-a-dire que

nous supposerons que chaque chiffre a une praigathdipparition de% :

4.1. Trois références de données

La situation suivante nous a été proposée par @lausichwartz lors d’'une réunion de la CREM
(Commission de Réflexion sur 'Enseignement deshidiatatiques).

Le tableau ci-dessous donne la fréquence d’apparidu premier chiffre de nombres pris
respectivement :

» colonne 2 : 1000 nombrelsl Mondedaté du vendredi 23 avril 1999 ;

» colonne 3 : 914 nombres d’un historique de comptadociété Gilibert ;

» colonne 4 : nombres d’habitants de 1229 communeshab lors du recensement de 1992.

Premier chiffre Le Monde Gilibert Commune
1 0,322 0,317 0,321
2 0,151 0,161 0,16¢
3 0,10¢ 0,142 0,13
4 0,09¢ 0,08¢ 0,081
5 0,07: 0,07( 0,087
6 0,081 0,061 0,067
7 0,05¢ 0,07( 0,05¢
8 0,06 0,04( 0,04¢
9 0,04¢ 0,05( 0,04+
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Deux constats s'imposent :
- on est bien loin de I'équiprobabilité (qui est pant notre premier réflexe) ;
- les trois expériences donnent des résultats vrdiprenhes.

4.2. La loi de Benford

Claudine Schwartz, en s’appuyant sur le constat kgse résultats étaient invariants par
changement d’échelle, a modélisé ces situationgiksant la loi de Benford « La probabilité que
le premier chiffre a gauche dans I'écriture en bafesoiti=1, ..., 9 est log (1 + 1/i) (logaritie
décimal) ».

La derniere colonne du tableau ci-dessous donnfrdgaences théoriques obtenues par calcul
avec cette loi. La modélisation par cette loi apfiasomme tres bonne d’un point de vue qualitatif.

Premier chiffre Le Monde Gilibert Commune Loi de Benford
1 0,322 0,317 0,321 0,301
2 0,151 0,161 0,16¢ 0,17¢
3 0,10¢ 0,142 0,13¢ 0,12¢
4 0,09¢ 0,08¢ 0,081 0,097
5 0,07: 0,07( 0,087 0,08(
6 0,081 0,061 0,067 0,067
7 0,05¢ 0,07( 0,05¢ 0,05¢
8 0,06 0,04( 0,04 0,051
9 0,04¢ 0,05( 0,04¢ 0,04¢

Mais avoir modélisé mathématiquement nous donhitsens profond du phénomeéne ?
Cette question m'a conduit a deux pistes de réftexi

4.3. Comment Benford a-t-il eu I'idée d’'une tellel oi ?

Benford a établi cette loi en 1938, a la suitewdiétde nombreuses données. Il s’appuyait sur les
travaux d’'un astronome américain, Simon Newcombgquavait donné les prémisses en 1881, en
s’appuyant sur un constat : la forte usure des jgres pages des tables de logarithmes ! Dans le
systeme a base 10, les logarithmes décimaux delBrasrsont uniformément distribués, ce qui peut
se traduire par le fait qu’'un nombre a autant denchs d’étre entre 100 et 1000 (log 2 et log 3)
gu’entre 10 000 et 100 000 (log 4 et log 5). Cedfmrtition va s’appliquer aux phénomenes de type
exponentiel.

4.4. Comment donner du sens a cette loi ?

Nous sommes devant des phénomeénesutifs Pour donner du sens a cette modélisation, j'ai
essayé d’'imaginer une simulation (qui ne peut repssr le tirage au hasard de nombres) : on écrit
la suite des entiers naturels en déclenchant wnohrétre ; le chronométre s’arréte au hasard et je
fais mes comptes ! Il y a donc bien du hasard tads, mais pas la ou on croit !

4.5. Connaitre le bon modéle, ¢ca sert !

Tout cela, me direz-vous, n'est que jeu de mathiémat! Ceux qui se sont fait « épingler » par
le fisc, qui utilisait cette loi pour vérifier lelmomptabilité, ne seront certainement pas d’actord
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5. Conclusion

En guise de conclusion 1...

J'avais été sollicité par I'IREM de Montpellier poun séminaire sur les « probas/stat ». La
conférence de cl6ture avait été assurée par uegzefir de médecine du CHU de Montpellier et
javais été tres sensible a sa conclusion :

« Nous sommes tous les enfants du hasard. »

« Le jour ou le hasard n’existera plus, c’est ’'homme qui n’existera plus, car c’est
le hasard génétique qui sauve les especes. »

Cette conclusion illustre parfaitement la spédfiddu « modele mathématique du hasard » que
jai développée dans ce texte, par rapport au arbdas de la nature. Et, en vertu des éléments que
jai donnés sur la perception des nombres par rsoicete, elle me conduit a affirmer :

« La formation & la pensée statistique, ¢ca n'esspa@cole du mensonge, c’est celle de
'humilité ! »

En guise de conclusion 2...

Les statistiques ont fait leur apparition dansrgpamme de collége en 1986a fallu attendre
2008 pour gque les probabilités y trouvent une peemiplace. Et pourtant, des 1812, Laplace
affirmait :

« Et si I'on observe ensuite que dans les choses gauvent ou non étre soumises au
calcul, la théorie des probabilités apprend a se gantir des illusions, il n’est pas de
science qu'’il soit plus utile de faire entrer dange systeme de la fonction publique. »

Cela traduit, pour le moins, un grand retard dastsenenseignement dans ce domaine, beaucoup
plus développé dans d’'autres systemes scolairasnedes pays anglo-saxons.

En guise de conclusion 3...

Les mathématiques sont, au regard de I'histoireformidable outil intellectuel pour penser le
monde qu’a créé 'homme, qu’il a enrichi au fil descles et des civilisations ! Et, si nous pousion
persuader nos éléves de cela, peut-étre notregaeseent produirait-il moins « d’écorchés vifs des
mathématiques » !

Nous avons le devoir de transmettre ce patrimomé&hlimanité ; Joseph Fourier résume bien
cela en disant des mathématiques qu’elles same faculté de la raison humaine, destinée a
suppléer a la brieveté de la vie et a I'imperfectides sens ».
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Quelle définition pour la
probabilité au college ?

Jean Claude GIRARD
IREM de Lyon & Commission Inter IREM « Statistiga€robabilités »

Introduction

Poincare affirmait dans I'introduction de I'un de ses ouyea :« On ne peut guére donner une
définition satisfaisante de la Probabilité>. Essayer de le faire a pu conduire certains auters
manuels de Troisieme a des extravagances du tyyemsulLa probabilité d'un évenement A est la
proportion probable, parmi tous les cas possibléss cas ou A sera réalisé si on répéte un grand
nombre de fois I'expérienteCette tentative me semble désespérée pour au aixsraisons.

L'objectif du programme de Troisieme est de mdtseéleves en face d’'une « notion » et non de
définir un « concept ». Une telle définition estipiaturée au college d’autant que, méme si on peut
le regretter, c’est la premiéere rencontre des élewvec le sujet, au moins dans le cadre scolaire. |
convient donc qu'avant de définir (puis calculeesurer, évaluer, approximer...) la probabilité
d’'un évenement, on explicite d’abord de quoi I'arlp, de la méme facon que I'on travaille sur les
grandeurs a I'école élémentaire (et méme matejnallant de passer a leur mesure. Définir la
probabilit¢ d’'un évenement avant tout travail ses Evenements eux-mémes, les expeériences
aléatoires ou le hasard reléve de la méme tentaissi vaine qu'inutile, de définir le point avant
tout travail de géométrie. Et ne pas pouvoir défilgjoureusement un point n’a jamais empéché les
éleves de faire de la géométrie. Les difficulté&nmient d’ailleurs... et elles ne manquent pas.

D’autre part, puisqu’il est vain d’espérer donnere wéfinition axiomatique rigoureuse a ce
niveau et, méme avant longtemps, autant essaydomiger une idée naive de la notion que I'on
manipule. On peut trouver maints exemples ou ltribaie des probabilités a certains évenements
et ceci de maniere trés empirique ou subjectivedémroles de I'enseignement des probabilités est
de montrer la limite de cette pratique mais il #ssoire de nier qu’elle existe. De la méme
maniére, ne pas disposer d’'une définition rigoured’sin nombre entier (ou de I'ensemble) n'a
jamais empéché les enfants de compter, ni d’appeded tables d’addition ou de multiplication. La
tentative d’'une définition plus rigoureuse, commgépoque dite desnathématiques modernes
conduit aux catastrophes pédagogiques que I'onaibnBvitons de retomber dans les mémes
errements dans le domaine des probabilités.

La probabilité comme mesure d’'une grandeur

Mathématiquement parlant, la définition axiomaticie la Probabilité par Kolmogortvse
place dans le cadre de la théorie de la mesure diweau plus élémentaire, il s’agit, comme pour
la longueur, de mesurer une certaine « grandear grpnombre.

Les probabilités doivent étre regardées comme aneds a la mesure des grandeurs physiques,
c’est-a-dire qu’elles ne peuvent jamais étre cosneleactement mais seulement avec une certaine
approximatiory’.

14 Henri Pincarg, Calcul des ProbabilitésGauthier-Villars, Paris1908

15 Collection Dimathéme, Ed. Didier, 2008

16 Andrei Nikolaievitch Kimocoroy, Grundbegriffe der wahrscheinlichkeitsrechnut®B33, Traduction anglaise
Foundations of the Theory of Probabilityew York, Chelsea Publishing Company, 1950

17 Emile Borel, Probabilités et certitudeEditions PUF, Paris, 1950
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Quelle approche didactique les programmes de Bépdmaire proposent-ils pour la mesure de
certaines grandeurs physiques comme la longuaire bu le volume ?

Les premiéres activités visent a construire chegz &éves le sens de la grandeur,
indépendamment de la mesure et avant que celléatenvienné®... Dans un second temps, les
comparaisons amenent a pointer des rapports dedgan: il faut savoir que les éleves ont accés a
la compréhension des relations entre grandeurslig@gainégalités, rapports simples) avant d’étre
capables de mesurer ces grandéurs

Dans tous les cas, la premiéere rencontre des ésgveue au niveau de la grandeur elle-méme.
Pour la longueur, par exemple, le travail portesdan premier temps sur le classement, la
comparaison ou le rangement d'objets avec utibsagventuelle d'un intermédiaire dans le cas
d’objets non déplacables ou non comparables direnie Ce n’est que plus tard qu’est définie la
mesure de la longueur a partir du report d'une deng étalon et ensuite qu’elle peut étre obtenue
par l'utilisation d’un instrument de mesure ou parcalcul (périmetre d’'une figure, par exemple).
Le programme insistell est souhaitable que les éléves apprennent anestia mesure avant de
procéder au mesurage, soit a I'eeil ... soit a patérlongueurs connu@s

Pour I'exemple de la longueur, qui semble étreake le plus simple, on voit que la route devrait
étre longue avant d’obtenir un nombre pour résdksalia mesure d’un segment. Aller trop vite pour
les aires et les volumes peut conduire a la comfubien connue entrare et périmetreou a des
questions du genre : « Qu'est-ce qui est le plasdyr 1 Mou 1 ni ? »

Pourquoi en serait-il autrement pour la probab#itéourquoi ce qui se fait sur plusieurs années
pour la longueur (du cycle 2 au début de collegeyrait-il se faire en un an (voire en deux
semaines, la durée moyenne d’un chapitre) ? Endatite que le travail indispensable soit fait bien
plus tét comme c’est le cas dans de nombreux flag@nviendrait de prendre un peu de temps en
Troisiéme pour expliciter de quoi on parle, avampeénser a donner un nombre pour le meSurer

En supposant fait ce travail sur la nature et §&ice de la probabilité d’'un évenement qui, seul,
peut donner du sens a la suite et, puisque I'appragiomatique ne saurait étre retenue, quelle idée
de la probabilité veut-on construire chez les &aecollege ?

Quelle définition pour la probabilité ?

Les programmes et les manuels de Troisieme « fatty entre I'approche classique dite de
Laplace ou cardinaliste (nombre de cas favoralbesthne de cas possibles) qui suppose
I'hypothese préalable d’équiprobabilité sur lesuéss de I'expérience aléatoire considérée et
I'approche fréquentiste qui assimile une fréquernitgervée a la « probabilité théorique » sans que
I'on sache la précision de cette approximation.dlas deux cas, on ne se soucie pas réellement de
I'existence de la probabilité ni du sens a donneceaterme. Par ailleurs, aucune des deux
« définitions » ne semble suffisante pour un élévenéme la combinaison des deux. La premiére
est circulaire et la deuxieme ne donne pas la gigéitide la mesure obtenue. Alors, faut-il
désespeérer ?

Bruno de Finetti n’écrivait-il d’ailleurs pas « LRROBABILITE N'EXISTE PAS %?? Dans son
esprit, il sS’agissait de dire que la probabilitéxiste pas dans I'absolu, que les valeurs quepéart
lui attribuer ne sont pas indépendantes de I'oladetr et de ses connaissances. Autrement dit, toute
probabilité est subjective.

De méme, Keynes ne pouvait envisager de probabililée proposition ou d’'un jugement que

18 « Grandeurs et mesure a I'école primaire Bacuments d’accompagnement des programmes de Matioéem
CNDP, 2005.

19 ibid.

20 ibid

21 On trouvera des propositions d’'activités dardelmier paragraphe de cet article.

22 Bruno de Iketmi, Theory of ProbabilityWiley, New York, 1974
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par rapport a un champ de connaissances. La vadelar probabilité peut alors étre différente d’'un
observateur a un autre ou évoluer dans le tempsymoméme observatelEn ce sensgjoutait-il,

la Probabilité peut étre qualifiée de « subjectddece qui n’autorise toutefois pas a dire n'importe
qguoi carau sens de la logique, la probabilité n'est pabjsctive, c’est-a-dire qu’elle n’est pas
sujette aux caprices humaths

Sans aller jusqu’a proposer une introduction précdes probabilités conditionnelles ou du
théoréme de Bayes comme on a pu le suggéoer ne saurait ignorer cette conception subjective
ou personnelle de la probabilité qui, d’'un cerfaint de vue, englobe les deux autres approches.
En effet, ce n'est que par ce que je sais du pleanis en place dans la conduite d'une expérience
aléatoire, par ma connaissance sur l'équiprobal@ientuelle des issues ou par I'observation que
jai pu faire de la fréquence de réalisation d'vanement dans la répétition de I'expérience, que je
suis capable d'attribuer a cet événement une piid@ajui m'apparaisse comme réaliste, mais qui
peut se révéler comme n'étant pas adaptée.

Par exemple, dans le dénombrement des issues Uolander de deux dés, faut-il considérer
(1;3) et (3; 1) comme un seul résultat ou condlegx résultats différents ? Quelle distribution de
probabilités choisir dans chacun des deux cas 8 Rasituation des urnes de Pdlya (voir plus loin),
poursuivre I'expérience 10 000 fois fera apparaitne fréquence limite mais celle-ci ne nous
renseignera en rien sur la probabilité du méme @went dans la répétition de
I'expérience : pourquoi ? Quel statut scientifiqaeut-on donner a des résultats qui dépendent de
jugements qui peuvent varier suivant I'observafe@r Chacune des trois méthodes peut ainsi
conduire a des résultats erronés ou contestables.

D’autre part, il ne faut pas confondre la dimensipératoire qui donne un moyen d’attribuer
une valeur a une probabilité et I'aspect sémantique donne un sens a cette vatéuta
« définition » classique (quotient du nombre defeasrables sur nombre de cas possibles) est une
définition opératoire parce qu’elle donne un altjonie pour obtenir une valeur de la probabilité
mais, en aucun cas, une définition sémantiqueoppbsé, la définition fréquentiste et la définition
subjective (bayésienne) vont dans la direction @'wé&finition sémantique car dans ces deux
définitions se précise le signifié du terme « piolig ».

Alors, comment définir la probabilité d’'un événerm@nlout n’est pas si simple : chacune des
meéthodes peut étre utile et on peut faire I'hyps¢hgue le concept de probabilité se construit chez
'éleve comme syntheése des ces différents asp8etiss aller plus loin au collége, on peut se
souvenir d’une remarque de Leonard Savadgdoait bien y avoir une douzaine d’interprétatsode
la Probabilité... et des personnes faisant autorité la matiere soutiennent que différentes
interprétations peuvent étre utiles, c’est-a-dingede concept de probabilité peut avoir des sens
différents dans des contextes différénts

Pour finir, il ne faut par ailleurs pas oublier quee but principal du calcul des probabilités est
de calculer les probabilités d’événements complesesfonction des supposées connues, de
phénomeénes plus simpiesBien entendu, il convient que les probabilitéscds derniers soient
obtenues de maniere pertinente.

23 John Maynard Kvnes, A Treatise on ProbabilityMacmillan, Londres, 1921
http://www.archive.org/details/treatiseonprobab(8iabp

24 ibid.

25 Jim AeerT, « Interpreting Probabilities and Teaching the Sulbjectiewpoint» in Thinking and Reasoning with
Data and Chances8" Yearbook of the National Council of Teachers oftivanaticsReston, VA, 2006

26 C. Bwranero, M. Henry, B. RRrzysz, The nature of chance and probabikiyploring probability in school :
Challenges for teaching and learnin@raham A. Jones (ed.), 20-42, Springer, New Y20k5

27 Pablo Grranza, La dualité de la probabilité dans I'enseignementalstatistique. Une expérience en classe de
BTS Thése en didactique des mathématiques, Univetsitaris 7, juin 2009

28 Leonard J. &Sace, The Foundations of StatisticBover publications Inc., New York, 1954

29 Emile Borer, Probabilités et certitudeEditions PUF, Paris, 1950
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Confusion Modele-Réalité

Une des difficultés spécifiques de I'enseignemes probabilité¥ réside dans le fait que c’est
la seule partie des mathématiques ou l'on s’ing&rea la réalité (du moins dans la phase
d’apprentissage). Un des dangers qui en résulséa eonfusion entre modeéle et rédtité

La plupart des situations aléatoires rencontréesivaau de la classe de Troisieme se raménent
au modele de démfaces (équiprobabilité) ou a un modele d’'urne fphnlités proportionnelles a
des effectifs, des aires ou autres). Lorsqu’on éaanon lance un dé équilibré»., cela signifie
« on considere une expérience aléatoire dont lés@tats possibles 1, 2, 3, 4, 5 et 6 ont la méme
probabilité...». Alors pourquoi ne pas le dire ? Pourquoi neguzer en définition : « on appelle
dé équilibréun dé_virtueltel que, dans I'expérience aléatoire qui consastancer ce dé, chacune
des 6 faces a la méme probabilité de sortie » faitequ’une face donnée ait une fréquence qui

« tend » versg résulte d’'un théoreme mathématique appelé « lpiglands nombres ». Ce n'est

pas cette valeur limite qui « définit » la probabilde sortie puisque celle-ci figurait déja daas |
définition du dé équilibré. En revanche, on peupaser la question de savoir, pour un dé réel avec
lequel je joue, si la frequence d’apparition obéerpour chaque face (ou pour une face donnée)
s'approche de cette probabilité et donc testes giél peut étre considéré comme bien équilibré ou,
pour le dire autrement, si le modeéle de « dé dareéilb est pertinent pour ce dé.

D’une maniére identique, on peut poser comme difini « on appelleirne de Bernoulliune
urne_virtuellecontenanh boules donty boules d’une couleur @ boules d’'une autre couleur avec
I'hnypothése que dans le tirage au hasard d’'uneebdell’urne, chacune desboules a la méme
probabilité d’étre choisie ». Comme dans le casléuil est intéressant d'observer dans quels cas
concrets ce modele est pertinent. Le tirage d'umglebdans une urne parait moins sujet a des
différences par rapport a un tirage idéal (c'edira-respectant I'équiprobabilité). Mais, peut-on
étre sOr que les boules sont bien indiscernablésuainer ou que la main innocente qui procéde au
tirage I'est autant qu’'on veut bien le dire ? Elggh bien méme on disposerait d’'un systéeme
sophistiqué, comme peut en avoir la Francgaise eles, pour effectuer le tirage, la machine nous
assure-t-elle de 'adéquation a ce modele ? Pooralehine, comme pour le dé, la construction est
censée garantir I'équiprobabilité mais rien ne peogue ce soit le cas en réalité. Des vérifications
périodiques permettent de valider cette hypothése a’est que par comparaison avec les résultats
d’un tirage virtuel que I'on pourra faire « comme sc’est-a-dire admettre que le modeéle choisi est
pertinent. Il convient donc de savoir si on étudiemodele théorique pour lui-méme ou si I'objet de
I'étude est une certaine réalité et, dans ce casealoit pas prendre le modele pour la réalité.

Ce qui se pratique dans l'industrie pour contr@éee production permet d’illustrer ces va-et-
vient entre Modéle et Réalité. Considérons une magbrogrammée pour produire des piéces d'un
diamétre précis. Supposons qu’on accepte, au vieduoduction passée (réelle), I'hypothese que
le diametre d’'une piéce, assimilé a une varial#ataire, est distribué suivant une loi normale dont
les parametres peuvent étre estimés. Cette hymgot@sent en quelque sorte la définition d’'une
machine (virtuelle) bien réglée. On peut calculengice modele les bornes d’un intervalle qui doit
contenir les diameétres des pieces a venir ave@roibilité supérieure a 99 % si la machine ne se
dérégle pas, c’est-a-dire si le modéle normal comtia représenter correctement la réalité. On
définit ainsi ce qu’'on appelle les limites de cotgf. S'il survient dans la suite de la production
une valeur a I'extérieur de cet intervalle, on &@ production pour régler la machine. C’est le
principe du controle de qualité

30 J. C. &arp « Quelques hypothéses sur les difficultés renéestdans I'enseignement des probabilités » in
Enseigner les probabilités au lycdsgmmission Inter-IREM Statistique-Probabilités, MEe Reims, 1997

31 J. C. Garp, B. Parzysz, Les maths, c’est pas la réalitdylletin APMEP n°418, Septembre-Octobre 1998

32 En pratique, on préléve plutot un échantillorpigees et on calcule les limites de contrle paunbyenne des
diamétres de I'échantillon.

33 Linférence statistiqgue. Deux exemples d’appiara du calcul des probabilités : estimations sistd’hypothése,
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Intéréts et limites de la simulation.

Un des intéréts de la simulation est de rendrbleisiles conséquences du choix d’un modeéle. Si
on définit un dé équilibré comme il est proposé sdéa paragraphe précédent, on peut alors
considérer l'instruction ALEA.ENTRE.BORNES(1 ; 6) @NT(6*ALEA()+1) d’'un tableur comme
le lancer d’un dé éequilibré et les résultats ob&seipermettent alors de visualiser la stabilisaties
fréquences et les fluctuations d’échantillonnagesdze qui peut étre considéré comme le modéle,
autrement dit quand le dé est supposé équilibrdaDeéme facon, on peut construire une urne de
Bernoulli sur un tableur ou une calculatrice. Daasschéma, on n’a plus besoin, comme c’était le
cas dans la situation qui prévalait jusque-la ecoBee, de définir le modele sous-jacent a une
épreuve aléatoire avant de pouvoir la simuler ouetigplacer une épreuve aléatoire par une autre
qui releve du méme modele mais sans pouvoir I'ekph Ce qui n’élimine pas tous les problemes
liés a la simulation, en particulier dans son uspger définir ou trouver la probabilité par une
approche fréquentiste.

Le recours a la simulation (informatique ou ffppour faire apparaitre une fréquence limite peut
avoir comme conséquence de renforcer la confusibre da réalité que I'on veut étudier et le
modeéle que l'on utilise souvent sans avoir consgeque ce modele n'est pas la réalité. La
simulation permet souvent au professeur de ne tpay@iment confronté avec cette réalité et a se
limiter a des activités plus classiques dans lescde mathématigéfiecomme la programmation
informatique, par exemple.

Comme on l'a dit, la simulation permet d’obtenireuapproximation de la probabilité d'un
evenement difficile a trouver autrement et la les dyrands nombres permet de le justifier. Pour
cela, le modéle utilisé pour la simulation doietertinent mais ce n’est pas suffisant.

Par exemple, on choisit au hasard, simultanémentuou aprés l'autre sans remise, deux
dominos d’un jeu de 28. Quelle est la probabilit&lg soient compatibles c’est-a-dire qu'ils aient
une moitié identique ? La simulation donne le risduivant alors que la probabilité calculée avec
les formules de combinatoire et arrondie au mileesst 0,389.

0 2000 4000 6000 8000 10000

Fréquence cumulée de
reussite

Numéro de l'essai

Si on répétait la simulation, on obtiendrait la neénlimite » mais, en général, on ne le fait pas.
Dans ce cas, la simulation a bien fonctionné et¢spere que les éleves sont convaincus.

Si on prend maintenant la situation des urnes dgaPi@s résultats sont plus surprenants. Le cas
le plus simple est celui d’'une urne qui contientdapart une boule noire et une boule blanche. On
tire au hasard une boule de l'urne. Si elle estenain la remet dans I'urne avec une nouvelle boule
noire. Si elle est blanche, on la remet dans I'avec une nouvelle boule blanche. On cherche si la

Michel Henry et Jean Claude Girakhseigner les probabilités au lycé&997, IREM de Reims

34 Comme lorsqu’on simule la naissance d'une filledaun garcon en lancant une piéce !

35 F. Wbzniak, Conditions et contraintes de I'enseignement dedtssique en classe de seconde générale. Un
repérage didactiqueThése de doctorat en didactique, Lyon 1, 2005

36 J. C. Grarp, Utilisation pédagogique d’'un logiciel de statist, Enseigner les probabilités au lycée, Commissio
Inter-IREM Statistique et probabilités, IREM de Rej 1997. D’aprés un exercice de la broctuae probabilités
pour le LycégelREM de Rouen, 1992
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composition de 'urne tend a se stabiliser ou rdga revient a savoir si la probabilité de tiraeu
boule noire au bout d’'un grand nombre de tiraged &éese stabiliser ou non.

La proportion de boules noires tend effectivemerseastabiliser vers une valeur mais si on
recommence I'expérience la valeur obtenue n’estpagme.

On peut démontrér que toutes les valeurs de lintervalle [0 ; 1] ts@guiprobables. Par
exemple, la limite est 0,84 pour la premiére exgrae et elle est de 0,38 pour la deuxieme.
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0,6 0,4 [ o v —
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0,3
0,4 — % Noires ~— % Noires
0,3 0,2
0,2
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Une expérimentation de cette situation a été coeden classe de secortle elle a fait
apparaitre tres clairement la confusion chez legeél entrestabilisation de la fréquence dans une
expérienceet variation de la frequence d’'une expérience a l'autre fait d’obtenir des résultats
différents d'une expérience a l'autre ne pourtdaipas étre lillustration des « fluctuations
d’échantillonnage » ? On ne voit donc pas trés bigrguoi les éleves pourraient se mettre d’accord
dans ce cas.

Et, par conséquent, on peut se demander si lessaddémonstrations de la « fréquence limite »,
comme dans I'exemple des dominos, sont plus énlaisa Mathématiquement, le professeur sait
bien, d’aprées la loi des grands nombres, que gugce de succes « tend » vers la probabilité de
tirer deux dominos compatibles a chaque essai. &t eecommence I'expérience, cela ne peut que
donner la méme « limite ». Pourquoi n’obtient-ois pae méme limite dans le deuxieme cas ? La
raison est plus subtile et la situation peut do@nefléchir.

Il en va de la simulation comme de la démonstragiorgéométrie, les éleves font généralement
confiance a leur professeur mais ils se demandanfibip a quel jeu il joue. Sachons donc rester
modestes, dans les deux cas, sur notre pouvowrdection !

Conclusion

Pour résumer, I'introduction des probabilités eai§ieme, tant que les éleves ne seront pas mis
en situation de les rencontrer avant, devrait peerd compte les points suivants :

- travall sur les situations aléatoires, pourquoiqade hasard ou, au moins, sur les tirages
au hasard ;

- exemples d’épreuves aléatoires, contre-exemplesndnle des issues en fonction du
protocole utilisé ;

- vocabulaire : certain, impossible, probable, plusnmoins probable ; liaison avec les
résultats observés dans la répétition d’'une épraléagoire ;

37 On peut trouver la démonstration de ce résudtas dlarticleLes Urnes de Poly&P. GriHon, Bulletin de TAPMEP
n° 485, Paris, 2009

38 Les urnes de Polya en classe de secoBdkes Abon, La feuille a problemes n°11, IREM de Lyon, 2008
http://irem-fpb.univ-lyon1.fr/feuillesprobleme/fdigil1/dansnosclasses/article.pdf
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- travail «naif» sur la probabilit¢ d'un événementomparaison de probabilifés
subjectives ou personnelles ;

- classements de probabilités sur une graduation &nmiexe 1) ou sur une échellede 0 a 1
ou de 0% a 100% ;

- cas ou I'on attribue culturellement une « prob&bih ou des chances de réalisation a un
évenement, pari sur la réalisation d'un événemeoinparaison avec des données
statistiques disponibles par ailleurs ou a dedtaiswobtenus dans la répétition d'une méme
expérience ;

- cas ou le résultat varie en fonction de I'ensendele connaissances de chacun ;

- cas ou lI'on peut se mettre d’accord sur « une fititda» : situation de type « urne »,
approche fréquentiste, équiprobabilité des issiewedtxpérience aléatoire ;

- construction de situations aléatoires conduisatgsaévenements qui ont une probabilité
donnée, par exemple inventer un jeu ou la prokiélule gain est donrée

- probabilités d’évenements plus « complexes ».

Le travail sur les probabilités en Seconde pouakits proposer une définition plus formelle
(distribution de probabilités sur un ensemble,rdééfin d’'un événement, propriétés élémentaires de
la fonction de probabilité, probabilité d'un évermrh comme somme des probabilités des
éventualités qui le réalisent, réunion, intersectie deux évenements, etc.). Ce qui laisserait pour
la classe de Premiéere les probabilités conditideseét les lois discretes (loi binomiale, par
exemple). Et pour la Terminale, les lois continges exponentielle, loi normale) et le test
d’adéquation a une loi (équirépartie ou non).
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ANNEXE 1

Extrait de“Maths made easy, Key Stage 2, ages 9-10, Workbgok
John Kennedy, Sean McArdle, DK Publishing
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Les activités

Toutes les activités présentées font manipuleéleges. En effet, nous estimons que ces derniers
ont besoin d'expérimenter pour comprendre ultéziment la simulation.

Ces activités ont été mises en pratigue dans desead de difféerents établissements de profils
variés. Les productions d'éleves témoignent deegegriences. Les feuilles de route permettent
d'avoir un fil conducteur pour la mise en ceuvrelasse.

Pour la classe de Troisieme, les activités suigaat®rdent les différents points du programme :
Autour du mot « hasard,>Sac de bonbonsLancer d'une pieceLe dernier est-il désavantage ?
Biberon Somme de deux dés

Enfin, pour la classe de Cinquiémieggalité triangulaire — Notion de fréquence enssia de
cinquiemeintroduit les fréquences tout en familiarisantéésves a l'aléatoire.

Extrait du programme officiel de la classe de Teoi :

Connaissances capacités commentaires
1.4. Notion de probabilité - Comprendre et utiliser des notions La notion de probabilité est abordée a partir
élémentaires de probabilité. d’expérimentations qui permettent d’observer

les fréquences des issues dans des situations
- Calculer des probabilités dans des contexiasilieres (pieces de monnaie, dés, roues de
familiers. loteries, urnes, etc.).

La notion de probabilité est utilisée pour
modéliser des situations simples de la vie
[Thémes de convergence] courante. Les situations étudiées concernent les
expériences aléatoires a unezodeux
épreuves.

v

Extrait du programme officiel de la classe de sdean

«[...]
Objectifs visés par I'enseignement des statistiggsobabilités a I'occasion de résolutions de
problemes dans le cadre des probabilités, rendréléses capables :
« d’étudier et modéliser des expériences relevainédjuiprobabilité (par exemple, lancers de
pieces ou de dés, tirage de cartes) ;
« de proposer un modéle probabiliste a partir dieservation de fréquences dans des situations
simples ;

« d’interpréter des évenements de maniere ensdmblis

» de mener a bien des calculs de probabilite.

Les situations étudiées concernent des expériéngas ou plusieurs épreuves.

o La répétition d’expériences aléatoires peut dofieara I'écriture d’algorithmes (marches
aléatoires) [...] »
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Autour du mot « hasard » : des
représentations initiales des éleves

Georges PONS, IREM des Pays de la Loire

Présentation

Cette activité se place en début d'apprentissageiset a faire exprimer les conceptions
spontanées des éléves concernant la notion dedhasar

Prérequis

Aucun

Matériel envisagé

Aucun

Scénario

Premiere partie

L'enseignant projette l'intégralité de la consignwante :

Je vous propose une activité qui servira d'introduction a une nouvelle partie du
programme.
Cette activité s'appelle « Autour du mot... ».
Premier temps
Je vais écrire un mot au tableau, mais vous ne réagissez pas tout de suite méme si le
mot vous surprend...
Vous réfléchirez en silence puis, chacun a votre tour, vous direz un mot que vous
associez au mot que j'aurai écrit et je le noterai au tableau.
Nous ferons ainsi un ou plusieurs tours de classe.
Deuxieme temps
Parmi tous les mots au tableau, il y en aura sans doute :
- avec lesquels vous serez d'accord, c'est-a-dire que vous penserez qu'ils ont un
rapport avec mon mot ;
- d'autres avec lesquels vous ne serez pas d'accord, c'est-a-dire que vous
penserez qu'ils n'ont pas de rapport avec le mien.
Chacun a votre tour, vous me direz :
- un mot que vous gardez, je le soulignerai ;
- un mot que vous rejetez, je le barrerai.
Nous ferons ainsi encore un ou plusieurs tours de classe.

Le professeur écrit le mot « HASARD » et |'actiitdmmence.
Ci-dessous un exemple de tabléguoduit par une classe :

41 Il est intéressant de garder une trace du taBléadin de I'activité, éventuellement pour letiléser ultérieurement.
Il est tout a fait possible d'en prendre une phaipigie. Mais, pour les professeurs qui en disposeptus simple et
le plus rapide est évidemment d'utiliser un TBllesauvegarder le tableau produit...
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Deuxieme partie
C'est le moment des demandes d'explicitation eléthat. Le professeur s'adresse a la classe :

Parmi tous les mots écrits, il y en a sans doute qui vous posent question et
pour lesquels vous voulez des explications. Il y en a sans doute aussi pour
lesquels vous avez envie d'intervenir pour expliquer pourquoi il faut les
barrer ou bien les garder.

Allons-y !

Les questions et le débat arrivent toujours trés!vi

A partir du tableau précédent, les demandes datgilon et le débat ont porté dans cette classe
essentiellement sur trois points :

- sur le registre inconnu/incertitude/inquiétude,udib ressort que, pour la plupart des
eléves de cette classe, le hasard est quelque diogeaiétant, un danger potentiel (lex

est le fait d'un éléve qui avait compris « incomnau sens mathématique, alors que les
autres l'utilisaient au sens courant... ) ;

- sur le registre tentative/tdtonnement/supposertingse (avec une confusion entre le
sens courant et le sens physique), ce qui a peleisvenir sur ce qu'est une méthode par
tatonnement, ce qu'est une hypothéese en sciengsis|pbs, etc.

- sur le registre des jeux, certains réagissant durpoker » pour affirmer qu'il n'était pas
guestion de hasard, d'autres que oui, dans labdistm des cartes, ce qui a amené a essayer
de préciser la place du hasard dans les jeux cités.

Naturellement, le débat sera en grande partierdiftésuivant les classes. Dans une autre classe,
un mot assez inattendu est apparu, le mot « ama@prement défendu par une moitié (surtout
féminine) des éléves ! Le débat a donné I'expboati« I'amour, c'est au hasard des rencontres »...
mais d'autres ont réagi « ce n'est pas vraimemadard, sur 150 éleves de troisieme, c'est rien par
rapport a tout le monde » !

Mais, méme si les contextes de classe sont diff@reertaines représentations des éleves se
retrouvent :
- le hasard, c'est l'inconnu ou l'imprévisible ou«@'importe quoi » ou le « tout est
possible » ;
- quelle est la place du hasard ? Le débat a lievesha partir des jeux de « hasard » et |l
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permet d'avancer vers la notion de protocole expartal ;
- la confusion entre hasard et méthode de résolgi@mrtatonnement en mathématiques :
nombre d'éleves disent que les essais d'une métieodsolution par tatonnement se font au
hasard, méme s'ils se rangent rapidement aux argsnge ceux qui en expliquent la
logique.
La plupart des éleves, sinon tous, participe agkudisions, sans doute parce que le sujet les
motive et ensuite parce que « ce n'est pas desmath
Mais il est important que ces représentations tkgeg puissent s'exprimer et étre discutées,
dans la mesure ou le débat va permettre de faingremier pas dans |'étude des probabilités en
commencant a préciser dans quels champs s'exerees¥exerce pas le hasard.
Les activités d'introduction a la notion d'expéciemléatoire en seront d'autant plus efficaces.
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Le sac de bonbons

« [...] Alors pour le dernier tour il a dit : « Kiwi avec une petite voix qui intensifie I'espace-
temps et influence le piochage du kiwiEbil a gagné...

(Citation d’éleve)

Groupe College, IREM de Lyon

Présentation

Avant la troisieme, les éléeves ont rencontré maifies des situations aléatoires. lls ont joué a
des jeux de dés, de cartes, de loto... lls ont lu abedes, entendu des histoires, regardé des
fictions...

A travers ces expériences, ils se sont constrstrdprésentations personnelles du hasard.
Certains croient étre nés (ou non) sous une botuile @t disposer (ou non) d'un certain capital
« chance ». D’autres s’'imaginent disposer de « piosiv et essaient de favoriser le destin ou de
prévoir ce qui va se passer. D’autres encore, daasapproche plus statistique, évoquent « la loi
des séries » ou, au contraire, considéerent qu'émement ne peut pas se produire deux fois de
suite.

Ces différentes conceptions sont autant d’obstaclacompréhension des probabilités.

La situation présentée ici propose de faire émeergsrconceptions et de commencer a les
confronter pour mieux les dépasser. Elle doit @@posée en amont et peut étre détachée du
chapitre.

Objectifs

- Faire émerger le rapport que les éleves ont avbasard et commencer a mettre leurs
conceptions a I'épreuve des statistiques.

- Faire ressortir le vocabulaire spontanément utitis@s I'action par les éleves pour
commencer a investir le langage des probabilitéssard/chance, nombres de chances/sur,
s(r/certain, événement, évenement certain, évertempassible...

- Eventuellement, faire ressortir la nécessité d’'umtqeole clair pour rendre une
expérience aléatoire ou garantir qu'une expériestaléatoire.

- Réfléchir a la notion d’événement probable en imbatavec celle d’événement
effectivement réalisé.

- Engager les éléves a mobiliser des éléments dsmatatistique pour tenter de répondre

a un probléme.

Prérequis

- Aucun
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Matériel envisagé

- Un sac opague contenant environ cent cinquantedmsnbe méme type (forme, aspect
au toucher) de six ou sept parfums, dans des fropswariées.

Scénario

Les temps 1 & 4 sont réalisés en une séance dsbtem

Temps 1 : émergence des conceptions / distribetioemise des bonbons non
gagnés/ jeu individuel.
* Présentation du probleme
Le professeur montre le sac opaque aux éleveseeda consigne :

« Ce sac contient des bonbons de parfums différents.
A tour de rdle, chacun d'entre vous devra annoncer le parfum du bonbon que je vais tirer au
hasard. Si le parfum correspond a celui annoncé, vous gagnez le bonbon, sinon le bonbon sera

remis dans le sac. »

Si des questions émergent avant ou pendant I't&tia professeur ou la classe y répondent au
fur et a mesure.
* Premier tour
Chaque éléve propose un parfum en justifiant ouseonchoix.
* Premier bilan
Il est oral. Il pointe la difficulté de prévoir tésultat des tirages et incite les éleves a anetllar
performance de la classe ; ceci doit naturellerfesntonduire a s'intéresser, si ce n'est déjadfat,
répartition des différents parfums dans le sac.

Temps 2 : exploitation statistique / distributidnemise dans le sac des bonbons non
gagnés / jeu individuel.

Les modalités sont similaires a celles du tempsetdnd tour) mais dans le but que la classe
gagne le maximum de bonbons. Les éleves sont snvétke fois-ci a justifier leur choix.

On garde au tableau ou dans un tableur une tracessiges pour avoir des éléments concrets de
débat, constater I'amélioration ou non de la peréorce et en analyser les causes.

Temps 3 : réinvestissement / tirage sans remisba@sons / en groupe.

Le but est de découvrir un maximum de fois le paridu bonbon tiré au sort pour faire
gagner I'équipe et remporter un lot fixe de plusidaonbons. Cette fois-ci les bonbons non gagnés
sont déposeés a coté du sac. C'est un méme élengseapant le groupe qui annonce a chaque tour
le parfum choisi par I'équipe.

Il devient pertinent de s'intéresser a I'évoluties effectifs.

Temps 4 : retour individuel sur l'activité.

Les éléves écrivent ce qu'ils ont retenu ou ag@ikactivité.
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Temps 5 : synthese.
Elle est commune a la classe et élaborée a pagipbductions précédentes.

Temps 6 : prolongements possibles

- Dans un méme contexte : proposer aux éleves dsiclkoire deux sacs contenant plus
ou moins de bonbons de parfums différents poumabten parfum donné. La situation les
conduit a comparer les effectifs relatifs des paguésirés.

- Dans un contexte différent : le probleme « la mdams le sac % proposé au rallye
ARMT 2008 peut permettre, une fois installée ldort’aléatoire, d’évaluer la capacité des
éléves a mobiliser leurs connaissances en propoglié dans la résolution de ce type
d’exercices.

Notes diverses

Temps 1

Pour justifier leur choix, les éleves évoquent Iparfum préféré, leur chance (« Cerise car je
vais avoir de la chance. » ou « Y’a du bol. ») ewr Icapacité a prévoir l'issue du tirage (« J'ai un
don. »), soit en interprétant I'évolution des isspeécédentes (« A force de dire citron, ¢a va bien
venir. »), soit en raisonnant en termes d’effedtifd y a plus d'orange. ») ou de fréquences {al
60 chances sur 176 de tirer orange. »).

Les motivations des éléves sont diverses ; certerdemandent pas le parfum le plus représenté
simplement parce qu’ils ne I'aiment pas, d'auterspnt qu'il n'a pas plus de chance de sortir qu'un
autre.

Certains éléves peuvent accuser I'enseignant dbetie au moment du tirage. C'est alors
'occasion de s’interroger sur le protocole deg#adessayer de définir avec la classe quelles
conditions doivent étre respectées pour gu'il kofilus aléatoire, le plus « au hasard », possible.
conviendra ensuite de I'appliquer.

Temps 2

La nouvelle consigne donnée a l'issue du bilan difidd'enjeu. Il ne s'agit plus de gagner pour
soi-méme mais de faire gagner la classe. On imditsi les é€léves qui cherchaient a obtenir leur
parfum préféré a changer leur vision du problemar mhercher plutdt a prévoir l'issue de chaque
tirage.

Les éléves raisonnent davantage en termes ddigtas Certains s‘appuient sur la répartition
des bonbons dans le sac, parlant spontanémentpdereentages » au sens de « proportion ».
D'autres interprétent les résultats des tirageseplents : « Méme parfum parce que je I'ai pas eu au
1° tour », « Y a plus de chance de l'avoir car il gstti plus de fois. ». Ces arguments suscitent
souvent des désaccords propices au débat entesglév

En situation, I'enseignant peut rebondir sur d'éuelles propositions atypiques (« un
bonbon de n'importe quel parfum » ou au contrairdanbon dont le parfum n’est pas dans le sac)

42 \oir I'énoncé et I'analyse du probleme en annkxe
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pour évoquer les notions d’évenement certain oualiément impossible.

Temps 3

L'enjeu est une nouvelle fois modifié, il s'agit tere gagner le groupe, donc de choisir
ensemble et de tester une stratégie pertinentedeuimer l'issue des tirages. Le travail en groupe
oblige les éleves a formaliser leurs stratégiesgrarelles et a les soumettre au contrdle du groupe.
Le tirage étant sans remise, la question se pokague tour.

Temps 4

L'écrit oblige les éléves a prendre un peu de regul'activité, a synthétiser leur pensée et a la
formaliser. A partir de ces productions, le proéesspeut mesurer I'‘évolution des conceptions des
éleves. Il pourra s'appuyer sur elles pour constiaisynthese et envisager les activités futures.

Les écrits des éléves sont souvent plus richescquiui a pu étre exprimé a l'oral pendant la
seéance.

Certains montrent la persistance de conceptionsstacles » qui devront encore étre mises a
I'épreuve dans des activités complémentaires.

« J'ai rien eu : j'ai pas de chance. »

Dans le cas d’'un tirage avec remise : « Plus on@sbreux a jouer et a parier sur le méme gout
a un jeu de hasard, plus on a de chances de gaggmee si le nombre de bonbons est faible. »

« Alors que Quentin persistait sur le parfum oraigembait systématiquement sur le parfum
kiwi. Alors pour le dernier il a dit : « Kiwi. » @ une petite voix qui intensifie I'espace-temps et
influence le piochage du kiwi. »

D'autres témoignent d'approches plus statistiquegwwquent des évenements en termes de
probabilités.

« On a observé que si, au premier tour, on do@aiom du bonbon ou il y avait le plus de
pourcentage, on tombait facilement dessus. Au éexitour, vu qu'il restait moins de bonbons ou
il y en avait le plus, si on disait le nom du dé&ume bonbon ou il y avait le plus de pourcentage, on
tombait plus facilement sur lui. »

« J'ai retenu que plus le nombre de bonbons d'utaicegolt était important, plus on avait de
chances de 'avoir. Mais on peut aussi tomberesialtres car on a plus de chances de I'avoir, mais
pas toutes les chances. »

« Il est trés dur de deviner ce qui va se pass& omapeut essayer de demander le parfum ou il
y a plus de bonbons. »

Temps 5

Selon les classes, le déroulement de la séanceépeutrés différent : certaines demandent
d’emblée la composition voire les proportions dagtle parfum, alors que d’autres, au contraire, ne
voient méme pas l'intérét de demander les différearfums possibles...

La faible taille de I'échantillon peut conduire &sdtirages globalement surprenants
(exemples : plusieurs éleves gagnants a la suitélave qui gagne systématiquement quel que soit
le degré de représentation de son parfum).

Par consequent, I'exploitation de lactivité pedlerad’'une expression des différentes
représentations (a réinterroger dans de nouvelddisitds) a une formalisation plus aboutie,
consensuelle, de I'analyse faite par la classe.

La synthese peut s’articuler autour des élémertscds ci-dessous.
- Des évenements semblent avoir plus de chances$vdiague d’autres.

56



- Des événements qui ont plus de chances de se mpdes « évenements les plus
probables » ne sont pas toujours sdrs de se peonhars semblent se produire plus souvent

gue les autres.

- Un évenement qui se produirait a coup sir est @mement certain. Un évenement qui

ne se produirait jamais, a coup sdr, est un événeimmgossible.

« C’est pas mathématique le hasard. »
(Citation d’éleve)

Annexe 1

La main dans le sac (CAT. 7, 8, 9 10) ©ARMT.2008

Pour 1 euro, tentez votre chance !!

Sivous tirez une bouteuge vous gagnez un ours !

A la féte du village, un forain propose aux pass#njeu suivant :

Donnez-moi un euro et tirez une seule boule dasadeale votre choix.

Si la boule est rouge, vous gagnez un ours en pelluc

Dans le sac A, il y a 6 boules rouges et 10 bduiksches.

Dans le sac B, il y a 9 boules rouges et 14 bdubesches.

Toutes les boules sont de méme grandeur, de méicegiade méme matiére.

Les sacs sont opaques et I'on ne peut pas vdioeles qu’ils contiennent, on ne peut qu’y
plonger la main pour tirer une boule.

\Vous n‘avez qu’un euro en poche et vous aimeriea gagner un ours.

Dans quel sac préférez-vous tirer une boule ? Expliiez pourquoi.
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ANALYSE A PRIORI

Domaine de connaissances

Probabilités intuitives

- Arithmétique : proportionnalité, rapports

Analyse de la tache

Comprendre qu’il faut choisir un des deux sacs {des contenus sont différents), qu'il faut
espérer « tirer une boule rouge » dans le sacicheigui revient aussi a « ne pas tirer une boule
blanche ».

Comprendre qu’il ne faut pas simplement compagsrriombres de boules rouges (9 > 6) et
choisir le sac B parce qu'elles y sont plus noméesuou les nombres de boules blanches
(14 > 10) et choisir le sac A car on risque moirsndirer une boule blanche (perdante).

L'abandon de cette conception devrait s’appuyaregample, sur la contradiction entre les deux
démarches qui en découlent :

« tirer une boule rouge dans le sac ou il y en@us » conduit a choisir le sac B d’'une part, et
« tirer une blanche dans le sac ou il y en a lenmwiconduit a choisir le sac A d’autre part.

Tenir compte simultanément des quatre nombres clded® donnés (car il ne suffit pas de
considérer séparéement les couples (6 ; 9) et as14) ou l'inverse.

Dans ce contexte, suivant les ages, les élévelasenp spontanément dans un cadre additif. On
rencontre généralement deux démarches erronées :

1- Calculer les écarts entre les nombres de ballesméme sac (4 boules blanches de plus que
de rouges pour A et 5 pour B). Conclure alors anixcte A, « car dans B il y a plus de boules
blanches en plus que dans A ».

2- Calculer les variations des nombres de boulasedméme couleur d’'un sac a l'autre (+ 3
rouges et + 4 blanches de A a B). Conclure ausshaix de A, « car de A a B, on ajoute plus de
boules blanches que de rouges ».

Dans ce cadre additif, la conclusion que le sastAkis favorable peut sembler faire appel a une
intuition probabiliste : en ajoutant plus de boudenches que de rouges pour passer d'un sac a
l'autre, on augmente le poids relatif des blanatiesn a plus de « risques » de tirer une boule
perdante. Mais ce raisonnement de nature pré-pitsbaln’est décelable que si I'éléve explique
comment il aboutit a sa conclusion, ce qui n’estfpédquent.

Ce raisonnement additif peut étre invalidé en llep@ant a d’autres exemples de sacs fictifs
pour lesquels, par une approche intuitive, on @stimer que les chances de gagner sont les
mémes.

Par exemple, dans un sac A, « double-sac A »ecamit 12 rouges et 20 blanches, il y a autant
de chancesedgagner qu'avec A. Mais, selon la démarche 1, ilsaé 8 « boules blanches en
plus que de rouges », alors que dans le sac Bl & 5. On opterait alors pour le sac B plut6t
que A ou que A, contrairement au choix précédent.

La conclusion que A est plus favorable, reposans da démarche 2 sur les variations des boules
de méme couleur avec le sac B (+ 3 rouges dans B 4tblanches) et faisant également
apparaitre une augmentation supérieure des blapehn@apport aux rouges, est a rejeter comme
précédemment.

Se placer dans un cadre multiplicatif ou de prtponalité et comprendre qu’il faut considérer

58



les quantités relatives des boules rouges par rappw blanches ou par rapport a 'ensemble des
boules contenues dans chacun des sacs.

Choisir le sac qui donne une meilleure « chande gagner, c’est-a-dire, dans une appréhension
probabiliste, choisir celui qui contient la plusteproportion de boules rouges.

Deux types de rapports peuvent étre considérésquooparer les deux sacs.

Soit, pour chacun des sacs, le rapport du nomisébdeles rouges a celui des blanches : 6/10
dans A et 9/14 dans B. Pour les comparer, on psuXprimer en décimaux : 0,6 pour A et 0,643
pour B, ou par fractions équivalentes : 42/70 poet 45/70 pour B ou en pourcentages : 60 %
pour A et 64,3 % pour B. D’ou le choix de B.

Soit, pour chaque sac, le rapport du nombre dee®woauges parmi toutes (probabilité de tirer
une boule rouge) : 6/16 = 0,375 = 138/368 = 37,pcur A et 9/23 = 0,391 = 144/368 = 39,1 %
pour B.

D’ou encore le choix de B.

Exprimer la réponse sans confondre une répondeapilste du genre « nombre de chances

sur ... de tirer une boule rouge » avec une répsageférant aux rapport rouges/blanches. Par
exemple, il est correct de dire « ... car on a 8hR@nces sur 100 de tirer une boule rouge dans A
et 39,1 chances sur 100 dans B », mais il n’estpasct de dire « 60 chances sur 100 dans A et
64,3 chances sur 100 dans B ».

Notons que l'usage du mot « chance » est sourgaldduités. Il n'a pas le méme sens dans
« avoir plus de chance de tirer une boule rouge damue dans A » qui est une évaluation
qualitative, et dans «jai 6 chances sur 16 dertune boule rouge dans A » qui est une
appréciation quantitative de la probabilité danguéle les « chances » sont assimilées aux
boules gagnantes, ce qui peut étre source de ¢onguguand on énonce : « j'ai 37,5 chances sur
100 de tirer une boule rouge de A ».
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Lancer d'une piece, d'un osselet

Vincent PAILLET, IREM d'Orléans -
Christian JUDAS et Georges PONS, IREM des Paya deite

Présentation

Cette activité est une introduction aux probatsliéd classe def,3méme s'il n'est pas inutile
d'avoir fait émerger les représentations initiales éléves auparavant.

Le nouveau programme de troisi€fndemande d'introduire la notion de probabilité |zar
dualité de ses approches : classitjuealable uniqguement dans les cas d'équirépartitdn
fréquentiste.

Pour mettre en évidence les liens mais aussi |#éraetices entre la probabilité et les
fréquences observées lors d'une expérience akatomous semble important de partir d'une
situation suffisamment simple pour que les élévestaine intuition de la probabilité : d'ou l'idée
du lancer d'une piece.

Mais il fallait aussi trouver une situation motiv@npour que les éléves proposent
d'expérimenter en lancant la piéce. C'est ce quisn® amené a faire le « détour» d'un
questionnaire sur des expériences aléatoires deplerié croissante, la probabilité de la
derniére ne pouvant paspriori étre calculée.

Le but de cette activité est donc de faire émdmyeoncept méme de probabilité.

Objectifs

- Introduire la notion de probabilité.

- Mettre en place une expérience aléatoire.

- Montrer la nécessité de décider d'un protocole rxedtal.

- Faire percevoir que la probabilité est parfois alalslea priori mais pas toujours.

- Faire percevoir le lien et les différences entr@rababilité et les fréquences observées
lors d'une expérience aléatoire.

- Introduire un vocabulaire de base : issue, évenemesbabilité.

Prérequis

Savoir ce qu'est une fréquence.

Matériel envisagé

- Une piéce de 2 centimes par groupe de deux élseégsife quinzaine).

- Une quinzaine d'osselets.

- Une gquinzaine de « pistes » pour lancer (couvemideboites a chaussure, de boites de
ramette de papier, tapis, etc.)

- Une quinzaine de gobelets pour secouer avant derlan

43 Bulletin Officiel du 28 ao(t 2008 _: http://wwwiachtion.gouv.fr/cid22120/mene0817023a.html
44 Définition de Laplace : « La probabilité esta@port du nombre de cas favorables a celui delésusas
possibles », Théorie analytique des probabilit8$21
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- Une classe avec ordinateur et vidéoprojecteur.
- quelques dés au cas ou.

Déroulement

Cette activité s'étale sur six a sept séances, lmpiemiére séance n'occupe que peu de temps et
ne monopolise pas toujours une heure de cours ébeile découpage est donc indicatif et toutes
les parties ne sont pas forcément a faire a la fagtunes des autres.

Premiére phase (10 minutes)
Le professeur distribue le questionnaire 1 surfanile A4.

Les quatre énoncés sont progressifs. Si les troésniprs ne posent pas de probleme, le
guatrieme, concernant des lancers d'osselets,adoéiner a un blocage ou faire apparaitre des
contradictions lors du bilan.

Le professeur laisse suffisamment de temps (envifmin) pour que les éleves completent
individuellementleur questionnaire puis il les ramasse.

Questionnaire 1

Enoncé 1
Je jette une piece de monnaie. Combien ai-je de chances d'avoir « pile » ?

Peux-tu répondre a la question posée ? Oui Non
S1OUL TEPONAS : ..o
S1NON POUTGUOL ? ..ttt s s ea s

Enoncé 2

Je lance un dé classique a six faces

1) Combien ai-je de chances d'avoir « 2 » ?

2) Combien ai-je de chances d'avoir un nombre pair ?

Peux-tu répondre a la question 1) ? Oui Non
S1 OUL TEPOTIAS ..ottt
S1NON POUTGUOL ? ..t s s

Peux-tu répondre a la question 2) ? Oui Non
S1OUL TEPONAS : ..o
SiNON POUTGUOL 7 .ottt bbb bbb s
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Enoncé 3

Une urne opaque contient 3 boules jaunes et 4 boules rouges. Je tire une boule (sans regarder !)
1) Combien ai-je de chances de tirer une boule jaune ?

2) Combien ai-je de chances de tirer une boule rouge ?

Peux-tu répondre a la question 1) ? Oui Non
S1 OUL TEPOIIAS : ...ttt sttt et
S1NON POUTGUOL ? .ttt s s

Peux-tu répondre a la question 2) ? Oui Non
S1OUL TEPONAS ..o e
S1NON POUTGUOL 7 .ottt ettt ettt a bbbt

Enoncé 4
Je lance un osselet.
Combien ai-je de chances de le voir retomber position 1 (deux cas possibles) ?

Peux-tu répondre a la question ? Oui Non
S1OUL TEPONAS ..ot
S1NON POUTGUOL ? .ottt ettt ettt beans

Il est possible de remplacer I'énoncé 4 par ureaidrvotre choix.
Par exemple :

Enoncé 4

Je lance une punaise.
Combien ai-je de chances que la punaise tombe sur sa téte (position 1) ?

Peux-tu répondre a la question? ~ Oui Non
S1 OUL TEPOTIAS : ..ottt sttt
S1NON POUTGUOL ? .ottt a ettt aes

Cependant le lancer des osselets nous semblabusprié car des jeux liés au hasard leur ont
été associés des l'antiquité. De plus le fait g@sedifférentes positions ne soient pas équiprobable
semble rapidement évident pour les éléves ménaaintenléve pas toutes les difficultés.

Deuxieme phase
En fonction de ce qu'il a trouvé dans les questors, le professeur réalise une présentation
gu'il projette aux éléves avec comme consigne :

Voici les différentes réponses et justifications proposées par les éleves de la classe. Nous allons en
débattre ensemble afin de voir celles qui nous paraissent acceptables et si oui ou non nous
pouvons répondre a la question posée.
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Exemple de résumé du questionnaire 1 réalisé & gagt réponses des éleves :

Enoncé 1
Je jette une piece de monnaie. Combien ai-je deagdsad'avoir « pile » ?
Peux-tu répondre a la question posée ? Oui Non

L 1 . Ap s
Si oui réponds : Une chance sur deu3< 5 1 chance sur 2 ; Une chance sur 2 car il yux détés, deux faces
Si non pourquoi ? : ¢a dépend comment est lanp@te ; car la piece est de méme grandeur
Enoncé 2
Je lance un dé classique a six faces

1. Combien ai-je de chances d'avoir « 2 » ?
2. Combien ai-je de chances d'avoir un numéro pair

Peux-tu répondre a la question 1) ? Oui Non
Si oui réponds : Une chance sur si% = 1 chance sur 6%
Si non pourquoi ? Il'y a trop de nombres ; @atds les faces sont égales et tout dépend conundatance

Peux-tu répondre a la question 2) ? Oui Non
Si oui réponds : trois chances sur si% 5 3 chances sur 6 ; 1chance sur2 ; 1 chamcg :%
50 % de chance

Si non pourquoi ? C'estle hasard ; Car il ytart de chance de faire un nombre impair 1, 3,5

Enoncé 3

Une urne opaque contient 3 boules jaunes et 4 Baolgges . Je tire une boule (sans regarder !)
1. Combien ai-je de chances de tirer une boulega®in

2. Combien ai-je de chances de tirer une boule egeig

Peux-tu répondre a la question 1) ? Oui Non
Si oui réponds : 3 chances sur % ; une chance sur 3 ; une chance sur 7 ; elsan
Si non pourquoi ? Car c'est le hasard

Peux-tu répondre a la question 2) ? Oui Non
Si oui réponds : 4 chances sur % ; une chance sur 4 ; une chance sur 7 ; 4cehsur 3

Si non pourquoi ? Non mais il y aura plus de prdiialpour qu'on pioche une boule rouge car il yaeh pour 3
jaunes

Enoncé 4
Je lance un osselet.
Combien ai-je de chances de le voir retomber pwsiti (deux cas possibles) ?

Questions : Peux-tu répondre a la question ? Oui Non

Si oui réponds : 2 chances sur 4 ; 1 chanc@ sutl est plus grand que l'autre coté de I'atsel 2 chances %

Si non pourquoi ? On ne peut pas savoir ; east & hasard ; car les cotés ne sont pas urérm
Car les deux faces des positions n'ont pas laamggandeur de surface.
car ¢a doit dépendre de la fagon dont il est lamzés je pense qu'il y a plus de chance de retoanér

Il ne nous semble pas souhaitable d'indiquer datte présentation le nombre d'éléves ayant
proposé telle ou telle réponse afin de ne pas teride débat et pour que chaque réponse soit
regardée sares priori (c'est d'autant plus important pour I'énoncé 4).
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Les trois premiers énoncés ne posent pas de preb#intes éléves se mettent rapidement
d'accord sur le fait qu'on peut y répondre et auou les réponses a proposer. Il est néanmoins
important de bien les traiter. En particulier Iépanses du type « c'est le hasard » sont en général
utilisées pour dire qu'on ne peut pas répondregastions. Le professeur doit faire ressortir que
c'est justement le hasard des tirages qui impligsi@éponses comme « On a une chance sur deux
d'avoir un nombre pair en lancant un dé » ou & tmois chances sur sept de tirer une boule jaune
dans l'urne ». Suivant les remarques des éleveeuinse poser des questions sur les conditions de
réalisation des expériences afin de commencerra ¢@mprendre que les réponses n'‘ont de sens
gue si on se place dans des cas d'équiprobaliiktst cependant trop tot pour introduire le coricep
de probabilité qui serait alors plaqué et ne praihdens que pour trop peu d'éléves. Les éléves
saisissent trés bien par exemple que si l'urné pas opaque, on peut alors choisir sa boule et
arriver a 100 % de chance de tirer celle que karhaite. Le professeur peut faire le paralléle avec
un bocal de bonbons. Si on regarde a l'intériearp@ndra & coup sOr le parfum souhaité. On
pourra préciser qu'il faut aussi qu'elles soiedtsicernables au toucher. La discussion pourra alors
remettre en cause le fait qu'on a « une chancdew d'obtenir « Pile » en lancant une piece de
monnaie » car les deux faces n‘ont pas les mémefs.mo

Pour I'énonceé 4, la plupart des éleves répondant«chance sur deux », ce qui signifie pour eux
gu'on est face a une expérience a deux issuesfassgposition 1 ou position 2), dont une seule
correspond a la position 1, sans se soucier deipépabilité de chaque issue. Ceux qui répondent
deux chances sur quatre, font le méme raisonneemeptenant pour issues les différentes faces de
l'osselet. Le méme type de raisonnement pourragnamune personne a dire qu'on a une chance
sur deux de rencontrer son meilleur ami en sogamtromenér.

Il n'est donc pas étonnant que la classe souhaitgecver ces réponses dans un premier temps. Pour
autant, les réponses du type « C'est le hasar®n, re peut pas répondre car les c6tés ne sont pas
uniformes », « on ne peut pas répondre car les @@a@s des positions n‘ont pas la méme surface »,
semblent aussi assez logiques aux éléves. Cesdetaimbent alors majoritairement d'accord sur
le fait qu'on a plus de chance de retomber eniposit

La question suivante peut alors étre posée :

Quelles sont les caractéristiques communes aux trois premieres situations, permettant de
répondre aux questions ?

L'idée est de faire ressortir que, dans ces diftérecas, les événements élémentaires sont
équiprobable$ (on a autant de chance d'obtenir I'un ou l'autreats évenements élémentaires - le
mot « équiprobable » n'est d'ailleurs pas d'un engtiligatoire). Des éleves pourront néanmoins a
nouveau faire remarquer que, pour la piéce, cé pessévident car elle n'est pas gravée de la méme
maniere de chaque c6té et qu'il se peut aussi qutales tranches. Si ce n'est pas le cas il serait
intéressant de soulever cette interrogation.

Se pose alors la question :

Que faire pour avoir quand méme une idée de la chance d'étre dans la position 1 en langant un
osselet ou pour savoir si on a réellement une chance sur deux d'obtenir Pile en langant une piece
de monnaie ? Que proposez-vous ?

45 Voir ROSER Eric et SCHWARTZ Claudinggsprit des probabilités de I'école au lycBalletin APMEP, n°484,
septembre-octobre 2009, p.636.
46 A noter que pour l'urne il s'agit ici du fait giaeprobabilité de tirer une boule particuliérerpales 7 est égale a 1/7.
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On peut s'attendre (et on espére !) a des répduasgsnre :
- lancer une piece ou un ossetdois ;
- lancer jusqu'a ce qu'on voie quelque chose.

Si ce n'est pas le cas, ce sera au professeurrdameette expérimentation.

Le professeur annonce donc I'expérimentation doelad'une piedé (car on a une idée de ce
gu'on cherche) et, dans un échange avec la clespeptocole expérimental se construit. Il faut
préciser :

- la nature de la piece ;

- la fagon de jeter ;

- la surface sur laquelle on jette ;

- les issues que I'on prend en compte (les élewagepeévoluer sur le fait de prendre en compte
la tranche ou pas mais il n'y pas de raison pdigreude rejeter ce cas des le départ).

Ce travail pourra se faire a partir de la questiede lance une piece de monnaie. Quels sont les
résultats possibles ? »

Il nous parait important de faire écrire le protecexpérimental. Celui-ci pourra permettre
d'éliminer des résultats du type « La piéce nembtopas ».

Le professeur donne alors la consigne :

Il s'agit de faire le plus de lancers possibles d'une piece par groupe de deux pendant dix minutes
et de noter P pour « Pile », F pour « Face », A pour « autres ».

Je vous demanderai a la fin le nombre de « Pile », le nombre de « Face », le nombre de « Autres »
et le nombre total de lancers.

Des feuilles sont alors distribuées sur lesquskesnt notés les résultdts.

Au bout de dix minutes, les résultats sont reasaiins une feuille de calcul projetée au tableau.

Dans un premier temps, le professeur demande aur<E'ils ont des commentaires a faire sur
'ensemble des résultats.

Si les commentaires ne vont pas dans ce senssel lpgprobleme de comparer les résultats des
différents bindbmes, I'objectif étant d'arriver aalcul des fréquences exprimées par des nombres
décimaux. Pour y parvenir se posera le problemsugerimer la catégorie « Autre » si les éleves
ne l'ont pas proposé avant. Cette étape est inmertzar nous passons ici de I'observation des
résultats de I'expérience a I'étude d'un modeélseugn-concret*3 dans lequel il ne reste que deux
issues possibles. Il est important de noter guersiavait demandé a tous les éleves de lancer 50
fois par exemple, la question du calcul des frégasmpour comparer les résultats ne se serait pas
posée. De plus, les nombres totaux de lancerstemsaez proches les uns des autres, l'utilisation
des fréquences pour comparer les résultats edilgalze qui n'aurait pas été le cas si par exemple
un groupe avait lancé 10 fois et un autB98.

Dans la mesure ou une feuille de calcul vidéopéejeest utilisée, les éléves trouveraient
certainement « abusif » que le professeur leur ddmde calculer les fréquences « a la main »... Il
semble plus judicieux de demander quelle est lmditeg a saisir pour calculer les fréquences et
d'envoyer un ou plusieurs éleves le faire. Ce aasai I'occasion de rappeler comment copier une
formule.

Le débat qui suivra doit mettre en évidence laediice des résultats entre les groupes. Des

47 |l se peut que la classe préfére lancer l'osdedats ce cas il ne faut pas obligatoirement folestancers de piéces.

48 \oir Annexe

49 HENRY Michel,L'introduction des probabilités au Lycée : un preses de modélisation comparable a celui de la
géométrie dans Repéres-IREM, n°36, p.26, juillet 1999.
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remarques comme : « cela varie autour de 0,5 syep¢wapparaitre. Il sera alors intéressant de
calculer la moyenne et I'étendude la série de fréquences obtenue. C'est aussasion de faire
remarquer que la somme des fréquences de « Pilde>«eFace » est toujours égale a 1, ce que les
éléves pourront justifier. Ceci permet aussi diex@r que I'étendue des fréquences de « Pile » est
égale a celle de « Face ».

Pour poursuivre la comparaison des différents grsule professeur propose, afin de calculer les
fréequences, de prendre un méme nombre de lancarstques les groupes (par exemple 50). Les
éléves recomptent les 50 premiers lancers a piErteux qu'ils ont faits précédemment et la feuille
de calcul est complétée.

Le professeur aura préparé un graphique viergé&septant la fréquence de « Pile » en fonction
de la taille de I'échantillon, par exemple dandicier GeoGebra. Les points correspondants a la
fréquence de chaque groupe y sont placés.

fréquence de PILE

0.94
0.84
0.74

0610

0.5

041 @

0.3

0.2

0.14

0 nombre de lancers
T

. 50 T T T T T T T 2000

Les éleves disposent du méme graphique sur pdfsey. reportemn les points obtenus. Ce
graphique servira pour la suite de l'activité.

Le professeur sollicite les remarques des élevele sasultat global obtenu :
- différence des résultats pour les bindbmes ;
- centrage de lI'ensemble des résultats autour de 0,5
- existence ou non de résultats trés différents ;
Il pose la question de ce que I'on pourrait faimerpavoir une idée plus précise de ce que l'on
peut observer. L'idée est de se demander ce quelftendrait pour un nombre plus grand de

50 Cette derniére peut étre introduite a ce mometig La médiane, si elle est connue, peut ellsiaire exprimée.

51 http://www.geogebra.org

52 Pour placer le point (50;0,45) il est préférabidiliser la barre de saisie du logiciel en ent(&0,0.45) plutot que
d'essayer de placer le point & la souris. Pensesi awlécocher l'option « Etiquetage : automatigpeur lui
préférer « Etiquetage : pas les nouveaux objets ».
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lancers.
Deux options s'offrent alors :
- poursuivre les lancers a la main ;
- effectuer une simulation sur ordinateur en salléimaédia.

Troisieme phase (option 1) : on poursuit les lansexr la main (a privilégier)

Les éléves completent les feuilles de 500 lancargmupes de deux.

On complete ensuite la feuille de calcul avec lalews de « Pile » et de « Face » pour 500
lancers. Les fréquences, les étendues et les meyeont calculées.

Les éléves complétent individuellement leur graphigt celui de la classe.

La question suivante est alors posée :

Que peut-on conclure a l'issue de ce travail ?

Un temps individuel de réflexion est laissé pussé&ves peuvent en discuter en groupe.

Troisieme phase (option 2) : TP informatique en Eaimultimédia
Le professeur distribue la feuille de travail paarTP en salle multimédia.

TP Informatique

A conserver !

Dans le tableur d'OpenOffice,

=ALEA.ENTRE.BORNES(valeur minimale;valeur maximale) permet d'afficher de maniere aléatoire et
équiprobable (c’est-a-dire avec autant de chance d’obtenir 'un que l'autre) des nombres entiers compris
entre la valeur minimale et la valeur maximale (comprises).

=NB.SI(Plage de données;valeur) indique combien de fois on retrouve une valeur donnée dans une plage
de cellules donnée.

Rappel : La plage de cellules allant de A1 a A20 se note A1:A20

L’appui simultané des touches MAJ+CTRL+F9 permet de réinitialiser l'affichage.

I. Comment utiliser la premiere fonction de l'encadré ci-dessus pour simuler un lancer de piece ?
Fais des essais et leve la main quand tu penses avoir la réponse.

II. Fais apparaitre 50 tirages.

Utilise la deuxieme fonction de 1'encadré pour faire apparaitre le nombre de tirages « Pile » et le
nombre de tirage « Face ».

Fais apparaitre ensuite la fréquence des tirages « Pile » et la fréquence des tirages « Face ».

III. Effectue 6 séries de 50 tirages, en réinitialisant 1'affichage a chaque fois, et note les résultats
obtenus dans le tableau ci-dessous.

Séries de 50 tirages Série 1 Série 2 Série 3 Série 4 Série 5 Série 6

Fréquence de « Pile »

Fréquence de « Face »

Reporte la fréquence des « Pile » dans le graphique.
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IV. Fais apparaitre 500 tirages, modifie les formules pour faire apparaitre les fréquences et
complete le tableau suivant :

Séries de 500 tirages Série 1 Série 2 Série 3 Série 4 Série 5 Série 6

Fréquence de « Pile »

Fréquence de « Face »

Reporte la fréquence des « Pile » dans le graphique.

V. Fais apparaitre 5000 tirages, modifie les formules pour faire apparaitre les fréquences et
complete le tableau suivant :

Séries de 5000 tirages Série 1 Série 2 Série 3 Série 4 Série 5 Série 6

Fréquence de « Pile »

Fréquence de « Face »

Reporte la fréquence des « Pile » dans le graphique.

VI. Que peux-tu conclure a la fin de ce travail ?

Ce TP informatique est assez technique et lesitorscttilisées ne sont pas connues des éléves.
Il peut donc étre utile, apres un temps court dberche de la premiére question, et méme si tous
les éléves n'ont pas encore de réponse a proplestaire un point avec I'ensemble de la classe, de
facon a ce que tous les éléves puissent débutvitd. La simulation d'une série de cing lancers
d'un dé® et le calcul de la fréquence d'apparition de «@wvent par exemple étre présentés. Trés
peu d'éleves, voire aucun, connaissent la procépemmettant de réinitialiser les valeurs, leur
tendance est plus de créer une nouvelle sérieldarsgpour chaque série de tirages, il ne faut donc
pas hésiter a présenter aussi cette fonctionnalité.

Pour la suite du travall, le professeur interviévgntuellement pour éviter les blocages liés a des
problemes techniques. Il peut étre judicieux denbieiquer quelles informations doivent étre
présentes sur la feuille de calcul. En particulléléve doit-il créer de nouvelles formules poQ05
et 5000 tirages ou modifier les précédentes ?

Il est aussi important que le professeur veilleeaqoe les éleves aient bien complété leur
graphiqué* avant de répondre a la derniére question.

Enfin, si des éléves ont fini le TP avant la finldeséance, il peut leur étre demandé de venir
reporter sur le graphique vidéoprojeté commencélasse leurs fréquences de « Pile ». Les autres
valeurs pourront étre entrées par le professearta pes feuilles des éléves.

Il est important de comprendre que, dans ce TRnmtque, on n'‘observe plus des lancers de
pieces réels mais ceux d'une piece mathématiquéliséd par le tableur possédant une probabilité
0,5 d'avoir « Pile » et une probabilité 0,5 d'avoFace ». On est déja dans un modele et non plus
dans I'expérienc®e notre point de vue, I'option 1 est donc celle ¢guconvient de privilégier.

53 Petit rappel : La copie d'une formule peut sefaila souris mais pour un grand nombre de cslilikst préférable
de le faire au clavier. Pour cela : sélectionnezllule a copier (par exemple Al) et copiez-lde&@nnez ensuite
les cellules cibles : allez pour cela dans la zémaom et entrez par exemple A2:A5000. Collez ¢adaicellule
que vous avez copiée. Pour ce TP il ne nous sepalendispensable de l'indiquer aux éléves deépartl

54 Voir un exemple de graphique en Annexe |
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Quatriéme phase : salle de classe avec ordinatéwi@oprojecteur

Le professeur projette le graphique de la séaneeédente et fait état des réponses proposées a
la question VA (Si I'on est dans l'option 1, les groupes vienpeésenter leur réponse).

Les interventions, les réponses des éléeves a lstiquneVI*® et le débat mettront en évidence
que :

- I'étendue des résultats des séries se réduit enen@mps que le nombre de lancers
augmente ;

- plus le nombre de tirages est élevé et plus leguérdces de « Pile » des séries se
rapprochent de 0,5 ;

- lafrequence 0,5 est mise en évidence ;

- cela n'exclut priori pas des résultats extrémes (non visible avec laféAnatique).

Dans le cas de l'option 1, on pourra regroupetadesers de tous les éleves afin de proposer une
série de ®00 ou 600 lancers que I'on pourra, pourquoi pas, compec d'autres classes. Il est
aussi possible de créer des séries intermédiaires.

fréquence de PILE

0.9 1
0.8 1
0.7 1

0.6 1

0.5

0.4 1

0.3 1

0.2 1

0.1

0 nombre de lancers
50 500 5000

A la suite de ce bilan, le professeur peut défiairprobabilité 0,5 a partir d'une piéce
« idéale » - on pourra parler de piece mathématicquaur laquelle aucune des deux faces n'a plus
de raison que l'autre de sortir. |l fait le lienirercette probabilité calculé&epriori et la fréequence de
0,5 sur laquelle sont centrées et vers laquelleargent les fréquences de « Pile » des différentes
séries de lancers.

On peut proposer comme « définition » :

La PROBABILITE d'un événement est un nombre qui permet d'indiquer ses possibilités de
réalisation.

55 La question est : Que peux-tu conclure a ladiceltravail ?
56 Voir en annexe |l
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Ce nombre est une valeur théorique qui ne donne qu'une indication globale. Il ne peut prédire ce
qui va réellement se passer si on fait une seule expérience.

C'est un nombre compris entre 0 et 1.

Il peut étre soit calculé a priori (uniquement dans les cas ou les événements élémentaires ont la
méme probabilité), soit estimé en faisant des expériences et en calculant des fréquences.

Exemple :
On s'intéresse a l'expérience : « Je jette une piece de monnaie ».

Pour trouver la probabilité de I'évenement : « Pile »

1. On peut RAISONNER a priori et calculer la probabilité :

On consideére que 1'on utilise une piece mathématique pour laquelle :

les deux seules issues possibles sont « Pile » et « Face » ;

la probabilité d'avoir « Pile » est égale a celle d'avoir « Face ». On considere qu'on a autant de
chance d'obtenir « Pile » que « Face ».

On a donc: P (« Pile ») = % =05
2. On peut FAIRE L'EXPERIENCE et calculer la fréquence de « Pile » :

On effectue plusieurs séries de lancers en paralleles avec une piece de monnaie

On remarque que plus on lance de fois et :

- plus chaque fréquence d'avoir « Pile » est proche de 0,5 ;

- plus les fréquences obtenues dans chaque série sont proches entre-elles (I'étendue est de plus en
plus petite).

Avec cette méthode on trouve au mieux une approximation de la probabilité.

Plus qu'une définition en tant que telle, nous avegroupé ici ce qui nous semble important de
comprendre de la notion de probabilité.

Ce bilan sera aussi l'occasion de définir le volzalaiminimum des probabilités : expérience
aléatoire, issue, évenement.

Cinquiéme phase : Retour sur le questionnaire

Le questionnaire 2 est distribué.
Les éleves doivent calculer les probabilités cpwaslant aux événements proposés.

Questionnaire 2
Enoncé 1
Je jette une piece de monnaie.
Quelles sont les issues possibles ?
Quelle est la probabilité de I'évenement « avoir Pile » ?

Enoncé 2

Je lance un dé classique a six faces

Quelles sont les issues possibles ?

Quelle est la probabilité de I'évenement « 2 » ?

Quelle est la probabilité de I'événement « avoir un nombre pair » ?
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Enoncé 3

Une urne opaque contient 3 boules jaunes et 4 boules rouges . Je tire une boule (sans regarder !)
Quelles sont les issues possibles ?

Quelle est la probabilité de 1'évenement « tirer une boule jaune » ?

Quelle est la probabilité de I'événement « tirer une boule rouge » ?

Enoncé 4

Je lance un osselet.

Quelles sont les issues possibles ?

Quelle est la probabilité de I'évenement « voir retomber I'osselet
en position 1 » ?

Les trois premiers énoncés ne posent pas de preblama fois de plus méme si beaucoup
d'éléves répondent encore en terme « d'un nomirkatee sur ».

Il est tout de méme intéressant de noter que, poysiece, beaucoup d'éléves proposent
« Tranche » comme issue possible, ce qui n'eseéfmamant puisque, dans nos classes, nous en
avons obtenu et ce, alors méme que nous avons samages tapis sans bord ! Pour autant, peu
d'éléves en tiennent compte dans le calcul dedbatilité de I'événement « Pile ». Ce paradoxe est
a relever. Les éleves proposent les issues enfémnmt a I'expérience réelle et calculent une
probabilité en raisonnant sur une piece mathématiqu

Lors du compte rendu il pourra étre intéressamhdtre en évidence :

- que la somme des probabilités des évéenememiegtaires est 1 ;

- que la probabilité d'un évenement est égale aolame des probabilités des évenements
élémentaires qui le composent.

- Concernant l'équiprobabilité, si le terme n'esttainement pas a introduire si t6t, il est
intéressant de préciser dans les trois premieracésoque l'on considere gu'il y a autant de
chance d'obtenir « Pile » que « Face », ou d'abtdraque face du dé, ou encore de tirer
chacune des boules dans l'urne. On pourra fairarggrar que, dans ce dernier cas, ce ne sont
pas les couleurs mais les boules qui ont autaohdece d'étre tirées.

Pour les osselets, un nombre non négligeable dglgense toujours que la probabilité est égale
a 0,5 et certains argumentent en disant que, poyriley a autant de chance d'avoir l'une ou lautr
des positions. D'autres sont convaincus du coatreir qu'on ne peut donc pas déterminer la
probabilitéa priori. Le débat doit alors permettre d'opposer les rdiffés avis et de voir comment
se départager. Avec en conclusion : « Il faut dancer. »

Se pose alors le probleme de 'organisation degtan

Des éléves peuvent proposer d'utiliser le tableamme outil de simulation (cela n'est pas
obligatoire). Le professeur demandera alors quediela formule a saisir. La réponse de certains
éleves, « la méme que l'autre fois », sera I'oonage revenir sur I'équiprobabilité des issues qui
rendait son utilisation possible. Sur le tableur,n@ fait plus I'expérience réelle, on valide ou on
observe un modéle. Le probléme est qu'ici on rsadpanodele.

La classe devra donc définir le protocole de I'eepée en s'appuyant sur les observations faites
avec la piece :

- il s'agit de faire le plus de lancers d'osseletssible et de noter « 1 » pour la « position 1 »,
« 2 » pour la « position 2 » et peut-étre aussi»«@ur les deux derniéres positions verticales
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suivant le débat;

- et de calculer les fréquences d'apparition degas«ion 1 » pour 100 et pour 500 lancers.
L'idée est de voir si I'on observe un resserrerdestvaleurs. Un graphique identique a celui fait
avec la piece sera a nouveau construit.

Des groupes de deux éleves sont constitués avéenoaur et un éleve qui note les résultats.
Chaque groupe a a effectuer un minimum de 500 tarueequi prend environ un quart d'heure.

Avant méme de commencer a calculer les fréqueliloest intéressant d'observer les grilles ou
sont notées les séries de « 1 » et « 2 » et densgdtker aux éléves s'ils pensent que la probabilité
est égale a 0,5. La réponse est alors clairemerno

Les résultats des différents groupes sont ensuiteée dans une feuille de calcul et les
fréequences calculées.

Il est ensuite demandé aux éleves de construin@id@llement leur graphique et de venir
compléter sur GeoGebra celui qui est projeté.

Une discussion pourra s'engager sur I'existenagaude valeurs trop éloignées des autres et de
voir si cela est di a la fagon de lancer ou autre.

fréequences Position 1

0.91

0.8
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0.6 1

0.5

0.4 -

0.3 1

0.2

0.1+

0 | | effectifs séries
100 500

Les éléves sont ensuite placés par groupes deotrajsiatre avec pour consigne de répondre a la
question :

Quelle conclusion peut-on faire concernant la probabilité d'avoir la position 1 ?

57 Cette derniere position, ou I'osselet est vdrtitast apparue que deux fois lors des lancers.
58 Voir en annexe Il une grille complétée.
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Les réponses des groupes sont de différents*ypes

- des groupes indiquent simplement qu'avoir la msit est plus probable que d'avoir la 2 et,
parmi ceux-ci, certains essaient de trouver desmaiphysiques a ce fait ;
- d'autres le justifient :

- en calculant la moyenne des fréquences pour dammerestimation de la probabilité ou
pour montrer qu'elle est supérieure a 0,5 ;
- ou en indiquant que plus il y a de lancers plas/ieurs s'approchent de %75
- ou encore en remarquant que l'étendue des sémé@sud lorsqu'on augmente le nombre de
lancers, et de proposer une estimation ou un eaceht de la probabilité.
- des groupes enfin remarquent que certaines frégesesortent du lot.

On notera au final qu'on ne peut pas répondranarle 4 en terme de « combien de chance... ».
Au mieux, on pourra se mettre d'accord sur unenesitbtn ou un encadrement des fréquences. On
pourra revenir sur le fait que lI'on n'a pas trd&alec un osselet « mathématique » et que I'on ne
peut donc pas conclure en comparant les résuitatsume probabilité calculée.

Il sera aussi important de bien revenir sur le botare utilisé par les éleves et la structure des
phrases lors de la présentation des conclusionbatgue groupe.

Un prolongement possilsfe

Un osselet « mathématique » présente quatre faces auxquelles on associe les numéros de position
1,3, 4 et 6 avec les probabilités p;, ps, ps et pe.

Des expériences statistiques ont permis de définir cet osselet tel que : pi=p;, ps=pset pi=4pa.

1) Associer chacune des faces d'un osselet avec les valeurs proposées.

2) Calculer les probabilités associ€es a chacune des faces de 1'osselet.

59 \oir annexe IV.

60 On trouve dans les livres une probabilité éga®8& mais dans nos classes nous avons obtenu ébpsefrces
inférieures (plus proches de 0,75). On peut se dderasi le fait de lancer les osselets avec unlgbhy est pas
pour quelque chose. En effet, si on le lance adaptosselet part toujours de la méme positiengai aurait peut-
étre tendance a favoriser la position 1. Nous Hauesté hors de la classe et avons trouvé dasefnégs proches de
0,8. Une autre raison est que nous avons lancéssetets en métal et non de vrais os.

61 MASSELIN Blandine et VIVIEN Frédérit)ne initiation aux probabilités par le jelREM de Rouen, septembre
20009.
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ANNEXES

|- Exemple de graphigue construit a l'issue dunfBrimatique
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I1l- Exemple de grille de 500 lancers d'osselets
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On voit ici clairement qu'il y a plus de positiohsjue de positions 2.
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IV- Réponses des groupes a la gquestionQuelle conclusion peut-on faire
probabilité d'avoir la position 1 lorsqu'on lanceasselet
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Le dernier est-il désavantage ?

D'aprés une activité du méme nom trouvée sur le sit e Statistix
Nathalie BEN MOUSSA et Fabienne LANATA, IREM desRou

Présentation

Une activité a faire sur une séance, simple etquali qui permet une premiére approche des
probabilités par la notion de « chance » en bridaatidées recues et pour laquelle I'arbre dexchoi
est introduit pour modéliser la situation.

Les réactions des éleves face a la question posgendent énormément du degré de
socialisation du public, ce qui rend cette actipiigs pertinente en ZEP.

Objectifs

- Apprendre aux éleves a prendre du recul par ragpame situation en passant d’'une
réaction affective a une réflexion objective.

- Confronter les éleves a une situation ou l'intaitisque d'étre contraire a la vérité.

- Montrer que les mathématiques sont un moyen nordegsrédire mais de prévoir un
résultat.

- Introduire l'outil « arbre de choix ».

Prérequis

Aucun.

Matériel

- Transparents et feutres pour transparents.
- Rétroprojecteur.
- Eventuellement enveloppes et billets factices.

Scénario

Trois enveloppes identiques et opaques sont mises a disposition de trois personnes.

L'une de ces enveloppes contient un billet de 100 €, une autre un billet de 20 € et la troisieme un
billet de 5 €.

Une premiere personne choisit une enveloppe, la seconde en prend une parmi les deux restantes
et la troisieme personne ouvre la derniere enveloppe.
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La troisiéme personne est-elle désavantagée ?

1* temps : individuel pendant 5 min.

2" temps : par groupes de quatre pendant 15 a 20 min.

Vous répondrez a la question sur un transparent en justifiant et exposant vos arguments.
Ce transparent vous servira de support pour votre présentation orale.

Premiere phase5 min
Un premier temps est laissé en travail individuelimpgue chaque éléve s’approprie I'énoncé
sans se faire influencer par ses camarades.

Deuxieme phasel5 a 20 min

Dans un deuxieme temps, une mise en groupes dd Pesisonnes est organisée pour qu’un
échange de points de vue puisse se faire aindaqueduction finale d’'un transparent.

Une liberté d'approche est laissée aux groupes.

Les éleves peuvent expérimenter et simuler latgtuails ont éventuellement a leur disposition
des enveloppes et billets factices.

Il est & remarquer que I'énoncé du sujet préteeacentaine ambivalence : par rapport a quoi est-
on désavantageé ? Par rapport au choix ou par regpgain ?

Pour certains éléves, l'avantage porte sur le morda gain du troisieme joueur ; c'est le
probleme mathématique attendu par le professeur.

Pour d'autres, l'avantage est d'avoir ou non léxcte I'enveloppe sans se préoccuper de son
contenu. Le désavantage se porte alors sur lgdaiteur choix est non exaucé, quelque soit le. gain
Dans ce cas, le « probleme » est purement afféetiféponse est d’ordre subjectif et constitue un
obstacle a la réflexion mathématique, comme pampiedans les travaux éleves ci-dessous.
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Le réle de l'enseignant, en passant d’'un groupéaadtré, sera alors de faire émerger la
distinction entre subjectivité et objectivité : daestion pertinente a se poser est de savoir si le
dernier a choisir I'enveloppe aura moins de « chand’avoir un gain important que le premier a
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avoir choisi. Dans ce cas, on gomme la volontéaleitdes joueurs. Pour certains éléves, ne pas
avoir le choix de I'enveloppe revient a subir urmmtcainte, ce qui, a leurs yeux, est difficile a
accepter ; c'est une frustration insupportablensDee cas, l'objectif : « apprendre aux éléves a
prendre du recul par rapport a une situation esgmdsd’une réaction affective a une réflexion
objective » prend tout son sens et peut, seloruldipet le stade de développement des éléves,
s’avérer un réel saut sociocognitif.
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Ayant testé cette activité dans un établissementdiacile », nous avons constaté que cet
obstacle était déja franchi par la quasi-totaléé dléves.
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Dans certains groupes, la réflexion se heurte eap@ht a : « C'est le hasard, on ne peut rien
dire ».
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L'enseignant sera alors amené a relancer le grengpiestion de la fagon suivante : « Il est faux
de penser que I'on ne peut rien dire. Méme si d&esiasard et que I'on ne peut pas savoir qui va
gagner les 100 €, on peut tout de méme savomrsides joueurs est désavantagé. »

Troisieme phase20 min
Chaque groupe présente son transparent a la @assedébat s'ensuit. Un examen critique des
procédures proposées a lieu.
Voici quelques types de réponses.
- Les éleves vont parler de « 1 chance sur 3 po(f jeueur, 1 chance sur 2 pour & 2
joueur et 1 chance sur 1 pour le dernier » parogi@i « 1 choix sur 3, 1 choix sur 2 et 1
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1,1, 1_
choix sur 1! » Ceci peut entrainer des écritunesype B3ttt Is
somme attendue peut étre houleux dans les groljmess Iexemple ci-dessous, les

1
éléves ont bien conscience que le raisonnemensdtaduisent pa§+ 1,1 se heurte

- et le débat sur la

au résultat de ce calcul. Pour que leur raisonnerseib cohérent, ils souhaitaient 1
comme réponse.
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- Apres deux expérimentations ou le troisieme a gd@@éeuros deux fois, ils pensent que
le troisieme est avantagé. La question se pose d#ors la classe : « Est-ce une preuve ?
Combien faudrait-il faire d’essais pour prouver. ? »
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- Certains éléves arrivent a s’organiser et réalidentx-mémes un tableau.
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L'enseignant veillera a I'ordre dans lequel il featervenir les groupes : du transparent le moins
pertinent a celui qui est le plus riche et plus ptana la fin.

Parmi les procédures présentées, celle consistdistea les triplets ordonnés (5 ; 20 ; 100)
permet d’étre sar que tous les cas ont été en\8gagé de convaincre que chacune des occurrences
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a autant de chance de se produire.

1° joueur 2 joueur 3 joueur
5 20 100
5 100 20
20 5 100
20 100 5
100 5 20
100 20 5

Le « 1 chance sur 3 » trouvé par les éléves egplaiter : pour eux, est-ce une simplification de

fraction 5 ou bien est-ce un raisonnement a partir des ¢m@nes identiques ?

Tout I'enjeu de I'enseignement des probabilitésdespasser de la conception « 1 chance sur 3
de gagner » au concept « la probabilité de gagside elombr%l— ».

Ce saut conceptuel est du méme ordre que celuiegjueque I'on trouve en géométrie : le cercle
est d’abord, a I'école primaire, un « rond » obtpau la trace d’'un cylindre, puis une épure au
compas et enfin, a partir du college, un ensemblpeaints équidistants d’'un méme point.

Quatrieme phasel0 min

Dans nos expérimentations, cette phase a souvdiglea la séance suivante.

Phase d'institutionnalisation.

L'énoncé de l'activité est collé dans le cahiefelmn.

L'enseignant fera émerger le tableau listant iptets s’il n’est pas apparu dans les transparents
puis présentera une autre organisation du tabkesilarbre des choix.

Les éleves écriront dans leur cahier .

- L'intuition ne correspond pas toujours a la vérité. Les mathématiques sont un moyen de
comprendre la réalité sans étre trompé par des a priori...

- Les mathématiques ne vont pas permettre de « prédire » ce qui va se passer mais vont
permettre de prévoir tous les possibles avec leur probabilité et donc de répondre de maniere
indiscutable a la question.

- Pour écrire toutes les possibilités d' une expérience on peut, soit lister tous les triplets, soit
utiliser I'arbre comme outil :

Le 17 joueur Le 2° joueur Le 3° joueur
prend prend alors prend enfin
20€ 100 €
5€ <
100 € 20€
5% > 100 €
20 € <
100 € 5€
5€ 20€
100 € <
20€ 5€

Nous avons remarqué que I'arbre était mieux inétépsi le tableau avait été écrit au préalable.
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Lintérét de l'arbre par rapport au tableau n’ests pévident pour la plupart des éléves.
L'enseignant leur fera alors remarquer que, noteggent I'arbre liste tous les cas possibles, mais
gu'’il permet également de visualiser le fait queilemier joueur a trois choix, le deuxieme deux
choix et que le troisieme n’a qu’'une possibilité @ui est illustré par le nombre de fleches). De
plus, l'arbre a I'avantage de mieux illustrer lacctologie du jeu.
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Activités « BIBERON »

Jean-Claude FENICE, IREM de Reims — Dominique FED|RREM d'Orléans

Présentation

Cette situatiott sert de support a deux séances distinctes.

La premiére est une introduction a la notion d'eepée aléatoire, et permet d'institutionnaliser
le vocabulaire associé.

La seconde se situe a la fin de I'étude du theetle donne l'occasion de mettre en ceuvre une
démarche expérimentale s'appuyant sur une étutigtigtee pour conjecturer la composition d'un
biberon contenant des billes de différentes cosleur

Les expérimentations de ces activités ont été teffes dans plusieurs classes de l'académie
d'Orléans-Tours, dans le cadre d'une recherche IREM

Objectifs

Activité 1: amener les éleves a se questionner par rappme dituation ou intervient le hasard.
A travers ce questionnement, faire émerger le wdede spécifique : expérience aléatoire, liste des
résultats possibles (issues).

Activité 2: placer les éleves en situation de résolutioprdbleme, ou ils doivent conjecturer la
composition d'un biberon (opaque) contenant ddesbide couleurs différentes, en choisissant un
outil mathématique adapté.

Prérequis

Premiére séanceaucun.

Seconde séanceavoir réactivé la notion de fréquence ; avoinstaté la stabilisation de la
frequence d'apparition d'une issue vers la fréquehéorique connue, aprés un grand nombre
d'expériences (voir par exemple, dans cette bregHas deux premiéres activités dans « Lancer
d'une piéce, d'un osselet » de Vincent PAILLET,0o@es PONS, Christian JUDAS, et « Le sac de
bonbons » du Groupe College IREM de Lyon, qui patiuélement précéder celle-ci).

Matériel envisagé

- Biberons opaques numeérotés a tétine transparecéore (flacons de lait ou de créme
liquide, en aménageant dans le bouchon vissantoumerture circulaire permettant de
passer la tétine).
- Billes en terre, de couleurs différentes (10 paetnn). On peut en trouver par exemple
sur le site « bille en brousse » http://billebr@aissm/(on peut également utiliser des boules
« cotillon » : la manipulation est plus silencieuse
Pour l'activité 1, la composition des biberonseale 3 a 5 couleurs différentes ; pour l'activité
2, on a fait le choix d'une composition unique deofleurs seulement (6 billes d'une couleur, 4
d'une autre).

62 Inspirée de la situation dite « de la bouteilleexpérimentée par Guy Brousseau a l'école éléimentdoir
bibliographie.
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Scénario

Activité 1
Eléves répartis en groupes de deux, un biberogrpaipe. La composition des biberons varie de
3 a 5 couleurs différentes, avec 10 billes dangwha

« Voici un biberon ; vous n'avez pas le droit de I'ouvrir. Quelles questions
pouvez-vous vous poser ? Ecrivez-les, puis essayez d'y répondre ».

On laisse environ 15 min de temps de manipulagpns vient le questionnement ; on fait
ensuite un bilan.
1. Le professeur liste au tableau les questiontegqar les éléves.
2. Il anime ensuite le débat des éléves autourétemses apportées.

L'enseignant fait formuler une synthese aux éléwesnportant au moins le vocabulaire :
expérience aléatoire, issue, événement

Exemples de questions produites par les élevdsyiet réponses en italique) :

- Que contient le biberonDes billes (et peut-étre autre chose...)

- Combien pésent les biberons ?

- Quel est le volume de la bouteilld25 cL ; 250 mL)

- Quel est le volume d'une billg(@nviron 1 crd)

- Combien de billes ?Qn ne peut pas le savoir sans ouvrir la bouteillenyiron 10 ;
environ 15.)

- Quelle place prennent-elles dans la bouteillertviron 1/3)

- De quelles couleurs sont les billeg&uge, bleu, jaune et vert)

- Combien y a-t-il de couleurs différenteg5?couleurs ; 3 couleurs ; au moins 3 : bleu,
jaune, orange ; 4 couleurs)

- Est-ce possible qu'il y ait deux billes de la mé&oeleur ?

- Peut-on prévoir la couleur qui va sortir ?

- Combien de chances avons-nous d'avoir une billegerdans la tétine(33 %6°)

- Est-ce que a chaque fois la couleur change ?

- Est-on certain d'avoir observé toute les couleasshilles de la bouteille ?

63 Il y avait 3 couleurs dans ce biberon, d'apréglése.
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Remarque : on peut noter une différence de natieed réponses avec celles obtenues dans un
college de secteur ZEP.

- Qu'y a-t-il dans le biberon Des billes « en terre ».)

- Pourquoi ne peut-on pas I'ouvrir Cdr je vous le demande et aussi pour la surprise.)
- Pourquoi vous nous avez donné un biberofiuzne réponse.)

- De quelles couleurs sont les billedI¥(a en des rouges, des jaunes et des bleues.)
- Est-ce des bonbons Rdn.)

- Pourquoi est-ce mouillé 2060 ne sait pas.)

- A quoi servent les trucs a l'intérieur @rf ne sait pas.)

- A quoi cela va-t-il servir 24 étudier une nouvelle notion.)

- Que va-t-on faire avec ©f ne sait pas ; sGrement une expérience.)

- Quelle forme ¢a a T ne sait pa3

- Est-ce dur ou mou ‘D(r.)

- Y a-t-il une odeur ?@n ne sait pas.)

- Pourquoi cela fait du bruit 2.€s billes s'entrechoquent.)

- Que peut-il nous apprendreQ@r( ne sait pag

- Combien pésent les biberonsCh(ne sait pa$

- Pourquoi les billes sont-elles verte<Oh(ne sait pa3

- Qui l'a bu ? S0rement vous mais on ne sait pas.)

- Pourquoi n’est-ce pas un biberon transparefiir?re sait pa$

- Combien de billes y-a-t-il Qn ne sait pa3

- Est-ce comestible NEn.)

Les questions sont plus pragmatiques, moins oeeni€scolairement » que celles des éléves
précédents, qui placent presque tous d'emblée Bstignnement dans le contexte d'une
expérimentation orientée vers un savoir mathématiqu

Quelgues pistes pour le débat.

- Amener les éleves a distinguer, parmi les questittn&a classe, celles qui relévent de

I'aléatoire et les autres : pour cela, on peutatglles réponses en faisant débattre celles

pour lesquelles on « peut étre sr >gag@hment

Quelgues exemples.
o Est-on certain d'avoir observé toutes les coulel@s billes de la bouteille Res
amener a exprimer qu'on ne peut pas en étre sOais mu'il faut renouveler la
« manipulation » dans des conditions identiquesprsiveut que chaque bille ait « la
méme chance » de sortir (certaines facons de (pengher la bouteille, sans I'agiter,
permettent de sortir plusieurs fois de suite la ménille !). Faire alors décrire
précisément cette manipulation (i.e. définir untpomle d'expérimentation) : « bien
remuer la bouteille, la retourner, et faire apparaiune bille ; noter sa couleur » ; le
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mot expérience peut déja étre proposé par des £lésiaon, le professeur l'introduira a
la fin du débat.

o Peut-on prévoir la couleur qui va sortilN®n ; on ne voit pas a priori de méthode
pour le savoir... On parlera d'expérience aléatgeur exprimer que le résultat n'est
pas toujours le méme, bien que l'expérience saltsge dans les mémes conditions. On
peut alors mettre en paralléle l'utilisation du metexpérience » dans la situation
« mettre des glacons dans un bol d'eau », ou leltedsest toujours le méme, lors des
renouvellements de [I'expérience. Faire donner dmutexemples d'expériences
aléatoires par les éleves.

- Traiter les questions de nature non aléatoireptogjdans le respect de la regle « ne pas
ouvrir le biberon », soit en faisant expliciter unaniere d'y répondre (par exemple : pour la
masse du biberon, une pesée suffit), soit en fasttant de c6té pour plus tard » (masse ou
volume d'une bille et composition du biberon qugert d'ouvrir le biberon).

Synthése écrite dans le cahier de cours :
Définitions
Une expérience aléatoire est une expérience, qui, quand on la répete dans les
mémes conditions, ne donne pas toujours le méme résultat.
Les résultats que I'on peut observer en réalisant une expérience aléatoire sont
appelés les issues de |'expérience.
Chaque issue ne dépend pas des issues des expériences précédentes.

Exemples
« On retourne le biberon et on note la couleuadalle obtenue ». Les issues sont les différentes

couleurs des billes du biberon.

« On lance une piece de monnaie, et on regardguslie face elle tombe ». Pile et Face sont les
issues de cette expérience.

Etc.

Remarque : on peut, & partir de cette syntheséorer le questionnement pour aboutir a la
notion d'évenement lié a cette expérience aléatoiréa réserver pour une autre activite.

Activité 2
Les éleves sont groupés par deux (un expérimemtateusecrétaire). On leur distribue un
biberon numéroté.

« Ce biberon contient 10 billes de couleur. Vous n'avez pas le droit de I'ouvrir. Vous devez en
trouver la composition et décrire votre démarche ».

Démarche attendue

On attend que les éleves fassent intuitivement analogie entre lecadre probabiliste
(théorique : connaissant la composition du bibexmmtenann billes on peut calculer la probabilité
de sortie d'une couleur) et adre expérimenta(statistique) ou on infére que les fréquences
d'apparition des couleurs (sur un grand nombreardges) permettent d'estimer la composition du
biberon (raisonnement abductif : « une fréquenappdirition des billes bleues « se rapprochant »
de 0,3 peut étre due a une composition de 3 bbleses sur 10 dans le biberon »). Cette
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composition estimée pourra ensuite étre validéawalidée apres ouverture du biberon.

Temps alloué : 30 min.

Déroulement

Le professeur distribue les biberons. Rapidememts @¢haque binbme, un éléve manipule (selon
le protocole établi séance 1), le second noteskses. A la fin de I'expérimentation, le professeur
propose une mise en commun.

Certains binbmes ont posé la question : « comhacioid on fait I'expérience ? ».
Le professeur : « c'est a vous de décider... ».

Presque tous les binbmes ont produit un échantillmque de taille variant entre 30 et 120
expériences a partir de laquelle ils ont calculéréguence d'apparition des différentes couleurs.
Selon les cas, elle a été dénommée fréquence,guaage, voire probabilité et a été utilisée ou non,
pour inférer la composition du biberon :
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Ici, le binbme s'est limité a I'expression de &gfrence en pourcentage.
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Ce binbme assimile la fréquence d'apparition asgargbabilité... et n'en déduit pas une possible
composition du biberon.

Deux bindbmes ont effectué d'abord un petit nomlerérdges, puis ont augmenté la taille de leur
échantillon.

Deux binbmes ont produit deux échantillons suctesie 100 tirages, le second infirmant
(binbme « Clara ») ou confirmant (binbme « Arlettevoir plus loin) la conclusion du premier.
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Pour tous les binbmes, le raisonnement a effectwerauivi la démarche explicitée ci-dessus,
mais le passage de la fréequence observée a la sdmpalu biberon n'est pas toujours explicité.
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Quelgues exemples de démarches, qui semblent rélesdeeprésentations différentes :

e Démarche 1 «un grand nombre de tirages permet d'apprdehprobabilité de sortie
d'une couleur »
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e Démarche 2 un échantillon de 100 tirages permet de déternsans calcul (et avec une
fiabilité suffisante ?) la composition « sur 10Gagilement convertible en « sur 10 ».
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e Démarche 3: la taille de I'échantillon n'est pas fixée priori, mais les fréquences
calculées sont « vérifiees » sur de nouveaux éitloast (de taille croissante (Jeanne),
constante (Clara ; Arlette), voire décroissantenfiy) !)
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Svynthése écrite dans le cahier de cours

En répétant plusieurs fois cette expérience al@aton a calculé la fréquence des événements

suivants : obtenir une boule verte ; obtenir unédg@une.

Par exemple (binbme 1) :

Sur 115 tirages

Observer une boule verte

Fréquence

0,57

On a vu précédemment que, lorsqu’on répétait @ grand nombre de fois une expérience
aléatoire, la fréquence d'un résultat se stalilaaour d'un nombre qu'on appelle « probabilie d
ce résultat ». On en déduit que 0,57 devrait éehe de la probabilité d’ « observer une boule

verte ».

D'ou 0,57= (nombre de boules vertes)/10.
Donc : nombre de boules verte$,7.

Le biberon contient alors peut-étre 6 boules veeed boules jaunes.
Pour vérifier, on ouvre le biberon...

Prolongement possible provoquer un questionnement des éléves autosircdempositions
éventuellement différentes trouvées dans lesrdifté bindmes et de la plus ou moins « bonne

approche » de cette composition.

Notes diverses :

Activité présentée et expérimentée par I''REM dé@nks de 2008 a 2010.
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Bibiographie :

Brousseau G & N, Ginger W, « Une expérience de fgmepnseignement des statistiques et de
probabilités », article publié en anglais daree journal of mathematical behavior of children
2001.

DUCEL Yves et SAUSSEREAU Bruno, « Quelle probléoat pour un enseignement des
probabilités en troisieme ? », Reperes IREM n°7%3p65, octobre 2009.
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Pari sur la somme de deux dés

Béatrice LEGOUPIL, IREM de Lyon — Laurianne FOUL@R), IREM d'Aquitaine

Présentation

Lancer deux dés et calculer leur somme sembleituragisn simple.

Cependant, l'observation des résultats de cettériexpntation surprend : elle met en défaut

l'intuition premiére de certains éléves qui estabader la méme probabilité & I'obtention de chaque
somme possible.

Dans cette activité, chaque bindme doit mettre &&cep une organisation pour relever et

comptabiliser les difféerentes sommes. Puis, enggsuils s'interrogent sur la ou les sommes qui
ont le plus de raisons de sortir. Enfin, la misecemmun permet de mettre en place le vocabulaire
sur les probabilités, donner la loi de probab#it&ébattre sur la notion de « hasard ».

Durée de l'activité

Deux séances.

Séance 1 expérimentation en binbmes.
Premiere phase : pari (5 min).
Deuxieme phase : expérimentation et organisatisrrelevés (40 min).

Séance 2 recherche en groupes.

Premiere phase : recherche en groupes avec produtitin transparent par groupe (25 min).
Deuxiéme phase : mise en commun en classe entipagtia de la présentation des transparents
(25 min).

Troisieme phase : institutionnalisation.

Prérequis

Cette activité ne nécessite aucun prérequis pheticelle peut donc étre donnée en début de
chapitre sur les probabilités.

Objectifs principaux

- Confronter les éleves a une situation ou l'intaifi@ut étre mise en défaut.
- S'organiser pour collecter des données.

- Introduire ou mettre en ceuvre le vocabulaire de bias probabilités.

- Donner de I'importance a I'expérimentation.

- Débattre de la notion de hasard.

Matériel nécessaire

- Deux dés par binbme.
- Un transparent par groupe d'éléves.
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Description et analyse de ce qui s'est passé dans| a classe
(a posteriori )

Premiére séance

Le professeur explique la regle du jeu.
« On lance deux dés. On calcule la somme des deux nombres visibles. On relance les dés jusqu'a
ce qu'une des sommes soit apparue 20 fois. »

Il distribue la fiche éleve (voir annexe 1) aingecdeux dés par binbme.

Premiére phase : pari

Le professeur précise la consigne oralement.
« A votre avis, quelle est la somme qui va apparaitre en premier 20 fois ?
Vous avez 5 minutes pour vous mettre d'accord avec votre voisin sur le pari que vous désirez

faire. »

Les éléves ont quelques minutes pour choisir ladrgn bindme. Ils peuvent faire usage de leurs
dés s'ils en prennent l'initiative.

Faire ce pronostic leur permet de se poser degiguga priori et de faire naitre des débats au
sein des bindbmes. Il nous parait important qu'éerdrtpurs intuitions initiales avant de se lancer
dans lI'expérimentation afin de pouvoir en discatefin d'activité.

\oici quelques exemples de pronostics :

- certains binbmes donnent des raisons de I'ordle pl&férence :
« 8 c'est mon chiffre fétiche »
« 6 car je suis née le 6 juillet »

- d'autres décident de lancer les dés pour obsenadleq sont les sommes qui sortent le
plus :
« 4 car en essayant, il est sorti le plus de fois »
« 6 parce qu'on a sélectionné au hasard en lalesadés »

- d'autres encore proposent une explication en rnagstrsur les nombres :
« 6 car c'est la moitié de 12 »
« 8 car c'est un nombre pair et que les nombres ppparaissent plus souvent »
« 7 car c'est un nombre impair »
« 12 car c'est le plus grand nombre »

- quelques binbmes ont déja l'idée de compter lesrdpgasitions possibles pour une
somme :
« 7 c'est le chiffre qui a le plus de combinaisens
« 7 carily a plus de chances avec deux déside/fau total »
« 7 nous avons choisi ce chiffre car c'est l'un slmgds qui a le plus de solutions (3
possibilités avec deux dés) »

Il nous semble intéressant, a la fin de cette prdeséaire énoncer a l'oral les différents paridade

classe sans justification. Ceci afin d'assouvicUdosité des éleves, de relever learpriori et de
motiver le passage a l'expérimentation. Le profasgeut les relever pour en garder une trace.
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Deuxiéme phase : expérimentation et organisatisnelevés

Pendant cette deuxieme phase, les éléves expéeintémfeu.

Le professeur donne la consigne suivante.

« Vous avez 30 minutes pour jouer autant de parties que vous voulez. Une partie s'arréte des
qu'une méme somme est sortie 20 fois, méme si ce n'est pas votre pari. Utilisez le cadre pour
relever vos résultats, n'oubliez pas de noter, a la fin de chaque partie, la somme apparue 20 fois et
le nombre de lancers. »

Le professeur, tout en laissant une totale autom@umx éleves dans I'organisation des releves des
données, s'assure de la bonne compréhension denkgie. En effet, certains binbmes ne
comptabilisent que la somme pariée ; ils font usie lavec deux symboles, du type « réalisé » et
« non réalisé ». Le professeur doit leur précisenoaveau que n'importe quel nombre peut
apparaitre 20 fois, il n'y a donc pas que le pareaadre en compte.

'3’::" COo0 o0 o OO0

o XKoo A b
va{}(xx Sl Y

Une fois la consigne comprise, les éleves doivenganiser pour relever les sommes des deux dés.
Peu d'éleves pensent a s’organiser en tableauedésptemiére partie. Beaucoup d'entre eux
ecrivent les résultats comme ils viennent sous éoda liste, ce qui est assez délicat pour savoir
qguand le jeu s'arréte et quelle somme est sorfigekaiére vingt fois.
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Il est important de laisser le temps aux élevesamstruire leur propre relevé. Il faut effectivernen
noter toutes les sommes et mettre en place unaisag@n pour comptabiliser chacune d'entre
elles, au fur et a mesure.
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Ceux qui le font listent les sommes de différefidgsns :
- en marquant les apparitions de chaque somme gdaétan ;
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- en cumulant les apparitions de chaque somme.
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La plupart des groupes a opté pour une organisatias forme de tableau au cours de la premiere
partie. Dans le cas contraire, le professeur learahde de trouver une organisation plus efficace.
Les groupes expérimentent a des vitesses trégdfifés : au bout de quinze minutes, certains
finissent leur premiére partie alors que d'autresrd déja fait trois. Trente minutes s'averensiain
nécessaires pour que tous les éleves réalisenbis om relevé pertinent.
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Ensuite le professeur peut distribuer les tablg@ox annexe 2) pour gagner du temps dans les
relevés.

Cette expérimentation débute en classe et peetiséner a la maison. Il est nécessaire de s'assurer
que les éléves possedent chez eux des dés, siaom léur en préter.

Durant cette phase, les éleves reperent des évatepussibles ou impossibles : « le 1 ne peut pas
sortir », « la somme est comprise entre 2 et 1Znais aussi que certaines sommes apparaissent
plus ou moins que d'autres : « 2 et 12 n‘ont qusake composition possible, ils sortiront moins »,
«de 5 a9, les sommes sortent plus souvent ».

lIs se rendent compte qu'il n'y a pas équiproligbéintre les évenements.

Deuxiéme séance

Premiére phase : travail en groupes

Dans la phase suivante, les éléves travaillentgpanpes de trois ou quatre avec la consigne
suivante .
« A votre avis, y a-t-il une somme qui a plus de raisons de sortir que les autres ? Sur un

transparent, expliquez pourquoi. Vous avez 20 minutes. »

En circulant dans la classe, le professeur étaldegbon le contenu des transparents, un ordre de
passage pour le bilan en classe entiere.

Deuxieme phase : bilan en classe entiére

Chaque groupe désigne un ou plusieurs rapporteurgannent exposer leur travail a I'ensemble de
la classe.

La plupart des groupes établit sur leur transpdeehste des décompositions pour chaque somme
de2al2.
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Ces groupes trouvent trois possibilités pour 6t 8,eet une ou deux possibilités pour les autres
nombres. lls en déduisent que les nombres aygpititede raisons de sortir sont 6, 7 et 8. lls ne
distinguentpas 2 + 5et5 + 2.

Pour quelques groupes, le fait qu'il y ait un deuBl + 3) et (4 + 4) dans la liste des décompasstio
de 6 et 8 leur fait sentir que le 7 sort plus fiént mais ils n'arrivent pas a le justifier.
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Dans le méme ordre d'idée, certains éléeves dis€imtegt plus facile d'obtenir un nombre impair
gu'un nombre pair en évoquant l'existence de ceklés.
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Des éleves donnent aussi comme argument la postiatinale du nombre 7.
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Pour donner une explication, certains groupes aggiemt oralement.

« On peut obtenir une combinaison qui donne 7 &veteuxieme dé quelle que soit la valeur du
premier dé (1/6, 2/5, 3/4, 4/3, 5/2, 6/1), on adsit chances d'obtenir 7 avec les deux dés. eour |
6 et 8 on n'a que cing chances. Si on obtient 6 vpremier dé, on ne peut pas obtenir une somme
inférieure a 7 ; si on obtient 1 avecdeemier dé, on ne peut pas obtenir une somme supéra
7.»

ou bien

« Si le premier lancer donne 1 (plus petit nombgagl que soit le deuxieme lancer, les possibilités
sont comprises entre 2 et 7. Si le premier lancemd 6 (plus grand nombre), quel que soit le
deuxieéme lancer, les possibilités sont comprisé® éhet 12. 7 est dans les deux cas. »

ex:

—

dE.nous avone . possifiltt e

- 133,08 Les akms chifins ' g
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Certains groupes ont voulu distinguer leurs deug da leur attribuant une couleur et ainsi
expliciter que les sommes 1 + 6 et 6 + 1 par g@eme sont pas les mémes.
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Il peut arriver qu'un groupe construise le tabléadouble entrée des sommes de deux dés. Le 7
apparait dans 6 cases des 36 du tableau, 6 es&dmses des 36, 5 et 9 dans 4 des 36...

La mutualisation doit aider les éléves a se comvaimue la somme 7 est celle qui a le plus de
raisons d'apparaitre et a justifier ce fait.

Le professeur peut aussi revenir sur l'importareceaVoir organiser la collecte des données lorsque
I'on effectue un relevé, tant pour la clarté dédiimation que pour I'exploitation des données.

Troisieme phase : institutionnalisation

Cette activité peut étre I'occasion de mettre enele vocabulaire sur les probabilités : expégenc
aléatoire, issues, événements, eévénement impasgbdeabilité d'un évenement, événements
équiprobables ou non équiprobables.

On peut définir ce qu'est une issue, constateryen a 36, ce qua priori n‘est pas évident pour
beaucoup d'éléves. lls proposent 11 issues (nodegbsemmes réalisables) ou 12 issues (nhombre de
faces de deux dés).

* Su chogpus das il oy oo drane M & dasa amx
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Il est possible de mettre en place la distinctintreeévenement et issue. L'événement « obtenir 7
comme somme de deux dés » est réalisé par sixsissi@@énement « obtenir 6 comme somme de
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deux dés » est réalisé par cing issues, etc.
On peut institutionnaliser : la probabilité de éement « obtenir 7 comme somme de deux dés »

6
est le nombre36 ,

méme probabilité d'étre réalisés, ils ne sont pagyéobables.

etc. La loi de probabilité peut étre ainsi définies évéenements n‘ayant pas la

Il est intéressant ensuite de revenir sur les paits en début d'activité et sur leurs justifioas ;

c'est I'occasion de débattre avec les éléves mgtilan de hasard.

L'expérimentation permet de montrer que ce n'estppace que le 7 est la somme la plus probable
gu'elle apparait le plus souvent sur un petit nendar lancers. Cependant les éléves constatent que,
plus le nombre de lancers augmente, plus la freguefapparition des sommes ayant les plus
faibles probabilités diminue mais « toute issu¢eresssible ».

Grace aux mathématiques, il est possible d'étudidrasard : on peut faire la liste des issues
possibles, leur attribuer une probabilité, avoirregard critique sur une situation, sans pour autan
pouvoir prédire quoi que ce soit.

Réflexion, prolongement

Cette activité peut étre prolongée par I'une desisons suivantes : la différence de deux dés, la
somme de trois dés. Ces situations peuvent éttéesasous la forme d'une narration de recherche a
effectuer a la maison, par exemple.

La question de la différenciation des deux dés peuposer : faut-il ou non donner des dés de
couleurs différentes, des dés de tailles difféeertd. 'introduction de dés de tailles différentes es
plus problématique, les éleves risquent ne pastétre convaincus que ces deux dés suivent la
méme loi de probabilité.

Le lancer de dé étant une situation familiére plegr éleves, le débat autour du choix du
protocole de lancer n'a pas été soulevé, il nombleedonc important de proposer ensuite une autre
activité ou le probleme se pose (exemple : laneqriéce).
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Annexe 1

Fiche éleve
Reégle du jeu

On lance deux dés. On calcule la somme des deux nombres des faces du
dessus. On continue de lancer les dés jusqu’a ce qu'une des sommes soit
apparue 20 fois.

1) Le pari
Nous parions sur la somme : .........
Pourquoi ?

2) A vous de jouer

Vous avez 30 minutes pour jouer autant de parties que vous voulez. Une partie
s'arréte des qu'une méme somme est sortie 20 fois, méme si ce n'est pas votre
pari.

Pour chaque partie, il faudra donner les deux informations suivantes :

la somme qui est apparue 20 fois est ......

le nombre total de lancers est .....

Cadre pour écrire
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ANNEXE 2

Partie n°
Tableau des résultats

La somme qui est apparue 20 fois dans votre partie est : ...

Le nombre total de lancers est de : ....
Partie n°
Tableau des résultats

La somme qui est apparue 20 fois dans votre partie est : ...

Le nombre total de lancers est de : ....
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Inégalité triangulaire. Notion de fréquence en
classe de cinquieme

Monique MAZE et Aurélie ROUX, IREM de Clermont-Bed -
Guillaume FRANCOIS, IREM des Pays de la Loire

Présentation
En classe de troisieme, les éleves utiliserontéle@mme outil de simulation. Il nous semble
important qu'ils aient été familiarisés a I'utitisa de I'objet dé.

Les deux activités pourront étre faites a des masndifférents dans la programmation, tout en
respectant I'ordre propose.

La premiére activité permet d'introduire l'inégalttiangulaire. De la situation proposée dans
cette activité, nait la nécessite d'introduire déion de fréquence, ce qui sera fait dans la dewxie
partie.

Objectifs

- Introduction de la notion : « inégalité trianguéai.
- Familiarisation avec I'objet dé.
- Introduction de la notion de fréquence.

Prérequis

Pour l'activité 1

- Construction d'un triangle au compas. Ce savoiefest un objectif de la classe e 6

Pour l'activité 2

- Il faut avoir fait I'activité 1, mais pas forcémeguaste avant.

- La fraction quotient. La fraction en tant que gentiest un des objectifs de la classe de
sixieme. Deux choix sont possibles : avoir réactiete notion au préalable (activités
mentales, devoir maison...) ou au contraire saisie @ecasion pour le faire.

Matériel envisagé

- Deux dés par binbme (pour les deux activités).
- Vidéoprojecteur. pour projeter un fichier « tableur » a remplieaves éléves en classe
(pour l'activité 2).
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Scénarii

Activité 1 : (1 heure)
Organisation de la classe : les éleves travaidanbindmes. Le professeur proposedispositif
pour construire des triangles. Consigne orale.

« Vous allez construire des triangles. Pour cela, vous allez tous tracer un segment de 7 cm de long. Pour la
longueur des deux autres cotés, je vous donne deux dés a jouer pour les déterminer ».

Pendant que les éléves tracent le segment de [é gmgfesseur distribue deux dés par bindbme.

Le professeur précise alors la facon de procéder.
« Chaque bindme lance les deux dés, note les résultats a coté du segment et construit son triangle. Il faut
ensuite recommencer : tracer un segment de 7 cm, relancer les dés et construire le triangle ainsi déterminé.
Il faut en construire au moins trois ; les plus rapides en feront plein d’autres ».

Apres avoir laissé un temps suffisant pour que fessbindbmes aient réalisé trois essais, le
professeur lance l'une des deux questions suivantes

« Qu'avez-vous obtenu ? » ou « Avez-vous des remarques a faire ? »

Le professeur lance ainsi le débat face a la classgere : les éleves veulent tous participer pour
rendre compte de ce qu'ils ont obtenu.

« Je n'ai rien remarqué ».

« 'y a un triangle que je n'ai pas pu construire.

« Y'en a un qui est tout écrasé »

Certains éleves se sont lancés dans un débat fait e le triangle était « presque écrasé » ou
« complétement écrasé ».

En utilisant les nombres donnés par les dés, n@rdmters, la classe se rallie assez vite a l'idée
que les points sont alignés. On a des argumentgpgu: 2 + 5 = 7, donc le point doit étre sur le
segment.

La question suivante se pose : dans la situatidespoints sont alignés, peut-on dire que I'oma u
triangle ?

Si la réponse est oui, on le nommera triangle(pbgtression donnée par I'enseignant).

Sinon, on se contentera de parler de points alignés

Cette question doit étre impérativement tranchéatad'aborder I'activité 2.

Les dés a jouer sont rangés.

On se pose maintenant la question :

« Si on prend trois nombres, peut-on prévoir sil’on peut construire un triangle dont les dimensions sont
données par ces trois nombres ? »

Libre a I'enseignant de choisir la fagon de faikgescette partie de I'activité dans sa classe.
En effet I'objet de cette brochure ne porte pasasgéométrie.

Il ne reste plus qu’a institutionnaliser I'inégéliriangulaire.
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Activité 2 : (2 heures)

Organisation de la classées éléves travaillent en binbmes. Consigne orale.
« Vous souvenez-vous de I'activité sur les triangles construits avec les dés ? |'ai une nouvelle question : a-
t-on plus de chances de pouvoir construire le triangle que de ne pas pouvoir le construire ? »

Le cas du triangle plat a été évoqué dans la prenaivité. Il faut rappeler a la classe que ce
cas fait partie des triangles constructibles.

« Je vous propose de refaire des essais en relangant les dés. Je vous laisse deux minutes pour les effectuer. »

Par binbmes, ils expérimentent avec les dés.

Plutdt que de fixer le nombre de lancers, nous saahisi de fixer la durée. Il est primordial
gue les éléves n'aient pas le méme nombre d'eg3aisffet, il est souhaitable que les quotients
aient des dénominateurs différents afin que lespapaisons soient plus intéressantes. De plus,
limiter la durée a 2 min permeh général d'obtenir des fréquences tres diffésente

Nous passons ensuite au recensement des réstltaisdébat. Eventuellement, certains groupes
peuvent n'avoir fait qu'un tirage et avoir consttai triangle. Ce sera l'occasion de revenir sur
l'utilité de l'inégalité triangulaire.

Les résultats des différents groupes sont relea@s dn tableau vidéoprojete.

Nombre d'essais Nombre de fois ou I'on pouvait coinstle| Nombre de fois ou I'on ne pouvait pas
triangle construire le triangle

Groupe 1

Groupe n

L'enseignant peut demander :
« Quel groupe a obtenu le plus de cas favorables, c'est a dire le plus grand nombre de fois ot I'on pouvait
construire le triangle ? »

On attend comme remarque des éleves : « On nla pg&me nombre de lancers. »

L'enseignhant demande alors :
« Comment peut-on comparer les résultats ? ».

Le débat devrait conduire a I'écriture des réesulsaius forme de quotients et la comparaison
pourrait se faire par un passage a I'écriture dileinCe premier débat se conclut par la définition
de la notion de fréquence.

Trace écrite :

nombre de fois oil on a pu le construire

fréquence de construction du triangle = " .
nombre d'essais

La fréquence mesure si le triangle peut étre construit fréquemment.

107



L'enseignant relance le débat :
« Pourquoi obtient-on des résultats si différents ? »

Il faut s'attendre a ce que les éleves n‘aientipagponse. L'enseignant propose de relancer les

dés, de mesurer les fréquences de constructiontridegles et d'essayer de répondre a cette
guestion. Pour la méme raison que précédemmefikeya le temps de cette partie.

« Prenez vos dés, je vous laisse 10 min pour faire ces expériences. »

Les résultats des différents groupes sont relea@s dn tableau vidéoprojetée.

Nombre d'essais Nombre de fois ou I'or) Nombre de fois ou I'on neFréquence de Fréquence de « non
pouvait construire le pouvait pas construire lg « construction des construction des
triangle triangle triangles. » triangles. »

Groupe 1
Groupe n

Trace écrite:

nombre de fois oil I'on obtient...
nombre d'expériences

fréquence =

Plus le nombre d'expériences augmente, plus la fréquence semble se stabiliser.

Analyse a posteriori

Activité 1
Les éleves sont sans doute surpris mais semblergésnpour ne pas dire intéresses.
Les éléves effectuent la tache qu’ils semblentraves bien comprise.

Le professeur apporte une aide pour la construd@ms certains groupes.

Ici, un seul triangle est demandé pour chaque tameds le professeur, s'il le juge utile pour sa
classe, peut rappeler I'existence des 4 triangbssiples.

Certains éleves interpellent leur professeur Iditsgtrouvent un cas particulier. Celui-cdoit
leur répondre d’attendre le débat au cours dudgiebiurront prendre la parole pour présenter leurs
interrogations.

Activité 2
Cette activité a été menée dans deux classesatlites, avec deux professeurs n‘ayant pas choisi
la méme progression. Dans Ia&hénes, la notion de fraction quotient a été eejuste avant lors

d'activités mentales. Erf 3, cette notion a été étudiée plus tot dans I'greréestenue, mais aucune
révision n'a été faite juste avant. Voici les dearptes rendus de séances.
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Classe de 5° Athénes

« Vous souvenez-vous de I'activité sur les triangles construits avec les dés ? Eh bien j'ai une nouvelle
question : en utilisant ce procédé de construction, a-t-on plus de chances de pouvoir construire le triangle
que de ne pas pouvoir ? »

Apres s'étre mis d'accord sur le fait qu'un triargét est un triangldée professeur dit :
« Je vous propose de refaire des essais en relancant les dés. Je vous laisse deux minutes pour les effectuer. »

Les résultats sont résumés dans un tableau, vioiéogr

Groupes Nombre d'essais Nombre de t.riangles Nombre de triqngles
constructibles non constructibles
1 1 0 1
2 4 3 1
3 2 0 2
4 6 1 5
5 1 0 1
6 2 1 1
7 6 4 2
8 1 1 0
9 4 4 0
10 2 1 1
11 10 7 3

Le groupe 11 a fait beaucoup plus de lancers dejdédes autres groupes. Ceci est di au fait
gue c'est le seul groupe n‘ayant pas construitilgggles. Il explique pourquoi il n'a pas effectaé
construction a l'aide de l'inégalité triangulaltergument a semblé convainquant pour la classe.

A la question : «Quel groupe a obtenu le plus de cas favorablest-&elire le plus grand
nombre de fois ou I'on pouvait construire le trim@ », les éléves ont tout de suite répondu :
« C'est le groupe 11, mais c'est normal ils ontdeaucoup plus d'essais. »

Un éléve dit : « Le nombre de cas favorables seriagrand si on fait plus de lancers ».
Le professeur demande alorsCemment peut-on comparer les résultats ?

Un éléve propose de procéder par soustraction :

« Si on compare le groupe 2 et le groupe 7 : ppgrdéupe 7, on a 4 réussites sur 6. En enlevant 2,
ca fait 2 réussites sur 4, c'est moins bien qgedepe 2 qui a 3 réussites sur 4. »

L'argument est réfuté par le raisonnement suidortné par un éleve : « ce n'est pas possible, car 4
réussites sur 6 essais, c'est mieux qu'une foi2 alars que 2 réussites sur 4 essais c'est comene u
fois sur 2. »
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Apres adhésion de la classe sur le fait qu'on rEs@yas comparer les résultats des groupes & l'aid
de soustractions, I'enseignant réitére sa questi@omment peut-on comparer les résultats ?

La classe reste muette.

On passe alors a la deuxieme phase :

« Prenez vos dés, je vous laisse 10 min pour faire ces expériences, puis on verra comment on peut comparer
les résultats.»

Les résultats sont résumés dans un tableau, vioiétfr

Groupes Nombre d'essais Nombre de t.riangles Nombre de triqngles
constructibles non constructibles

1 8 6 2

2 70 50 20
3 84 21 43
4 75 46 29
5 69 44 25
6 77 49 28
7 106 64 42
8 110 67 43
9 81 48 33
10 81 50 31
11 66 36 30

Une premiere remarque : le groupe 1 n'a effectweé hyit lancers. Ces éleves avaient encore
besoin de tracer les triangles. Au bout de 8 min iBO ont décidé d'eux-mémes, sans que
I'enseignant intervienne, de ne plus faire leggac

Apres avoir rempli le tableau avec leurs résultds,professeur leur redemande alors :
« Comment peut-on comparer les résultats ?
Un éléve annonce « Pour les groupes 9 et 10,fak, car on a le méme nombre d'essais. ».

L'idée de procéder par soustraction est proposéeuieau, mais rapidement rejetée par la
classe.

Ensuite, des éleves se demandent s'ils ont plusia@ins d'une chance sur deux de pouvoir
construire les triangles. Ainsi, petit a petit, fggases du type « On a pu construire 50 triargyies
81. » se sont transformées en « notre réussitedsd sur 81 ».

Finalement, les éleves se mettent a comparer aetsoins.

La premiere trace écrite prévue est alors notéembfesseur propose de calculer les fréquences
de tous les groupes, en travail a la maison.
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A la séance suivante, aprés correctims fréquences, le professeur demande a chaquaind
d'effectuer 200 lancers de dés pour voir ce gpesse.

Groupes Nombre d'essais NO?O%rSetSJittiginsgleS Fréquence
1 200 110 0,550
2 200 123 0,615
3 200 99 0,495
4 200 123 0,615
S) 200 118 0,59
6 200 120 0,600
! 200 118 0,590
8 200 119 0,595
9 200 120 0,600
10 200 113 0,565
11 200 125 0,625

On a remarqué que les fréquences variaient enfreet00,6 pour 10 d'entre-elles. Ainsi, nous
pouvons penser qu'il y a plus de chances de camsteutriangle que de ne pas le construire avec
une telle méthode.

Les éleves écrivent la deuxiéme trace écrite.

Classe de 5°2

Les éléves sont motivés pour répondre au problémsé, pactivité 1 semble les avoir marqués.

Seulement un bindbme d'éléves cherche a consteuir@hgle avec les instruments.

Le nombre de lancers réalisés est trés variable gfoupe a l'autre, certains binbmes sont moins
habiles concernant la manipulation de l'inégali@ngulaire.

Lors du débat a la fin de la premiére phase, cerfancent des réponses du type :

« On ne peut pas comparer, on n’a pas tous laraétaie fois ! »

« On n'a qu'a comparer les groupes qui ont faith@ame nombre de lancers ! »

« Justement, on peut pas répondre, c’'est pas paoel les deux groupes qui ont fait 5
lancers ! Un des groupes a 3 triangles construit$,sun autre 2 sur 5! »

L'idée d’écrire les résultats sous forme de quatiest enfin proposée et les comparaisons se
font, selon les cas, soit par mise au méme dénaeningoit par passage a I'écriture décimale.

Lors de cette phase, il est effectivement diffigpleur les éléves de répondre a la question de
savoir pourquoi les résultats obtenus sont si miffts. lls évoquent beaucoup le « hasard » mais ne
pensent pas nécessairement a relancer les déssugrahd nombre de fois.

Comme dans la premiere classe, pour répondre dlepme, I'enseignant les invite a réaliser un
grand nombre de lancers.
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Groupe 1
Groupe 2
Groupe 3
Groupe 4
Groupe 5
Groupe 6
Groupe 7
Groupe 8
10 |Groupe 9
11 |Groupe 10
12

Woo - B we e

nb de lancers
10
30
25
17
29
17
12
14
10
31

C

nb de fois ol I'on pouvait
construire fe triangle

5
21
13

9
20
11

-
4
19

¥}

E

ican I i " =
nb de fois ol I'on ne pouvait  fraguence de construction

pas construire le triangle

=

oy

Mo~ v O WD 0O MWD LN

0,50
0,70
0,52
0,53
0,69
0,65
0,50
0,50
0,40
0,61

B

fréguence de non

construction

0,50
0,30
0,48
0,47
0,31
0,35
0,50
0,50
0,60
0,39

Un éleve a ressenti le besoin de justifier cesltiatsuen listant tous les tirages possibles et en
comptabilisant le nombre de cas favorables. Cébé dait et organisé sous forme de tableau :

Dé n°1 1 2 3 4 5 6
Dé n°2
1 2 3 4 5 6
2 3 4 5 6 7
3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 10
5 6 7 8 9 10 11
6 7 8 9 10 11 12

Apres avoir rempli le tableau en calculant la sonttee deux nombres affichés par les dés, les
eléves ont grisé les cases correspondant a deglésaque I'on peut construire. Il y a 21 cas
favorables sur 36 cas possibles.

36

Conclusion

Cette activité nous a permis d'introduire la notdm fréquence. Dés la cinquieme, nous

21~ 0,58, ce qui correspond aux calculs de fréquences.

parlons de « chance d'obtenir un événement ». @estire un aller-retour entre probabilité et
frequence, comme le suggere larticle « Quelle eplpour l'aléatoire au college ? » de J.C.
GIRARD, M. HENRY, B. PARZYSZ et J.F. PICHARD dans Repére-IREM n°42. Les auteurs
s'interrogent notamment sur l'intérét qu'il y auraa aborder en classe la notion d'aléatoire en
parallele avec l'initiation aux démarches statistg] avant I'enseignement des probabilités ».

Elle nous permet aussi de se familiariser avegeltateé, et de commencer son étude, bien
avant de l'utiliser comme objet « outil de simuatk.
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Lexigue

Un cheminement en probabilités

Ce lexique répertorie, de facon non exhaustive,co@septs ou des notions qui seront rencontrés lgans
cadre de I'enseignement des probabilités en Trogsi®&lous avons opté pour une classification quieete

un enchainement logique des notions les unes aseuwitres et qui, de ce fait, n'est pas alphalgtiqu

Pour chaque entrée, selon les cas, nous avonsnf@ésen étymologie, son utilisation dans le langage
courant et dans le contexte mathématique.

Des astérisques signalent dans le texte les ditigseentrées.

Aléatoirevient du latinalea dé, jeu de dé, jeu de hasard, hasard (Dictioarzeaffiot)

En mathématiques, le calcul de probabilitégécoule de tentatives de gestion de phénomenes
aléatoireset on ne peut parler de probabilit§se dans le cadre de tels phénomenes.

Dans le langage courant, les expressions empldgamibt hasardsont nombreuses et en révelent
différentes acceptions parmi lesquelles : incetttu danger, chance, malchance, accident,
coincidence, destin, absence d'anticipation, alesdiatention... C'est un hasard dont on subit les
effets.

Certains courants de pensée mettent en doutedegesdu hasard.

« Le hasard, ce sont les lois que nous ne connaigs=ms, Emile BoreL

« Le hasard n'existe pas, tout a une cause et usemai'étre», Ostad Ea+i

« Il n'y a pas de hasard, il n'y a que des rendezsveuPaul Euarp

« Partout ou le hasard semble jouer a la surfaceest toujours sous I'empire de lois internes
cachées, et il ne s'agit que de les découwriEriedrich sceLs

«Une chose n'est appelée contingente qu'en raisoirdaiffisance de notre connaissanse.
Baruch Sinoza

«Hasard est le nom que Dieu prend quand il ne vastqu'on le reconnaisse, Albert EnsTeiN

Le hasard est nié dans la pensée déterministe ph@&moméne a une ou plusieurs causes provenant
de phénomenes antérieurs ; c'est l'insuffisanceade connaissances ou notre incapacité a tenir
compte de multiples parameétres qui fait qu'un ph@re sera qualifié d'aléatdire

En mathématiqueg]'apres Dominique Auanier-Reuter (Conceptions du Hasard et enseignement
des probabilités et statistigueBPUF, 1999), on peut distinguer aujourd'hui cirapaeptions du
hasard.

Le hasard du tirage au sorlevient objet d'étude au milieu dui® dans les travaux de Pascal et
Fermat ; il a pour probléme fondateur le « problédaes partis % (posé pour la premiére fois en
1494). Les situations modélisées sont celles des @ hasard, c'est-a-dire des phénomeénes
aléatoiresdiscrets pour lesquels on peut faire la descrptichaustive de tous les cas possibles
hasard n'y est pas défini, il est une des reglgeuul est mobilisable a volonté. Le cadre d'étedt
l'arithmétique (dénombrement, combinatoire, réawreefinie).

Les trois conceptions suivantesagard bénin hasard lentet hasard sauvageont pour cadre

64 http://archive.numdam.org/ARCHIVE/MSH/MSH_1964_/MSH_1964 9 3 O0/MSH_1964__9 3 0.pdf
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théorique I'analyse et font référence #usoremes limites
= les lois des grands nombregui établissent la convergence en loi de la moyeaime
variables indépendantes de méme espérance mathaenati
= le théoréme de la limite centratpui établit la convergence en loi de cette moyerers une
loi normale lorsque les variables ont de plus la méme variance.
Le recours aux outils de I'analyse permet d'étaldg liens entre les observations d'un phénoméne
aléatoiré aux niveaux microscopique et macroscopique.

Le hasard bénininvoqué dans les travaux de Bernoulli (1713) Mevre (1733) et Laplace (1812),
obéit a ces théoremes limites. Il intervient aun sbexpériences aléatoireeproductibles dans les
mémes conditions ; sur un nombre restreint d'é@®ules résultats peuvent sembler anarchiques
mais si le nombre d’épreuves devient suffisammesndy des régularités apparaissent. Il permet une
appréhension déterministe du phénomene aléatiraiveau macroscopique. Il va étre une aide, un
outil dans le domaine scientifiqgue. Il y a parfaigérét a interpréter certains phénomenes aux
conditions initiales trop complexes comme des ph@&mes aléatoirésde fagon a utiliser la théorie
des probabilités pour les étudier.

Le hasard lentnommé ainsi par Mandelbrot (début®) concerne les phénoménes aléatoirps
obéissent aux théoremes limites mais de faconnge lgu’ils apportent peu de renseignements au
niveau macroscopique sur la connaissance globghélnomene étudié.

Le hasard sauvaged'abord étudié par Lévy (1937) et Lorenz (1960))cerne les phénoménes qui
n'obéissent pas aux théoremes limites, ceux despérance est infinie (processus de Cauchy) ou
ceux qui sont trés sensibles aux conditions iesiatomme les phénoménes boursiers, les
turbulences, les phénoménes météorologiques, aguxégouchent sur la théorie du chaos... Leurs
fluctuations sont aléatoiresans étre bénignes. L'aléatoirgu niveau microscopique perdure au
niveau macroscopique.

Dans ces trois conceptions, le hasard n’est plugig@mme un principe extérieur, une régle du jeu,

mais comme une caractéristiqgue des phénomeénesvabker que le mathématicien cherche a
modeéliser.

Le hasard formel étudié depuis les années 1960, a pour cadreighéda théorie de l'information.
Le hasard devient objet de recherche. Le projet'éstdier la structure interne de suites aléasoire
(contingentes) et de mesurer la quantité de hagaiglles contiennent. On définit la complexité
d’'une suite comme la longueur minimale en nombrebds du programme dont I'exécution
produirait cette suite et on dit qu'une suite éSatairé si sa complexité est « approximativement
égale » a sa longueur. C'est le domaine des paadod’apres le théoréme de Gdodel, il est
impossible d’exhiber une suite aléatoire

On considére aujourd’hui que I'homme est incapdeleproduire par lui-méme du hasard. La
production de hasard passe par l'utilisation d'énégateur de hasard. Celui-ci peut étre un objet
usuel (piece, dé, urne...) utilisé en respectantratopole expérimentabdapté. Cela peut étre aussi
une fonctionnalité d'un instrument TI€agoom des calculatrices oalea des tableurs) ; dans ce cas,
les nombres fournis sont pseudo-aléatoires : it§ g@duits par des algorithmes de fagon périodique
avec des périodes extrémement longues et indéeslabiotre échelle.

Souvent dans les énoncés d'exercices de mathéemtilexpression consacréeer un objet au
hasard appelle comme interprétatichaque objet a la méme probabilitétre choisiAinsi le mot

hasardest associé a de I'équiprobabilité, ce qui peostitoier un obstacle didactique : on observe
souvent des éléves qui, dressant une liste d'éaléés attribuent a chacune la méme probabhilité

~—~—~0 ~~~
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Une expérience aléatoirest un processus ou le hasandervient pour produire un résultat parmi

d’autres possibles.

Dans la description d'une expérience aléatoirgean distinguer trois niveaux.

= Le premier niveau est celui deXpérience réellePar exemple, on lance une piéce de 1 €

en l'air et on observe son comportement : la ppge tomber sur le c6té Pile, ou sur le
cbté Face, ou sur la tranche, ou rouler et se episous un meuble (auquel cas le jeu
s'arréte), etc.; on peut ainsi envisager de nambrésultats de I'expérience, certains
farfelus mais pas impossibles. Un autre exemplaistena lancer en l'air un dé cubique
rouge et a observer son comportement : le dé mdamber sur une des six faces, ou
cogner un obstacle et rester en équilibre sur téte &dé cassé), ou se briser (cf. Ekeland),
etc. ; la-aussi on peut envisager de nombreuxtedsydossibles.

» Le deuxieme niveau, celui dexpérience pseudo-concretsst une premiére étape dans la
simplification et la modélisation de la réalité.Debjets qui produisent du hasardn ne
retient que certaines propriétés. De la multituder@sultats envisageables, on ne retient
que ceux qui sont considérés comme pertinentspburt de vue probabiliste et qui vont
étre objet d'étude, on les interpréte en termesuei
Par exemple, on lance en l'air une piéce (peu itaEa valeur, sa matiére) et on observe
ce qui arrive. Parmi tous les résultats possihités ci-dessus, on ne retient que les cas ou
elle montre Pile ou Face, situations que I'on prége en termes d'issuendées « Pile » et
« Face ». De méme, on peut lancer un dé cubigueifpeorte sa matiére, sa couleur) et
observer le nombre de points de la face supérieereésultatest interprété par l'issug,
le résultatest interprété par l'issug, etc.

= Le troisieme niveau est celui duodelé mathématiqueles objets, générateurs de hasard
sont idéalisésla piéce est équilibrée (qu'est-ce que cela veutdinee telle piéce existe-t-
elle ?),le dé est homogene et régulier (un tel dé existe?}-ilOn introduit un ensemble
d'‘éventualitéschacune étant affectée d'un nombre positif cosrgire O et 1 (ces nombres
doivent vérifier certaines propriétés qui seronécmées plus loin). Ces éventualités
représentent en général dans le modéle abstraitdass considérées dans le modele
pseudo-concret. L'ensemble des éventualités esiéappiversou ensemble fondamental
ou encorgéférentie] il est notéQ ou E.

Par exemple, on peut modéliser le lancer d'uneepiéquilibrée, par le choix des

éventualités P et F, chacune affectée %}Ie Pour modéliser le lancer d'un dé cubique
régulier, on peut choisir comme ensemble d'éveitdsa{l,2,3,4,5,6} et affecter a

1
chacune le nombreg :

On parle d'une expérience aléatoire a plusiégmeuvesquand la réalisation de Il'expérience
comprend plusieurs étapes. Par exemple, « tirded® Face, puis tirer un jeton dans une urne »
est une expérience aléatoire a deux épreuves.

Au moins par la pensée, l'expérience aléatoireepsbductible dans les mémes conditions. Elle est
susceptible d'étre décrite par un protocole expénita dont elle est indissociable.

~—~~Q0 ~~~
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Le protocole expérimentast 'ensemble des instructions a suivre pour powaffirmer que I'on
a réalisé I'expérience aléatoirk doit :
= décrire clairement et avec précision les conditida réalisation de I'expérience de facon a
la caractériser ; c'est ce qui permet de "rép&epérience dans les mémes conditions".
= présenter la liste des issuésonformément au programme de Troisieme, on cénsidue
cette liste comporte un nombre fini d'éléments).
Le respect du protocole garantit qu'une iSsliene expérience ne peut étre ni prévue, ni azdgul
ni influencée : a notre échelle, elle dépend dwafthsC'est la reproductibilité du protocole qui
permet de reproduire I'expérience ; c'est la n@udliptibilité du résultat qui confére a I'expérience
son caractere aléatoire
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On parle dssuedans la représentation pseudo-concréte d'une ierpéraléatoire Par exemple,
pour le jet d'un dé, les issues retenues sont3l,,£,5 et 6 (on exclut dé cassé).

Lorsqu'on a répété une expérience aléatairéois, lesn résultats interprétés en termes d'issues
constituent un échantillomle taillen.
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Le motéchantillonvient deeschandillon descandaculuméchelle, jauge.

Dans le langage courant, le mot peut faire réf@enan étalon de mesure, a une petite quantité d'un
marchandise que I'on montre pour donner une idékedsemble ou encore a une fraction d'une
population destinée a étre étudiée par sondage.

En mathématique, un échantillon de taifleest unn-uplet constitué des isstiede n répétitions
indépendantes de la méme expérience aléat(@re toute rigueur, c'est umuplet de variables
aléatoires).

Lesn valeurs constituent une série statistique.

e () e
5 Pour un échantillon la distribution de fréquencesst la donnée des issues de leurs fréquences
¢ respectives.

« Distribution de fréquences sur un ensemble fini :

R

E Issues 8|S ... |S

S Fréquencegf, [f, | ... [f | 1

E

N Pour une expérience aléatojrdeux échantillonsde méme taille n'ont pas nécessairement la
(E: méme distribution de fréquences : c'edtatuation d'échantillonnage

S

e () e
N La démarche probabiliste passe par une modélisdédexpérience aléatoirqui débouche sur la
¢ définition d'un modéle La donnée des éventualités et de leurs prob&bitispectives constitue

la distribution de probabilitéassociée au modéle
P
R Distribution de probabilité :
o
B Eventualités| e & | ... | &
B Probabilités| p. P2 | .- | p | 1
|
L
|
.
E

e () e
I A une expérience aléatoirpeuvent étre associés plusieurs modéles, plusoinsrpertinents ; un
= Mmodele pertinent est un modele « assez » simplegaErmettre des calculs et leur exploitation et
o «assez» juste pour étre en cohérence avec laéréakst-a-dire que les distributions de
. fréquencesobtenues pour des échantillonte taillesimportantessont en général proches de la
s distribution de probabilitéde ce modéle.
|
L Par exemple, dans le lancer d'une piece équilibo@epourrait adopter la distribution de
a probabilité :

T Eventualité P F
; Probabilité| 0,5001 0,49991 |
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sans doute plusiste pour une piece plus creuse du coté Pile, maipératoire pour les calculs.
De plus, ce modele donnerait des résultats tregliffévents de celui qui est conventionnellement
adopte :

Eventualité P F
Probabilitt| 05| 05/ 1 |

Il se peut que pour une expérience aléataioenplexe, la modélisation n'aille pas de soi &t lgu
choix d'un modele pose probléme. On peut alorsrootdr un modéle que I'on pense pertinent a
la réalité en produisant un échantillode grande taille et en dressant la distribution de
frégquences Une tropgrandedifférence entre la distribution de fréquericesla distribution de
probabilité pousse a mettre en doute la validité du modéldidan

~—~~0 ~~~
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A défaut de réaliser concrétement une expérienéataité, on peut lasimuler c'est-a-dire la
remplacer par une autre expérience aléatairéaquelle est attaché un modéde méme loi de
probabilité. Les résultats de l'expérience réalisée sont aluesprétés en termes d'issueke
I'expérience simulée a l'aide d'une correspondatee,codage.

Par exemple, pour simuler I'expérience « sexe aalasance » dans une population d'animaux
comprenant autant de femelles que de males, onlaecer une piece et coder F poakeLLe, P
POUrMALE .

Pour simuler le tirage dans une urne qui comprejedoh jaune et 2 jetons verts, on peut lancer un
dé cubique et coder 1 et 2 par Jaune, 3, 4, Pat ®ert.

On peut aussi utiliser un dé cubique pour simuter lancer d'un dé tétraédrique équilibré » en
codant : 1 par 1, 2 par 2, 3 par 3, 4 par 4, eta@sidérant que 5 et 6 ne sont pas interprétés en
termes d'issuésle I'expérience « lancer d'un dé tétraédrique ».

On voit ainsi qu'un dé peut étre utilisé, suivastibesoins, pogyouer au dé, ou pousimulerd'autres
expériences aléatoires

A partir du générateur de nombres pseudo-aléatditesoutil TIC ganoom ou NbrAleat ou Ran#
d'une calculatrices.ea() d'un tableur) de tres nombreuses simulations passibles.

Pour simuler une expérience aléatgiiieest nécessaire de lui avoir associé au préalabmodelg
supposé pertinent. Pour certaines expériencesoa@satpar exemple, le lancer d'une punaise), il
n'est pas possible de proposer un modefwiori.
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Le motévénemenprovient du verbe latinevenire(venir).

L'Académie Francaise indique l'orthographe « évéemein» dans sa troisieme édition (1740). En
1990, le rapport sur les rectifications orthograpks préconise l'orthograplé@enemenafin de
respecter la prononciation ; 'ancienne accentnai@nementeste tolérée.

Dans le langage courant, on rencontre le gwv@nementvec plusieurs acceptions : résultat, fait
important, soudain, imprévu.

En mathématiquegvénemengst utilisé dans plusieurs contextes.

» Dans le cadre d'une expérience aléatoire* raatleévénement est une assertion qui, au vu
du résultat de I'expérience aléatoire*, se révelaee ou fausse. Par exemple, pour le jet
d'un dé, on peut s'intéresser a I'événement «céadapérieure du dé montre un nombre

pair ».

= Dans la représentation pseudo-concréte de I'esppéei un évenement est un ensemble d'isSsues
possibles. Par exemple, pour le jet d'un dé, I'énwemt « obtenir un nombre pair » est 42 6}.

Une fois I'expérience réalisée, l'isSudservée, si elle appartient a cet ensemble seéeadit
évenement.

= Dans le modéle probabilistein évenement est un sous-ensemble de I'ensendas &/entualités.
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Par exemple, pour le jet d'un dé équilibré, on phoisir E={1,2,3,4,5,6} et {2,4,6}
est un évenement.

Vocabulaire, cas d'un espace probabilisé fini

Langage ensembliste Langage probabiliste Exemple :tjd'un dé
Ensemble Univers ou référentiel _
E={e,&,...,6} E={e,e,...,6} Sl MR

Elément de E g Eventualité g 3
{1;2; 3} est un évenement
défini en extension.

A est un événement « Obtenir au plus 3 » est le
méme évenement défini en
compréhension.

Partie pleine E Evénement certain « Obtenir au plus 1

{6} ou encore « Obtenir 6 »
est un événement élémentaire.
Ensemble vide [ Evénement impossible « Obtenir plus de 7 »
Réunion déA\ etB : A0 B EvénementA ouB
Intersection dé etB:An B |EvénementA etB

A est une partie de E
AOE

Singleton £} Evénement élémentaire

N (gbtenir un nombre impair
% Obtenir un multiple de 6
Ensembles complémentaireg- . . « Obtenir un nombre pair » ¢
Evénements contraires . U X
dans E « Obtenir un nombre impair
Systéme complet
d'évenements

M

Ensembles disjoints Evénements incompati

M

>

—

v

Partition de E
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Une loi de probabilité P sur l'univers finifE={e.,e,...,e} est une application définie sur
I'ensemble des évenementde E, a valeurs dans j[@]. L'image parP d'un événemehiA est la
probabilité deA, notéeP(A).
La somme des probabilités de tous les évenemélétmentaires dE est égale a 1.
La probabilité d'un événemerast la somme des probabilités des éveénemétémentaires qui le
constituent.
De fait, dans le cas ol est fini, P est déterminée dés que l'on connait les éverdsalitt les
probabilités correspondantd¥{e}) - souvent notéeg - c'est-a-dire dés que l'on connait la
distribution de probabilité
En conséquence :
- P(E)=1
- P(A)=2 p(le])

eEA

- Pour tout événemert d'événement contraireA , P(A)=1-P(A)

- SiA et B sont incompatibles?(A [0 B) = P(A) + P(B).

Aborder les probabilités par la notion de loi delyabilité permet de relativiser les valeurs
des probabilités élémentaires les unes par rapparautres, il y a peu de sens a en définir
une isolément.

m-4 -~ —®>»®O0XT
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Lorsque les évenementdémentaires ont la méme probabilité, egaleaa.i ,on parle
ardinal (E)

Cardinal(A)

WBJ(E) . Le calcul de

d'équiprobabilité La probabilité d'un évenemehest alors

probabilité se raméne dans ce seul cas a du déromaht.

~—~—~Q0 ~~~
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Un arbre de choiest un schéma adapté a des situations ou plusieops doivent étre opérés et qui
se construit par étapes.

Pour une étape, chague option est matérialiséewtudhun trait appelbranche: on obtient umaeud

de l'arbre. A partir de chaque nceud d'une étapmatérialise par de nouvelles branches les options
possibles de l'étape suivante en tenant compteésgssaire des choix effectués aux étapes
précédentes. On appelle auszud'origine commune des branches de la premiereétap

En partant d'une branche de la premiére étape suigant une branche de chacune des étapes
suivantes pour arriver & un nceud terminal, on patam chemin A I'extrémité de chaque branche
terminale de l'arbre, on peut dresser la listeaggi®ns du chemin correspondant : on obtient par ce
procédé le bilan exhaustif des cas possiptps peut donner lieu a du dénombrement, on [zdoles
d'arbre de dénombrement

Choisir un arbre comme support de raisonnemenéeméd modéliser une situation donnée par une
succession d'étapes qui ne sont pas nécessairidasra une temporalité.

Un arbre pondéréest une représentation adaptée aux expérienasisdé a plusieurs épreuves.

Le programme de Troisieme limite I'étude au casedexpérience a deux épreuves conduisant & un
maximum de six issues ; il n‘aborde pas le casrdges successifs dans une urne (avec ou sans
remise).

Dans ce contexte, un arbre pondéré se constrdi¢ex étapes.

Pour la premiére étape, on dispose d'un systemelebmiévenementsde I'univers attaché a la
premiére expérience, les événemerstsnt matérialisés a l'extrémité de traits de mémgine,
appelésranches on obtient desiceudsde I'arbre. Chaque branche pshdéréepar la probabilité

de I'événementeprésenté.

Pour la deuxieme étape, on dispose aussi d'umsystémplet d'événements de l'univers attaché a la
seconde expérience. A partir de chaque noeud préticéne matérialise par de nouvelles branches
pondérées les évenemérds la seconde expérience.

Remarquons que la somme des probabilgés les branches originaires d'un méme nceud akt &g

1.

Une branche de la premiére étape suivie d'une beade la seconde constitue ohemin A
I'extrémité d'un chemin, on obtient I'évenementjaoction des événementslu chemin dont la
probabilité est le produit des probabilit§sondérant les branches.
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Le motpossiblevient du latin dgossibilis

Dans le langage courant, on utilise le ppossiblepour exprimer ce qui peut exister, ce que l'ort peu
faire, ce qui constitue une limite, ce qui peutéaiser ou étre vrai, ce qui est acceptable...
En philosophie, est possible ce qui n'est pas isiblas

En langage probabiliste, un évenemest dit impossible lorsqu'il est vide (il ne ppas étre
réalisé). On ne parle pas d'évenement possible.

On utilisait ce mot dans deux expressions (viei)lie

= "'univers des possibles”, ou le mot désigne aelgun appelle aujourd'hui les éventualités (cf.
expérience aléatoirg;
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la formule Nl TEREES EelElols a laquelle on préfere au'ourd'hu'Cardinal(A) ou
Nombre¢decas possible . P J Eardinal (Q)
Nombred ' élémentde A

Nombred' élémentde E

ue l'on peut noter?ﬂ
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Le motplausiblevient du latinplausibilis digne d'étre applaudi.

Dans le langage courant, plausible se dit d'unsethd'une histoire, d'une interprétation, d'une
explication, d'une excuse qui semblent pouvoir &thmises ou tenues pour vraies. Ce mot renvoie a
la notion de vrai ou de vraisemblable.

Il n'y a pas de définition mathématique de ce namisdune théorie.

~—~—~Q0 ~~~

Le motprobablevient du latin dgrobabilis deprobare prouver.

Dans le langage courant, ggbbablece qui n'est pas contraire a la raison, ce qug &&re certain,
peut étre tenu pour vrai plutét que pour faux, @@ gst raisonnable de conjecturer...

Il n'y a pas de définition mathématique de ce namisdune théorie.
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Le mot chancedérive du latincadere tomber, choir. Auxi®, chéancedésignait la maniére dont
tombent les dés.

Dans le langage courant, le mot chance évoque améne favorable ou défavorable selon laquelle
un évenement se produit, la possibilité de se predear hasard, un hasard heureux ou un sort
favorable...

Des expressions courantes comiihg a de fortes chances que', "quand on lance une piéce, il y a
une chance sur deux d'obtenir Pilenvoient a la notion de probabilitéSuivant les cas, ce mot
désigne des issuesu cas possiblgsune proportion, une grandeur, une comparaisore efgux
probabilités... (cf. l'articléA propos de l'introduction aux probabilités en Feéme. Du fait de sa
polysémie, c'est un terme a éviter en cours de énatiques ; I'employer risquerait de plus de
renvoyer ['éléve a la notion de sort, favorableléfavorable, d'ou toute rationalité est exclue.
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Les probabilités font partie des programmes de troisieme au college.
Cette publication présente des situations avec différents objectifs :
initier, faire émerger les représentations des éleves sur le hasard,
expérimenter, manipuler, donner du sens et mettre en place le
vocabulaire.

Chacune des activités décrites a été expérimentée et les productions
d'éleves analysées. Les auteurs ont eu le souci de faciliter leur prise
en main en proposant une feuille de route et des documents
directement a photocopier pour les éléves.

Cette brochure propose également aux enseignants des apports
théoriques et un lexique.
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