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La mesure des grandeurs au collége

Dans son ouvrage célébre intitulé "La mesure des grandeurs”', Henri Lebesgue
souligne que:

"Il 0’y a pas de sujet plus fondamental : la mesure des grandeurs est le
point de départ de toutes les applications des mathématiques? et comme
les mathématiques appliquées ont évidemment précédé les mathématiques
pures, la logique mathématique, on imagine d’ordinaire que la mesure des
aires et des volumes est @ Uorigine de la Géométrie ; d’autre part, cette
mesure fournit le nombre, ¢’est-a-dire 'objet méme de I’Analyse. Aussi
parle t-on de la mesure des grandeurs dans les trois enseignements : pri-
maire, secondaire, supéricur; le rapprochement de ce que ['on fait dans
les trois ordres d’enseignements fournit un exemple de ces efforts de com-
préhension d’ensemble, de coordination qui me paraitraient pouvoir ser-
vir plus efficacement a la formation des futurs professeurs que le travasl
exigé d’eux: le fignolage verbal de legcons isolées.”

Nous en avons souligné trois idées qui nous paraissent fondamentales:
1. Elle est le point de départ de toutes les applications des mathématiques.
2. Elle fournit le nombre, ¢’est & dire 'objet de Panalyse.

3. Elle fournit un exemple de compréhension d’ensemble.

C’est dire d’abord que Penseignement des mathématiques au collége ne doit pas
étre pensé a Uintéricur et en fonction des sculs programmes ct objectifs du col-
lege, mais bien plutot dans une dynamique qui, s’appuyant sur les acquis de I'école
primaire, conduit I'éléve au lycete et & Vuniversité. Le théme de la mesure des gran-
deurs est en ce sens le plus représentatif d'une double transversalité qui doit inspirer
continuellement enseignement, des mathématicques au collége : transversalité verti-
cale comme nous venons de le signaler qui organise les programmes dans une vue

1. H. LEBESGUE: "La mesure des grandeurs” ré-édition A. Blanchard 1975 - page 2
2. ¢’est nous qui soulignons
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d’ensemble allant depuis 1’école primaire jusqu’au début de 'université ; transver-
salit¢ horizontale aussi, cn ce que le théeme de la mesure des grandeurs conditionne
directement Papprentissage des sciences en général, et particulicrement celui des
sciences physiques; car la physique est expérimentale, et Pexpérimentation passe
nécessairement par la mesure des grandeurs. Clest en ce sens, par exemple, que Pon
peut comprendre la question posée lors de ce colloque et qui concerne la géomaétric :

"Le role essentiel de la géométrie n'est-il-pas de mettre en place la dé-
monstration, avec le passage du monde physique au monde mathématique 2"

La réalité physique est appréhendée, et saisie, d’emblée en termes de grandeurs
ct de variation des grandeurs. Mais pour que cette saisic devienne scientifique, il
faut qu’elle soit I'objet de mesures, ¢’est a dire traduite en termes de nomnores ot de
fonctions.

Les programmes de mathématiques du college entérinent d’ailleurs trés largement
cet ancrage dans la réalité physique avec des rubriques telles que : la mesure du temps
(en 5éme), les grandeurs quotient (en 4éme), les grandeurs composées (en 3éme).

Plus précisément, on trouve une rubrique Grandeurs et mesures pour chacune

des classes, avee les thémes suivants

en sixiéme:
Périmeétre et aire d’un rectangle, aire d’un triangle rectangle.
Longueur d’un cercle.
Volume d’un parallélépipede rectangle a partir d’un pavage.

— en cinquiéme :
Somme des angles d’un triangle. Aire du parallélogramme, du triangle, du
rectangle.
Mesure du temps.
Aire latérale et volume d’un prisme droit, du cylindre de révolution

— cn quatriéme :
Grandeurs quotients courantes.
Volume d’une pyramide, volume ct aire latérale d'un céne de révolution.
en troisiéme:
Grandeurs composées.
Aire de la sphére, volume de la boule.

On peut sculement regretter que ces rubriques soient coupées d’autres parties ox-
plicites du programme placées dans d’antres themes tels que Fonctions numériques

avec:
en sixiéme:
Changements d’unités de longueur, d’aire.
Etude d’exemples relevant ou non de la proportionnalit¢.
- en cinquiéme:
Mouvement uniforme.
Changements d’unités de temps et de volume.
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en quatriéme:
Vitesse moyenne.
Changements d’unités pour des grandeurs quotients courantes.

— en troisiéme:
Etude générale de I'effet d’une réduction d'un agrandissement sur des aires,
des volumes mais aussi des thémes comme Nombres et calcul numérique et
I'utilisation des touches v/ ou cos( ).

Or Lebesgue a raison : la mesure des grandeurs fournit aussi ce qui fait I'un des
domaines les plus riches des mathématiques: le nombre et Panalyse.

Historiquement, Vanalyse s’est constituce et développée principalement autour
du theme de la mesure des grandeurs. La notion de nombre irrationnel, de réel,
le caleul différenticl et integral, sont nés de problémes de mesures de longucurs,
d’aires, de volumes. Ces problémes ont leur ancrage dans une réalité physique, mais
ont conduit trés tot a des découvertes qui dépassent largement la simple intuition.
1ls sont donc exemplaires pour mettre en évidence la frontiére entre le fait constaté
et le fait démontré: leur ancrage dans la réalité physique les rend accessibles a I'in-
tuition de I'éléve mais I'incapacité de cette intuition a rendre compte de toutes les
situations et a résoudre certains problémes (grandeurs incommensurables, surfaces
limitées par des courbes ), Poblige a dépasser le stade empirique pour accéder au
stade théorique de 'analyse mathématique.

Il y a en effet une difficulté insurmontable dans la démonstration de la plupart
des resultats ¢lementaires de la mesure des grandeurs : les formules connues depuis
Pantiquité nécessitent pour leur démonstration un recours et une gestion de infini.
Démontrer des formules aussi classiques que:

— aire du rectangle égale longueur fois largeur,

aire du disque égale w2,

— périmétre du cercle égale 27 R, cte. ..
suppose la mise en place d’une théorie du continu et du nombre tout a fait inacces-
sible & I'éléve du collége ou de I’école primaire.

D’ou la tentation de limiter Papprentissage de ces formules & une activité du
type artisanale au méme titre que le travail d’un arpenteur, tonnelier, charpentier,
lesquels en font effectivement une utilisation quotidienne. Cela est tout a fait justifié
ct légitime a Pécole primaire. Mais au collége, le moment est venu d'initier I'éleve
a une activité proprement mathématique, ¢’est-a-dire une activité de raisonnement,
de justification ct de démonstration qui dépasse la simple mise en forme de faits ct
de résultats observés ou expérimentés? Llenscignement des mathématiques au col-
lege doit sensibiliser progressivement I'éléve au fait que la réflexion, le raisonnement,
Pabstraction, en un mot la pensée, peuvent aller plus loin dans la précision, la jus-
tesse de certains résultats, et U'inciter peu & peu a une démarche scientifique qui aille
an dela du sensible pour découvrir la beauté et la richesse des ohjets mathématiques
idéaux.
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Alors la rigucur exigée dans les mathématiques w’apparaitra plus comme un exer-
cice ennuyeux ct inutile, mais bien au contraire comme le garant d’'une pensée juste
et conquérante d’un monde inaccessible aux scules données des sens.

Sculement, pour en arriver 1, on ne peut se contenter de dire: voila, on vous a
donné a I'école primaire ou en sixiéme, cinquiéme, des formules sans vous les démon-
trer - le moment est venu a présent, en quatriéme, en troisiéme (en seconde?), de
les démontrer: cela ne les intéressera pas et de toute facon, cela n’est pas realisable
car trop difficile. Ce que I'on peut faire, par contre, c’est mettre en place quelques
questionnements, quelques démarches, quelques progressions qui préparent aux rai-
sonnements et aux démonstrations propres de Panalyse mathématique a partir des
connaissances acquises par les éléves a I’école primaire et dans les premiéies années
de collége, et qui s’appuient sur quelques rubriques du programme : particuliérement
la rubrique Grandeurs et mesures.

L’expost qui suit, plutot que de s’en tenir & un discours théorique, coupé de Pen-
seignement au quotidien, préfére partir de quelques questions ou problémes ouvrant
des pistes de réflexion et d’expérimentation, autour de trois types de préoccupations :

1. Ty a des formules concernant la mesure des grandeurs que les éléves connaissent
depuis I'école primaire ou qui font partie des programmes de collége. Comment
placer les éléves dans un questionnement mathématique sur ces formules dé-
veloppant une démarche de raisonnement et progressivement de validation de
ces formules?

2. Comment amener les éléves & une conscience claire et précise de Pexistence de
nombres qui ne sont ni des entiers ni des fractions d’entiers, mais qui pourtant
sont indispensables pour mesurer de fagon exacte certaines grandeurs?

3. Comment familiariser les éleves avee des démarches spécifiques de raisonne-
ment en analyse, ¢’est-a~dire qui mettent en ceuvre le continu et done infini?

Plusieurs équipes pédagogiques, particuliérement dans les IREM, travaillent et
progressent sur ces objectifs.

Nous nous proposons d’explorer ici quelques pistes que peut nous fournir I’his-
toire des mathématiques, qui comme nous 'avons signalé plus haut a rencontré
beaucoup de problémes liés a la mesure des grandeurs. La progression proposée se
developpera en trois étapes qui tentent de donner un début de réponse aux trois
interrogations formulées ci-dessus :
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1. Montrer sur des exemples simples, mais non triviaux, ce que peut

étre une démarche de raisonnement et de démonstration au collége.
Le point d’appui - déja développe ailleurs - est que les grandeurs, considérées
en clles-mémes, ¢est-a-dire sans étre forcément lices a 'idée de leur mesure,
sont une source in¢épuisable de propriétés simples & démontrer, ne nécessitant
qu'un arscnal réduit d’axiomes ou de propriétés de base.
Nous croyons en effet qu’une des raisons des difficultés actuelles de I'appren-
tissage d’une véritable démarche mathématique au collége tient au fait de
ne pas séparer I'étude des grandeurs de leur mesure. Par exemple, rien que
déja pour mesurer les cotés d'un triangle rectangle, interviennent les radicaux,
c’est-a-dire des nombres irrationnels, concept inaccessible sans une préparation
méthodique qui fera 'objet de la deuxiéme étape. Or le théoréme de Pythagore
peut se penser et s’énoncer sans recours a la mesure et au nombre.

2. Dégager de maniére convaincante la nécessité d’introduire des nombres
dits irrationnels, posés par un acte de pensée qui manifeste a la fois la réa-
lité de ces nombres, en ce qu’ils mesurent des grandeurs physiques, sensibles
et observables, et leur caractére abstrait, en ce qu’ils ne peuvent pas s’écrire
exactement avec les chiffres usuels. L'impossibilité d’écrire ces nombres exac-
tement, mais la possibilité d’en donner une valeur approchée aussi précise que
I'on voudra introduit alors aux démarches spécifiques de 'analyse mathéma-
tique mettant en jeu les processus infinitaires.

3. Quelques exemples de démonstration introduisant au raisonnement
de Panalyse.
Ceux-ci peuvent alors étre abordés sur quelques exemples simples développés
dans une troisiéme partie par une approche des problémes liés au continu
oll nous tenterons quelques premiéres démonstrations de formules classiques
comme aire du rectangle, la longueur de la circonférence et laire du cercle
ou le volume de la sphére.
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Les aires : outil heuristique, outil démonstratif.

I est une idée simple concernant les grandeurs, simple parce que liée & lintui-
tion sensible du jeune éléve et qui est d’ailleurs explicitement inscrite dans les pro-
grammes du collége, c’est celle d’agrandissement et de réduction avec, sous jacente,
lidée de conservation de la forme. On a déja cité certains extraits de programme a
ce sujet. Voicd ce qui concerne la Troisiéme :

CONTENUS COMPETENCES EXIGIBLES

Proportionnalité et traitement
usuels sur les grandeurs

Dans des situations mettant en jeu des grandeurs,
I'une des grandeurs étant fonction de autre.

- représenter graphiquement la situation d’une fa-
con exacte si cela est possible, sinon d’une fagon

Application de la proportionnalité

approximative,
- lire et interpréter une telle représentation.

Grandeurs composées
Changement d’unités

Calculs d’aires et de volumes Calculer I’aire d’une sphére de rayon donné.
Calculer le voluine d’une boule de rayon douné.

Connaitre et utiliser le fait que, dans un

Effet d’une réduction ou ) ) .
agrandissement ou une réduction de rap-

d’un agrandissement sur des aires

ou des volumes. port k,

- l’aire d’une surface est multipliée par k*

- le volume d’un solide est multipli¢ par k*

Nous utiliserons donc une propriété de base, repérée ici propriété (A-Ri (comme
agrandissement - réduction).
Dans un agrandissement - réduction de rapport k, 'aire d’une surface est multipliee

par k? (A-R).

Une premiére série d’activités d’agrandissement ou de réduction

Limitces a des figures simples, clle mettront en évidence la compréhension du
fait que si les longucurs sont multiplices par k alors les aires sont multiplices par k2.
On pourra cependant faire observer que si la constatation de ce fait est claire sur
les figures rectilignes (carrcs, triangles, ... ) elle ne Uest pas du tout sur les figures
delimitées par des lignes courbes. Ce peut étre Ioccasion d'un premier questionne-
ment sur Paire du disque:
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ol

figure 1
Si le diametre d'un cercle est doublé, le carré construit sur le diamdtre est quatre
fois plus grand. En cst-il de méme pour le cercle inserit (figure 1)7

A chacun de voir s'il peut aller plus loin en explorant les divers polygones régu-
liers inscrits et circonserits an cercle (figure 2).

figure 2

Dans un agrandissement ou une réduction de rapport k, Uaire d'une surface est
multiplice par k2.

Passons alors au probléme, d'une certaine facon inverse, dans lequel ¢'est le
facteur &2 qui est donné. Commencons par quelques idées d’activité en classe. Elles
sont simplement esquissées. Chaque professeur les adaptera et les ¢toffera par les
questions intermédiaires quil pense utiles.
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Construire une figure d’aire n fois plus grande qu’une figure donnée et
de méme forme.

a) Construire un carré d’aire double d'un carré donné.
Ce probléme, comme on le sait, est fort ancien
et donne déja a Platon dans son dialogue le
Ménon l'argument d’une distinction essentielle
entre dire le coté du carré double et construire
ce coté. Ni le serviteur auquel fait appel
Socrate, ni Socrate lui-méme ne peuvent dire
en nombre le coté du carre double puisque ce
¢Ot¢ est incommensurable au c¢oté du premier.
Mais ils peuvent le construire a partir de la
diagonale (figure 3):

Reste tout de méme la question :

Quel est le rapport de 'agrandissement qui fait

. . figure 3
passer d’un carré au carré double? &

b) Construire un triangle équilatéral d’aire double d'un triangle équilatéral donné

Si le carré est doublé en remplagant son

C coté par sa diagonale, on peut imaginer
que le triangle ¢quilatéral est doublé en
remplagant son coté par la diagonale du
carré construit sur le coté du triangle
initial.

Peut-on le démontrer simplement, au
niveau collége (figure 4)?

II suffit de démontrer que le triangle
AGF a méme aire que le demi triangle
cquilatéral AHE.

Dans ces deux triangles, AHF est com-
mun. Soit A le milicu de [AF].

Alors les triangles AHG ot AKF sont
superposables (isométriques par la ro-
tation de centre A et d’angle 60°)donc
égaux. Et comme A est le milien de
B [AE], les triangles AKF et KFE ont
EL- méme aire. D’otu I'égalité en aire des tri-
angles AGL et AHE, et Paire double
du triangle ADFE par rapport au triangle
AGF ou ABC.

figure 4
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¢) Construire un cercle d’aire double d’un cercle donuné.

A

figure b

d) La lunule d’'Hippocrate.

A partir de ce résultat, il est facile de
démontrer I'égalité en aire de la lunule
AKBD avec le carré ACOE (figure 6).

Les disques de centres respectifs C et
O sont dans le rapport 1 a 2, donc le
demi-disque ADB est égal au quart de
disque OAKB (la moitié est égale au
quart du double). Aux deux grandeurs
cgales OAKB et ADB, on cnléve une
méme partic (AKB). On obtient donc
des grandeurs de méme aire (OAB)
et (ADBK) ou encore (OCAE) ct
(ADBK) (figure 7).

La méme idée que pour le
carré ou le triangle s’applique,
mais comment le démontrer?
Le professeur peut renvoyer au
paragraphe 1 et avouer que pour
le moment il ne peut encore le
prouver avec la méme facilité
que pour le carré ou le triangle
(figure 5).

figure 6
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D b
A 0
figure 7

e) La lunule brisée d’Artus de Lionne.

Sur les lunules; on peut encore aller plus
loin et donner I'occasion aux ¢leves d’appro-
fondir certaines relations de proportionnalité
importantes sur le cercle, en méme temps
que d’exercer leurs facultés de raisonnement,
toujours sur des grandeurs (donc maintien
d’un lien avec Pintuition sensible) et avec
appul sur une axiomatique géométrique
réduite. La propriété & démontrer généralise
celle de la lunule vue au paragraphe préce-
dent, et affirine 'égalité des aires (AMN) et
(ACD) - parties hachurées de la figure 8. On
la trouve dans un ¢change ¢pistolaire entre
Tchirnhaus ct Leibniz, mais clle était déja
découverte par Artus de Lionne en 1610 .

figure 8

La figure de base est la méme, mais tronquée par une droite CNM correspondant
a un angle ACM = a quelcongue compris entre 0 et 90°. Le point M est projetd
orthogonalement ecn D sur AB. Cette propriété nous donne d’abord loccasion de
bien distinguer deux types de proportionnalité entre secteurs angulaires dont la mise
en correspondance permet de mettre en relief le caractére spécifique de chacune. Elle
permet aussi de faire saisir la différence entre une proportionnalité linéaire simple
(rapport d’agrandissement réduction k) et une proportionnalité au carré, que les
Anciens appelaient double (rapport A-R égal a k?).
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Pour un méme rayon et des angles distincts Pour un méme angle et des rayons distincts

AireOAB — « Aire(OAB) (O‘4>2
AireOBC 3 Aire(OCD) — \OC
figure 9

La démonstration de I’égalité de la lunule tronquée (AM N) avec le triangle AC'D
se fait alors facilement en trois étapes:

1) Aire du secteur(OAM) = Aire du secteur(CAN)
a)l’angle au centre AOM est le double de Iangle inscrit ACM
b)le carre du rayon OM est la moiti¢ du carré du rayon CA

2) Aire(MEQ) = Aire(DEC) B
a)Aire(OMC) = Aire(ODC')
parce que ces triangles ont méme base OC'
et des sommets situés sur une méme M
paralléle (M D) a cette base. o
b) Aire(MEO) = Aire(OMC') — Aire(OEC)
¢) Aire(DEC) = Aire(ODC') — Aire(OEC)

3) Aire(AMN) = Aire(ACD)
a)(AMN) = secteur(OAM) — (ANE) — (M EO)
b)(ACD) = secteur(CAN) — (ANE) — (DEC)

D’ou I'égalit¢ souhaitée

figure 10

Ce travail de reconnaissance de certaines proportionnalités prépare le terrain 4
un questionnement plus large et général : construire un carré, un triangle équilato-
ral, un cercle, etc..., N fois plus grand qu’'un carré, qu’un triangle équilatéral, qu’un
cercle, etc... donné.
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Cela nécessite la mise en place du théoréme de Pythagore.

f) Le théoréme de Pythagore.
Nous en connaissons des dizaines de démonstrations, mais I'une d’entre elles s’ap-
puie sur l'unique propriété (A-R) et a Pavantage de se généraliser & des figures
quelconques, en mettant Paccent sur idée de figures de méme forme (done agran-
dissement - réduction d’une figure donnée).

A

Considérons  le  triangle
ABC rectangle en A. Sa
hauteur AH définit deux
autres triangles rectangles
(ABH) et (ACH) de méme
forme  (semblables) au

triangle ABC (figure 11). - C
a
figure 11
Désignons par «, b, ¢ les longueurs des coté BC, C A, AB respectivement.
Plus précisément :
— le triangle ABH est une réduction de ABC dans le rapport ¢
a
b
= le triangle ACH est une réduction de ABC dans le rapport —
a
Done
N2 by2
Aire(ABH) = (£) " Aire(ABC) et Aire(ACH) = (7). Aire(ABC)
a a
D’ot, en additionnant membre & membre
@
Aire(ABC) = (CTQ + E).Am*c(ABC)

Donc ¢® = b? + 2
De plus, si 'on note h la hauteur AH, m et n les longueurs des segments FH et HC,

h n 5
on a —— ou h=mmn
m h

Relation qui nous servira dans la suite.
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Mais a ce niveau, il est
important de ne pas limiter
le théoréme de Pythagore
a sa forme numérique
a? = 1?4 % mais dy
associer des images géomé-
triques parlantes.

En faisant une symétrice
par rapport a chacun des
cotés du  triangle ADBC,
le théoréeme de Pythagore
peut se lire (figure 12):

figure 12

o1, sur les ¢otés d'un triangle rectangle donné, on
construit des triangles rectangles semblables a ce
triangle donné, la somme des aires des triangles
construits sur les cotas de Pangle droit est ¢gale a
Iaire du triangle construit sur 'hypoténuse.

Théoréme qui se généralise a des figures quel-
conques, en vertu de la propriété (A-R).(figure 13
a 15)

En particulier, nous voici en mesure de résoudre
le probléme: construire une figure N fois plus
grande ct semblable & une fignre donnée. Il suffit
de construire un triangle rectangle dont les carrcés
de deux ¢6tés ont une somme ou une différence

figure 13

¢gale a N.

VAN

figure 14

figure 15
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Exemple: Construire un carré 5 fois plus grand qu’un carré donné: 5 = 2% + 12

figure 16

Mais de toute fagon, on peut
toujours ¢erire

"= <'n;t 1>2 _ <77, ; 1)2

par exemple:

T=47-3% 11=6-5°

¢t ramener encore le probléme
a la construction d’un triangle
rectangle  dont  Thypoténuse
dans ce cas aura pour longucur

(71. :)’_ 1) (figure 17).

Cela nous amcne alors tout
naturcllement a la question :

Combien mesure le coté du
carré 7 fois plus grand (n fois
plus grand) qu’un carré donné
de coté pris pour unité ?

Le carré construit sur I'hvpoténuse
d’'un  triangle rectangle dont les
cotés de Pangle droit mesurent 1 et
2 répond a la question, en vertu du
théoréme de Pythagore (figure 16).

D’ott une question d’arithmétique,
en passant: quels sont les nombres
N qui s’écrivent comme somme de
deux carrés: n = p? + ¢*?

On pourra faire constater ou vérifier
que ce n’est pas possible pour n =3
oun="7T7oun=11etc...

figure 17

C’est le deuxiéme objectif: conduire les éléves a la conscience qu’il y a des gran-
deurs dont la mesure ne peut s’exprimer ni par un entier ni par une fraction d’entier.
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L’introduction du symbole /" et du nombre \/n

Une vielle idée due a Archytas de Tarente (IVe s. av. J.C.) peut nous y aider et,
d’une maniére étonnamment proche de I'analyse moderne: celle des suites.

Considérons deux grandeurs A et B, mesurées par les nombres entiersa et b (nous
supposons b < a), par exemple a = 2 et b= 1, comme sur la figure 18).
Construisons le cercle de centre O, de diamétre AB, mesurant a + b et la perpendi-
culaire GM = g en G telle que AG = a, GB = 0.

a+b
+ et ¢° = ab.

Alors nous avons, m = OM =

M

Projetons encore orthogonale-
ment G en H sur OM et soit
MH = h. Dans le triangle rec-
tangle OGM nous avons:

2ab

) a+b
m,g,h sont respectivement les

moyennes arithmétique, géomé-
trique, harmonique de a et b et
vérifient les inégalités:

2
g =m de sorte que N =

b<h<g<m<a
figure 18
A ce niveau 14, on peut trés bien se contenter de la propriété géométrique évidente
que la perpendiculaire est plus courte que toute oblique, pour affirmer les inégalités
strictes: h<g<m et pour les termes extrémes, on pourra
faire les raisonnements suivants:

b
1.b<a donc b+a<a+a donc m= ¢
1 1 2ab 2ab
2, —— < —— donc 2w h < @ h

a+a a-+b a+a a+b

L'intérct de ces inégalités ¢’est que
1. Sia et b sont rationnels, alors h et m le sont aussi, mais pas nécessairement g.
2. Comme g% = him, on peut itérer la mise en place de moyennes encadrant g, en
introduisant :

m-+h . .
my = —p— nouvelle moyenne arithmeétique

2mh. . . .
0 = i h nouvelle moyenne harmonique avec mih; = mh = ¢> puis
m -+ h
my -+ hy 2mq hy L i
— My =—— ; hy= et ainsi de suite.

N 2 my + hy
— Pour tout n on aura myh, = g?: la moyenne géométrique reste fixe.
Avec les éléves, on aura intérét a expérimenter la construction de ces suites
d’abord avec des exemples olt g% est un carré d’entier et ensuite seulement avec g2
non carré d’entier.
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Exemple 1: vt =4;0=9;¢9=6

h

m

en décimale I

en fraction

en décimale

en fraction

largeur de I’
intervalle [h,m|
inférieur a

72 L:
5, 538461538 3 6, 500000000 ; 1
1872 313
5, 980830670 6,019230770 — 101
5, 3067 13 , 019230 5
1171872 195313
5, 999969280 _— 6, 000030720 107
7 195313 , 0000307 32552
457763671872 76293945313
6,000000000 | —————— || 6,000000000 — 107Y
76293945313 00000 12715657552
1 1
6— — - -
76293945313 6+ 12715657552
Exemple 2: b=1;0a=2;9=2
largeur de
h m Pintervalle [h,m]
en fraction intérieur a

en décimale

en fraction

en décimale '

4 3
1, 333333333 5 1, 500000000 : 2 % 10~
24 1 ;
1,411764706 = 1, 416666667 17 102
17 12
, .
1,414211438 816 1,414215687 o1 10-5
577 108
941664 665857
1,414213562 it 1,414213563 200801 109
° 665857 ' 7 170832

touche Vo

V2 =1,414213562
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Ces expérimentations numériques peuvent sensibiliser les éléves & plusieurs ré-
sultats concernant la construction des réels, base de 'analyse :
1. distinction entre un nombre et I'écriture décimale approchée que peut donner
unc machine.
2. exemples de suites rapidement convergentes.
3. existence de nombres limites qui ne sont ni décimaux, ni fractionnaires.

Pour ce dernier point, voici un exemple de démonstration classique en son début
mais original ensuite et extrait d’un manuel allemand de classe 9 (environ classe
francaise de seconde)?.

Trous sur la droite des nombres:

On se demande maintenant s'il y a vraiment un nombre rationnel racine carrée
de 2. Supposons qu’il existe un tel nombre.
. . . .p . in .
Alors il se met sous la forme fractionnaire = (p, g € N) simplifiée le plus possible.
q

2 pXp

est alors également non simplifiable, et son dénominateur
qxq

D
La fraction (]—>
q

< ps ; AR . . N
est différent de 1. Alors (7) n’est pas un nombre entier, notamment non égal &

q

2. C’est en contradiction avec notre hypothése qu'il existe un nombre rationnel b
q

P2 N L. . . . .
avec (—) =2 . L’hypothadse ¢tait done fausse; il n’existe pas de nombre rationnel
1

de carré 2.

La longueur de la diagonale d'un carr¢ de ¢ot¢ lem ne peut pas étre exprimée
par un nombre rationnel en cm. '

Autrement formulé: le nombre 2 n’a pas de racine carrée dans (). Des études
analogues pour les autres entiers naturels montrent que:

Les nombres entiers naturels, qui ne sont pas des carrés d’entiers, n’ont pas de
racine carrée dans Q

Intervalles emboités:

On peut décrire précisément le lieu d’un point I de la droite réelle, qui ne
correspond & aucun nombre rationnel, a travers des nombres. Comme le point P

3. Référence du livre: Lambacher Schweizer, Sachsen ; Klett, 1995.
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correspondant au coté d’un carré d’aire 2 se situe :

entre 1 et 2 car 17 <2< 22

entre 1.4 et 1.5 car 14> <2< 152

entre  1.41 et 142 car 1417 <2< 1.42?

entre 1414 et 1.415 car 1.414° <2< 1.415%

On obtient sur la droite une suite infinie d’intervalles [A, 3] ; [A2D3,] ; [A3 B3]

... d’amplitndes respectives 0,1 ; 0,01 ; 0,001 ;
Tous les nombres, qui par exemple sont compris entre 1 et 2 (1 et 2 compris ) forment
I'intervalle [1;2]. Les nombres rationnels qui appartiennent aux intervalles [1;2];
[1,4;1,5]; [1,41;1,42]; ... construisent des intervalles emboités (figure 19):
On a pris 10 cm pour le coté du carré - Puis 10 c¢m entre 1,41 et 1,42 .

Agrandissement |

figure 19

1. chaque intervalle est inclus dans le précédent,

2. Tamplitude de chaque intervalle va diminuant et peut devenir aussi petite
que souhaitée (c’est-a-dire plus petite que tout nombre positif arbitrairement
petit).

Le point P appartient a tous les intervalles emboités. Chacque autre point @ (£

P) n’appartient pas a tous les intervalles parce que ceux-ci seront finalement d’ampli-
tude plus petite que [PQ]: les intervalles emboités [1;2] 5 [1,4;1,5] ; [1,41;1,42] ; ...
déterminent le point P sans équivoque.

Les intervalles emboités déterminent sur la droite réelle exactement un point.
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Quelques approches de démonstration de formules.

Maintenant que 'existence de nombres irrationnels est en place, nous pouvons
poser la question de la légitimité des formules notamment des formules d’aires met-
tant cn jeu de tels nombres. Prenons simplement aire d’un rectangle :

Tout éléve sortant de I'école primaire connait la
formule: longueur X largeuwr pour mesurer une
telle aire. Et peut-étre saura-t-il aussi la justifier
sur un exembple. Si la longueur mesure 5 cm et la
largeur 3 e¢m, le rectangle est constitué de 5 x 3
carrés unités de cot¢ un cm. Et done le rectangle
mesure 15em? (figure 20).

figure 20

La justification est déja moins immédiate
lorsque les dimensions du rectangle ABC'D s’ex-
priment par des fractions de 'unité de longueur,

1
par exemple L = 3 et [ = .

5
Dans ce cas, on décomposera le carré nnité U
selon la figure 21 en mettant en évidence que le

1
rectangle ABC'D mesure 5 de Taire du carré
5

unité.

figure 21 D

De méme, lorsque plus généralement
.

) .
L=—c¢tl=-; myn,rs, cntiers
n s
strictement  positifs  queleonques, le
rectangle ABCD (figure 22) mesure
m X r parties du carré unité U, chaque
partie valant un (nx s)-iéme de ce carré
= .
5 3

unité (fignre 22 avec L = 3 et [ = Z)

Mais que devient cette formule lorsque
les cotés sont irrationnels?

figure 22

Reprenons par exemple la comparaison des triangles équilatéraux construits res-
pectivement sur le coté et la diagonale du carré (partie I. figure 4). Nous avons
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démontré, sans recours & la mesure, que le second est double en aire du premier.
Pour le démontrer en utilisant la formule de Paire du rectangle (a laguelle on peut
s¢ ramencr), on éerira, en posant @ la longueur du ¢été du carré,

1 2 2./3
1. Aire(ABC) = 30 % n—\g—: = ;/;
(apres avoir fait mesurer la hauteur au moyen du théoréme de Pythagore).
1 3y a3
2. Aire(ADE) = Jav/2 x (av2 x 4) = ()f =2 x Aire(ABC) .
Cela peut donner une illusion de facilité comme la donne toujours une formule

toute faite, mais quel est Péleve de troisicme capable de faire un tel caleul abstrait
sur des symboles mathématiques et en comprenant ce qu’il fait?

Est-ce a dire qu’il faut en rester a la comparaison des grandeurs, sans ntilisation
de la mesure, sans utilisation des formules usuelles, & la maniére des Anciens?

A cet endroit il n'est peut-étre pas inutile de redéfinir la relation entre grandeurs
et nombres que I'on appelle mesure.

Je ne saurais mieux expliquer cette relation que A. A. Cournot ne le
fait dans un livre un peu ancien’ , mais que je recommande aux profes-
seurs de mathématiques pour sa clarté et la profondeur de ses réflexions.

Mesurer une grandeur, ¢’est la rapporter & une autre grandeur de mame
espéce prise pour unité ; sa mesure, ¢’est son rapport avec cette grandeur :
réciproquement, le rapport d’une grandeur A o une autre grandeur 13 de
méme espéce, c¢’est le nombre ou Uexpression numérique qui donnerait
la mesure de A, si B était prise pour unité (...) D'aprés cela, s les
grandeurs A et B, rapportées o une troisiéme grandeur C prise pour
unité, sont respectivement mesurées par les nombres m el n (o) la
valeur fractionnaire m/n est (... ) Uexpression du rapport de A a B ( .. )

Le rapport de deux grandeurs A et B ne saurait changer avec la iroi-
steme grandeur C, dont on fait choiz arbitrairement pour Uunité de me-
sure. Si les grandeurs A et B, rapportées a cette troisiéme grandewr C,
se trouvent exprimées par des valeurs ou des nombres fractionnaires. on
remplacera les nombres fractionnaires par des nombres entiers, en chan-
geant convenablement Uunité de mesure, et 17 on retombera sur le cas
envisagé d’abord.

Deux grandeurs A et B sont dites commensurables, lorsqu’elles ont une
commune mesure, ou lorsqu’on peut assigner unc grandeur de méme
espece qui soit une partie aliquote de Uune et de Uautre: dans le cas
contraire, les grandeurs sont dites incommensurables. (... )

4. A.A. Cournot ; De Porigine et des limites de la correspondance entre Palgébre et la géométrie ;
Hachette ; 1847 ; p..26-32.



Jean-Picrre FRIEDELMEYER

Des grandeurs de méme espéce ou d’espéces différentes peuvent étre liées
entre elles, de maniére que, st U'une vient o changer, Uautre change né-
cessairement, soit qu’elles augmentent et diminuent ensemble, soit que
l'une augmente quand Uautre diminue, ou réciproquement. Or, ce qu’on
peut imaginer de plus simple quand des grandeurs sont ainsi lices entre
elles, c’est qu’elles augmentent ou diminuent proportionnellement, en
sorte que, si l'une devient deux fois, trois fois, quatre fois plus grande,
Pautre devienne aussi double, triple, quadruple, et ainsi de suite. Telle
est, dans Uordre des phénomenes naturels, la liaison entre [’espace décrit
par un corps qui n’éprowve plus, une fois mis en mouvement, l'action
d’aucune force ni d’aucune résistance, et le temps pendant lequel il se
meut. Telle est encore, pour passer au faits les plus vulgaires dans la vie
pratique, la laison entre la quantité d’une denrée qui se vend a tant le
metre, le litre, le kilogramme, et le priz de la quantité vendue.

De méme qu’on obtiendra 'espace décrit pendant 2, 3, 4 unités de temps,
en multipliant par 2, 3, 4, le nombre qui mesure 'espace décrit pendant
l'unité de temps, on obtiendra l'espace décrit pendant la moitié, le tiers,
le quart d’une unité de temps en divisant ce nombre par 2, 3, 4. On
obtiendrait Uespace déerit pendant 2/3 d'unité de temps en divisant ce
nombre par 3, puis en doublant le résultat, et winsi de suite. La liaison
dont il s’agit conduira donc sclon les cas, tantot a une multiplication
arithmdétique, tantét o une division arithmétique, tant, et plus générale-
ment, & une combinaison de ces deux opérations de caleul. Cela dépendra
des valeurs particuliéres des grandeurs qu’on aura 4 comparer; el méme,
ces grandeurs ne variant pas, il suffirait de changer U'unité de temps qui
est arbitraire, pour substituer & une opération arithmélique I’ opération
INVETSE.

Cependant la nature d’une telle liaison est indépendante, non-seulement
des valeurs particulieres attribuées auz grandeurs que l'on compare, mais
encore des unités dont on a fait choiz pour chaque espéce de grandeurs.
St done nous voulons conserver dans le signe ou dans [expression de
lidée le degré d’abstraction ou de généralité qui se trouve dans ['idée
méme, il faudra désigner par le méme terme le lien mathématique entre
le nombre h qui mesure Uespace décrit dans Uunité de temps, le nombre
t qui mesure le temps écoulé durant le mouvement, et le nombre | qui
mesure I’espace décrit pendant ce temps ; les trois nombres h, t, I, pouvant
étre indifféremment entiers ou fractionnaires. On dira en conséquence
dans tous les cas que | est le produit de h et de t, ou qu’on obtient | en
multipliant h par t; et alors on considérera la division de h par 2,3, 4,

ete., comme la multiplication de h par les fractions ete.

1
27 3a47

31
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Cette relation que nous écrivons aujourd’hui sans difficulté : [ = h x ¢, faisait pro-
bleme pour Galilée, pourtant 'un des principaux initiateurs de la physique classique
au XVII™ siecle. Elle faisait probléme parce que Galilée était encore totalement
prisonnier de la pensée grecque et de la théorie des proportions développées par
Euclide dans le livre V des Eléments, pour gérer le probléme des grandeurs incom-
mensurables. On aura une idée de la complication & laquelle échappent nos é¢léves
qui disposent de la notion de mesure et, des relations algébriques telle que Uexplique
Cournot ci-dessus, en prenant connaissance de la maniére dont Galilée exprime la
loi du mouvement uniforme.

Théoréme I - Proposition I

Si un mobile animé d’un mouvement uniforme parcourt, avec Ly e

une méme vitesse, deux distances, les temps des mouvements t, ey

seront entre cux comme les distances parcourues. .
pour ¢ donné

Théoréme I1 - Proposition II

Si un mobile parcourt deux distances en des temps égaux, € _ 0
ces distances seront entre elles comme les vitesses. Et si les ey Vg
distances sont comme les vitesses, les temps seront égaux.
=t =1y

Théoréme III - Proposition II1
a: A . . . (o i
Si un méme espace est franchi avec des vitesses inégales, les i

Vo Lo

temps seront en raison inverse des vitesses.

Pour = fixé

Théoréme IV - Proposition IV

Si deux mobiles sont mus d’un mouvement uniforme, mais . ot
. L . 1 ) 1

avee des vitesses inégales, les espaces qu'ils parcourront en =K
cy  vs 1

des temps inégaux seront entre eux dans un rapport composé
du rapport des vitesses et du rapport des temps.
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Théoréme V - Proposition V

Si deux mobiles sont mus d’un mouvement uniforme, mais ¢ . "
. . sy 1 °1 2

avec des vitesses inégales et sur des espaces inégaux, alors le PR X —
) 2 v

rapport des temps sera composé du rapport des espaces et du 2 2 !

rapport inverse des vitesses.

Théoréme VI - Proposition VI

Si deux mobiles sont animés d’un mouvement uniforme, le v e y ty
rapport de leurs vitesses sera composé du rapport des espaces vy s 1y
parcourus et du rapport inverse des temps.

Tout le travail historique sur la numération décimale de position, sur le calcul
symbolique et la construction de Dalgébre, sur la numérisation des raisons (Des-
cartes) a totalement modifié approche que nous pouvons faire aujourd’hui de la
mesure des grandeurs. La formule ¢ = v t ol ¢, v, t désignent des nombres mesurant
des grandeurs de nature totalement hétérogenes efface les contraintes qu’imposait
la théorie des proportions entre grandeurs homogénes telle que Galilée ¢tait encore
obligé de Pénoncer. Mais il serait dangereux de court-circuiter totalement ce travail
sur les grandeurs et les nombres qui permet de les rapprocher, car les proportions
restent présentes mais cachées dans les questions d’unité de mesure. Et l'on sait
combien ces questions sont source d’erreur chez les éléves, lorsque 1'on passe trop
vite des grandeurs a leur mesure.

Ce point ¢tant precisé, voyons alors quelques exemples de démonstrations met-
tant en jeu le caractére infinitaire des nombres réels. Elles peuvent initier, nous
semble-t-il, une réelle préparation a Penscignement de Panalyse au lycée, surtout
avee les outils calculatoires modernes.

La formule de Paire du rectangle

lorsque 'un des c6tés au moins est irrationnel.
Soit le rectangle ABC'D de hauteur rationnelle 7o de longueur réelle non ration-

nelle L, et A son aire exprimées dans une unité définie. Il existe done des rationnels
ay, as, ay, by, ba, by, tels que:

A <y < o < gy <y < L by < by << by < Dy
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et L —a, et L — b, soient tous deux aussi petits que 'on veut.

Je dis que A= h x L.

En effet, si ce n’était pas le cas, nous aurions
A<hxLouAdA>hx1L

Supposons par exemple que 4 < I x L 1
Donc A= h x @ avec @ < L

b e e e e e e o o

Il y a un nombre «, tel que z < a,, < L
puisque la différence L — a,, peut ¢tre rendue a, b,
aussi petite que I'on voudra, en particulier, figure 23

plus petite que L — z.

Le rectangle de ¢otés b et a,, a ses cotés rationnels, done son aire mesure b X a,, .
Donc h x x = A < h x a, . Mais a,, < L donc h x a, < A

Cela est contradictoire et Uhypothése A < h x L ne tient pas. On déniontrerait
de méme Pabsurdité de 'hypothese inverse. 11 est bien clair qu'un tel raisonnement
reste inaccessible & I'éléve moyen de collége, en Pétat actuel. Mais rien n’interdit
d’y préparer en travaillant sur un rectangle particulicr, par exemple de dimensions 1
et v/2 et en prenant les suites de nombres a, et b, du tableau de Pexemple 2 page 16.

Si le rectangle ABC'D a maintenant ses deux dimensions irrationnelles [ et L, il
suffit de reprendre Ia démonstration précédente avec des rectangles tous de Longueur
L, et des largeurs rationnelles ay, as, ay, by, bo, b, telles que

ap <y < .o < ey <ty <L <l <bp_g <...<by<b

Le nombre 7

Les éléves connaissent deux formules faisant intervenir le nombre 7

— celle de la longuceur d’un cercle de rayon R: L = 27 R

— celle de Iaire d’un disque de rayon R: A = 7R?

Il est surprenant et trés regrettable que 'existence de ces deux formules 1e suscite
(plus?) aucune interrogation chez les éléves qui sortent du collége. Une sensibilisa-
tion aux questions et au raisonnement mathématiques voudrait que I'on en souléve
pourtant au moins deux:

- que prend-t-on comme définition de 77

— quelle relation y-a-t il entre les deux formules?

Historiquement, la définition correspond a la premiére formule: 7 est le nombre
qui mesure la circonférence (perimetroz — périmeétre) d'un cercle de diamétre 'unité
de longueur.

Si l'on accepte cette définition de 7 il faut alors, au minimum, poser la question :
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Pourquot ce nombre m mesure-t-il aussi Uaire du disque de rayon Uunité de la
longueur?

Srgure 24
Une démonstration simple, accessible aux ¢léves de collége peut ¢tre celle-ci, bien
connue:

On partage le cercle en secteurs égaux de plus en plus nombreux, que Uon déroule
sclon la figure.En augmentant indéfiniment le nombre de secteurs on obtient a la
limite un rectangle de ¢otés IR et wl?, d’ou le résultat.

Le volume d’une sphére

On peut encadrer ce volume par les volumes du cylindre circonscrit et du cone
inscrit.

1 . ; ;
—art xr <V <ar? xr
9

. 1.
En faisant la moyenne entre les deux encadrements on trouve un voluine de §7r7’3,

c’est-a-dire le volume de la difféerence entre le cylindre et le cone.

On peut montrer qu’effectivement le volume de la demi-sphére est égal & cette
différence, en comparant Paire (as) d’une section horizontale de la sphére et laire
(a1) d'une section du volume compris entre le cone et le cylindre.

ay =TTy — Ty Gy = 7ry° = w(ry — 19)

En appliquant le principe dit & Cavalieri on peut affirmer I'égalité des volumes cor-
respondants. Donc le volume de la sphére est égal a %m*g
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=

figure 25

Conclusion

La grande difficulté¢ de Uenseignement de Panalyse réside dans Uobstacle incon-
tournable de Iinfini. La mesure des grandeurs bute constamment sur des proces-
sus infinitaires, se soldant par U'impossibilité d’exprimer certaines mesurcs a aide
de nombres. On connait le choc provoqué chez les Pythagoriciens par la premiére
confrontation de I’ intelligence humaine avec ce probléme. Le vocabulaire mathé-
matique en a gardé la trace jusqu’a aujourd’hui, comme une empreinte fossile: le
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mot d irrationnel. Mais ¢’est en méme temps ce choc qui a obligé le mathématicien
philosophe a quitter le monde de la perception sensible pour un monde intelligible
d’objets mathématiques abstraits et idéaux, soumis a des calculs.

Awvant la découverte de Dincommensurabilité, la droite reste un objet
confondu avec ses modeéles physiques : trait graphique, faite d'un toit,
ete. St c’est la ce qu’on entend par objet de Uintuition, c’est retomber
dans Uempirique et il 0’y a la rien qui soit de Uordre d’une notion ma-
thématique. C’est dans ['opération de mesure que s’est dévoilée la vraie
nature de l'objet “droile” | son essence idéale, plus précisément dans le
processus de mesure d’'un segment incommensurable a Uunité de mesure :
le caractére illimité du processus, dont il a L€ question ci-dessus @ propos
de Uusage de Ualgorithme d’Fuclide, révéle, au sein méme de la finitude
du segmment, une infinité qui, méme congue comme potentielle, ne peut
appartenir qu’a un objet idéal, qui se trouve défini en tant que tel par
ce processus méme (Pour un objet empirique, on atteint le seuil de la
perception en un nombre fini d’étapes). Mais @l n’y & la aucune intui-
tion rationnelle qui livrerait d’avance, dans une évidence originaire, les
proprictés d’un tel objet : celles-ci sont 4 découvrir pas a pas, ce qui n’ex-
clut pas que certaines d’entres elles aient pu étre dégagées deés la période
historique antérieure, ot la droite était confondue indiment avec ses mo-
deles empiriques, ¢’est-a-dire avec sa représentation. Dans tous les cas,
ce sont les actes opératoires qui dévoilent les propriétés objectives en par-
courant Uenchainement des médiations nécessaires : il n'’y a pas de vision
immédiate qui les ferait d’un seul coup apparaitre (...)

Il me semble que ¢’est dans cette articulation qu’il faudrait penser la question de
la mesure des grandeurs, en vue d’une préparation a I’ apprentissage de 'analyse : en
maintenant constamment la tension existant entre I'intuition des grandeurs qui les
relic & une realité physique sensible et observable, et un raisonnement qui dépasse
ce caractére sensible, par la nécessité de prouver. Autrement dit @ maintenir toujours
Pobjet grandeur a coté de sa mesure. Si nous passons trop vite au seul numérique,
nous habituons 1'¢léve & reduire sa réflexion mathématique a la scule application
de formules, au détriment du raisonnement. Sa capacité de penser rationnellement,
scientifiquement, se perdra, tant pour les mathématiques que pour la physique.

Beaucoup de formules sont déja donnces a I'école primaire, qui sont reprises au
collége. De sorte qu’on a U'impression qu’elles sont reprises simplement comme une
sorte de maintenance, pour ne pas les oublier, mais sans qu’elles soient 'objet de
questionnement. Or pour préparer a lapprentissage de Panalyse, d'une fagon qui ne
soit pas abstraite, les grandeurs et leur mesure sont I'occasion de mettre en place
des premiers éléments de méthode, des premiers exemples de raisonnement, et une
premiére intuition de la richesse de I'ensemble des nombres réels.
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