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DROITES SAGES ET DROITES FOLLES
EN PREMIERE SCIENTIFIQUE @

Introduction

Lintroduction de la dérivée constitue un
temps fort de P’apprentissage des mathé-
matiques en Premieére scientifique. Cette
notion trés délicate a besoin, pour étre
vraiment comprise, d’un long temps de
maturation qui s’étende au moins sur les
deux derniéres années du lycée. Avant de
la préciser sur le plan théorique, il est
indispensable de faire naitre dans Pesprit
des éleves des représentations mentales
sans lesquelles la définition rigoureuse
demeure hermétique. Elles peuvent s’éla-

(1) Le titre est un doubie clin d'ceil aux vierges de
I'Evangile et aux vaches (surtout anglaises) qui
deéfraient la chronique depuls quelque temps. Les
unes rappellent la nécessité de la vigllance et de
I'évell, les autres témoignent des catastrophes
qui guettent les soclétés ol tout est subordonné
au profit immédiat ! (Toute ressemblance avec le
systéme éducatif frangais serait évidemment
purement fortuite.)
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borer & travers des activités de nature
géométrique ou cinématique, pourvu qu’on
leur accorde un minimum de durée. En
effet, la notion de tangente 2 une courbe
n’est pas plus simple que celle de dérivée :
elle enrectle toutes les subtilités. Mais elle
parle & limagination et elle propose &
léleve un cadre géométrique ou il peut
exercer son intuition. De plus, I'informa-
tique lui permet d’expérimenter personnel-
lement 1a ou, il y a peu, il devait se
contenter de quelques exemples traités par
Penseignant. Et surtout, elle rend possible
la réflexion sur des images varides et
complexes dont Pélaboration (confiée a un
logiciel) dépasse ses capacités théoriques
du moment. En particulier, il rend accessi-
bles des exemples de courbes n’ayant pas
de tangente en certains points. Dans
Pesprit des éléves, de tels contre-exemples
consolident, aprés une période inévitable
de flottement et de désarroi, le concept de
tangente, donc de dérivée. Ils en montrent
la profondeur et la non-évidence.
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Cet article décrit succinctement les
activités d’approche et d’élaboration de la
notion de tangente proposées & une classe
de Premidre S du lycée Couffignal a
Strasbourg, dans un environnement infor-
matique. Il s’attarde sur l'utile déstabili-
sation provoquée par la rencontre d’une
courbe sans tangente en un point. Il
souligne le prix & payer pour une meilleure
compréhension des mathématiques : la
motivation et la durée.

La motivation et la durée

Une partie des activités qui suivent
serait déraisonnable si la classe concernée
n’avait manifesté, dés le début de 'année,
une exceptionnelle motivation. Le niveau
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était bon (sans plus). Les éleves étaient
tous volontaires pour suivre une option
d’informatique appliquée aux mathéma-
tiques. Un luxe rare leur était offert : un
espace de liberté de deux heures par
quinzaine, tout au long de I'année, pour
réfléchir, approfondir des notions, les
explorer sous divers aspects, jusque sur
leurs frontiéres. Point de programme
imposé : 8'il fallait une séance de plus pour
comprendre, rien ne s’y opposait ! Pas
d’angoisse de notation pour les éleves : le
compte rendu écrit, clé de voite de Tacti-
vité, était réalisé sur place, en binéme,
avec une large concertation entre les éleves
et avec leur professeur. La rencontre d'une
forte motivation et d’'une importante durée
de maturation a permis d’aborder avec un
réel succes la difficile notion de tangente.

1. UNE MARCHE D’APPROCHE EN DEUX ETAPES

L’indispensable changement de regard

Pour donner un sens & la notion de
tangente, il faut modifier profondément la
maniere de regarder les courbes. Le regard
global doit céder le pas & un regard local,
qui s’intéresse & ce qui se passe & proximité
immédiate d’'un point de la courbe. Pour les
éleves en début de Premiere, cette fagon de
regarder n’a rien de naturel. On leur

propose une totale rupture de leurs .

habitudes mentales, qui ne va pas sans
surprise et sans résistance : ils éprouvent
un sentiment de perte, de régression par
rapport & leurs approches antérieures, qui
embrassaient une courbe dans sa totalité.
Ils expriment leurs craintes face & une
tache qu’il pressentent complexe et
écrasante : “I1 faudra faire ¢a pour tous les
points de la courbe ?”

A. UNE COURBE METAMORPHOSEE
EN SEGMENT

Au cours d'une activité concernant les
“détails” de certaines courbes, les éléves
ont été amenés & représenter & I'écran des
fonctions dans des intervalles trés petits
(bibliographie n° 5). Grande fut leur
surprise de voir dans cette situation les
courbes représentatives prendre Yallure
d’un “segment”.

Une premigre approche de la notion
de tangente part de cette remarque.
Elle utilise la possibilité qu’offrent la
plupart des grapheurs actuels (Graph’x
ou DERIVE par exemple) de “zoomer” sur
une partie de 1’écran. Voici le texte
remis aux éleves.
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Une courbe a la ioupe (1)

Soit (p) la parabole d’équation y = x(x—1). Représentez (p) dans [-1,2] (courbe 1). Soit
A(1.5; 0.75) un point de P.

1) En zoomant répétitivement sur A, que devient la courbe P ?

2) quelle est I'équation de la courbe ainsi obtenue ? (On choisira deux points éloignés
dont on lira les coordonnées grace au curseur.)

3) Définissez une droite (T) (courbe 2), en introduisant Féquation précédente en
machine. Représentez (p) et (T). Commentez.

4) Trouvez par le calcul les points communs a (p) et (T). Comment pourrait-on appeler
(T) ? Justifiez par analogie avec une courbe connue.

5) Refaites 'ensemble de la démarche qui précéde pour le point B(1 ; 0) de la
courbe P.

6) Soit Q la courbe d’équation y = x°. Représentez Q dans [-2 ; 2]. Refaites la
démarche précédente pour C(1 ; 1). Qu'y a-t-il de différent par rapport a fa courbe P ?

7) Soit Rla courbe d’équation y = V x® - 3x + 2 et D(1; 0) un point de R. Peut-on refaire

la démarche précédente pour R et D ? Pourquoi ?

Résumons le scénario. Sur une courbe
(p) du second degré, on choisit un point fixe
A. On “zoome” répétitivement sur (p)
autour de A jusqu’a I'apparition & ’écran
d’'un segment (dont A est approximati-
vement le milieu).

On lit au curseur les coordonnées de
deux points aussi éloignés que possible
(sur I’écran) de ce “segment” pour établir
I'équation de la droite (T) qui le porte. A et
(p) sont choisis pour que les coefficients
trouvés soient entiers : les valeurs appro-
chées obtenues sont alors arrondies (si on
trouve par exemple 2.0001 pour le coeffi-
cient directeur, on ’arrondit & 2).

On introduit Téquation arrondie en
machine et on représente simultanément
(p) et (T) (avec les unités initiales, avant le

zoom). On note que (T) “épouse bien” (p)
autour de A.

Une nouvelle série de zooms montre qu’a
une échelle suffisamment réduite, (p)et(T)
sont confondues au voisinage immédiat de
A. Les éléves ne sont pas dupes : I'appa-
rente confusion résulte de 'imprécision de
lécran graphique. Mais cette curieuse
image contient une idée importante : (T)
est “remarquablement proche” de (p) au
voisinage de A. La démarche théorique qui
suit permet d’aller au-dela de I'imprécision
technique de I’écran graphique.

On montre par le calcul que (p) et (T) ont
un seul point commun A (’équation a une
racine double). Ce résultat confirme le
caractére illusoire de limage des deux
segments, confondus & 1’écran. Il rappelle
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une situation connue de longue date par les
éleves : il existe une droite (la tangente en
A au cercle) dont Vintersection avec un
cercle se limite & un unique point A. Par
analogie, on peut appeler (T) la tangente
en A & (p) (Cette analogie est confirmée par
une série de zooms sur un cercle et sa
tangente en un point : on trouve la méme
image, deux segments confondus).

Une autre analogie, de nature géogra-
phique (et en trois dimensions), n’échappe
pas & un des éleves : “ La oit on est, on eroit
que la Terre est plate.” L’humanité a en
effet longtemps confondu la planéte avec
ses plans tangents. Faute de pouvoir
zoomer sur les observateurs, pour ajuster
leur taille & ses dimensions, il a fallu de
patientes observations et de subtils raison-
nements pour distinguer la sphere de ses
plans tangents. :

La démarche décrite est ensuite appli-
quée & un point A d’une courbe (C) du
troisieme degré et conduit aux mémes
observations, au voisinage de A. Mais la
droite (T) mise en évidence coupe &
nouveau (C) en un second point B, loin de
A @), Une série de zooms sur B transforme
(C) et (T) en deux segments qui ne se
confondent pas & lécran. B est un point
d’intersection alors que A est un point de
contact de (C) et (T). L’équation obtenue
dans V’étude des points communs aux deux
courbes distingue elle aussi A et B :
Pabscisse de A est racine double, celle de B
est racine simple. Cette remarque impor-
tante trouve son explication dans la
deuxieme étape de ce travail.

(2)° En réalité, il suffit que A et B soient distincts. Le
zoom autour de A engendre la distance. Deux
points distincts peuvent &tre considérés comme
“éloignés”.
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Enfin la méme démarche est appliquée
4 une courbe présentant un point anguleux
A. Les zooms répétés la transforment en
une ligne brisée (deux segments distincts
ayant A en commun). Cette situation a le
mérite de montrer aux éléves quune
courbe “vue & la loupe” ne se présente pas
toujours comme un segment, au voisinage
d’un point. Mais si on considere séparé-
ment la partie droite et la partie gauche de
la courbe (du point de vue de A), on
retrouve la situation précédente. La notion
de demi-tangente & droite et & gaucheen A
ne présente pas de grandes difficultés pour
les éleves.

Lintérét de cette premiere étape est
manifeste. Elle permet, sans faire appel
explicitement & la notion de limite, une
premiere approche de la tangente . Elle
met en évidence le fait qu’il existe, dans les
exemples étudiés, une droite qui, mieux
que toute autre, approche une courbe au
voisinage d’un point. L'analogie avec la
tangente au cercle permet de raccrocher la
démarche nouvelle & des connaissances
antérieures et familieéres. Mais I'important
travail théorique qui précise la nature des
points communs & la courbe et a la droite
obtenue, n’est possible, en Premiére, que
dans des cas simples (des fonctions
polyndmes de faible degré). Une démarche
plus générale est nécessaire. Elle est
proposée aux éléves parallelement &
Pintroduction théorique de la notion de
limite.

B. DES DROITES SAGES

Cette seconde démarche a été décrite
par le menu dans un précédent article
(bibliographie 4). En voici le texte, appli-
qué aux exemples de la premiére étape
ci-dessus. Les éleves peuvent ainsi vérifier
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que deux démarches profondément diffé-
rentes conduisent & la méme “tangente” (3),
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de la courbe (C) et d’un point fixe (A) sur
(C). On choisit un point variable Mk,
d’abscisse k sur (C). On étudie P’évolution

Parcourons ce second scénario. On part  de la sécante (AMk) quand Mk s’approche

Une courbe a la loupe (2)

Soit (p) la parabole d’équation y = f(x) = x(x—1). Représenter (p) dans | = [-1,2]. Soit
A(1.5 ; 0.75) un point FIXE de P. Soit Mk(k,f(k)) un autre point de (p) (k est un
paramétre réel distinct de 1.5).

1) Calculez le coefficient directeui’ mk de la droite (OMk), sécante & P. Ecrivez
I'équation de la droite (AMK).

2) Représentez (AMK) dans I. On donnera a k les valeurs suivantes : 2 ;1.3 ; 1.501 :
1.49999;1.5+107;1.5-10° (courbe 2).

3) On va étudier I'évolution de la droite (AMk) lorsque k prend des valeurs de plus en
plus voisines de 1.5. (Expliquez pourquoi k ne peut prendre cette valeur 1.5). Combien
de droites distinctes devrait-on observer ? Combien en distingue-t-on effectivement ?
Expliquez ce phénoméne. Donnez I'équation de la droite limite mise ainsi en évidence.
Comparez ce résultat a celui obtenu au TP d’informatique précédent (une courbe 3 la
loupe (1)). :
4) Refaites I'ensemble de |a démarche qui précéde pour le point B(1,0) de la
courbe P.

3

Dans la critiqgue de cet article, Henri Lombardi
écrit : “Je ne pense pas que les deux notions
“zoom” et “position limite de sécante” soient
fondamentalement différentes. En effet, sl aprés
un zoom, la courbe ressemble & une droite, toute
sécante passant par deux points voisins de A
(I'un pouvant étre confondu avec A) est confon-
due, a la précision des pixels prés, avec la droite
qu'on volit & I'écran. Je pense qu'il est utlle
d’essayer de faire sentir aux éléves que ces deux
notions sont voisines, méme si elles ne condui-
sent pas a4 la méme démarche expérimentale. Si
le cercle est un cas paradigmatique, sans doute
est-il utile de fafre les expériences “zoom” et
“limite” sur ce cas-1a.” Ces remarques permettent
d’améliorer 'activité ‘(au prix d'une durée
supérieure). On peut proposer le plan suivant :
1) Etude locale du cercle (selon les deux points
de vue). 2) Mise en ceuvre des deux généralisa-
tions de la notion de tangente sur les diverses
courbes de I'article. 3) Etude des liens entre les
deux situations.

L'équivalence théorique entre les deux situations
ne doit cependent pas faire illusion : pour les
éléves, la notion de “position limite” d'une droite
présente des difficultés considérables (bibliogra-
phie n°4), trés supérieures a celles rencontrées
dans la situation de “zoom”. De plus, ie passage
de la “position limite” au “zoom" n'a rien d'évi-
dent. Henri Lombardi poursuit : “En prenant un
peu de recul, on peut dire qu'li y a trois notions,
dont les deux premiéres sont pratiquement
équivalentes méme si cela ne saute pas a I'ceil.
La premiére est la notion différentielle. La courbe
ressemble localement & une droite : rien de tel
qu'un zoom pour le montrer. La deuxiéme est la
position limite. Mais & il y a des variantes :
fait-on bouger un ou deux points ? (En physi-
que, on prend deux points “symétriques par
rapport & A"). La troisiéme est algébrique.
L'équation de la courbe f(x,y) = 0 donne,
lorsqu'on fait la substitution x=at + X(A),
y = bt + y(A), une équation admettant 0 comme
racine multiple.”
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de A, cest & dire quand k “tend vers”
Pabscisse de A. Dans les cas étudiés, les
droites (AMXk) finissent par se superposer
sagement & l’écran : une position limite
apparait. Les éléves constatent qu’elle
coincide avec la droite de la partie précé-
dente (il suffit de la tracer : on connait son
équation).

On peut donc proposer une nouvelle
définition de la tangente en A : clest la
position limite (si elle existe) de la sécante
(AMKk) quand Mk s’approche “indéfini-
ment” de A.

Les éléves ne sont pas dupes : dans les
comptes-rendus, ils soulignent que les
droites superposées a l’écran sont en
réalité distinctes. Mais I'écran graphique,
dont le grain est gros, ne sait pas distin-
guer des droites trop voisines. La superpo-
sition observée traduit une “extréme proxi-

mité” des droites représentées. Cette
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faiblesse de Vécran graphique est une
alliée de Penseignant : elle impose a Poeil
une position limite des droites (AMk), que
1a théorie confirme.

Malheureusement, a 1’écran, cette
position limite est confondue avec un
certain nombre de droites (AMk) superpo-
sées & ’écran. Il est bien difficile, pour les
éleves, de comprendre qu’aucune des
droites (AMk) ne coincide, en réalité, avec
cette position limite... Elles en sont suffi-
samment proches pour que l’écran les
confonde. En Terminale, ces distinctions
devront &tre faites. En Premigre, on peut
se contenter de rendre sensible Pexistence
d’une position limite pour (Amk).

Les éleéves qui ont compris la nouvelle
notion de tangente qui en résulte, n’ont
aucune peine & aborder et & saisir la
définition de la dérivée, que lapproche
géométrique a chargée de sens.

2. DES DROITES FOLLES OU LA REMISE EN CAUSE DES CERTITUDES

Vers la fin de I’année scolaire, quand
la notion de dérivée et ses applications
sont devenues familidres, le temps est
venu de montrer aux éleves des situa-
tions qu’on avait, & juste titre, occultées
en raison de leurs difficultés. La rencon-
tre avec des courbes sur lesquelles les
deux démarches décrites plus haut
échouent, doit étre soigneusement prépa-
rée. En effet, cette activité est fortement
déstabilisatrice pour les éleves. Elle ne
peut &tre abordée avec profit que
lorsqu’on est stir des acquis. Elle utilise
des courbes “monstrueuses” que la classe
avait découvertes en début d’année, dans
un autre contexte.

10

A. UNE COURBE SUR LAQUELLE
LE ZOOM EST INOPERANT.

Cette activité cherche & faire compren-
dre aux éléves, en début d’année, les
limites de l’6cran graphique. Elle leur
propose de représenter la fonction définie

par f(x) = sin(%) sur ]0,1]. Voici (page

suivante) le document de travail qui leur a
été remis.

Malgré leur acharnement, ils échouent
dans la tentative de dissiper le nuage de
points qui ne cesse de s’étendre et de
s’épaissir, a chaque zoom, au voisinage de 0
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de 0 (On peut utiliser le zoom).

Conclusion ?

Dissiper le flou

1) Utilisez Graph’x pour représenter f(x) = sin 1) dans ]0,1]. Précisez la courbe prés
p p X p

2) Résolvez sin(%) = 0. Représentez f sur des intervalles de type |

Translatez les axes en 0’((n_:1)n,0). Montrez que la nouvelle équation est :
Y = sin L et que l'intervalle de départ devient I'intervalle [0, A __1 nj
X 4—1 nt (n+1)
n+1N)m

On prend n = 100, puis n = 1001. Jusqu’a quelle valeur de n la représentation graphi-
que est-elle possible ? Représentez la fonction dans les intervalles ainsi définis.

11
(n+ 17 nn

], nentier.

(les figures 1 et 2 (page suivante) en
donnent une bonne idée, bien que les
fonctions soient différentes). Cet échec
suscite beaucoup d’étonnement. La
réflexion théorique qui prend le relais, fait
émerger des intervalles du type

11
(n+2)yx’nn

n=_

1 (n entier positif).

La représentation graphique de f sur ces
intervalles permet de retrouver une courbe
cohérente & l’écran. Mais pour l'obtenir,
une difficile réflexion sur les ordres de
grandeur de nombres voisins de 0 est
indispensable, ainsi qu'une translation des
axes. Cette trés intéressante activité est
décrite et analysée dans un article récent
(bibliographie 5).

La mise bout & bout des intervalles In
donne une idée des variations de fsur J0,1].
Elle permet d’expliquer I’échec des zooms
a Paveuglette.

Cette étude prépare remarquablement

P’activité de fin d’année dont nous allons
parler maintenant.

B. DES DROITES EN FOLIE
En voici le texte (cf. page suivante).
a) ANALYSE A PRIORI DE L’ACTIVITE

La partie théorique rectle d’importantes
difficultés. f et g sont définies par une
formule et par leur valeur en 0. Il faut
s’attendre & de belles empoignades sur la
validité de ce procédé totalement original
pour les éleves (le paralléle avec une
fonction définie par intervalles n’est sans
doute pas évident).

L’interprétation géométrique des
encadrements obtenus est une activité
mathématique essentielle (passage du
cadre algébrique au cadre géométrique).
Elle permet de vérifier si certains aspects
théoriques sont maitrisés. Elle explique
en partie les images informatiques 2
venir.

11
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a) Précisez I'ensemble de définition de f.

1) On définit la fonction f par : f(x) = x*sin(1/x) si x est différent de 0 et {(0) = 0

b) Montrez que pour tout x positif : —x < f(x) < x.
Montrez que pour tout x négatif : x <f(x) < -x.
Donnez une interprétation géométrique de ces inégalités.

c) Déduisez-en que lim f(x) =0, donc que iim f(x) =1(0) .
x—0 x=30

d) Résolvez 'équation f(x) = 0. Combien y a-t-il de solutions dans un intervalle [0,a],
a étant un réel positif ? Peut-on représenter la courbe de f, Cf, sur ordinateur dans
[0,a[ ? Quels sont les intervalles sur lesquels on retrouve un tracé cohérent pour Cf
au voisinage de 0 ?

11
(n+2)n'nn
valeurs entiéres positives de plus en plus grandes.

e) Tracez Cf dans des intervalles [ ] sous Graph’x (on donnera & n des

2) Travail sous DERIVE. Soit O(0,0) un point fixe de Cf, et Mk(k,f(k)) (k non nul) un point
variable de Cf. Calculez le coefficient directeur de la sécante (OMK) a Cf et I'équation
de (OMK). Donnez & k 20 valeurs de plus en plus voisines de 0. Représentez les 20
droites correspondantes. Qu’observez-vous ? Quelle conjecture en tirez-vous ?

3) Reprenez I'ensemble du travail précédent pour la fonction g définie par

a(x) = x*sin(%) (pour x différent de 0) et g(0) = 0.

Le “théoréme des gendarmes” n’est pas
au programme de Premiére. I a cependant
été énoncé et utilisé en fin d’année dans
certains exercices. Il est accueilli sans
difficulté et mis en oeuvre avec aisance. I1
permet ici de donner de précieux rensei-
gnements sur Cf et Cg au voisinage de 0. 11
faudra rappeler les interprétations géomé-
triques des limites obtenues.

Les éleves savent résoudre théorique-
. . .1 .
ment 1’équation sm(;) = 0 en fin d’année

(les solutions étaient admises en début
d’année). Il sera intéressant de voir s’ils en
tirent les conséquences géométriques
qu’ils avaient déja observées au premier

12

trimestre ('impossibilité de représenter Cf
et Cg sur un écran au voisinage de 0).

La représentation de Cf et Cg dans des

: 1 1

intervalles du type [(n+2)1t’ n1t] est
capitale pour comprendre la disposition
étonnante des droites (OMk) de la

question 2. Une difficulté nouvelle surgit,
par rapport au tracé de h(x) = sin(}—lt) i le

choix des unités en (Oy) demande un
raisonnement sur Yordre de grandeur de
f(x) et g(x) : il faut s’attendre, dans un
premier temps, & de nombreux écrans vides
de tout tracé!
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(-6)
{0,10" ]
)?z sin(1/x)

1
y

[0.10°%
x sin(1/x)

I
y

Figures 1 et 2

13
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Le but final de l’activité est complexe :
si Pabsence de position limite pour les
droites (OMKk) relatives & Cf est facile a
déceler, son interprétation géométrique et
analytique présente de sérieuses diffi-
cultés : de longs tatonnements sont prévi-
sibles. (DERIVE permet d’approcher 0 de
beaucoup plus prés que Graph’x, dont la
précision de calcul laisse ici & désirer).

Enfin, le cas de Cg est paradoxal : cette
courbe, aussi “folle” que Cf, donne
naissance 4 de trés “sages” droites (OMk),
dont (Ox) est la position limite (figure 6). Il
est possible d’en esquisser une démonstra-
tion, & partir des deux paraboles entre
lesquelles Cg évolue.

b) L’ACTIVITE ALEPREUVE DES FAITS

D’emblée, il faut dire que ’ensemble du
travail a pris beaucoup plus de temps que
les deux séances prévues : quatre périodes
de deux heures furent indispensables en
raison des longues errances et des
nombreux retours sur des aspects théori-
ques. Mais la qualité des comptes-rendus
remis & l'issue des travaux, souligne l'uti-
lité du temps consacré a cette synthese.

1) Une partie théorique bien traitée

La définition des fonctions f et de g pose
un vrai probléme : pour les éleves, une
fonction ne peut &tre définie que par une
formule. f(0) et g(0) s’obtiennent donc, dans
leur esprit, en remplagant x par 0 dans

xsin(%) et dans xsin(i), ce qui est absurde.

Done, ils concluent majoritairement que f
et g sont définies sur les réels privés de 0 !
C’est le moment de revenir sur les multi-
ples maniéres de définir une fonction et de
vérifier que tout réel posséde par f (et g)
une image et une seule.
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La position de Cf, entre les droites
d(y = x) et d’(y = —x) est traitée avec slreté
(ainsi que la situation de Cg entre deux
paraboles). La vérification informatique
est rapide et laisse apparaitre le probleme
attendu au voisinage de 0 (tracé illisible et
zooms inopérants) : les éléves n’insistent
que mollement pour dissiper le nuage de
points et se tournent vers la théorie pour y
parvenir. Dexpérience de début d’année a
porté ses fruits. Aucune difficulté pour

résoudre sin(;}z) = 0 et pour noter l'infinité

de solutions dans tout intervalle ]0,a]. Les
éléves reconnaissent la situation rencon-
trée en début d’année. Ils confirment
I'impossibilité de tracer Cf et Cgsur ’écran
au voisinage de O (et donc de transformer
la courbe en un “segment” au voisinage de
0). Largument est solide : Técran ne
comporte quun nombre fini (et d’ailleurs
petit) de pixels pour représenter une
infinité d’intersections avec (Ox) (figures 1
et 2).

En revanche, la résolution de f(x) = 0 (et
g(x) = 0) est incompléte : la racine 0 est
oubliée, rappel de la difficulté soulignée au
début de ce paragraphe.

2) Des difficultés pour tracer
des courbes cohérentes

Le tracé de Cf et Cg dans les intervalles
1 1 .
— = t
de type [(n+2)1t " ] a pris un temps
considérable. Il est vrai que la démarche
est trés complexe. Le travail fait avec

succes en début d’année sur h(x) = sin(i) a

dh &tre repris en totalité, étape par étape.
L’estimation d’une valeur de f(x), indispen-
sable pour choisir les unités sur (Oy), est
difficile ; f(x) est trés voisin de 0 sur tout
Pintervalle !



REPERES - IREM . N° 27 - avril 1997

A ces difficultés intéressantes (car
chargées de sens), s’ajoutent les faiblesses
propres aux logiciels : il est impossible
d’introduire un domaine de définition sous
la forme [_—(n :2)n s n_ln ], et de préciser les
valeurs numériques successives de n... I
faut donc refaire, pour chaque n, des
caleuls qui deviennent rapidement fasti-
dieux. Il serait intéressant, par simple
changement de la valeur de n, de constater
que la forme de la courbe est conservée : les
éleves se contentent de le vérifier pour 2 ou
3 valeurs de n (1000, 105, 107 par exemple).
Mais nul ne doute que ce résultat est
général.

Les deux droites (ou les 2 paraboles)
mises en évidence plus haut, apparaissent
sur I’écran sous la forme de 2 segments
paralleles & (Ox). Les erreurs d’interpré-
tation sont fréquentes : “Les segments sont
paralleles &4 (Ox) parce que I'intervalle est
trés petit”. On retrouve un écho, mal
assimilé, des constats faits sur certaines
courbes, qui prennent localement ’allure
de segment. Ce raisonnement ne rend pas
compte du caractére horizontal de ces
segments. Le corrigé des comptes-rendus
remet les choses en place et donne la clé des
images : la forte différence d’ordre de
grandeur entre les unités sur (Ox) et (Oy)
explique le phénoméne dans le premier cas
(figure 3). Dans le second cas, les deux
unités ont méme ordre de grandeur, mais &
proximité immédiate de son sommet, la
parabole est pratiquement “constante” (Fi-
gure 4 page suivante).

Certains éleves expriment leur surprise
devant l’apparente identité des deux
images informatiques, issues d’équations
trés différentes. L'un d’eux parle de vertige
face & ces courbes qui oscillent indéfini-
ment, sur des intervalles de plus en plus
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petits, avec une amplitude de plus en plus
faible. Le mot “analyse” commence a
prendre sens ! Ces courbes ne laissent
personne indifférent.

3) Un phénomeéne stupéfiant

Le travail sous DERIVE permet de calcu-
ler avec des approximations trés fines. Une
option du logiciel donne a l'utilisateur la
possibilité de choisir la précision qu’il
souhaite. Ce choix est déterminant pour la
validité des résultats observés a P’écran.

Les éleves établissent sans difficulté
Péquation de (OMk) relative a f, en fonction
de k. Pour chaque valeur de k, une droite
apparait & Pécran. Un éléve s’étonne
finement : “On arrive & tracer des sécantes
(OMk) & une courbe qu’on ne sait pas
tracer !”. Il est vrai qu’il suffit de deux
points pour tracer une droite. C’est un peu
plus compliqué pour Cfet Cg...

Limage des sécantes successives rompt
avec une tradition qui semblait bien
établie contrairement & P’habitude,
aucune position limite n’apparait. Les
élaves insistent : malgré des valeurs de k
de Pordre de 10('200), les droites successives
s’obstinent ‘& prendre des positions qui
semblent aléatoires entre (d) et (d°). (“Elles
prennent une multitude de positions désor-
données” peut-on lire dans un compte-
rendu). Deux droites consécutives ne sont
qu’exceptionnellement proches. Et
surtout, le phénomeéne de SUPERPOSITION de
droites que les éléves attendent ne se
produit pas, aussi prés de 0 que Uon soit
(figure 5).

Un éléve propose : “Si on augmente le
nombre de droites, elles vont remplir tout
Pespace entre les deux droites (d) et (d).”
Cette intuition sera examinée plus loin.
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4) Interpréter et formuler

Voici différentes formulations trouvées
dans les rapports d’activité (la forme n’a
pas été corrigée, méme si elle est
maladroite ou incorrecte).

“On remarque que les droites n’ont pas
de position limite car elles prennent une
multitude de positions désordonnées.
On le voit bien en comparant les
positions des sécantes pour k = 10769 et
k = 1059 ; elles se trouvent totalement
éloignées dans deux sens de variations
différents. Comme il n’y a pas de super-
position, il n’y a pas de tangente en O,
c’est & dire que la fonction n’est pas
dérivable en 0.”

“En voyant les droites & Pécran, on peut
conjecturer qu’il n’y a pas de position
limite, en effet les droites ont des
positions aléatoires. Ces droites sont
comprises entre les droitesy =xety = —
x. Elles prennent toutes les positions
entre ces deux droites. Done, fn’a pas de
tangente, donc pas de dérivée en O.”

“On peut alors conjecturer que la droite
n’a pas de position limite, donc Cf n’a
pas de tangente en O.”

“En faisant tendre k vers 0, les droites
représentatives des sécantes (OMk)
s’orientent de facon totalement
aléatoire. S’il existait une position
limite en faisant tendre k vers 0 les
droites (OMk) tendraient & se confon-
dre. Or, ce n’est pas le cas donc (OMk)
n’admet pas de position limite et donc f
n’est pas dérivable en 0.”

“En tracant une vingtidme droite, on
observe qu’il n’y a pas de droite limite. Il
n’y a donc pas de tangente et f(x) n’est
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donc pas dérivable sur ensemble des
réels.”

Mis & part la dernidre formulation
ambigué (le binéme n’a probablement pas
vu le caractére local de I'étude) et des
expressions incorrectes (confusion entre
les cadres géométriques et analytiques),
ces textes montrent une bonne interpré-
tation des images et une incontestable
compréhension du délicat phénomene
observé. Huit heures de travail pour en
arriver la, est-ce trop cher payé ?

5) Imaginer et comprendre

Avec les bindémes les plus curieux,
Téchange oral a permis d’esquisser une
explication théorique du désordre observé. I1
faut pour cela imaginer la succession infinie
d’oscillations de Cf (figures 3 et 4). Chaque
choix de k nous ameéne dans I'une d’elle. En
faisant varier k dans le tres petit intervalle
obtenu, on peut amener Mk en un point
quelconque de Yare de courbe sélectionné :
(OMk) peut donc prendre toute position
entre (d) et (d), et cela aussi prés de 0 que
T'on soit ! On voit importance des tracés
réalisés (avec difficulté) en début d’activité.
Ils sont la clé de la compréhension des
images et surtout de la propriété mathéma-
tique qu’elles traduisent.

Ce raisonnement fait passer de la
conjecture & la certitude : DERIVE, malgré
sa précision, est incapable de simuler une
LIMITE quand k tend vers 0. Une tache
aveugle subsiste irrémédiablement sur un
intervalle de centre 0. Cet intervalle,
inaccessible au logiciel, est investi sans
difficulté majeure par 'imaginaire humain
(pourvu qu’on admette que Cf continue 2
osciller au-dela de ce que le logiciel peut
montrer aucun éléve n’en doute
vraiment).
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6) Retour a la sagesse

11 restait a vérifier que le contact avec
des droites en folie n’avait pas trop désta-
bilisé les élaves, dont le quotidien sera,
longtemps encore (Dieu merci), plus
raisonnable. Il n’était pas non plus inutile
de leur montrer que la seule présence dans

une fonction, d’un sin(;ll-) ne suffit pas a

libérer des forces obscures et déclencher
des phénomenes incontrdlables. Les
comptes-rendus concernant Cg sont rassu-
rants !

“Au fur et & mesure que k tend vers 0,
done ksin(-llz) aussi, car on observe que les

sécantes tendent vers une position limite
qui est la droite superposée a I’axe (Ox). On
peut donc en déduire que Cg admet une
tangente horizontale en 0(0,0) et on peut
en déduire que g est dérivable en 0 et
g’(0) = 0.” (derriére une forme désastreuse,
transparait une bonne compréhension). Et
le méme bindme de conclure : “Les deux
courbes semblaient relativement identi-
ques au voisinage de 0 mais elles sont
différentes car f n’admet pas de tangente
en O et g admet une tangente horizontale
en 0.7

Autre formulation “A Técran on
observe une série de droites trés proches de
'horizontale. Lorsque k < 10°® les droites
se superposent & (Ox). Il y a donc une
position limite, qui est la tangente horizon-
tale en O. Il existe une dérivée nulle. Pour
résumer : f(x) n’est pas dérivable en 0, g(x)
est dérivable en 0 et g'(0) = 0 (tangente
horizontale).” (Les figures 5 et 6 illustrent
le propos).

Si certaines formulations doivent atre
améliorées (elles soulignent la faible
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maitrise de la langue, méme pour de bons
élaves), on ne peut qu’stre ravi de tout ce
que ces éleves ont compris d’essentiel (4).

7) La preuve par les paraboles

Un raisonnement géométrique simple
permet d’expliquer les observations qui
précedent (cf. figure 2).

En s’approchant de O, Mk reste dans la
partie du plan comprise entre les paraboles
(P) et (P’) d’équation y = x% et y = —x°. La
droite (OMKk) recoupe (P) ou (P) en un
unique point Nk (autre que O si Mk n’est
pas sur (Ox)). Sik tend vers 0, Mk tend vers
O, donc Nk aussi (ONk < OMk). Mais si Nk
tend vers O sur (P) ou (P’), (ONk) a une
position limite, la tangente en O a (P) ou
(P’) : ces droites existent et sont confon-
dues avec (Ox), car les fonctions qu’elles
représentent ont en 0 une dérivée nulle.
Comme (OMk) et (ONk) sont confondues,
(OMk) a la méme position limite que
(ONk) : (Ox) est donc tangente & Cgen O et
g(0) = 0.

Il n'est pas slir que ce raisonnement
subtil, proposé au tableau a quelques
binémes curieux, ait é6té compris en détail.
Qu’importe, c’était la cerise sur un gateau
déja consistant !

(4) Remarque amusée (et amusante) d'Henri
Lombardi & propos de la dérivabilité de g en 0 :

“Quand on dérive xzsin(%), on trouve
2x sin(l) - cos(l).
X X
On voit que la tangente a Cg au point d'abscisse
X n'a pas de position limite quand x tend vers 0 :
les voyageurs embarqués a bord seraient

durement secoués et n'auraient sQrement pas
I'impression que la vitesse est nulle a I'origine 1”
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CONCLUSION : LA FUITE UTILE DU TEMPS

Les diverses activités décrites dans cet
article se sont déroulées tout au long de
Pannée scolaire. Elles ont permis de prépa-
rer 'introduction de la dérivée a partir de
la notion de tangente & une courbe. Cing
séances de deux heures furent nécessaires
pour généraliser le concept de tangente au
cercle & une courbe quelconque, puis pour
imaginer la tangente comme position limite
d’'une famille de sécantes. Les images
mentales eréées au cours de ces travaux ont
considérablement facilité la compréhension
des notions théoriques du cours. Les quatre
séances de fin d’année, que relate la
seconde partie de l’article, ont provoqué une
utile déstabilisation, suivie par un rassu-
rant retour au calme et & des situations
habituelles.

Tout ceci a été possible grace a 'espace
de liberté de deux heures par quinzaine,
dont cette classe a bénéficié tout au long de
T’'année (financées sur les moyens du lycée).
On se prend 4 réver a toutes les possibilités
qu’ouvrirait la généralisation, dans le
systéme scolaire, de plages de temps sans
programme & réaliser impérativement (les
modules en sont un heureux exemple).
Pour comprendre des notions difficiles,
Téleve a besoin de temps, de beaucoup de

temps. Une partie de 1’échec actuel de
Ienseignement s’explique par le refus de
laisser & ceux qui apprennent le temps de
la maturation et de la synthése. Une notion
chasse 'autre avant qu’elle soit comprise.
Les connaissances trop vite acquises sont
fragiles et volatiles.

Loutil informatique, souvent contro-
versé, parfois méme vilipendé, est, si
Tenseignant le maitrise bien, un allié
précieux. Il est essentiel d’éduquer le
regard des élaéves pour qu'ils tirent profit
des images que le logiciel construit et
propose. Il ranime leur intérét, donc leur
motivation, en leur permettant de travail-
ler sur des situations qui, en environne-
ment papier-crayon, dépasseraient leurs
capacités théoriques (le logiciel se charge
d’élaborer des images complexes & partir
desquelles les éleves raisonnent).

Un outil bien utilisé, une forte motiva-
tion, et la durée (qui permet de tatonner,
de rectifier les nécessaires erreurs en
cours d’apprentissage et d’aller, de
rature en rature, vers une pensée claire),
il n’en faut pas plus pour que des éleves
se dépassent et obtiennent des résultats
surprenants.
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