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contre la désaffection des sciences relatée depuis
de nombreuses années (Convert, 2003 ; Hame-
lin, 2003). il souligne, par ailleurs, une volon-
té de changer de paradigme d'enseignement en
favorisant davantage l'enseignement inductif
proche des attentes de l’iBsE.

[...] Cette approche laisse plus de place à
l’observation, à l’expérimentation et à la
construction par l’enfant de ses propres
connaissances sous la conduite du profes-
seur (rocard et al., 2007, p. 9).

ainsi, de nombreux projets européens ont
suivi — fibonacci ou Primas par exemple —,
et qui visaient à disséminer la démarche d'in-

Introduction 

notre recherche s'effectue au sein du thème
combinatoire et didactique de l'institut fou-
rier à grenoble en lien avec la structure fédé-
rative de recherche (sfr) Maths à Modeler.
Deux des principaux thèmes de recherche
consistent à élaborer des situations de recherche
en classe et hors classe dans le but de diffuser
l'activité de recherche en mathématiques. Cette
volonté est mise en avant depuis des années en
parallèle de nombreuses recommandations noo-
sphériennes, dont la plus marquante est sans doute
celle du rapport rocard et al. (2007) visant à
promouvoir l'enseignement basé sur l’activité
de recherche en sciences (iBsE) et en particu-
lier sur la résolution de problèmes en mathé-
matiques. Ce rapport vise entre autres à lutter
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résumé. Cet article présente une analyse suivant les axes épistémologique et historique,
mathématique et didactique concernant le problème de Wang. Dans le cas de ce problème,
nous démontrons l'importance, d'une part, d'effectuer une analyse fine suivant ces axes afin
d'évaluer la potentialité du problème dans le modèle des situations de recherche pour la Clas-
se (sirC). Et d'autre part, nous démontrons que ce problème est un candidat favorable en vue
d'une mise en situation dans le cadre des sirC.



cas exhaustives (Cartier, 2008 ; Da ronch,
2019b ; gandit, 2008 ; giroud, 2011 ; godot,
2005 ; grenier & Payan, 1998 ; ouvrier-Buf-
fet, 2003 ; rolland, 1999). En outre, il est impor-
tant de souligner le fait que les institutions uni-
versitaires montrent également leur implication
pour favoriser la rencontre entre société et mathé-
matiques notamment dans des projets portés
par l’association Math.en.Jeans 1 (Duchet,
1997) ou encore la sfr Maths à Modeler 2, par
exemple, visant à donner un spectre beau-
coup plus large de l’activité mathématique sou-
vent cloisonnée au rapport personnel co-
construit entre ses propres idées et la dimension
scolaire donnée à cette discipline. Dans cette
lignée, d’autres acteurs de la communauté
sont également impliqués, comme le réseau
des irem et ses groupes de travail sur la réso-
lution de problèmes ou plus spécifiquement
le groupe sur le raisonnement, la logique et
les situations de recherche pour la Classe à
grenoble (sirC). Ce groupe participe d’une
part, à la création de nouvelles ressources
pour les enseignants en élaborant des sirC,
et d’autre part, participe à la formation conti-
nue des enseignants du premier et second
degré dont l’un des axes a comme point
d’entrée les mathématiques discrètes per-
mettant de développer le raisonnement, la
logique et la preuve en mathématiques. 

Par ailleurs, cette entrée par les mathéma-
tiques discrètes fait l’objet d’une uE transver-
sale pluridisciplinaire (de la L1 à la L3), inti-
tulée « Jeux combinatoires et raisonnements
mathématiques », au sein de l’université gre-
noble alpes. Cette approche intervient aussi ponc-
tuellement dans des cours sur la résolution de
problèmes ou la modélisation dans la formation
initiale des enseignants du premier et du second
degré (insPE, grenoble). Ce paragraphe bien
que non exhaustif essaie de donner une vision

vestigation en Europe notamment en sciences
et en mathématiques via la résolution de pro-
blèmes. récemment, le rapport villani et Toros-
sian (2018) met en avant cette volonté en évo-
quant l'importance d'un apprentissage des
mathématiques fondé sur la manipulation, la ver-
balisation et l'abstraction, mais également celle
de redonner une place à la notion de preuve en
mathématiques (ibid., p. 26) Ce même rapport
souligne également la place souvent négligée
accordée à l'affectivité dans l'apprentissage des
mathématiques. il ne nous semble pas raison-
nable de penser pouvoir bâtir des connaissances
chez les élèves, si cette affectivité n'est pas
prise en compte. une des hypothèses que nous
faisons, tient de la place accordée aux « jeux »
mathématiques qui peuvent être constitutifs
d'un accroissement du plaisir et qui peuvent favo-
riser le développement de connaissances chez
les élèves, évidemment, si ces «  jeux » sont
construits en ce sens. Par ailleurs, ce rapport montre
également que le domaine des mathématiques
discrètes –– qui sont, comme nous le savons,
très peu rencontrées dans le curriculum des
élèves français ––, est une branche des mathé-
matiques propice au développement de connais-
sances sur le raisonnement et la logique en
mathématiques, mais aussi d’une accessibilité
permettant d’atténuer l’écart entre les mathé-
matiques et notre société. 

Les mathématiques discrètes, par exemple, sont
trop marginales dans l’enseignement des
mathématiques aujourd’hui, alors qu’elles
constituent, d’une part, un lien avec la recherche
contemporaine et l’informatique et d’autre part
un champ dans lequel il est permis de raisonner
et prendre du plaisir sur des problèmes moti-
vants avec des connaissances mathématiques
minimales (ibid., p. 36). 

Cette citation confirme les résultats de nom-
breux travaux de recherche dont nous donnons
quelques références qui ne se veulent en aucun
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1 https://www.mathenjeans.fr/ 
2 http://mathsamodeler.ujf-grenoble.fr/ 
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plus large et montre comment les mathématiques
discrètes, en tant qu’outil d’étude, sont utilisées
pour l’enseignement et la formation sur la preu-
ve, la logique, le raisonnement et la modélisa-
tion, alors qu’elles y occupent une place quasi
inexistante d’un point de vue curriculaire dans
le système français actuel. 

notre travail s’articule dans une volonté simi-
laire de favoriser la rencontre entre mathéma-
tiques et société, d’accroitre le facteur d’affec-
tivité des élèves pour les mathématiques, mais
également d’enrichir les ressources pour les
enseignants et formateurs en prenant comme point
d’entrée les mathématiques discrètes. a ce titre,
nous nous sommes intéressés à un problème de
recherche contemporain sous le nom de problème
de Wang (1961) qui — nous semble-t-il et
nous le verrons dans la suite du texte — peut
avoir ce potentiel. 

Le problème est le suivant : est-il possible
de paver le plan entier par une collection finie
de pavés appelés aussi tuiles  ? une tuile de
Wang est simplement un carré unitaire parta-
gé par ses diagonales en 4 secteurs triangu-
laires colorés (figure 1).

figure 1 – Collection de 4 tuiles 
de Wang à 4 couleurs.

Le « jeu » consiste à paver le plan par des
tuiles d'une collection sachant que :

— il est strictement interdit d'effectuer des
isométries sur les tuiles ;

— un motif est valide si chaque paire de tuiles
adjacentes a son côté commun de la même
couleur (figure 2) ;

— chaque tuile peut être répétée autant de
fois que nécessaire dans la construction
d'un pavage. 

figure 2 – un motif valide 
et un motif non valide.

L’objectif principal de cet article est de
démontrer que le problème de Wang est un can-
didat potentiel en vue de l'élaboration d'une situa-
tion de recherche en Classe (sirC). 

Pour cela, dans la première partie de ce
texte, nous réalisons une analyse a priori sui-
vant les axes épistémologique, historique et
mathématique qui va nous permettre d’iden-
tifier des sous-problèmes amenant à une plu-
ralité de stratégies envisageables pour les
résoudre, mais également d’identifier fine-
ment les connaissances en jeu in situ. Cette
partie vise ainsi à reconstruire et repersonnaliser
notre réflexion dans le processus d'évaluation
et de construction a priori d'une sirC. La
seconde partie du texte vise, d’un point de vue
didactique, à opérationnaliser le modèle théo-
rique des sirC développé par grenier et
Payan (2002) par rapport à l’analyse réalisée
du problème. nous démontrons, à cette occa-
sion, que le problème de Wang est un candi-
dat propice à la mise en place d’une sirC. La
dernière partie de notre texte fait l'objet d'une
discussion ouvrant sur d'autres possibilités
et s'appuie notamment sur un projet de recherche
en cours, développant des situations de
recherche hors classe.

1. — Le problème de Wang 

Commençons cette partie par deux exem-
ples explicites. 
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on considère une première collection de 5
tuiles à 3 couleurs (figure 3).

figure 3 – Collection de 5 tuiles 
de Wang à 3 couleurs.

on observe que l’on peut construire un
carré de taille 2 en utilisant 4 tuiles de cette col-
lection. il suffit ensuite de répéter le motif ainsi
construit en effectuant une translation de celui-
ci pour obtenir un pavage du plan (figure 4) .

figure 4 –  Pavage du plan 
par des tuiles de notre collection.

on aurait pu aussi utiliser la tuile qui pos-
sède les 4 secteurs triangulaires rouges (figu-
re 5). on aurait ainsi obtenu un pavage du plan
par translation de cette tuile.

figure 5 – Pavage du plan 
par une tuile de notre collection.

Considérons à présent une autre collec-
tion de tuiles (figure 6).

figure 6 – Collection 
de 4 tuiles à 4 couleurs.

il est facile de construire un carré de taille
1, 2 et 3 avec ces tuiles, mais aucun de ces car-
rés ne constitue un motif périodique (figure
7). Par construction, on constate alors qu’il est
nécessaire que le motif carré de taille 3 possè-
de la couleur rouge au nord. De ce fait, il est
impossible de positionner d’autres tuiles de
cette collection au dessus de ce motif, puis-
qu’aucune d’entre elles ne possède une couleur
rouge au sud (figure 6). il n’existe donc pas de
motif carré de taille supérieure. ainsi, comme
le carré de taille 4 n’est pas pavable par cette
collection de tuiles, on en déduit qu’elle ne
permet pas de paver le plan.

figure 7 – Exemples de différents pavages 
valides de taille 1, 2 et 3.

Les deux collections de tuiles précédem-
ment présentées ont permis de répondre par
oui ou par non quant à la pavabilité du plan. Qu’en
est-il lorsque la collection finie de tuiles est plus
grande, avec plus de couleurs, peut-on tou-
jours répondre à cette question ? Pour éclair-
cir ce point, nous allons réaliser une analyse épis-
témologique et historique du problème à travers
la littérature de recherche.



REPERES - IREM. N° 121 - octobre 2020

81

Du PRObLEME DE wANg vERS uNE NOuvELLE 

SITuATION DE REchERchE POuR LA cLASSE

2. — Analyse épistémologique et historique 

Le problème de Wang a été présenté par
le mathématicien, logicien et philosophe chi-
nois Hao Wang au début des années soixante
(1961). Dans cet article Wang a conjecturé
que tout pavage du plan par des tuiles de Wang
était périodique.

si cette conjecture s’avérait être vraie alors
le problème serait nécessairement décidable.
autrement dit, on pourrait répondre par oui ou
par non à ce problème de décision. il existe-
rait, de ce fait, au moins un algorithme qui
permettrait d’examiner successivement tous
les carrés de taille de 1 à n afin de déterminer
si ces carrés sont pavables. 

Cet algorithme évaluerait en fait toutes
les dispositions possibles en un nombre fini de

l’ordre de où est le nombre de tuiles

de la collection et s’arrêterait alors lorsqu’il détec-

*t*n
2

*t*

terait au moins un carré non pavable ou un carré
périodique (Debrabant & Busser, 2018). nous
donnons ci-dessous un schéma de l’algorith-
me général (figure 8).

Malheureusement, la conjecture énoncée par
Wang a été réfutée par Berger (1964, 1966). Celui-
ci a montré que le problème de Wang était un
problème indécidable au sens de la théorie de
la calculabilité. En d’autres termes, Berger a d’une
part démontré qu’il n’existait pas d’algorithme
qui renvoyait en un nombre fini d’étapes la
réponse oui ou non, et d’autre part a exhibé une
collection de 20426 tuiles permettant de paver
le plan apériodiquement — c’est-à-dire sans aucu-
ne période verticale et horizontale. il a ensui-
te restreint cette collection au nombre de 104
tuiles. Puis, durant plus de 50 ans, de nom-
breux mathématiciens ont essayé de réduire ce
nombre de tuiles — et a fortiori le nombre de
couleurs —, dans le but d’exhiber une collec-
tion minimale de tuiles permettant de paver le

figure 8 – schéma représentant le fonctionnement de l’algorithme 
(grünbaum & shephard, 1987, p. 603).
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plan apériodiquement. selon grünbaum et she-
phard (1987, pp. 589-590), Läuchli est sans
doute le premier à avoir réduit ce nombre de tuiles
à 40 en 1966, mais les détails n’ont été publiés
qu’en 1975 dans un article de Wang. En 1967,
robinson a également réduit ce nombre à 52.
L’année suivante, Knuth a exhibé une collec-
tion de 92 tuiles en se basant sur les travaux ini-
tiaux de Berger (Knuth, 1968, p. 384). au
début des années 70, robinson a encore réduit
ce nombre à 35 (robinson, 1971). Ces différentes
réductions utilisent toutes le domaine de la
géométrie discrète. En parallèle, d’autres pavages
apériodiques sont apparus, notamment ceux
de Penrose, qui, rappelons-le, ont eu une influen-
ce significative après la découverte des quasi-
cristaux pour leur modélisation mathématique.
En lien avec le problème de Wang, Penrose, lui-
même, a proposé une toute nouvelle approche
utilisant le domaine de la géométrie plane per-
mettant de faire la correspondance entre les
tuiles de Wang et ses propres tuiles. il a ainsi
démontré dans une lettre adressée à robinson
que son ensemble de tuiles de types «  cerf-
volant et fléchette » (figure 9(a)), permettant
d’exhiber un pavage de Penrose 3 de type 2
(P2), pouvait aussi être utilisé pour exhiber
une collection de 34 tuiles de Wang pavant le
plan apériodiquement.

figure 9(a) – Tuiles de Penrose 
(« cerf-volant et fléchette ») permettant de

construire un pavage P2 de Penrose.

a partir de ce travail, robinson a également
réduit ce nombre à 32 tuiles de 16 couleurs
(grünbaum & shephard,1987, pp. 591-592). a

la fin des années 70, ce même auteur a utilisé
un nouvel ensemble de tuiles permettant de
former un pavage apériodique en utilisant cette
fois-ci, l’ensemble des tuiles a2 de ammann
(figure 9(b)). robinson a ainsi mis en éviden-
ce une nouvelle collection de 24 tuiles de Wang
de 24 couleurs (robinson, 1977).

figure 9(b) – Tuiles de ammann permettant
de construire un pavage a2 de ammann.

Durant la même période, ammann a dimi-
nué encore ce nombre à 16 tuiles de Wang de
6 couleurs4. on retrouve cette nouvelle collection
dans l’article de robinson (1978). a partir de
cette période et jusqu’à la fin des années 90, per-
sonne5 n’a réussi à réduire davantage cette der-
nière collection. D’ailleurs dans leur ouvrage,
grünbaum et shephard ont écrit que 6

la réduction du nombre de tuiles de Wang dans
un ensemble apériodique de plus de 20 000
à 16 a été un exploit remarquable. Peut-être
que le nombre minimum possible est main-
tenant atteint. si, toutefois, d’autres réductions
sont possibles, il semble alors certain que
de nouvelles idées et méthodes seront néces-
saires (grünbaum & shephard, 1984, p. 596).

Ces auteurs avaient parfaitement raison
puisqu’il a fallu une approche radicalement

3 il existe d’autres types de pavage de Penrose, les types
P0, P1 et P3 correspondant respectivement aux pavages par
des triangles d’or, pentagones et autres tuiles et losanges.
4 nous donnons en annexe de cet article quelques collec-
tions de tuiles de Wang permettant de paver le plan apé-
riodiquement.
5 a notre connaissance.
6 nous avons traduit cette citation, à l’origine en anglais.
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différente pour réduire ce nombre à 14 à la fin
des années 90. Kari (1996) a en effet utilisé une
méthode basée sur l’arithmétique et les auto-
mates de Mealy, ces derniers permettant de
modéliser des tuiles de Wang comme sur la figu-
re 10. De façon informelle et sans entrer dans
les détails, si l’on prend l’exemple de la figu-
re 10, un automate de Mealy possède diffé-
rents états correspondant aux sommets — repré-
sentés par des cercles munis d’une lettre dans
cet exemple —, ainsi que des entrées et des sor-
ties représentées sous la forme d’étiquettes
« •|• » sur les arêtes. sur le haut de la figure 10,
on constate que deux états sont représentés,
l’état « a » et l’état « b », la flèche donne ici le
sens du parcours. ainsi l’état « a » (resp. « b »)

correspond à la couleur ouest (resp. est) de la
tuile de Wang.

Kari a ainsi utilisé les automates de Mealy
et des notions d’arithmétique pour exhiber un
ensemble de tuiles permettant de recouvrir le plan
apériodiquement (ibid.). il a alors mis en évidence
un automate de Mealy basé sur la réunion dis-
jointe des composantes g1 et g2 (figure 11) 7.

figure 10 – Exemples de modélisation de tuiles de Wang par des automates de Mealy.

figure 11 – automate de Mealy correspondant à une collection de tuiles de Wang 
permettant de recouvrir le plan apériodiquement.

7 Dans cet article, nous ne présentons pas les étapes tech-
niques permettant de démontrer que la réunion des deux
ensembles de tuiles associés à g1 et g2 permet d’une part,
de recouvrir le plan et qu’en plus, elle le recouvre de
manière non périodique d’autre part. Ces techniques repo-
sent principalement sur des notions arithmétiques sur les
tuiles ainsi que sur les suites de Beatty. Le lecteur intéressé
pourra se référer à l’article de Kari (1996).
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La modélisation énoncée précédemment
permet de traduire cet automate par 2 ensembles
de 4 tuiles (T1) et de 10 tuiles (T2) respective-
ment associés à g1 et g1 (figure 12). 

Dans son article, Kari a démontré que la
réunion de ces 2 ensembles permettait d’exhi-
ber une collection de 14 tuiles recouvrant le plan
apériodiquement (ibid.). néanmoins, chacun
de ces ensembles ne permettait pas à lui seul
de paver le plan. Prenons par exemple l’ensemble
T1, on constate que les tuiles comportant la
marque 2 au sud ne peuvent pas être utilisées
dans un pavage du plan car aucune autre tuile
de cet ensemble ne comporte un 2 au nord.
Cette remarque est également valable pour la
tuile comportant un 0 au nord. En effet, aucu-
ne autre tuile de T1 ne comporte de 0 au sud.
il reste donc la tuile comportant un 1 au nord
et au sud qui ne permet pas à elle seule de
recouvrir le plan. un raisonnement analogue sur
l’ensemble T2 permet de conclure de la même
manière. Ces ensembles ont été construits de telle
manière que chaque bande horizontale — de hau-
teur 1 unité — du pavage comporte uniquement
des tuiles d’un même ensemble. autrement
dit, il ne peut pas y avoir de tuiles de T1 avec
des tuiles de T2 sur une même bande horizon-
tale. Pour s’en convaincre, il suffit de remar-

quer que chaque tuile de Wang à l’ouest et à l’est
ne possède aucune marque en commun dans ces
deux ensembles. a présent, nous allons nous inté-
resser davantage aux marques figurant sur cha-
cune de ces tuiles. De prime abord, on consta-
te que cet ensemble de 14 tuiles possède 8
marques différentes à savoir : 0’, 0, -1, 1, -1/3,
1/3, 2/3 et 2. si l’on associe chaque marque à
une couleur, nous en avons également 8. nous
allons voir qu’en réalité 6 suffisent à construi-
re cet ensemble de 14 tuiles (figure 13). En effet,
Kari a expliqué très brièvement que le 0’ de
l’ensemble T2 est utilisé pour le différencier du
0 de T1, mais est interprété comme le 0 de
l’ensemble T2 (ibid., p. 260). ainsi les marques
0’ et 0 de l’ensemble T2 prennent la même
couleur — disons jaune (figure 13). Par contre,
le 0 situé à l’est ou à l’ouest des tuiles de
l’ensemble T1 doit nécessairement avoir une cou-
leur différente de celle du 0 déjà prise dans
l’ensemble T2 — disons rouge. En effet, si ce
n’était pas le cas alors on pourrait avoir des tuiles
de T1 et T2 sur une même bande horizontale, ce
qui est impossible avec ces deux ensembles. il
reste à identifier les autres marques : -1, 1, 2,
-1/3, 1/3 et 2/3. Prenons par exemple la couleur
bleue pour la marque 1. nous pouvons très
bien la réutiliser pour la marque -1/3 de l’ensemble
T2, puisque cette marque est située à l’est ou à

figure 12 – réunion des ensembles T1 et T2 mettant en évidence une collection 
de 14 tuiles de Wang permettant de réaliser un pavage apériodique du plan.
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l’ouest des tuiles T2, tandis que le 1 de l’ensemble
T1 est toujours situé au nord ou au sud. Même
raisonnement pour la marque 2 dont on peut faire
coïncider la couleur, disons noire, avec la
marque 1/3. Prenons ensuite la couleur violet-
te pour la marque 2/3. il reste alors à remarquer
que la tuile possédant la marque 0 au nord de
l’ensemble T1 doit avoir la même couleur que
le 0 dans l’ensemble T2, c’est-à-dire jaune, afin
de pouvoir positionner une autre tuile de
l’ensemble T2 au-dessus (figure 13).

finalement, 6 couleurs suffisent alors que
l’article de Kari de 1996 ne le mentionnait pas
explicitement. on obtient ainsi un ensemble de
14 tuiles à 6 couleurs (figure 14).

figure 14 – Collection de 14 tuiles de Wang de
6 couleurs (bleu, rouge, vert, jaune, violet, noir).

Durant la même période, Culik (1996) a exhi-
bé une autre collection de 13 tuiles de 5 couleurs
en se basant sur une méthode analogue (figure 15).

figure 15 – Collection de 13 tuiles 
de Wang de 5 couleurs 

(bleu, rouge, vert, jaune, orange).

Ce n’est que récemment où Jeandel et
rao (2015) ont exhibé une collection minimale
de 11 tuiles à 4 couleurs permettant de paver
le plan apériodiquement (figure 16). Cette
minimalité a été démontrée grâce à une recherche
exhaustive assistée par ordinateur qui a néces-
sité près d’un an de calculs (rao, 2017).
Cependant les moyens informatiques ont une
limite en temps et en espace. En effet, la
recherche exhaustive de Jeandel et rao a per-

figure 13 –  réunion des ensembles T1 et T2 mettant en évidence une collection de 14 
tuiles de Wang de 6 couleurs permettant de réaliser un pavage apériodique du plan.
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mis de mettre en évidence un ensemble de 10
tuiles permettant de paver des carrés de gran-
de taille mais qui pourtant ne pavait pas le plan.
ils ont ainsi démontré que cet ensemble ne per-
mettait pas de recouvrir des carrés de taille enco-
re plus grande en privilégiant des arguments
théoriques face à l’inefficacité des moyens
informatiques dans ce cas précis. Ceci met
en évidence le fait que la recherche par exhaus-
tivité des cas a ses limites lorsque la taille
des instances devient de plus en plus impor-
tante. Ces auteurs ont ainsi démontré que
toutes les collections de tuiles strictement plus
petites que 11, si elles pavent le plan, le pavent
nécessairement de manière périodique.

figure 16 – Collection minimale de 11 tuiles
à 4 couleurs et fragment de pavage apério-

dique du plan utilisant cette même collection
(Jeandel & rao, 2015, p. 36). 

nous résumons dans le tableau de la page
ci-contre les quelques références incontour-

nables que nous avons mises en avant dans cet
article, et qui montrent la ténacité de ce pro-
blème dans l’histoire des mathématiques dis-
crètes (tableau 1, page ci-contre).

En parallèle, d’autres mathématiciens ont
démontré que la conjecture de Wang était vraie
dans le cas où la collection de tuiles possédait
au plus 3 couleurs (Chen et al., 2014 ; Hu & Lin,
2011). Ce qui signifie que le problème de
Wang, dans ce cas, est un problème décidable.
Mais alors, qu’en est-il sur des régions bornées
du plan comme les rectangles ? Est-ce un pro-
blème décidable ou indécidable ? Dans la lit-
térature, le problème de Wang restreint au rec-
tangle de taille p × q est un problème décidable
et d’une complexité nP-complet 8 (Jeandel,
2011). En théorie de la complexité, cela signi-
fie qu’il est « très difficile » à résoudre. En d’autres
termes, il est facile de vérifier qu’une solution
donnée est correcte à l’aide d’un algorithme poly-
nomial qui examine chaque tuile du rectangle,
mais sans savoir, en temps polynomial, com-
ment cette solution a été construite...

notre travail consiste donc à trouver des
ensembles d’instances «  intéressantes » per-
mettant de rendre le problème d’une part déci-
dable, mais également résoluble dans « un temps
raisonnable ». nous nous sommes alors intéressés
à deux sous-problèmes. Le premier — que nous
ne détaillons pas dans cet article —, consiste à
se limiter à des familles de collections d’au
plus deux couleurs par tuile, afin de déterminer,
pour chaque famille d’une collection de tuiles
à quelle(s) condition(s) il est possible de paver
le plan. nous en avons dénombré trois à rota-
tion près  (figure 17, page ci-contre).

8 nP signifie « soluble en temps polynomial par un algorithme
non déterministe ». un algorithme non déterministe est un algo-
rithme qui propose lors de son exécution des branchements
laissés « au choix de la machine ». on demande qu’au moins
un des choix successifs conduise à la solution en un nombre d’étapes
élémentaires majoré par un polynôme en la taille du problème
à résoudre, tel qu’il est posé selon un codage convenu.
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figure 17 – Trois familles de tuiles 
d’au plus deux couleurs par tuile.

Le cas de la famille f3 permet de paver le
plan, puisque cette tuile peut à elle seule recou-
vrir le plan par translation d’elle-même. Même
remarque pour la tuile du haut de la famille f2.

Le problème pour les tuiles restantes se réduit
en fait à la recherche de circuits en théorie des
graphes. Ce problème est en général un problème
appartenant à la classe de complexité P. En
d’autres termes, nous pouvons dire qu’il est
« facile » à résoudre, puisqu’il existe un algo-
rithme polynomial permettant de résoudre le pro-
blème d’existence d’un circuit, mais également
d’en exhiber un exemple.

Le deuxième problème, que nous allons
détailler dans ce texte, consiste à se restreindre
à une région bornée du plan comme les rectangles
avec des «  contraintes  » de coloration aux
bords. Pour cela, on va s’intéresser à une famil-
le de tuiles possédant exactement quatre cou-
leurs distinctes dont on autorise les permutations.
Ceci nous conduit à un ensemble de 4! = 24 
tuiles de Wang (voir la figure 18 de la page sui-
vante). 

Tableau 1 – Existence de pavages apériodiques du plan par des tuiles de Wang.

9 En réalité, Berger en 1964 dans son travail de thèse a pro-
posé un ensemble de 20426 tuiles puis l’a réduit à 104, mais
n’a pas publié ce dernier ensemble dans son article de 1966.

9
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au premier abord, on observe que ce jeu
de tuiles permet de construire des premiers
motifs qui respectent les règles du jeu. on
s’aperçoit alors rapidement par construction
qu’il est facile d’exhiber des motifs pério-
diques. En effet, pour une tuile donnée, il exis-
te trois autres tuiles équivalentes modulo une
certaine rotation sur cette tuile. ainsi avec ces
quatre tuiles, on pourrait former un motif carré
de taille 2, qui par translation, permettrait de paver
le plan. ainsi si le plan est pavable alors n’impor-
te quelle région bornée du plan et a fortiori un
rectangle est également pavable. Les
« contraintes » de coloration aux bords du rec-
tangle permettront, et nous le verrons dans la
suite du texte, de rendre le problème intéressant,
au sens où la réponse n’est pas du tout immé-
diate et nécessite différentes stratégies et rai-
sonnements mathématiques pour y répondre. 

a travers cette section, nous avons essayé
de montrer l’importance d’une analyse épisté-
mologique et historique pour ce problème.
Celle-ci permet en effet de donner une pre-

mière vision sur ce qu’il est envisageable de pro-
poser aux élèves, sans d’une part dénaturer le
problème initial et sans que le problème pro-
posé soit hors de portée ou trivialement réso-
luble d’autre part.

Dans la suite de ce texte, nous parlerons de
motifs valides ou de pavages valides lorsqu’un
motif ou pavage respecte les règles du jeu de
Wang énoncées au début de l’article, mais aussi
lorsqu’il respecte les contraintes de coloration
sur les bords du rectangle.

Dans la prochaine section, nous faisons
une analyse mathématique du deuxième sous-
problème présenté en amont afin d’identifier des
variables pertinentes ainsi que les connais-
sances en jeu dans ce problème.

3. — Analyse mathématique 
et identification des connaissances en jeu

Cette partie vise à donner des éléments
mathématiques permettant d’identifier diffé-

figure 18 – Collection de 24 tuiles de Wang
avec exactement quatre couleurs.
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rentes stratégies en jeu dans la résolution du pro-
blème. nous verrons d’ailleurs, en deuxième par-
tie de ce texte, que l’analyse mathématique
nous permet en outre d’identifier des instances
qui semblent enclines au développement du
raisonnement, de la logique et de la preuve
chez les élèves idoines à l’activité de recherche
en mathématiques. 

Le problème général s’énonce ainsi.

— instances : Des entiers naturels p et q non
nuls et notre collection de 24 tuiles (figu-
re 18, page précédente).

— Question : Peut-on paver un rectangle de
taille p × q par ces tuiles dont chacun des
côtés de ce rectangle a une et une seule cou-
leur fixée ?

De prime abord, une première stratégie
consiste à identifier les rectangles qui sont sus-
ceptibles d’être pavables par des tuiles de notre
collection en faisant des essais sur des petits cas
particuliers. on s’aperçoit alors, suivant la pari-
té de p et de q, qu’il est possible ou non d’exhi-
ber un pavage valide suivant les types de rec-
tangles ci-après (figure 19).

figure 19 – rectangles de différents types.

Effectivement, on s’aperçoit que lorsque les
rectangles ont la même couleur à l’est et à
l’ouest et/ou au nord et au sud, il est nécessai-
re d’avoir des longueurs dont la mesure est
supérieure ou égale à 2 unités. Ceci s’explique
par le fait qu’il ne peut pas y avoir 2 fois la même

couleur sur une tuile. Prenons 3 exemples de
pavages impossibles sur des rectangles de type
a et b avec des conditions particulières sur p et
q pour illustrer nos propos (figure 20 (a)).

figure 20 (a) – rectangles de type a et b 
qui ne sont pas pavables avec ces tuiles.

il existe bien évidemment d’autres types de
rectangles qui respectent la coloration unie sur
les bords, mais qui ne peuvent jamais être pavés
par ces tuiles (figure 20 (b)).

figure 20 (b) – autres types de rectangles
non pavables avec ces tuiles.

En effet, dans tous les cas pour pouvoir paver
ces deux types de rectangles, il est nécessaire
d’avoir au moins une tuile dans les «  coins
gauches » qui possède la même couleur au
nord (resp. au sud) et à l’ouest – bleue dans ce
cas-ci. Ceci est bien évidemment impossible
puisque cette tuile ne fait pas partie de notre col-
lection initiale. 

Le problème général se réduit alors à la
recherche de conditions portant sur les entiers
p et q pour les rectangles de type a, b et c.
Dans cette partie on va se restreindre à l’étude
des rectangles de type c 10.  Le lecteur intéres-

10 nous donnerons à la fin de cette section les résultats
concernant les rectangles de types a et b.
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sé trouvera une analyse succincte dans le texte
de Bernat (2014), qui a été écrit de manière indé-
pendante du problème de Wang. Dans les lignes
ci-après, nous développons notre analyse mathé-
matique dans une perspective didactique, en gar-
dant un lien étroit avec le problème général énon-
cé au début de cette section.  Le problème restreint
aux rectangles de type c s’énonce ainsi :

— instances  : p et q des entiers naturels
non nuls et notre collection de 24 tuiles
(figure 18, page 88).

— Question : Est-il toujours possible de paver
par ces tuiles un rectangle de taille p × q
dont chaque bord a une couleur unie et
distincte des autres ?

Choisissons arbitrairement quatre couleurs
distinctes sur les bords du rectangle, disons
bleue à l’ouest, jaune au sud, rouge à l’est et verte
au nord — l’ordre des couleurs n’a aucune
importance, d’autres choix sont possibles.

Etude de quelques cas particuliers 

avant de regarder le problème dans sa glo-
balité, nous proposons de l’étudier sur des cas
particuliers comme pourrait le faire un élève,
la stratégie consiste donc à faire des essais sur
des rectangles de petite taille. on s’aperçoit
alors rapidement qu’il y a des cas qui permet-
tent d’exhiber un pavage valide, alors que
d’autres où il semble impossible d’en exhiber
un. Par exemple, on observe que les rectangles
de taille 1 × 5, 3 × 5, 2 × 4 ou encore 2 × 6 pos-
sèdent bien un pavage valide respectant les
règles de coloration aux bords (figure 21). a
contrario, il semble impossible d’en exhiber un
pour les rectangles de taille 1 × 4 et 2 × 3 par
exemple (figures 22 & 23).

Pour démontrer cette impossibilité, une stra-
tégie consiste à supposer que le rectangle 1 × 4
possède un pavage valide, ceci conduit néces-

sairement à la configuration ci-après (figure 22
(a)). il faut alors compléter le premier carré à gauche
par la couleur rouge à l’est, puis le deuxième carré
par la couleur rouge à l’ouest et bleue à l’est et
ainsi de suite. En raisonnant par condition néces-
saire (Cn), on s’aperçoit alors que le dernier carré
à droite (figure 22 (b)) a nécessairement la cou-
leur rouge à l’ouest, ce qui est impossible puisque
cette tuile n’appartient pas à notre collection. Le
rectangle 1 × 4 ne possède donc pas de pavage
valide. Ce type de raisonnement par Cn abou-
tissant à une impossibilité se nomme communément
raisonnement par forçage.

figure 22 – raisonnement par forçage 
pour le rectangle 1 × 4.

figure 21 – Existence d’au moins 
un pavage valide sur des cas particuliers.
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En utilisant une stratégie analogue, on
démontre également que le rectangle de taille
2 × 3 ne possède pas non plus de pavage vali-
de (figure 23). Par construction et en suppo-
sant qu’un tel pavage existe, on aboutit néces-
sairement à la configuration de gauche (figure
23). En raisonnant par Cn sur les couleurs, on
s’aperçoit alors que la dernière tuile possède-
ra 2 couleurs jaunes au nord et au sud (figu-
re 23 à droite). Ceci est impossible puisqu’aucu-
ne tuile de notre collection ne présente cette
configuration.

figure 23 – Exemple de raisonnement 
par forçage pour le rectangle 2 × 3.

un autre point de vue consiste à dénombrer
le nombre de fois où une couleur apparaît dans
le pavage. ainsi, si le rectangle 2 × 3 admet un
pavage valide alors il possède exactement six
tuiles de 4 couleurs distinctes. or chaque cou-
leur est représentée par des triangles colorés qui
sont soit, situés sur les bords du rectangle, soit
qui sont adjacents par leur base à un autre tri-
angle de même couleur, ce qui signifie qu’ils
peuvent être regroupés par paires de deux. Par
exemple, comme on a supposé que le rectangle
était pavable, il y a donc 3 triangles jaunes au
sud de mon rectangle, et donc 6 – 3 = 3 triangles
jaunes qui ne sont pas sur les bords. or, chaque
triangle jaune qui n’est pas sur le bord du rec-
tangle doit nécessairement être adjacent par sa
base à un autre triangle jaune. Cela sous-tend
que 3 est un nombre pair, ceci est bien évidemment
faux. on en déduit donc que le rectangle 2 × 3
ne possède pas de pavage valide.

L’étude de ces quelques cas particuliers per-
met rapidement de voir émerger des condi-

tions sur les entiers p et q favorables à la
construction d’un pavage valide. En l’occu-
rence nous pouvons conjecturer que lorsque p
et q ont la même parité (resp. de parité diffé-
rente), il semble possible (resp. impossible)
d’exhiber un pavage valide. 

afin de mettre à l’épreuve cette conjectu-
re initiale, il peut être intéressant de proposer
aux élèves d’étudier le cas des bandes de taille
1 × q et 2 × q.

Le cas de la bande 1 × q

En commençant par construire un pava-
ge de la bande 1 × q, on s’aperçoit rapide-
ment que l’on a nécessairement le même
motif de taille 1 × 2 qui se répète successi-
vement. ainsi, la stratégie pour compléter
cette bande consiste à translater horizonta-
lement le motif contenant les deux premiers
carrés construits. on en déduit donc que si
la longueur de la bande est paire alors le rec-
tangle aura nécessairement la couleur bleue
à l’est. Ceci qui est bien évidemment impos-
sible dans le cas des rectangles de type c (figu-
re 24 (a) de la page suivante). 

néanmoins si q est impair, alors il suf-

fit de translater fois le motif de base

(figure 24 (b) page suivante), pour complé-
ter les q – 1 premières cases. il reste alors
à compléter la dernière case manquante par
le carré possédant la couleur bleue à l’ouest,
jaune au sud, rouge à l’est et verte au nord.
on aurait également pu construire par trans-
lation de ce même motif une bande pavable
de longueur paire de type b, dont on aurait
ôté la dernière tuile afin d’obtenir un pava-
ge valide de la bande de longueur impaire
cette fois-ci de type c.

j q

2
k
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on obtient ainsi le résultat préliminaire
suivant :

Propriété. soit q ≥ 1, q est impair si et seu-
lement si la bande 1 × q possède un pavage
valide de type c.

Le cas de la bande 2 × q

Quand on commence à construire un pava-
ge de la bande 2 × q, on s’aperçoit dès le début
qu’il y a exactement deux choix possibles pour
construire le premier motif carré de taille 2. L’un
permet de paver la bande de longueur paire
grâce à une translation horizontale de ce motif
(figure 25). 

En effet, comme ce motif carré a la même
couleur à l’est et à l’ouest, on peut le transla-

ter fois. Cela permet ainsi de paver

les q – 2 premières colonnes. il reste alors à
construire un motif carré de taille 2 de telle maniè-
re qu’il pave les 2 dernières colonnes en res-
pectant les contraintes de coloration aux bords
du rectangle (figure 25).

a q

2
2 1 b

Tandis que l’autre motif incite à poursuivre
la construction d’un deuxième motif carré dont
les côtés ouest et est sont tous les deux rouges 11.
ainsi par translation horizontale de ce nou-
veau motif, on exhibe un pavage valide de cette
bande de longueur paire (figure 26).

figure 26 – Existence d’un pavage valide
pour la bande 2 × q avec q pair utilisant 

le deuxième motif carré.

En d’autres termes, l’argumentation pré-
cédente nous a permis de démontrer que la
condition « q est pair » est une condition suf-
fisante (Cs) pour exhiber un pavage valide de
la bande 2 × q, mais est-elle nécessaire ? autre-
ment dit, démontrons qu’il est impossible
d’exhiber un pavage valide dans le cas où q est
impair. supposons qu’il existe un tel pavage,
il suffit alors de remarquer que la couleur jaune
au niveau de la deuxième bande apparaît néces-
sairement soit à l’est, soit à l’ouest des tuiles
(figures 25 & 26). Ceci se justifie par le fait qu’elle
ne peut pas occuper la place au nord, déjà prise

figure 24 – Condition nécessaire et suffisante
(Cns) pour la bande 1 × q avec q impair.

figure 25 – Existence d’un pavage 
valide pour la bande 2 × q avec q pair

utilisant le premier motif carré.

10 on aurait pu intervertir la couleur rouge et bleue sur la der-
nière bande verticale du dernier motif carré. on aurait ainsi
obtenu un rectangle de taille 2 × 4 dont les côtés est et ouest
ont tous les deux la couleur bleue.
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par la couleur verte, ni au sud, car sinon, nous
aurions des tuiles au niveau de la première
bande qui possèderaient 2 fois la couleur jaune,
ce qui est bien évidemment impossible. on en
déduit donc qu’au niveau de la deuxième bande,
la couleur jaune apparaît à l’est des tuiles si et
seulement si la case a une « abscisse » impai-
re. En d’autres termes, chaque case située sur
la deuxième bande ayant une case d’abscisse
impaire a nécessairement la couleur jaune à
l’est. Comme q est impair, on aura alors néces-
sairement une couleur jaune à l’est sur le der-
nier carré de la deuxième bande, ce qui est
impossible si l’on respecte la coloration aux bords
du rectangle. on en déduit donc que la bande
de taille 2 × q ne possède pas de pavage vali-
de si q est impair. La Cns pour que le rectangle
de type c soit pavable par des tuiles de notre col-
lection est que q soit pair. Ceci nous amène donc
à la propriété suivante.

Propriété. soit q ≥ 1, q est pair, si et seule-
ment si, la bande 2 × q possède un pavage vali-
de de type c.

une stratégie analogue consiste à raison-
ner sur la première bande, en considérant non
plus la couleur jaune mais la couleur verte cette
fois-ci. Cela nous aurait conduit également au
même résultat.

si l’on considère la bande de taille 3 × q,
la Cn est beaucoup plus difficile à démontrer
en utilisant l’argumentation précédente car il faut
traiter différents sous-cas qui n’apparaissent
pas dans l’étude des bandes de taille 1 × q ou
2 × q. il suffit pour s’en convaincre de démon-
trer l’impossibilité d’exhiber un pavage valide
pour le rectangle de taille 3 × 4. La démonstration
reste fastidieuse, mais permet en outre de s’aper-
cevoir que la stratégie utilisant le raisonne-
ment par forçage est efficace localement sur des
petits cas particuliers, voire sur les bandes de
petite taille (1 × q, 2 × q), mais ne permet pas

de généraliser de manière efficace, car le nombre
de sous-cas à traiter grandit en fonction de la
taille de la bande à étudier. nous verrons par
la suite, qu’une autre stratégie déjà évoquée dans
le cas du rectangle 2 × 3 permet d’élaborer
une démonstration d’impossibilité dans le cas
général.

a ce stade de l’analyse, nous pouvons for-
muler une conjecture de portée générale qui semble
cohérente avec nos différents résultats préli-
minaires.

Conjecture. soient p et q des entiers naturels
non nuls, les entiers p et q ont la même pari-
té, si et seulement si, le rectangle de taille 
p × q possède un pavage valide de type c avec
des tuiles de notre collection.

Dans le paragraphe suivant, nous verrons
comment, modulo différentes stratégies et rai-
sonnements, démontrer la conjecture précé-
demment énoncée.

vers une généralisation 
sur des rectangles de taille p × q

L’analyse préliminaire nous a permis d’iden-
tifier des conditions sur les entiers p et q qui per-
mettent ou non d’exhiber un pavage valide.
ainsi, lorsque p et q sont de même parité il semble
toujours possible d’exhiber un pavage valide alors
que, s’ils sont de parités différentes, il semble
impossible d’exhiber un tel pavage. Dans cette
partie, nous allons démontrer que la condition
«  p et q ont la même parité  » est une Cns
quant à l’existence d’un pavage valide dans le
cas des rectangles de type c, en mettant en
avant différentes stratégies possibles.

une première stratégie pour démontrer la
Cs consiste à raisonner par disjonctions des cas
en étudiant d’une part le cas où p et q sont
pairs et le cas où p et q sont impairs d’autre part. 
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Pour construire un pavage valide dans le
cas où p et q sont impairs, une première stra-
tégie relève d’un raisonnement par construc-
tion et déconstruction de rectangles pavables.
L’analyse préliminaire a mis en avant le fait qu’il
est plus ou moins facile de construire un pava-
ge rectangulaire de « grande » taille, si à un
moment ou un autre, nous sommes en mesu-
re d’exhiber un motif carré pouvant être trans-
laté périodiquement. ainsi, une stratégie consis-
te à exhiber le plus petit motif carré périodique.
En d’autres mots, cela correspond à un carré
possédant la même couleur au nord et au sud,
mais aussi à l’est et à l’ouest. Dans notre cas,
on construit ainsi ce que l’on appelle le motif
de base de notre pavage (figure 27). 

on pose p’ = p + 1 et q’ = q + 1, en répé-

tant alors le motif de base verticalement fois,

on pave ainsi la bande p’ × 2. En remarquant
que cette bande possède la même couleur à l’est
et à l’ouest, on peut alors la translater hori-

p'

2

zontalement fois. on a ainsi construit un pava-

ge valide pour un rectangle de type a dont ses
côtés ont une mesure paire (figure 27).

L’objectif est de construire un pavage vali-
de pour le rectangle de type c. une stratégie
consiste alors à déconstruire le pavage précé-
dent. En effet, il suffit d’extraire la dernière bande
du pavage par exemple, pour obtenir un pava-
ge valide d’un rectangle de type b, dont la
mesure des côtés nord et sud est impaire et dont
celle des côtés est et ouest reste invariante
(figure 28, page ci-contre). on réitère la pro-
cédure, cette fois-ci sur un des côtés nord ou
sud. Par extraction, on obtient alors un pava-
ge valide d’un rectangle de type c, dont la mesu-
re des côtés est impaire (figure 29).

finalement, on s’aperçoit que cette straté-
gie permet non seulement de construire un
pavage valide pour les rectangles de type c, mais
également de démontrer que quelle que soit la
parité des entiers p et q il est toujours possible

q'

2

figure 27 – Pavage valide d’un rectangle de type a avec p’ et q’ pairs
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d’exhiber un pavage valide de type a, b et bien
sûr c. Ces faits permettent donc de répondre à
notre problème général à savoir :

— si p et q sont pairs alors il existe au moins
un rectangle pavable de type a ;

— si p et q sont de parités différentes alors
il existe au moins un rectangle pavable de
type b ;

— si p et q sont impairs alors il existe au
moins un rectangle pavable de type c.

figure 28 – Pavage valide d’un rectangle de type b avec p’ pair et q impair.

figure 29 – Pavage valide d’un rectangle de type c avec p et q impairs.
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Examinons le cas où les entiers p et q sont
pairs. Pour cela, une stratégie consiste à utili-
ser un raisonnement par récurrence descen-
dante 12 sur une classe d’objets en mettant en
avant un contre-exemple minimal (figure 30).
Considérons le rectangle de taille p × q comme
étant le plus petit rectangle qui ne possède pas
de pavage valide de type c. Par cette considé-
ration, tout rectangle de taille strictement plus
petite que p × q et possédant les mêmes condi-
tions de parité sur les côtés possède nécessai-
rement un pavage valide. ainsi le rectangle de
la taille p × (q – 2) possède bien un pavage vali-
de, puisque p et (q – 2) sont pairs. L’enjeu est
alors de construire une bande de taille p × 2 res-
pectant les contraintes de coloration au nord (vert)
au sud (jaune) à l’est (rouge) et à l’ouest (rouge)
dépendant du rectangle p × (q – 2). Par conca-
ténation des deux rectangles, on obtient une
reconstruction du rectangle de taille p × q qui
est bien pavable. Ceci est en contradiction
avec notre hypothèse de départ, on conclut
donc que celle-ci est fausse. Ce raisonnement
est toujours possible jusqu’au carré de taille 
3 × 3 qui constitue la base de notre induction.
De plus, l’analyse préliminaire nous a permis

de démontrer la possibilité ou l’impossibilité
de paver les cas de plus petite taille. En somme,
nous avons démontré que la condition « p et
q sont pairs » est bien une Cs pour pouvoir exhi-
ber un pavage valide de type c (figure 30).

ainsi, si p et q ont la même parité alors il
existe au moins un pavage valide pour le rec-
tangle de taille p × q de type c. a présent, nous
allons présenter une démarche qui permet d’éta-
blir la Cn. En d’autres termes, nous allons
démontrer que la Cs « p et q ont la même pari-
té  » est également une Cn pour obtenir un
pavage valide.

Comme nous l’avons évoqué précédemment,
la stratégie par forçage est efficace localement
sur des petits cas particuliers, mais devient très
vite inexploitable au vu des nombreux sous-cas
à traiter dépendant de la taille du rectangle à consi-
dérer. Pour démontrer l’impossibilité de paver
un rectangle de type c de taille 2 × 3, nous
avons évoqué une stratégie qui consiste à
dénombrer de deux manières différentes le
nombre de fois où une couleur apparaît dans le
pavage. Cette stratégie consiste à remarquer que
chaque couleur est présente une et une seule fois
sur chaque tuile. si l’on suppose que le rectangle

12 aussi appelé principe de la descente infinie de fermat.

figure 30 – Existence d’un pavage de type c par induction descendante sur une classe d’objets.
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est pavable, alors chaque couleur sera néces-
sairement présente p × q fois dans le pavage —
puisqu’il y a au total p × q tuiles dans un pava-
ge valide. La suite du raisonnement consiste à
dénombrer d’une autre façon le nombre de fois
où une couleur apparaît en deux sous-ensembles
disjoints dénombrables. En d’autres termes, si
l’on considère un élément i appartenant à notre
ensemble de 4 couleurs (bleu, jaune, vert,
rouge), le nombre de fois13 où une couleur i appa-
raît dans le pavage est égal à la somme du
nombre de fois où cette couleur apparaît sur les
bords du rectangle et du nombre de fois où elle
apparaît à l’intérieur de mon pavage — bords
exclus (figure 31). si l’on suppose qu’il exis-
te un pavage, on écrira de manière syntaxique :

∀ i ∈ {bleu, rouge, vert, jaune}, 

n∆ (i) = n∆ ext (i) + n∆ int (i) = p × q

où 

— n∆ (i) correspond au nombre total de triangles
de couleur i du pavage.

— n∆ ext (i) correspond au nombre de triangles
extérieurs de couleur i au bord du pavage.

— n∆ int (i) correspond au nombre de triangles
intérieurs de couleur i (bords exclus) du 
pavage.

figure 31 – Exemples de triangles extérieurs
(a) et intérieurs (b) bleus.

remarquons que pour chaque couleur, le
nombre de triangles intérieurs, si le pavage est
valide, est nécessairement pair. En effet, chaque

triangle intérieur est nécessairement adjacent par
sa base à un autre triangle appartenant à une tuile
voisine. il est donc possible de les regrouper par
paires. finalement, quelle que soit la couleur,
on a toujours n∆ int (i) ∈ 2n*. il suffit de remar-
quer qu’ajouter un entier quelconque à un
entier pair ne change pas la parité de la somme
obtenue, elle dépendra toujours de l’entier
quelconque. En somme p × q, sera de même
parité que l’entier n∆ ext . 

raisonnons à présent sur les côtés est-
ouest du rectangle et choisissons arbitraire-
ment l’une des deux couleurs. L’entier p × q
a donc la même parité que p. si l’on raisonne
de manière analogue sur les côtés nord-sud, on
montre également que l’entier p × q a la même
parité que q. Cela est possible, bien évidem-
ment si p et q ont la même parité. nous avons
donc démontré que la condition « p et q ont la
même parité » est bien une Cn pour exhiber
un pavage valide dans un rectangle de type c.
La conjecture précédemment énoncée est ainsi
démontrée. on a alors le résultat suivant.

Théorème. soient p et q des entiers naturels
non nuls, les entiers p et q ont la même pari-
té si et seulement si le rectangle de taille p ×
q possède un pavage valide de type c avec des
tuiles de notre collection.

Dans cet article, nous ne développons
pas le cas des rectangles de type a et b, puisque
le raisonnement est analogue au précédent. En
fait, il faut et il suffit que le produit de p ≥ 2
par q ≥ 2 soit pair pour obtenir un pavage vali-
de. on remarque que cette Cns reste valide
pour le pavage d’un rectangle de type b avec
p ≥1 et q ≥ 1.

ainsi, l’analyse menée suivant les axes
épistémologique, historique et mathématique,
nous a conduits à identifier des sous-problèmes
favorisant une diversité d’approches lors de la

13 ici, une fois correspond à une tuile.
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résolution. L’analyse mathématique nous a
alors permis d’identifier différentes stratégies
pouvant être utilisées par les élèves lors de la
résolution du problème. Elles conduisent au
développement de connaissances d’ordre i et
d’ordre ii relatives à l’activité mathématique.
sackur, Drouhard, assude, Paquelier, et Mau-
rel (2005) identifient les connaissances d’ordre
i, comme relatives aux connaissances notion-
nelles telles que les axiomes, définitions, pro-
priétés, théorèmes issus d’une théorie tandis que
les connaissances d’ordre ii sont relatives au rai-
sonnement, à la logique et aux différentes repré-
sentations sémiotiques qui sont inhérentes à
l’activité de recherche en mathématiques. ainsi,
notre analyse montre que les connaissances
d’ordre i mobilisées à travers ce problème
sont relatives à la notion de pavage, de pério-
dicité vue comme une translation de motifs, d’aire
de rectangle ou encore de parité et caractéri-
sent ainsi les invariants de ce problème. L’ana-
lyse présentée permet également d’identifier des
connaissances d’ordre ii visées à travers ce pro-
blème comme :

— la démonstration de l’existence via le théo-
rème d’existence sur des cas particuliers ;

— la mise en avant de différents raisonne-
ments comme le forçage ou encore l’exhaus-
tivité des cas sur de petits cas particuliers ;

— l’émission de conjectures locales/globales
concernant la possibilité ou l’impossibili-
té de paver le rectangle ;

— la distinction entre Cn et Cs ;

— mais aussi la pluralité des raisonnements
évoqués pour prouver des conjectures glo-
bales — disjonction des cas, construc-
tion/déconstruction d’une classe d’objets,
induction et partition d’une classe d’objets,
absurde.

ainsi, nous espérons que cette partie aura
convaincu le lecteur ou la lectrice, d’une part

de l’importance d’une analyse a priori fine
permettant de favoriser au mieux la transpo-
sition de ce problème en une situation de
recherche pour les élèves, d’autre part, que
les problèmes de décision dont on ne peut a prio-
ri pas connaître la solution (oui ou non) de
manière pérenne —appelés également pro-
blèmes indécidables —, sont aussi d’une gran-
de richesse lorsque l’on identifie des variables
« pertinentes » amenant à l’étude de sous-pro-
blèmes tout à fait accessibles aux élèves.

Dans cette seconde partie du texte nous
montrons dans un premier temps l’importan-
ce du matériel dans ce type de situation et nous
donnons une première idée du matériel utili-
sé. Dans un second temps, nous présentons suc-
cinctement le modèle des situations de
recherche pour la Classe (sirC) dans le but,
in fine, de l’opérationnaliser dans le cas de notre
problème afin de démontrer que le problème
de Wang a la potentialité, a priori, d’être
transposé en une sirC.

4. — Vers l’élaboration d’une nouvelle 
situation de recherche pour la classe

4.1. importance de la manipulation 
d’artefacts tangibles pour l’avancée 
dans la résolution du problème

il est important de rappeler que des travaux
de recherche incluant des sirC ont montré
que les artefacts tangibles participent à la dévo-
lution de la situation et qu’ils sont même néces-
saires (Da ronch, 2019a ; godot, 2005 ; gre-
nier, 2006). De ce fait, nous pensons que le
matériel permet en outre de favoriser l’enrô-
lement et l’entrée dans la situation nécessaire
à la dévolution. Le fait d’avoir du matériel
manipulable décloisonne les mathématiques
de leur usage quotidien de la classe ordinaire.
Cela permet ainsi de susciter davantage l’adhé-
sion et l’envie d’entrer dans la situation. Ceci
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peut donc aider à améliorer le facteur « d’affec-
tivité » des élèves par rapport à cette discipli-
ne. une première idée consiste à fabriquer des
tuiles carrées de taille 6 cm — cela nous semble
raisonnable pour la manipulation — en les
partageant par leurs diagonales en quatre sec-
teurs triangulaires de couleurs distinctes, en uti-
lisant des planches de bois ou tout autre maté-
riel dont l’épaisseur ne permet pas le
chevauchement ou le glissement des pièces
(figure 32). Du point de vue de l’activité mathé-
matique de l’élève, le découpage préalable des
tuiles permet de faire des essais sur des cas par-
ticuliers, mais également de favoriser la mise
en œuvre du raisonnement par forçage pour la
preuve d’une impossibilité. 

figure 32 – Exemple d’une tuile découpée 
en quatre secteurs triangulaires.

néanmoins, il faut noter que ce type d’arte-
fact tangible dénature quelque peu le problè-
me général. D’un point de vue épistémolo-
gique, le recouvrement d’une région du plan
se fait grâce à des tuiles qui ne sont pas préa-
lablement découpées. on peut alors proposer
les six configurations (figure 33), qui à rota-
tion près, permettent d’obtenir notre ensemble
de 24 tuiles. 

De surcroît, d’un point de vue didactique,
le contrôle sur la structure des tuiles (figure 33)
est pris directement en charge par le milieu arte-
factuel, alors que les tuiles prédécoupées (figu-
re 32) ne permettent pas ce contrôle. C’est
donc à l’élève de vérifier que chaque tuile pos-
sède bien quatre couleurs distinctes en plus des
contraintes générales liées au problème.

ainsi la réflexion sur le type de matériel est
importante pour amener l'élève à la recherche
du problème.

4.2. regard croisé entre notre 
analyse et le modèle théorique des sirC  

Ce modèle est utilisé depuis une vingtai-
ne d’années dans l’élaboration de sirC et sa carac-
térisation est donnée en six points 14 par grenier
et Payan (2002, pp. 191-192) :

(1) une sirC s’inscrit dans une problématique
de recherche mathématique profession-
nelle ;

(2) la question initiale est facile d’accès ;

(3) des stratégies initiales existent, sans que soient
indispensables des pré-requis spécifiques ;

(4) plusieurs stratégies d’avancée dans la
recherche et plusieurs développements sont
possibles ;

(5) une question résolue renvoie très souvent
à une nouvelle question ;

(6) des variables de recherche existent, elles
pourraient être des variables didactiques —
à la charge de l’enseignant —, mais dans
ce cas-ci elles sont à la charge de l’élève
(godot, 2005).

figure 33 – Ensemble de six tuiles 
permettant, à rotation près, d’obtenir 

notre ensemble de 24 tuiles

14 Le dernier point (6) a été rajouté dans le travail de thèse de
godot (2005).
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Les auteurs font l’hypothèse que cette proximité
entre une question encore non résolue du point
de vue de la recherche va avoir un impact sur
l’élève, la classe, mais aussi sur l’enseignant et
le chercheur vis-à-vis du rapport personnel
qu’ils entretiennent avec la situation (grenier
& Payan, 2002). Le problème présenté dans la
section précédente répond à ce premier critère
(1), puisque le problème de pavage d’un rec-
tangle par des tuiles de Wang — qui est a for-
tiori plus général que le problème que nous
avons traité – appartient à la classe des problèmes
de complexité nP-Complet. rappelons à cet effet,
que l’un des enjeux majeurs de la recherche
contemporaine concerne l’étude de la conjec-
ture P = nP. En d’autres termes, il s’agit de démon-
trer que P = nP ou P ≠ nP ou encore que cet
énoncé n’est pas démontrable. Ce problème
fait partie d’un des six problèmes du millénai-
re non encore résolus — en réalité, il y en avait
sept mais la conjecture de Poincaré a été démon-
trée par Perelman en 2003. schématiquement,
cela reviendrait à dire que s’il est facile de véri-
fier rapidement une solution à un problème de
décision — en un temps polynomial —, alors
il est également facile de la trouver en un temps
analogue.

Le deuxième point est également validé (2).
on peut commencer par donner la collection de
tuiles à quatre couleurs distinctes dont chaque
tuile possède exactement ces quatre couleurs.
on pose ensuite la question de savoir s’il est pos-
sible de paver n’importe quel rectangle. Ce
problème est assez facile, puisqu’il suffit de
construire un motif carré de taille deux pério-
dique qui nous permet de paver n’importe quel-
le région du plan et donc a fortiori un rectangle
de n’importe quelle taille. Pour complexifier un
peu, on peut rajouter des contraintes de colo-
ration sur les bords de notre rectangle, en pro-
posant par exemple d’avoir pour chaque côté
du rectangle une et une seule couleur unie dis-
tincte des autres (figure 34). Cela revient donc

à résoudre le problème étudié dans la partie pré-
cédente, c’est-à-dire : est-il toujours possible de
paver un rectangle par ces tuiles dont chaque
bord a une couleur unie et distincte des autres ?
L’étude de petits cas particuliers permet de
voir émerger des preuves locales d’existence ou
d’impossibilité, voire des conjectures globales.

figure 34 – rectangle dont les bords sont de
couleurs unies, distinctes les unes des autres.

Dans ce problème, la notion de pavage vue
comme un recouvrement d’une région bornée
du plan par une même collection d’objets, sans
chevauchement ni dépassement, est travaillée
depuis la maternelle. Les notions d’aire ou de
parité inhérentes au problème sont nécessaires
pour l’avancée dans la résolution, mais ne sont
pas des pré-requis fondamentaux. Ces notions
peuvent tout à fait être introduites ou approfondies
au cours de la situation. nous faisons l’hypo-
thèse que les artefacts tangibles permettent de
favoriser l’enrôlement et l’entrée dans la situa-
tion. on commence par traiter des cas particu-
liers qui amènent les élèves à exhiber ou non des
pavages valides de rectangles dépendant de leur
taille. ainsi en faisant raisonner les élèves sur
des rectangles de petite taille dont il semble
impossible d’exhiber un pavage, on arrive à
des preuves d’impossibilités utilisant le força-
ge. L’étude de cas particuliers peut amener à la
formulation de conjectures globales, voire à
des résultats partiels concernant les bandes 
1 × q et 2 × q. Des stratégies initiales (3) exis-
tent donc par rapport à cette situation.

Comme nous l’avons déjà mentionné dans
l’analyse du problème, il existe une pluralité



REPERES - IREM. N° 121 - octobre 2020

101

Du PRObLEME DE wANg vERS uNE NOuvELLE 

SITuATION DE REchERchE POuR LA cLASSE

de stratégies mises en avant dans l’avancée de
la résolution (4). Certaines stratégies sont effi-
caces localement comme l’exhibition d’un
pavage ou des preuves d’impossibilités utili-
sant le forçage sur de petits cas particuliers.
Ces stratégies, comme nous l’avons signalé dans
le paragraphe précédent, permettent d’émettre
des conjectures de portée générale, voire des
preuves sur des bandes particulières. Dans la
première partie du texte, nous avons montré
que des preuves utilisant la construction et
reconstruction d’une classe d’objets permet-
taient de démontrer la possibilité de paver.
L’une de ces stratégies de construction et
déconstruction de cette classe d’objets utilise
également un découpage inductif pour démon-
trer l’existence d’un pavage. Pour prouver
l’impossibilité dans le cas général, un raison-
nement par l’absurde est envisageable. il
nécessite de dénombrer de deux manières dif-
férentes le nombre de fois où une couleur
apparaît dans le pavage, modulo un argument
de parité entre ce nombre et le nombre de fois
où cette couleur apparaît sur un des bords du
rectangle pour pouvoir conclure.

Concernant le cinquième point (5), la situa-
tion peut se prolonger sur l’étude de rectangles
ayant deux ou trois couleurs distinctes (de type
a ou b) sur leur frontière en gardant la même
collection de tuiles. on peut également prolonger
le problème non plus sur des régions bornées
du plan mais sur le plan tout entier en se limi-
tant cette fois-ci à des familles de tuiles d’au
plus deux couleurs par tuile comme présenté en
début de l’article. il peut être également envi-
sageable d’étendre le problème que nous avons
étudié en dimension 3. En considérant cette
fois-ci des cubes unitaires de Wang possédant
six faces de couleurs distinctes dont il est pos-
sible de permuter les couleurs, le problème
vise alors à déterminer des conditions sur les
entiers L, l et h pour lesquels il existe au moins
un pavage valide du pavé droit. 

La situation montre que le dernier point (6)
est également vérifié, puisque les variables p et
q correspondant aux longueurs du rectangle
sont laissées à la charge de l’élève et sont donc
considérées comme des variables de recherche.
on peut également laisser les élèves chercher
les «  bons » rectangles qui respectent les
contraintes de coloration aux bords, même si la
suite de la situation conduit à l’étude d’un seul
type de ces rectangles.

a priori, il est donc tout à fait envisa-
geable de construire une sirC à partir du pro-
blème de Wang puisque toutes les caractéris-
tiques du modèle que nous venons de détailler
sont validées. De plus, la plupart des connais-
sances visées par cette situation relatives aux
«  savoir-faire  » mathématiques, que nous
avons qualifiées de connaissances d’ordre ii,
sont en fait inhérentes aux différentes com-
pétences visées, que ce soit au niveau du cycle
3 ou 4 mais aussi du lycée, telles que chercher,
représenter, communiquer ou encore raison-
ner par exemple. suivant l’objectif et le degré
d’approfondissement du problème, il semble
tout à fait envisageable de proposer cette situa-
tion dès la fin du cycle 3.

5. — Conclusion et perspectives de recherche

a travers cet article, nous avons essayé de
démontrer la pertinence d’une analyse épisté-
mologique et historique, mathématique et didac-
tique dans le cas du problème de Wang. Ces axes
nous ont permis d’identifier des sous-problèmes
accessibles aux élèves favorisant ainsi le déve-
loppement du raisonnement, de la logique et de
la preuve idoines à l’activité mathématique.
nous avons également démontré que ce problème
était un candidat favorable en vue de l’élabo-
ration d’une situation de recherche pour la
Classe (sirC), puisqu’il vérifie tous les critères
caractéristiques des sirC. En effet, le problè-
me émerge d’une question de recherche pro-
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fessionnelle  ; la question initiale est facile
d’accès pour les élèves ; des stratégies initiales
existent telles que l’exhibition d’un pavage sur
des cas particuliers, l’exhaustivité des cas ou enco-
re des stratégies par forçage pour démontrer
l’impossibilité de paver certains rectangles,
sans que soient indispensables des pré-requis
spécifiques  ; plusieurs stratégies d’avancée
dans la recherche et plusieurs développements
sont possibles ; des variables de recherche exis-
tent et sont à la charge de l’élève (godot, 2005)
— comme par exemple les longueurs du rec-
tangle — ; et certaines questions résolues peu-
vent renvoyer à de nouvelles questions de
recherche. (grenier & Payan, 2002). actuelle-
ment des expérimentations sont menées dans le
cadre d’ateliers Math.en.Jeans dans divers éta-
blissements scolaires (collèges et lycées), mais
aussi universitaires, notamment dans un modu-
le de Licence intitulé « Jeux combinatoires et
raisonnements mathématiques » de l’université
grenoble alpes, dirigé par sylvain gravier. 

Le but in fine est d’étoffer notre analyse
et d’identifier finement les obstacles rencon-
trés lors de la résolution. Par ce problème,
nous avons essayé de montrer que les mathé-
matiques discrètes étaient une source de pro-
blèmes de recherche permettant de favoriser la
rencontre entre mathématiques et société. En

effet, elles sont souvent dépourvues de tout for-
malisme mathématique — atténuant ainsi
l’écart entre société et mathématiques —, et jouent
également un rôle de levier dans l’évolution des
pratiques d’enseignement considérées à ce
jour comme peu stimulantes (artigue, 2011, p.
21). Le fait que le problème soit associé à des
artefacts tangibles donne, à notre sens, un
caractère ludique à la situation, et permet éga-
lement d’accroître le facteur d’affectivité des
élèves pour les mathématiques, qui, de surcroît
va être favorisé par le changement de posture
de l’élève passant d’une posture d’élève « ordi-
naire » à une posture d’« élève-chercheur ».

actuellement une recherche est en cours
notamment dans le cadre de l’élaboration de situa-
tions de recherche hors classe. nous dévelop-
pons à cet effet la notion de concept-problème
issue de la Théorie des Champs Conceptuels de
vergnaud (1991) et du modèle proposé par
giroud (2012) dans le cas du problème de
Wang. L’un des enjeux principaux de ce concept-
problème vise, à partir du problème générateur
de Wang, à identifier d’autres problèmes ainsi
que les différents invariants opératoires et repré-
sentations associés, permettant de donner du sens
à ce problème. Ceci dans le but in fine de créer
un dispositif-problème visant à l’initiation de
l’activité de recherche en mathématiques.
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Ensemble de 32 tuiles de Wang à 16 couleurs permettant de paver le plan apériodiquement.

Ensemble de 24 tuiles de Wang à 24 couleurs permettant de paver le plan apériodiquement.

Ensemble de 16 tuiles de Wang à 6 couleurs permettant de paver le plan apériodiquement.

ANNEXE
Ces ensembles ont été pris dans l’article 

de Lagae, Kari et Dutré (2006, pp. 11-12).


