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où ƒ est la fonction de densité associée à la
variable aléatoire X. Cette égalité met en rela-
tion deux domaines mathématiques, les pro-
babilités d’un côté et l’analyse de l’autre ; et
plus particulièrement deux thèmes dans cha-
cun de ces domaines, les probabilités à den-
sité et le calcul intégral. Mais finalement,
d’où vient cette égalité et surtout comment est-
elle introduite en terminale ?

plus généralement, est-il possible de conce-
voir et de mettre en œuvre des problèmes
d’introduction aux lois à densité qui permettent
aux élèves de terminale S de donner du sens à
l’égalité (*) ?

1. — Introduction

Avant la classe de terminale, les élèves ne
rencontrent dans leur scolarité que des lois de
probabilités discrètes. Dans le passage aux lois
continues, on peut observer une rupture avec les
probabilités discrètes. En effet, dans le cas conti-
nu, l’ensemble des valeurs prises par la variable
aléatoire X(𝛺)  n’est plus constitué d’éléments
isolés mais est un intervalle I de l’ensemble des
réels  ; pour décrire la loi de probabilité, on
associe une probabilité à chaque événement 
{X ∈ [𝑎, b]}, pour  tout intervalle [𝑎, b] ⊂ I . Dans
le cas particulier des lois à densité, on arrive à
une égalité entre une probabilité et une intégrale :

p (𝑎 ≤ X ≤ b ) = (*),#
b

 

a

f1x 2dx

45

Ce texte est également consultable en ligne sur 
le portail des IREM (onglet : Repères IREM) :
http://www.univ-irem.fr/ )

Résumé : Cet article présente une séquence d’enseignement articulant l’enseignement des lois à
densité et le calcul intégral, conçue puis expérimentée en classe de terminale S, dans le cadre d’un
travail collaboratif entre une enseignante et une chercheure en didactique des mathématiques. l’objec-
tif de la séquence est de motiver l’apprentissage du calcul intégral, par le biais de l’étude de pro-
blèmes probabilistes. Nous insistons particulièrement sur les problèmes de modélisation proba-
bilistes introductifs de la séquence, dont le but est de faire construire aux élèves la notion de fonction
de densité et de faire naître le besoin de l’outil intégrale.
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En regardant le programme de mathéma-
tiques de terminale S (MEN, 2011), probabili-
té et intégrale sont en interaction par l’intermédiaire
d’une troisième notion, l’aire sous la courbe. En
effet, l’intégrale d’une fonction continue et
positive sur un intervalle [𝑎 ; b] est définie
comme l’aire sous la courbe de ƒ sur [𝑎 ; b]. Quant
au lien entre probabilité et aire sous la courbe,
il apparaît ainsi dans le programme  : «  on
admet que X satisfait aux conditions qui per-
mettent de définir la probabilité de l’événe-
ment {X ∈ J} comme aire du domaine 
{M(x,y); x ∈ J et 0 ≤ y ≤ ƒ(x)}, où ƒ désigne
la fonction de densité de la loi et J un interval-
le inclus dans I ». l’aire de ce domaine correspond
à l’aire sous la courbe d’une certaine fonction,
qui est la fonction de densité. la notion de
fonction de densité est finalement l’objet mathé-
matique central pour permettre de connecter les
lois à densité et le calcul intégral. Nous foca-
liserons donc cet article essentiellement sur la
question de l’introduction de la notion de fonc-
tion de densité en terminale S.

Nous allons présenter le fruit d’un tra-
vail collaboratif entre une enseignante de lycée
(et notamment de terminale S) et une chercheure
en didactique des mathématiques 1, qui a abou-
ti à une proposition de séquence d’enseigne-
ment dont un des objectifs principaux est de
donner du sens à la notion de fonction de den-
sité et donc à l’égalité (*). Nous commence-
rons par présenter rapidement des proposi-
tions faites par des manuels pour introduire la
notion de fonction de densité, ce qui nous
permettra de mettre en évidence des manques
voire des erreurs, qui ne permettent pas aux élèves
d’appréhender correctement la notion de fonc-
tion de densité. Ensuite, nous présenterons en
détail les séances d’introduction de la séquen-
ce originale que nous avons conçue et expé-

rimentée chaque année depuis 2015. Nous
détaillerons les problèmes conçus et nous don-
nerons des éléments de leur déroulement en clas-
se. Nous passerons un peu plus rapidement sur
les séances suivantes.

Dans tout l’article, quand nous parlerons
d’intégrale, nous serons toujours dans le cas d’inté-
grale de fonction continue positive sur un inter-
valle, non nécessairement borné.

2. — une analyse de manuels de terminale S

Avant d’aborder les propositions faites
dans les manuels, nous souhaitons préciser
qu’aucune préconisation n’est donnée dans le
programme à propos de l’introduction des lois
à densité et plus particulièrement de la notion
de fonction de densité, mis à part le cas parti-
culier de la loi normale centrée réduite pour laquel-
le il est demandé de l’introduire par « obser-
vation du théorème de Moivre-laplace » (MEN,
2011). Ici, nous nous intéressons à l’introduc-
tion de la fonction de densité de façon géné-
rale, donc nous ne pouvons pas nous arrêter sur
cette proposition. le document Ressources
dédié aux probabilités et à la statistique en
terminale (MENJVA & DGESCo, 2012), lui
non plus, ne fait aucune proposition2. Nous pou-
vons alors nous demander quels sont les choix
faits dans les manuels.

2. 1 un premier bilan sur les manuels 

tout d’abord, sur les huit manuels de ter-
minale S édition 2012, tous considèrent que le
calcul intégral est un prérequis pour l’étude des
lois à densité. un seul manuel ne propose pas
d’activité d’introduction de la notion de fonc-
tion de densité et l’impose directement dans la
partie cours  :  «  Dans le cas d’une variable

1 Cette séquence d’enseignement co-construite a fait l’objet
d’analyses fines dans la thèse de doctorat de Derouet
(2016).

2 Il faut chercher dans le document d’accompagnement du
programme précédent pour avoir une proposition (MJENR,
2002). Nous n’en parlerons pas ici mais elle a contribué à
notre réflexion.
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aléatoire continue, on a recours à une fonction
définie sur R appelée densité » (odysée, p.
395), sans aucune tentative de justification ou
d’explication. le manuel Déclic propose une
activité d’introduction (p. 364) qui résume la
fonction de densité au bord supérieur d’une cible
de fléchette ! Cette introduction est très contex-
tualisée à une expérience aléatoire d’un lancer
de fléchette sur une cible avec des conditions
particulières (sans que cela soit mis en évidence)
et la généralisation semble aller de soi. le fait
que la cible ait une aire de 1 et donc le choix
d’une fonction dont l’aire sous la courbe vaut
1 n’est pas questionné. le manuel Symbole (pp.
386-387) propose une activité prenant appui sur
un polygone de fréquences cumulées crois-
santes ; il cherche donc à introduire dans un pre-
mier temps la fonction de répartition (qui n’est
pas un attendu du programme), et seulement
ensuite la fonction de densité. Enfin, les cinq
autres manuels appuient leur introduction de
la fonction de densité sur la notion d’histogramme
de fréquences. En nous basant sur des ana-
lyses épistémologiques et historiques de l’émer-
gence de la notion de fonction de densité
(Derouet, 2017), l’appui sur l’histogramme
nous semble porteur de sens pour introduire la
notion de fonction de densité. Nous allons
détailler ces activités.

2. 2 Des tentatives d’introduction, 
mais peu abouties et avec des erreurs

Sur les cinq manuels qui proposent une intro-
duction avec un appui sur l’histogramme, le tra-
vail de l’élève se résume essentiellement à un
travail de visualisation. Sauf une exception, l’his-
togramme est donné et la courbe de densité est
déjà tracée. Il reste à la charge de l’élève de repé-
rer une similitude (visuelle) entre l’histo-
gramme et la courbe et ensuite de faire un lien
entre aire des rectangles de l’histogramme et
aire sous la courbe (qu’ils rapprochent rapidement
au calcul intégral, puisque le chapitre a été

traité peu de temps avant). Nous remarquons
la quasi absence de questionnements du type :
Comment a été choisie cette courbe ? Quelles
propriétés doit-elle vérifier ? Ces questions, qui
nous semblent importantes et primordiales
pour véritablement donner du sens à la fonc-
tion de densité, ne sont souvent pas abordées
ou le sont de manière erronée. 

Donnons l’exemple du manuel Indice qui
justifie le passage de l’histogramme à la cour-
be de densité en disant : « Si l’on relève les dis-
tances à  0,01 kilomètre près, on voit appa-
raître une courbe comme celle tracée sur le
graphique [figure 1]  » (p. 322). En d’autres
termes, si l’on diminue l’amplitude des classes
de l’histogramme, on « voit apparaître » une cour-
be comme celle tracée. Implicitement, les
auteurs du manuel ont dû vouloir signifier « les
hauts des rectangles de l’histogramme laissent

Figure 1. Exemple d’histogramme et cour-
be de densité proposés dans un manuel
(Manuel Indice, Activité 1 p. 322)
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deviner une courbe » (les rectangles seraient dans
ce cas pratiquement des « segments accolés »,
du fait de la très petite amplitude). Cependant,
même avec cette précision, cette remarque est
fausse : si l’on diminue l’amplitude des classes,
il apparaîtrait nécessairement des trous (des
classes qui ne possèderaient pas d’éléments) et
des pics. Si l’on prend l’exemple entre 0,4 et
0,5, le rectangle de l’histogramme est clairement
au-dessus de la courbe rouge, il est donc impos-
sible que les dix « petits » rectangles à inter-
caler dans cet intervalle aient tous une hauteur
plus petite que celle du rectangle sur 
[0,4 ; 0,5], car l’aire totale doit rester la même.

Enfin, dans cet exemple, mais aussi dans
les autres manuels, les connaissances des élèves
sur l’histogramme, et notamment le fait que la
fréquence d’une classe corresponde à l’aire du
rectangle correspondant (et non à sa hauteur),
ne sont pas considérées comme disponibles
par les auteurs du manuel qui rappellent : « […]
on en déduit l’histogramme ci-contre, où cha-
cun des 60 rectangles a pour base 0,1 et pour
aire la fréquence de la classe correspondan-
te ». pour autant, ces rappels écrits en langage
courant n’empêchent pas les auteurs de proposer
des graphiques erronés ; c’est le cas dans la figu-
re 1. les auteurs nomment l’axe des ordonnées
« fréquence » alors que la fréquence n’est pas
la hauteur des rectangles mais l’aire de ceux-
ci. l’axe des ordonnées d’un histogramme de
fréquences porte en fait la densité de fréquen-
ce (des compléments sur l’histogramme sont
apportés dans Derouet (2018)). Bien entendu,
ici, les classes étant d’amplitudes égales, fré-
quence et densité de fréquence sont propor-
tionnelles mais tout de même ; cela pointe bien
les difficultés de compréhension de la notion
d’histogramme des auteurs de manuels et a
fortiori des élèves (cf. Roditi, 2009) alors que
c’est justement cette notion de densité de fré-
quences qui est importante pour introduire la
notion de fonction de densité.

pour finir, dans toutes les activités proposées,
il n’y a pas de démarche de modélisation.
D’une part, les problèmes sont souvent de
« faux » problèmes (dans le sens où il s’agit
de fausses contextualisations de données qui
sont, la plupart du temps, des échantillons de
simulations). D’autre part, le modèle est impo-
sé car la courbe de densité est déjà tracée. De
plus, les histogrammes donnés sont « trop par-
faits » (ils ont été obtenus par simulation d’un
échantillon de taille suffisamment grande, sui-
vant la loi que les auteurs souhaitaient obtenir),
ce qui empêche une véritable réflexion sur le
choix de cette fonction de densité et donc sur
les propriétés qu’elle doit vérifier. la notion
de fonction de densité et plus généralement les
lois à densité n’arrivent jamais comme une
réponse à un problème, car finalement le pro-
blème est déjà résolu… 

les activités permettent de visualiser l’ana-
logie entre histogramme et courbe de densité
mais cet objet « fonction de densité » reste tout
de même imposé aux élèves, qui n’ont pas véri-
tablement construit ce nouveau savoir et notam-
ment les caractéristiques de cette fonction
(nécessité de l’aire totale sous la courbe égale
à 1, positivité de la fonction) car ces proprié-
tés n’émergent pas des activités proposées. De
plus, comment introduire une notion (la fonc-
tion de densité) en s’appuyant sur une autre notion
(l’histogramme) mal connue et mal maîtrisée
par les élèves ?

2. 3 Des points d’articulation possibles 
entre lois à densité et calcul intégral

pour mieux comprendre les liens qui peu-
vent être faits entre intégrale et probabilité,
nous avons regardé les deux chapitres corres-
pondants de façon plus globale. En analysant
les manuels, dans la partie relative au calcul inté-
gral, on peut repérer trois niveaux de calcul d’aires
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à mettre en lien avec le degré de complexité des
fonctions en jeu :

— le premier niveau : le calcul d’aires élé-
mentaires. Il s’agit des calculs d’aires sous
la courbe de fonctions affines par mor-
ceaux, qui reviennent à des calculs d’aires
de rectangles, de triangles, de trapèzes.

— le deuxième niveau : le calcul d’aires à l’aide
de primitives. Il s’agit des calculs d’aires
qui se font par utilisation du théorème fon-
damental de l’analyse : 

= F(b) – F(𝑎),

où F est une primitive de ƒ. Ce type de cal-
cul est possible lorsque l’expression expli-
cite d’une primitive de ƒ est connue des
élèves. Ce niveau de calcul d’aire peut
aussi être mobilisé pour des fonctions
affines par morceaux bien entendu.

— le troisième niveau : le calcul approché
d’aires, essentiellement basé sur la métho-
de des rectangles qui est au programme
de terminale S. Ce niveau concerne les
fonctions dont les élèves ne connaissent pas
d’expression explicite d’une primitive ou
permet de retrouver un résultat obtenu par
calcul avec une primitive.

Dans le déroulement du chapitre, quel que
soit le manuel, on peut constater que, dans un
premier temps, apparaissent des calculs d’aires
de niveau 1, puis de niveau 3 pour enfin arri-
ver au niveau 2, qui est le cœur du chapitre du
calcul intégral. la présence de ces trois niveaux
est pertinente dans notre cas, car nous pou-
vons remarquer que les calculs liés aux trois lois
au programme (lois uniformes, exponentielles
et normales) correspondent chacun prioritaire-
ment à l’un des niveaux de calculs d’aires (res-
pectivement niveau 1, 2 et 3).

#
b

 

a

f1x 2dx

2. 4 Bilan, suite à l’analyse de manuels

A la suite de cette analyse de manuels mais
aussi grâce à des analyses mathématique, his-
torique (Derouet, 2017) et épistémologique,
nous avons pu formuler des pistes à explorer pour
concevoir une séquence et notamment des
séances d’introduction à la notion de fonction
de densité afin que les élèves construisent réel-
lement ce nouvel objet mathématique et lui
donnent du sens. les points qui nous semblent
importants sont les suivants :

— la fonction de densité doit être introduite
comme réponse à un problème.

— un appui sur la statistique descriptive (avec
les histogrammes) et notamment sur des don-
nées statistiques réelles est porteur de sens.

— la notion d’histogramme doit être en amont
retravaillée afin d’être disponible pour
introduire la fonction de densité.

— Afin de relier plus solidement les probabilités
à densité et le calcul intégral, il peut être
intéressant de s’appuyer sur les trois niveaux
de calculs d’aire.

3. — une proposition de séquence

Nous avons ensuite travaillé de façon col-
laborative (une enseignante et une chercheure)
avec pour objectif de proposer un (ou des) pro-
blème(s) qui invite(nt) les élèves à construire
collectivement la notion de fonction de densi-
té, pour leur permettre véritablement de don-
ner du sens à ce concept mathématique. Ce
travail collaboratif devait à la fois répondre à
des critères didactiques mais aussi à des
contraintes du terrain formulées par l’ensei-
gnante pour assurer sa viabilité dans les classes.
les contraintes posées par l’enseignante étaient
de plusieurs ordres :

— Des contraintes de temps : la séquence et
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en particulier les séances d’introduction
ne devaient pas avoir une durée supérieu-
re à celle qu’elle consacrait pour la séquen-
ce les années précédentes (en particulier 2h
pour l’introduction du calcul intégral et
2h pour l’introduction des lois à densité) ;

— Des contraintes de résultats  : les élèves
devaient être capables de résoudre au moins
les mêmes tâches que les années précé-
dentes ;

— Des contraintes matérielles  : les séances
d’introduction devaient se dérouler en clas-
se entière, dans une salle de classe équipée
d’un ordinateur pour l’enseignante et d’un
vidéoprojecteur ; les élèves disposant de leur
calculatrice.

un autre point à prendre en compte était que
la proposition faite ne devait pas trop s’éloigner
des pratiques habituelles de l’enseignante pour
que celle-ci puisse s’en emparer. 

précisons que l’enseignante travaille dans
un lycée parisien du 16ème arrondissement, dans
des classes de terminale S d’environ 35 élèves.

3. 1 point de départ et choix

une des originalités de cette séquence est
d’articuler à la fois le chapitre sur les lois à den-
sité (à l’exception du cas particulier des lois nor-
males qui sont traitées plus tard dans l’année)
et celui sur le calcul intégral (dans le cas des
fonctions continues positives sur un intervalle)
pour n’en faire qu’une seule et même séquen-
ce d’enseignement. plus particulièrement, il
s’agit de commencer par introduire la notion de
fonction de densité en lui donnant du sens,
pour ensuite créer le besoin de calculer des
aires sous une courbe (pour déterminer des
probabilités) et ainsi introduire l’intégrale
comme réponse à ce problème. la suite de la
séquence est assez « traditionnelle » dans le sens

où elle diffère peu des propositions faites dans
les manuels. Cela explique pourquoi ici nous
nous attarderons plus particulièrement sur les
séances qui ont pour double objectif de :

— Introduire la notion de fonction de densité

— Introduire le calcul d’aires sous une cour-
be et donc le calcul intégral.

3. 2 Des anticipations avant la séquence

pour le bon déroulement de la séquence et
plus précisément des séances d’introduction,
il est primordial d’anticiper certains points.
Avant le début à proprement parler de la séquen-
ce, des éléments indispensables sont à tra-
vailler en classe. 

un travail sur les fonctions du type

et doit être mené à l’oc-
casion du chapitre sur la fonction exponentiel-
le pour que les élèves les connaissent et qu’elles
fassent partie de leurs fonctions de référence. 

Ensuite, il est important d’anticiper le pro-
blème de l’aire finie d’un domaine infini. Il nous
paraît essentiel que cette problématique soit
abordée avec les élèves (et non esquivée comme
c’est souvent le cas dans les manuels, par
exemple). Cette problématique va évidemment
susciter des discussions et surprendre les élèves,
mais ce travail est indispensable pour éviter un
éventuel blocage au début de la séquence qui
nous intéresse. Ces trois dernières années, nous
proposons un devoir maison sur la longueur finie
d’une ligne brisée infinie, ce qui permet de tra-
vailler le même type de problématique. Dans
ce devoir (en annexe 1), nous proposons d’étu-
dier la longueur de deux spirales. Dans les
deux cas, la longueur ajoutée à chaque étape de
construction tend vers 0 mais dans le premier
cas, la longueur de la spirale est finie, alors que
dans le second, elle est infinie. Après une étape
de conjecture, nous proposons aux élèves une

x S e2kx x S e2x2>2
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démonstration guidée et une comparaison des
deux phénomènes. 

pour finir, une nouvelle « première » ren-
contre avec la notion d’histogramme doit avoir
lieu pour qu’elle puisse être un point d’appui
à l’émergence de la notion de fonction de den-
sité. pour cela, nous proposons un devoir mai-
son qui est corrigé en classe la séance précédant
le début de la séquence.

présentation du devoir maison préliminaire 
sur les histogrammes et la loi uniforme

Nous allons donner ici quelques éléments
du devoir maison, présenté en annexe 2. le pre-
mier exercice a pour objectif de réintroduire la
notion d’histogramme. Nous nous appuyons
sur des données statistiques sur la répartition des
âges de la population parisienne en 2011 (cadre
ci-contre).

tout d’abord, il nous semble indispen-
sable, avant de définir un histogramme, de
définir ce qu’est la densité de fréquence. une
analogie qui nous semble adaptée pour les
élèves et que nous reprenons de Bressoud & Kaha-
né (2010) est celle avec la densité de popula-
tion. Nous reprenons leur exemple :

« En 2005, Monaco avait 32 543 habitants et
le Japon 127 417 244 (source : Institut natio-
nal d’études démographiques). Bien sûr, les
démographes diront que ces renseignements
sont très largement insuffisants pour comparer
la démographie des deux pays : il faut au mini-
mum s’intéresser aux superficies de ces deux
pays et calculer pour chacun la densité de popu-
lation, c’est-à-dire le nombre d’habitants au
kilomètre carré. Avec une superficie de 2,02
km2 pour Monaco et de 3 780 000 km2 pour
le Japon, les densités sont respectivement

d
1
5

32 543

2,02
5 16 110,40 h>km2
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et pour

Monaco et pour le Japon. Autrement dit,
alors que la population de Monaco est la
moins importante en taille, sa densité est
plus importante que celle du Japon » (p. 11). 

Ainsi, une représentation pertinente des popu-
lations de Monaco et du Japon doit rendre
visible cette différence de densité. Il en est de
même quand on cherche à représenter des fré-
quences de classes (notamment si elles sont
d’amplitudes différentes) : il n’est pas pertinent,
par exemple, de représenter de la même façon
une fréquence égale à 0,05 de la classe [6 ; 11[
et de la classe [80 ; 110[. Ces deux classes d’âge
ont la même fréquence mais l’amplitude de la
première classe est très inférieure à celle de la
seconde, on pressent donc que la densité de la
première classe est supérieure à celle de la
seconde. par analogie avec la densité de popu-
lation utilisée en géographie, on calculera le quo-
tient de la fréquence d’une classe d’âge par
l’amplitude de cette classe, et on parlera de den-
sité de fréquence. Comme perçue, la densité de
fréquence de la première tranche d’âge est
plus grande que la densité de fréquence de la
seconde tranche d’âge. la représentation gra-
phique, qui n’est autre que l’histogramme,
doit rendre visible ce phénomène. Nous pro-
posons les définitions suivantes :
— un histogramme de fréquences est une repré-

sentation graphique composée de rectangles
« collés » dont les aires sont proportion-
nelles aux fréquences et dont les bases sont
déterminées par les intervalles des classes.

— Dans le cas d’une variable quantitative
continue 3, on définit la densité de fré-
quence di d’une classe de fréquence ƒi et
d’amplitude 𝑎i par : di = ƒi /𝑎i . 
Nous trouvons donc que l’axe des ordon-

nées de l’histogramme représente la densité de
fréquence (à constante multiplicative près), et
non la fréquence comme on peut le voir très sou-
vent dans les manuels. Bien entendu, fréquen-

d
2
5

127 417 244

378 000
5 337 h>km2 ce et densité sont égales (ou tout du moins pro-

portionnelles) lorsque les amplitudes des classes
sont égales, mais l’histogramme n’a pas voca-
tion à avoir toujours des classes d’amplitudes
égales. Il pourrait être envisagé la définition (plus
rigoureuse mathématiquement) de l’histo-
gramme suivante : un histogramme est la repré-
sentation graphique de la fonction d qui, à tout
nombre réel x 4, associe la densité de fréquen-
ce d(x) de la classe à laquelle x appartient. la
fonction d s’appelle la fonction de densité de
fréquence de la série statistique étudiée 5. 

le deuxième exercice du devoir maison
(Annexe 2) est une première rencontre avec une
loi uniforme continue. Elle ne sera cependant
pas institutionnalisée à ce moment-là. l’exer-
cice est une adaptation d’une situation propo-
sée par un groupe de l’Irem d’Aquitaine (Bar-
bazo et al., 2003) :

3 ou dans le cas d’un caractère quantitatif discret qui prend
un grand nombre de valeurs et qu’il est alors plus intéres-
sant de traiter les valeurs en classes comme pour un carac-
tère quantitatif continu. C’est le cas dans l’exemple du
devoir maison si l’on considère que l’âge de l’individu
comptabilisé est celui à la date d’anniversaire de l’individu
en 2011 (donc un nombre entier).
4 Appartenant aux classes concernées par le phénomène
étudié.
5 Cette formulation n’a pas encore été testée en classe.
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le problème a ici été pensé en plusieurs
étapes : une première phase de conjectures, où
les élèves peuvent répondre de façon intuitive ;
une deuxième qui s’appuie sur la simulation pour
évaluer les probabilités à partir des fréquences
observées sur l’histogramme donné  ; et une
troisième basée sur des calculs théoriques pre-
nant appui sur une « courbe de tendance » qui
a été déduite des quatre histogrammes fournis.
Cette courbe étant celle qui « lisse » les histo-
grammes (la même pour les quatre histo-
grammes). Introduire la notion de fonction de
densité dans le cas de la loi uniforme continue
n’est, selon nous, pas le plus pertinent car
comme le montre la première partie de cet
exercice, les calculs peuvent être faits par les
élèves de façon intuitive et donc le besoin d’une
courbe de densité n’est pas réel. Cependant, cet
exercice permet aux élèves de rencontrer une
certaine démarche de modélisation et de conce-
voir une « courbe de tendance » qui lisse les his-
togrammes, et de rencontrer la problématique
de p(X) = 𝑎. Cela sera utile pour les premières
séances de la séquence.

Retours sur le devoir maison

la correction de ce devoir est une étape impor-
tante. le premier exercice ne pose pas de pro-

blème aux élèves. la correction de l’exercice 2
permet de revenir sur le fait qu’il est nécessai-
re de définir l’expérience aléatoire et la variable
aléatoire définie sur cette expérience (X est la
variable aléatoire correspondant à la distance par-
courue par le mobile depuis son dernier passa-
ge au point C, au moment de la panne). En
effet, aucun élève ne prend la peine de le faire.
Nous faisons alors remarquer explicitement la
nature différente de cette variable aléatoire  :
elle peut prendre toutes les valeurs de l’intervalle
[0 ; 12]. on précise alors le vocabulaire : X est
une variable aléatoire continue. le calcul de la
probabilité p1 que le point mobile s’arrête sur
l’hypoténuse est intuitif : la probabilité que la
variable aléatoire X appartienne à un interval-
le est proportionnelle à sa longueur de celui-ci
car le point mobile se déplace à vitesse constan-
te ; le modèle uniforme est sous-jacent.

Comme le montrent les extraits de copies
(figures 2 et 3), les élèves rencontrent des dif-
ficultés avec l’évaluation de la probabilité p2 que
le point mobile (la puce électronique ici) s’arrê-
te sur le sommet de l’angle droit. Il est incon-
cevable pour la majorité d’entre eux de dire que
p2 = 0. Malgré les différentes phases de l’exer-
cice, peu d’élèves changent d’avis entre conjec-
ture, simulation et calcul théorique.

Figure 2. Réponse d’un élève à la question A2 de l’exercice 2 (Annexe 2) 
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le fait qu’un événement possible ait une
probabilité nulle ne va pas de soi et constitue
une rupture avec ce qu’ils ont rencontré aupa-
ravant. Il nous est donc apparu important de ne
pas négliger cette difficulté. C’est l’occasion d’un
débat dans la classe entre les tenants de p2 = 0
et ceux de  p2 ≠ 0, débat amenant systémati-
quement le besoin d’une preuve pour convaincre.
le débat est vif et même une fois une preu-
ve produite, un petit nombre d’élèves demeu-
re dubitatif. la correction permet de dégager
différents points :

— Rencontre d’une variable aléatoire de natu-
re différente de celles connues auparavant ;

— Nécessité de calculer la probabilité d’évé-
nements de la forme {X ∈ [𝑎, b]}. Ce cal-
cul est lié à un calcul d’aire ;

— p(X = 𝑎) = 0 alors que l’événement 
{X = 𝑎} n’est pas impossible.

3. 3 le problème de la rencontre

Nous allons maintenant présenter en détail
les deux problèmes d’introduction de la séquen-
ce de terminale S articulant les lois à densité et
le calcul intégral. Ces séances arrivent juste
après la correction en classe du devoir maison
préliminaire. le premier problème, que nous ap-
pelons le problème de la rencontre, est une
adaptation d’un exercice d’application propo-
sé dans le document Ressources probabilités et
statistiques de la classe de terminale (MENJ-
VA, 2012). l’énoncé est cependant beaucoup
plus ouvert que dans l’exercice original.

présentation du problème

l’énoncé du problème proposé aux élèves
est le suivant :

l’objectif de ce problème est de faire émer-
ger la notion de fonction de densité et ses carac-
téristiques. la fonction de densité en question
est une fonction affine (ƒ(x) = – 2x + 2 sur 
[0 ; 1]), il s’agira donc de calculs de probabi-
lités correspondant à des calculs d’aires de
niveau 1 (aires élémentaires de triangles ou 
de trapèzes). 

la résolution de ce problème se fait par une
réflexion collective des élèves. Il n’est pas
prévu que les élèves s’emparent du problème
de façon individuelle, c’est au contraire le col-
lectif qui va mettre en place une démarche de
modélisation pour arriver au choix d’une cour-
be de densité (que les élèves appelleront dans
un premier temps « courbe de tendance »).  

une démarche de modélisation étant atten-
due, les élèves doivent se mettre d’accord pour
faire des choix. Bien entendu, plusieurs modé-
lisations sont possibles avec ce problème et
plusieurs démarches aussi. Cependant, pour
l’objectif d’enseignement que nous avons, nous

Figure 3. Réponse du même élève à la question C5 de l’exercice 2 (Annexe 2)

Karine et olivier décident de se retrouver au
café de l’Hôtel de Ville entre 7h et 8h. Ils peu-
vent arriver à tout moment entre 7h et 8h.
Que peut-on dire du temps d’attente du pre-
mier arrivé ?
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espérons que les élèves partent dans une cer-
taine direction, que nous détaillons ensuite.

un des premiers choix à faire est de savoir
si l’on considère le temps comme un phénomène
discret ou continu. Ici, le problème amène assez
naturellement à considérer le temps comme un
phénomène continu. De plus, de manière assez
immédiate les élèves considèrent que Karine et
olivier arrivent de façon indépendante et peu-
vent arriver de façon uniforme sur l’intervalle
de temps considéré. Cela permet donc de consi-
dérer deux variables aléatoires tK et to, repré-
sentant respectivement les moments d’arrivée
de Karine et olivier, et suivant toutes les deux
une loi uniforme sur [7 ; 8]  (cela revient au même
de les considérer sur  [0 ; 1]). le temps d’atten-
te du premier arrivé est alors la variable aléa-
toire tK – to à valeurs dans [0 ; 1] (on pour-
rait aussi faire le choix d’exprimer les temps en
minutes et donc de considérer l’intervalle 
[0 ; 60]). on cherche alors la loi que suit cette
variable aléatoire. 

Dans le document Ressources, c’est une réso-
lution géométrique qui est proposée. Ici, cela
donnerait :

Cette solution permet de définir, pour
tous 𝑎 et b appartenant à [0 ; 1] tels que 𝑎 ≤
b, la probabilité p(𝑎 ≤ X ≤ b) comme étant l’aire
des parties colorées sur la figure. En effet, les
parties colorées correspondent à l’ensemble des
points de [0 ; 1]2 tels que 𝑎 ≤ ⎮tK – to⎮ ≤ b.
Cette démarche, correcte bien entendu, ne
permet cependant pas d’arriver à la notion de
fonction de densité, ce qui est l’objectif ici. Au
cours des quatre années où ce problème a été
expérimenté, elle n’a jamais été proposée 6

par les élèves.

la démarche espérée est que les élèves
proposent de faire des simulations, sur tableur
par exemple, pour avoir un (ou des) échan-
tillon(s) de taille suffisamment grande (10 000
par exemple). la formule pour simuler l’expé-
rience aléatoire à entrer est :

=ABS(AlEA()-AlEA()) 

sur tableur, ou 

=Abs(Random()-Random()) 

sur le tableur du logiciel GeoGebra 7. Inspirés
par la démarche de l’exercice 2 du devoir mai-
son, les élèves peuvent ensuite penser à repré-
senter les données sous forme d’histogramme,
avec des amplitudes plus ou moins grandes
(fig. 4, page suivante). Contrairement au tableur,
le logiciel GeoGebra permet de construire des
histogrammes facilement et de façon assez
transparente pour les élèves. De plus, dans un
second temps, il permet de tester facilement les
fonctions de densité. Nous présentons les étapes
de construction d’un histogramme avec Geo-
Gebra en annexe 3. Nous déplorons cependant
le fait de ne pouvoir construire que des histo-
grammes avec des classes d’amplitudes constantes.

6 Sauf par un élève qui avait volontairement été isolé du
reste de sa classe, pour ne pas influencer les autres.
7 Il est tout à fait pertinent d’utiliser le tableur de Geo-
Gebra pour la suite ; cependant, il est vrai que le logiciel
bugue assez souvent si l’on souhaite réaliser un échan-
tillon de grande taille.
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une fois les histogrammes construits, les élèves
doivent déterminer une « courbe de tendance »
(comme dans le devoir maison). la contrainte
de proximité avec le haut des rectangles ne suf-
fit pas, car l’aire sous cette courbe va permettre
de calculer des probabilités. Il faut pour cela
que les élèves prennent conscience du fait que
l’on a besoin de contraintes supplémentaires
pour déterminer l’expression de la fonction affi-
ne décroissante qu’ils cherchent, notamment
que l’aire sous la courbe sur [0 ; 1] doit valoir
1. De plus, au regard de l’histogramme, on peut
imposer ƒ(1) = 0. Ce choix est raisonnable car
on observe que si l’on réduit de plus en plus l’ampli-
tude des classes de l’histogramme, la densité
de fréquence sur une classe de la forme 
[1 – e ; 1] (avec e très petit) est presque nulle 8.
on arrive alors à la fonction ƒ(x) = – 2x + 2 sur
[0 ; 1]. la connaissance de cette fonction per-
met de connaître la probabilité que le temps
d’attente soit dans n’importe quel intervalle de
[0 ; 1], ce qui répond au problème posé.

Nous poursuivons la séance par l’exerci-
ce d’application donné page ci-contre, qui per-
met aux élèves de prendre conscience que main-
tenant à l’aide de calculs d’aire sous la courbe
qu’ils ont trouvée (aires de triangles et de tra-
pèzes), ils peuvent déterminer toutes les pro-
babilités qu’ils veulent. Cet exercice permet aussi
de travailler sur l’écriture symbolique probabiliste
d’événements.

éléments du déroulement en classe

Cette recherche se déroule sur une séance
de 2 heures. tout le travail sur le logiciel Geo-
Gebra se fait en classe entière avec un seul
ordinateur vidéoprojeté qui est manipulé par
l’enseignante ou par les élèves. les élèves ter-
minent l’exercice d’application à la maison.

Dans un premier temps, les élèves ont
une phase de recherche individuelle. le fait que
la question soit très ouverte peut en bloquer
quelques-uns, mais ils finissent tous par avoir
quelques remarques à dire. une première mise
en commun permet d’engager des discussions
dans la classe sur plusieurs points, que nous
allons illustrer. Dans cette phase, l’ensei-

Fig. 4. Histogrammes avec des classes d’amplitudes 15 minutes (à gauche) et 5 minutes (à droite)

8 par le calcul théorique, on trouve effectivement que la
fonction de densité associée à la variable aléatoire ⎮X – y⎮,
avec X et y deux variables aléatoires suivant une loi uni-
forme sur [0 ; 1], est , sur [0 ; 1]. x S 2 2x 1 2
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gnante écrit au tableau toutes les idées des
élèves, qui sont invités à prendre des notes tout
au long de la séance. 

Au cours de la première année d’expéri-
mentation (en 2015), toutes les séances ont été
enregistrées, observées par la chercheure puis
transcrites. Nous illustrons parfois nos propos
par des extraits de verbatim. les élèves discu-
tent de la vraisemblance ou non du problème :

élève 1 : Je disais que c’est un peu bizar-
re comme rendez-vous… […] on se donne
pas rendez-vous entre 7h et 8h…

l’enseignante peut au bout d’un moment recen-
trer le travail :

p  : Alors bon, peut-être, se donner ren-
dez-vous entre 7h et 8h, c’est une plage horai-
re relativement grande… mais aussi pour
que ce soit plus facilement traitable pour
nous. on aurait pu se dire « ils se donnent
rendez-vous entre 7h et 7h15 », est-ce que
ça changeait ce qu’on va… est-ce que ça
changeait le problème ?

les élèves arrivent au caractère aléatoire de la
situation et se questionnent sur le caractère dis-
cret ou continu du temps :

élève 2 : Si on considère qu’il y a autant
de chance qu’ils arrivent à… chaque minu-

te… entre 7h et 8h… donc ils ont une chan-
ce… en fait… Karine a 1 chance sur 60 d’arri-
ver à…  heure… donc ils ont un soixante…
un sur soixante au carré…
[…]
élève 3 : Moi je dirais que c’est… on parle
pas en minute, là on parle à tout moment
donc… je dirais que même les secondes,
il y a déjà beaucoup plus de… par exemple,
si on arrive à 7h28min37s, c’est pas pareil.
En plus, il y a les millièmes de seconde et…
plusieurs élèves : Et les milliards de secon-
de.
élève 3 : Et les milliardièmes de seconde
après.
élève 4 : C’est comme la puce hier [l’élève
fait référence à l’exercice 2 du devoir mai-
son].
élève 3 : oui, c’est infini en fait.
p : Ah, c’est comme la puce.
élève 3 : oui, c’est comme la puce.
élève 5 : Sauf que…
élève 1 : Sauf que c’est des minutes…
élève 3 : oui, mais c’est comme la puce.
élève 4 : Quand t’arrives… quand t’arrives
à 7h31 et que l’autre arrive à 7h32…
élève 4 : Non à 7h31 virgule zéro cinq et
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7h virgule trente-deux, t’es à la même
heure.
élève 1 : oui, mais on est en maths.
p : Ah ! « Mais on est en maths ».
[…]
élève 4 : C’est… Il y a une possibilité infi-
nie de… d’arriver… enfin… […] Entre
8… entre 7h et 8h, on a une possibilité
infinie d’arriver à une certaine heure.
p : une infinité de moments tu veux dire ?
d’instants ?

les quatre années d’expérimentation, la
modélisation par une variable aléatoire conti-
nue a toujours fini par être retenue.

Des considérations qualitatives peuvent
alors suivre, comme par exemple  : le temps
d’attente est entre 0 et 1 heure, il y a plus de
«  chance  » que le premier arrivé attende 5
minutes que 55 minutes… progressivement
des variables aléatoires to et tK représentant
respectivement les heures d’arrivée d’olivier
et Karine sont introduites par les élèves et la
variable aléatoire représentant le temps d’atten-
te X est définie par X = ⎮tK – to⎮. une fois
les remarques qualitatives épuisées, il faut
souvent relancer la recherche. la plupart du temps,
les élèves proposent de prendre un exemple :
calculer la probabilité que le temps d’attente
du premier arrivé soit inférieur à 10 minutes.
Ayant rencontré, dans le devoir maison, des simu-
lations ensuite mise sous forme d’histogram-
me, les élèves proposent assez naturellement
(bien que cela puisse mettre du temps) de
simuler des réalisations de la variable aléatoi-
re X et ensuite de les représenter sous forme
d’histogramme. un temps est laissé aux élèves
pour chercher la formule à entrer dans le tableur
pour simuler des réalisations de la variable
aléatoire X. l’utilisation du logiciel GeoGe-
bra pour construire les histogrammes est ame-
née par l’enseignante. Suivant les classes,

l’idée de chercher la « courbe de tendance » (voca-
bulaire employé dans le devoir maison) est
plus ou moins immédiate : 

p  : Si je vous demandais de… avec ça,
de… d’évaluer le… la probabilité que le
temps d’attente soit entre 0,2 et 0,3.
D’accord  ? Imaginons. Comment vous
feriez ?
p : Est-ce que c’est bien ça qu’on essaie d’éva-
luer ? la probabilité que le temps d’atten-
te soit entre tant et tant ? Donc si je vous
demandais ça… Si je vous posais cette
question « évaluer le temps d’attente entre
0,2 et 0,3  », comment vous feriez  avec
cet… à l’aide de cet histogramme ?
[…]
élève 5 : Entre 0,2 et 0,3 ?
p : oui. Juste, comment tu ferais, pas ce que
tu trouverais. Mais comment tu ferais ?
élève 5  : on peut faire comme dans le
DM, c’est-à-dire… on peut tracer une cour-
be de tendance. on va pouvoir calculer
l’aire de ce triangle… et puis prendre une
amplitude qui correspond à 0,2 ~ 0,3.

Ici, on remarque que l’élève a bien iden-
tifié les différentes étapes de la démarche
(bien que cela ne soit pas nécessairement
exprimé de la « bonne façon »). les élèves sont
tous d’accord qu’il s’agit d’une droite (plus
exactement d’un segment). un temps indivi-
duel est ensuite laissé aux élèves pour déter-
miner cette (ces  ?) courbe(s) de tendance.
Dans un premier temps, les élèves proposent
des courbes en reliant « le haut des rectangles
aux extrémités » ou en reliant le haut du rec-
tangle sur l’axe des ordonnées et le point
extrême d’abscisse 1 ou encore un segment
«  à vue d’œil  » coupant les rectangles de
façon équilibrée pour qu’il y ait « autant de
vide en-dessous que de bout de rectangles
au-dessus » (figure 5). 
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une mise en commun est nécessaire pour
amener les élèves à prendre conscience  des
contraintes que doit vérifier cette fameuse cour-
be de tendance. Il émerge rapidement que l’aire
sous la courbe doit être égal à 1. Ensuite, les élèves
proposent parfois ƒ(0) = 2, mais cette contrain-
te est moins « justifiable » que ƒ(1) = 0 (cf. pré-
sentation du problème). on insiste alors avec
les élèves sur le fait que nous faisons un choix
de modèle.

les élèves ont ensuite une synthèse de la
séance à faire chez eux, pour faire ressortir les
différentes étapes de la démarche qu’ils ont
faite en classe. l’enseignante propose ensuite
un résumé de leurs synthèses comme celle de
l’annexe 4 réalisée en 2016. Au cours de la pre-
mière année d’expérimentation (2015), la syn-
thèse avait été faite en classe et avait abouti à
l’institutionnalisation ci-dessous :

Cela n’est pas visible dans l’écrit mais il
est intéressant d’avoir conscience que toutes les
propriétés de la fonction de densité qui appa-
raissent dans cette synthèse ont été justifiées par
les élèves lors de la séance. l’enseignante

Figure 5. productions d’élèves
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introduit elle-même le vocabulaire « fonction
de densité de probabilité  », cependant elle
demande ensuite aux élèves s’ils peuvent jus-
tifier ce choix de vocabulaire. Voici la répon-
se d’un élève :

E1 : C’est parce que sur l’axe des ordon-
nées, c’est la densité.

les autres élèves acquiescent en se remé-
morant le devoir maison sur l’histogramme,
où il est fortement question du fait que l’axe des
ordonnées pour un histogramme représente la
densité de fréquence. pour justifier la positivi-
té de la fonction de densité puis le fait que
l’aire sous la courbe est égale à 1, on retrouve
à nouveau une justification prenant appui sur
l’histogramme :

E2 : parce qu’en fait c’est par rapport à l’his-
togramme donc on peut pas avoir de rec-
tangles en-dessous.

E3  : parce que ça correspond à la fré-
quence. l’aire correspond... […] l’aire
correspond à la somme de toutes les pro-
babilités... […] la somme des fréquences.
p : Et donc on sait que ça fait...
E3 : un.

la construction de la nouvelle notion fonc-
tion de densité est ici possible grâce à la dis-
ponibilité des connaissances sur l’histogramme.
Notamment, le fait que l’axe des ordonnées de
l’histogramme soit véritablement défini (dans
le devoir maison) et ait un sens pour les élèves
permet de légitimer le vocabulaire « fonction
de densité de probabilité », ce qui n’est jamais
fait dans les manuels.

3. 4 le problème du volcan Aso

le second problème a lieu lors de la séan-
ce qui suit le problème de la rencontre. Ce pro-
blème s’appuie cette fois-ci sur des données réelles,

que l’on trouve dans le manuel Math’x (2012).
Elles ont cependant été complétées 9.

présentation du problème

l’énoncé distribué aux élèves se trouve
en annexe 5. Il s’agit notamment de l’ensemble
des années des éruptions volcaniques du vol-
can Aso (Japon) depuis le XIIIème siècle et
des temps d’attente entre deux éruptions
consécutives.

les questions posées aux élèves (qui évo-
luent chaque année) sont, pour l’année 2017,
les suivantes :

les objectifs de ce problème sont, dans
un premier temps, de réinvestir les propriétés
de la fonction de densité pour continuer de
donner du sens à cette notion et, dans un second
temps, d’introduire le calcul approché d’aire.
Dans ce problème, il s’agit, à partir de données
réelles sur le passé, de « prédire  » l’avenir.
C’est une problématique de statistique infé-
rentielle. pour la première question, une première
évaluation peut se faire à l’aide de la fréquen-
ce qui découle des données fournies. pour
répondre à la deuxième question, il est atten-
du des élèves qu’ils mettent en place une
démarche similaire à celle du problème 1. Ils
doivent rassembler les données sous forme
d’un histogramme, puis chercher une fonction

la dernière éruption du volcan Aso a eu lieu
au cours du mois d’octobre 2016. 

a) Comment évaluer la probabilité que la pro-
chaine éruption ait lieu avant octobre 2021 ?

b) Comment évaluer la probabilité que la pro-
chaine éruption ait lieu au cours de l’année 2031 ?

9 le site http://volcano.si.edu/volcano.cfm?vn=282110
recense l’ensemble des dates d’éruptions de ce volcan.



REPERES - IREM. N° 113 - octobre 2018

61

UNE SEQUENCE D’ENSEIGNEMENT ARTICULANT LES LOIS DE 
PRObAbILITE A DENSITE ET LE CALCUL INTEGRAL EN TERMINALE S

de densité. tout l’enjeu de ce problème est la
détermination de cette fonction de densité, qui
cette fois-ci, n’est plus une fonction affine. on
espère qu’après débat dans la classe, les élèves
finissent par modéliser la situation par une loi
exponentielle (sans la nommer ainsi bien sûr),
mais d’autres lois pourraient être choisies. Cela
amènera ensuite la question : comment calcu-
ler l’aire sous une telle courbe ? Dans ce cas,
nous arrivons à un calcul d’aire de niveau 3 10.

plusieurs modèles du temps d’attente entre
deux éruptions pourraient être envisageables.
Il faut en tout cas garder en tête que le choix
de modèle qui sera fait n’est autre qu’une
conjecture de modèle. Il faudrait ensuite confron-
ter cette proposition à la réalité pour la légiti-
mer ou non, ce qui ne nous intéresse pas ici.
D’ailleurs, le modèle exponentiel n’est en fait
pas réellement adapté à une situation de temps
d’attente dans des phénomènes naturels qui,
d’après les spécialistes du domaine, ne sont
pas des phénomènes sans mémoire.

Comme pour le problème de la rencontre,
une démarche de modélisation est nécessaire.
Ici, nous disposons de données réelles et nous
pouvons remarquer que des choix ont déjà été
faits, par exemple le fait que seules les années
d’éruption soient précisées et donc que les
temps d’attente entre deux éruptions consécu-
tives sont donnés en années entières. Il faut
donc choisir comment considérer la donnée 
« k années » ? Est-elle à voir comme une don-
née isolée ou comme représentant un interval-
le ? lequel ? Il est assez naturel de considérer
le temps d’attente entre deux éruptions comme
continu. Ce qui est sûr, c’est qu’en réalité une
donnée k peut représenter n’importe quelle
valeur de l’intervalle ]k – 1 ; k + 1[, cependant
cela entraîne des chevauchements. Il faut donc

faire un choix arbitraire qui ne crée pas de che-
vauchements. Dans l’histogramme présenté,
nous avons fait le choix de considérer une don-
née k comme appartenant à l’intervalle 
[k ; k + 1[ (étant donné que certaines valeurs
valent 0). Ce questionnement n’est pas forcé-
ment abordé dans la classe, mais il est utile que
l’enseignant ait conscience de cela. 

Ce problème faisant suite à celui de la ren-
contre, il est attendu que les élèves se l’appro-
prient facilement et proposent rapidement les
différentes étapes de la démarche : représenter
les données statistiques sous forme d’histo-
gramme pour ensuite déterminer une « courbe
de tendance » (courbe de densité) qui permet-
tra de faire les calculs de probabilités attendues.
tout d’abord, il est nécessaire de laisser un
temps individuel ou en binôme pour que les élèves
commencent à manipuler les données. Il peut
être intéressant de les laisser tracer eux-mêmes
leur histogramme à la main. Ensuite, un histo-
gramme doit être fait sur le logiciel GeoGebra.
En effet, cela permet ensuite de tester rapide-
ment les fonctions de densité candidates pour
vérifier la cohérence visuelle avec l’histo-
gramme, de vérifier le fait que la fonction est
bien positive et de plus, la commande « Inspecteur
de fonction » du logiciel permet de connaître
l’aire sous la courbe entre deux bornes données.
les élèves, ne connaissant pas encore le calcul
intégral, ont ce moyen pour obtenir l’aire sous
la courbe. Cet histogramme sur GeoGebra
(figure 6 de la page suivante) est donc le point
d’appui pour la discussion sur le choix de la fonc-
tion de densité.

Nous avons déjà souligné que les histo-
grammes sous GeoGebra sont à pas constants,
ce qui n’est pas le plus approprié ici. le fait
qu’il y ait des « trous » dans l’histogramme peut
gêner certains élèves dans la recherche d’une
fonction, qui soit continue. toutefois, les
élèves ayant bien assimilé la notion d’histo-10 A ce stade, les élèves ne connaissent pas encore le cal-

cul intégral.
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gramme grâce au devoir maison sont capables
de passer au-delà :

Elève : Je pense qu’il faudrait faire un his-
togramme avec des classes d’amplitudes dif-
férentes pour que ça puisse prendre toutes
les valeurs… Enfin pour pas qu’il y ait de
trous.

une fois l’histogramme construit, les élèves
doivent se mettre d’accord sur l’ensemble de défi-
nition de la fonction de densité qu’ils cher-
chent. Il est attendu qu’ils choisissent [0 ; + ∞[.
Avec les données dont ils disposent, les temps
d’attente ne dépassent pas 56 ans, or il n’est bien
entendu pas raisonnable de penser que ce temps
d’attente ne peut pas être supérieur. Ce choix d’un
intervalle non borné amènera la question de la
possibilité d’avoir une aire finie d’un domaine
infini, d’où l’importance que cette problématique
ait été anticipée au préalable dans l’année lors
du devoir maison consacré à cela. 

Nous attendons des élèves qu’ils proposent
dans un premier temps une fonction de type fonc-

tion inverse (fonction de référence bien connue

des élèves) de la forme : , qui peut être

implémentée dans le logiciel GeoGebra avec des
curseurs. Ces fonctions seront ensuite réfutées
car elles ne peuvent pas vérifier toutes les
conditions que l’on désire : l’aire sous la cour-
be sur [0 ; + ∞[ est supérieure à 1 (elle est infi-
nie). Nous y reviendrons dans la présentation
du déroulement. Cela permet aux élèves de
prendre conscience de l’importance des carac-
téristiques des fonctions de densité, empêchant
certaines fonctions d’être retenues pour ce rôle.
Après avoir disqualifié ces fonctions, nous
attendons que les élèves proposent une fonction
du type exponentielle décroissante 11 (qui doit
donc faire partie des fonctions de référence

des élèves) de la forme : . Avec un jeu
sur les paramètres à l’aide des curseurs de Geo-
Gebra, les élèves peuvent se mettre d’accord sur
l’expression d’une fonction. Il faut noter que plu-

sieurs choix de la forme : ƒ(x) = peu-
vent être proposés, avec l suffisamment proche
de 0,2 (figure 7, ci-contre). 

Il est possible que les élèves proposent des

fonctions de type ; qui pourrait

d’ailleurs convenir mais l’extrême difficulté à
trouver les paramètres adéquats par tâtonnement
pousse les élèves à abandonner cette possibi-
lité. l’« Inspecteur de fonction » du logiciel Geg-
Gebra permet ensuite aux élèves de répondre
aux deux questions du problème.

Après ce travail, la question devient  :
comment calculer nous-mêmes l’aire sous

a

bx 1 c

a e2lx

l e2lx

x S
a

bx2 1 c

Figure 6. Histogramme des temps d’attente
entre deux éruptions consécutives, avec des
classes d’amplitude 4 ans

11 les fonctions exponentielles décroissantes ayant été tra-
vaillées à plusieurs reprises en classe de terminale, dans cette
séquence il est attendu qu’elles fassent partie des fonctions
de référence pour les élèves.
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une telle courbe (non affine) ? Il est deman-
dé aux élèves d’évaluer par eux-mêmes (sans
le logiciel) la valeur de la probabilité que le
temps d’attente entre deux éruptions consé-
cutives soit inférieur à 20 ans. Il s’agit ici d’intro-
duire le calcul approché d’aire par une métho-
de choisie par les élèves. Il s’agit d’une activité
classique d’introduction du calcul intégral,
cependant ici ce sont les probabilités qui
motivent ce travail.

éléments du déroulement en classe

Ce problème se déroule sur une séance de
2h ou 2h30, suivant le temps laissé aux élèves
dans les phases de travail individuel ou en
binôme. le travail se fait de nouveau en clas-
se entière avec un seul ordinateur vidéoproje-
té, pris en charge par l’enseignante ou un élève.

Nous reprenons ici le cheminement des
élèves lors de l’expérimentation de 201512, lors
de la recherche d’une courbe de densité (cf. figu-
re 8 de la page suivante). une fois l’histo-
gramme tracé sur le logiciel GeoGebra, les
élèves doivent résoudre la tâche suivante : « on
cherche une fonction ƒ définie sur [0 ; + ∞[ qui
approche « au mieux » l’histogramme ». la plu-

part des élèves proposent la fonction .

l’enseignante décide donc de faire une mise en
commun en partant de cette fonction (phase A).
Cette courbe ne convenant pas visiblement aux

x S
1

x

Figure 7. Histogramme et courbe de la fonction x S 0,2 e20,2x

12 En 2015, nous ne disposions pas des données des érup-
tions jusqu’à nos jours, ce qui explique que l’histogram-
me n’est pas exactement le même et donc que la fonction
de densité choisie non plus. Cependant la démarche reste
identique.
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élèves, ils décident de « la descendre ». Cepen-
dant, la fonction devient alors négative à par-
tir d’un moment (phase B). les élèves doivent
mobiliser leurs connaissances sur la fonction de
densité (la fonction doit être positive sur l’inter-
valle de définition) pour poursuivre leur recherche.
la fonction représentée ensuite (phase C) paraît
positive mais ne l’est plus à partir d’un moment.
Cela entraîne le fait de chercher une fonction

de la forme  ƒ(x) = , toujours positive sur

[0 ; + ∞[, d’où l’arrivée ensuite de curseurs. le
travail de recherche de la « meilleure » cour-
be se poursuit (phase D). Reste ensuite à prendre
en compte le fait que l’aire sous la courbe doit
valoir 1. Certains élèves disent que l’aire est néces-
sairement infinie, vu que l’on se place sur 
[0 ; + ∞[, mais il y a toujours d’autres élèves

a

bx 1 c

qui contredisent cela en faisant référence au devoir
maison qui les a fait travailler sur cette pro-
blématique. Ce point de blocage est donc vite
écarté grâce à l’anticipation dans l’année. 

l’«  Inspecteur de fonction » permet de
connaître l’aire sous la courbe sur [0 ; 1000[ par
exemple (nous ne pourrons bien entendu pas aller
jusqu’à l’infini) et les élèves s’aperçoivent que
l’aire est finie mais toujours supérieure à 1
(phase E). pour que l’aire diminue, il faut choi-
sir des fonctions dont l’allure finit par ne plus
du tout correspondre à l’histogramme.

Ce long travail, indispensable pour bien
consolider les propriétés de la fonction de den-
sité, permet finalement d’invalider ces fonctions
candidates. les élèves proposent toujours ensui-
te une fonction du type ƒ(x) = . A nou-a e2lx

Figure 8. Evolution du travail de recherche de la courbe de tendance
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veau, un travail sur GeoGebra, avec les curseurs,
permet de voir que a doit être égal à l pour que
l’aire soit égale à 1 et permet aux élèves de se
mettre d’accord sur une expression pour la
fonction. une année où le matériel informatique
n’a pas fonctionné, l’enseignante a dû imposer
le paramètre l et l’adhésion de la classe a été
moindre. Il semble important que cette fonction
soit le choix de la classe. Il peut être intéres-
sant de mentionner aux élèves que les mathé-
maticiens qui travaillent en statistique appliquée
disposent de méthodes pour choisir les para-
mètres les plus adaptés à leur jeu de données
(par exemple, la méthode du maximum de
vraisemblance). Il est aussi indispensable de leur
faire prendre conscience que nous ne savons
pas si le modèle choisi est « le bon », comme
précisé plus tôt. Il faudrait un retour vers la réa-
lité pour que le modèle soit validé ou non.

A la fin de cette recherche, le nouveau pro-
blème est le suivant : comment calculer les pro-

babilités nous-mêmes ? une seconde phase de
travail démarre : comment calculer l’aire sous
cette courbe entre 0 et 20 ? la courbe choi-
sie par les élèves 13 est distribuée à chaque binô-
me (le choix de donner un papier quadrillé guide
les élèves vers des procédures de comptage
de carreaux). le déroulement est assez clas-
sique : un temps de recherche et une mise en
commun des méthodes et des résultats trou-
vés. les méthodes proposées par les élèves sont
les suivantes : 
— Comptage de carreaux (figure 9) souvent

seulement sous la courbe ;
— Méthode de compensation : ils comptent les

carreaux en dessous en découpant certains
pour qu’il y ait compensation au-dessus et
en-dessous ;

— Méthode des trapèzes ;
— Méthode des rectangles ;
— Méthodes des tangentes, de façon plus rare

(figure 9).

13 l’enseignante a préparé en amont les courbes de fonctions x → pour plusieurs l proches de 0,2.l e2lx

Figure 9. Exemples de méthodes proposées par des élèves
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Il est important de laisser le temps à chaque
binôme de trouver une réponse. Il faut que cha-
cun ait le temps d’expérimenter sa méthode
afin d’accepter aussi celles des autres et de se
convaincre que certaines démarches sont
meilleures que d’autres et pourront être systé-
matisées. la méthode des rectangles est recon-
nue par les élèves comme la plus facile et peut
ensuite être institutionnalisée et programmée.
le logiciel GeoGebra permet aisément de mon-
trer aux élèves ce qui se passe quand le nombre
de rectangles tend vers + ∞ (figure 10).

3. 5 la suite de la séquence

Ces deux problèmes sont alors le point de
départ pour toute une séquence articulant lois à
densité et calcul intégral. Ils permettent d’intro-
duire les probabilités continues et d’amener le
besoin d’un nouvel outil mathématique pour
calculer des aires sous une courbe : l’intégrale.
tous les éléments sont mis en place dans le

cours, qui alterne probabilités continues et inté-
gration (des fonctions continues et positives sur
un intervalle [𝑎, b]). une première partie, assi-
se sur les synthèses des problèmes de la rencontre
et du volcan Aso et sur le devoir maison prépa-
ratoire, institutionnalise le vocabulaire : variable
aléatoire continue, fonction de densité, calcul de
probabilités et aire sous la courbe de la fonction
de densité. la deuxième partie porte sur l’inté-
grale d’une fonction continue et positive sur un
intervalle  et suit un plan classique. En revanche,
l’originalité de cette démarche tient au fait que
tous les exemples sont déclinés systématiquement
en analyse et en probabilités. Cela permet notam-
ment de revenir sur le problème du volcan Aso
et de faire alors le calcul exact de la probabilité
p(0 ≤ X ≤ 20) à ce moment-là (calcul d’aire de
niveau 2 à ce stade du cours). la troisième par-
tie traite des lois uniformes 14 et exponentielles.

Figure 10. Illustration de la méthode des rectangles avec ƒ : x S 0,2 e20,2x

14 la démonstration de l’espérance d’une loi uniforme sera
faite ultérieurement lors de l’extension de l’intégration
aux fonctions continues de signe quelconque.
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les exercices proposés dans cette séquen-
ce sont tantôt des exercices d’analyse pure,
tantôt des exercices sur les lois à densité.
l’idée n’est pas d’inventer de nouveaux exer-
cices mais de les mélanger pour éviter de
cloisonner des notions qui sont liées. Nous avons
pu observer que cette façon de procéder ne
perturbe pas les élèves, qui sont pleinement
capables d’identifier quand ils sont dans le
domaine de l’analyse ou dans le domaine
des probabilités. Cependant, cela leur permet
d’être plus en mesure de relier les deux
domaines, ce qui n’est pas le cas pour beau-
coup d’autres élèves n’ayant pas suivi cette
progression (Derouet, planchon, Hausber-
ger & Hochmuth, 2018).

4. — Conclusions

Ce travail collaboratif a été l’occasion de
questionner l’enseignement des lois à densité
et du calcul intégral et de tester une séquence
originale ayant pour objectif de donner du sens
notamment à la notion de fonction de densité.
Nous avons montré que ces séances sont effec-
tivement réalisables en classe de terminale S
dans des conditions ordinaires. les contraintes
imposées par l’enseignante ont été respectées,
à la fois en termes de temps consacré aux
séances d’introduction et de connaissances des
élèves à la fin de la séquence. Nous avons
même l’assurance que les élèves donnent plus
de sens à la notion de fonction de densité et donc
aux lois à densité.

D’autres points sont à prendre en consi-
dération. l’enseignante a depuis totalement
adopté cette séquence dans ses pratiques et la
met en place tous les ans depuis quatre ans. les
problèmes d’introduction de la séquence sont,
selon elle, à la fois intéressants et stimulants pour
l’enseignant mais aussi pour les élèves qui sont
très motivés lors de ces séances.

Nous pourrions penser que le profil de
classe de l’enseignante explique cette réussite,
cependant depuis, d’autres enseignants dans
d’autres contextes scolaires ont testé cette
séquence, l’ont aussi appréciée et ont fait le même
type de constat sur l’implication des élèves.
Ces séances d’introduction demandent cepen-
dant beaucoup d’investissement de la part de
l’enseignant, que ce soit en amont pour bien maî-
triser tous les enjeux de ces problèmes, ou pen-
dant les séances, car elles demandent de ne
pas trop en dire tout en cadrant le déroulement,
de laisser les élèves partir dans de mauvaises
directions, de les laisser aller au bout de leurs
démarches même si cela peut prendre du temps.

Notre objectif est maintenant de diffuser plus
largement cette séquence afin que le plus grand
nombre d’enseignants ait la possibilité de
s’emparer de ce travail pour leur classe. un pro-
jet de recherche, en collaboration avec des
enseignant.e.s de l’Irem de Strasbourg et des for-
matrices de l’ESpE de Strasbourg, est en cours
pour concevoir une ressource en ligne autour
de cette séquence qui devrait  être accessible en
ligne courant 2019.
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ANNExE 1
le devoir maison pour aborder la problématique 

d’une longueur finie d’une ligne brisée infinie
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ANNExE 2
le devoir maison préliminaire 

sur les histogrammes et la loi uniforme
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ANNExE 3
tutoriel pour construire un histogramme avec le logiciel

GeoGebra version 6. Exemple du problème de la rencontre.
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ANNExE 4
Synthèse du problème de la rencontre, faite par l’ensei-

gnante à partir des synthèses des élèves (en 2016)
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ANNExE 5 le problème du volcan Aso
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ANNExE 6
Document distribué aux élèves, après avoir 

introduits les histogrammes (problème du volcan Aso)

Ci-dessous sont tracés les histogrammes du temps écoulé en années entre deux éruptions
successives, pour des amplitudes respectives de 5 ans, 4 ans et 2 ans.

Amplitude 5 ans :

Amplitude 4 ans :

Amplitude 2 ans :


