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DU COMPAS AUX INTEGRAPHES :

LES INSTRUMENTS
DU CALCUL GRAPHIQUE

Introduction

Avant 1970, cest-a-dire avant 'apparition
et la rapide diffusion des calculatrices de
poche et des ordinateurs personnels, le calcul
numérique a 'aide des tables de logarithmes
était extrémement coliteux, en temps comme
en énergie. Les professionnels qui devaient effec-
tuer des calculs importants (physiciens, ingé-
nieurs, techniciens, etc.) préféraient donc,
sous réserve de ne pas avoir besoin d'une
grande précision, recourir a des méthodes
graphiques, plus faciles & mettre en ceuvre.
C’est ainsi que s’est développé, essentiellement
pendant le XIXeme siecle et la premiére moi-
tié du XXeme, un véritable « calcul gra-
phique ». Ce calcul a progressivement pris de
Pampleur, jusqu’a constituer une sous-disci-
pline autonome au sein du calcul numérique,
avec ses techniques, ses instruments, ses spé-
cialistes, ses manuels et son enseignement
[Tou2000].

Dominique TOURNES
Irem de La Réunion
et Equipe REHSEIS

Jusqu’a présent, le calcul graphique a
relativement peu intéressé les historiens des
sciences. Pour se faire une idée précise des
diverses facettes de cette discipline et de
Pimportance sociale qu’elle a pu avoir, il est
encore nécessaire de consulter directement des
ouvrages d’époque [Ocal893, Ocal908,
Mem1909, Run1912, Wil1928]. Ces lectures
m’ont conduit a formuler la définition sui-
vante : le calcul graphique est 'ensemble des
procédés exploitant des tracés réalisés sur
un support plan, a 'aide de n’importe quel type
d’appareil, et visant a éviter, en totalité ou en
partie, le recours au calcul numérique pour
la résolution d’'un probléeme. Dans ce qui suit,
je souhaite brosser a grands traits I'histoire
de ce calcul, en prenant pour fil directeur la
description des instruments utilisés et en
illustrant mon propos par la résolution gra-
phique de quelques problemes simples.
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1 Les instruments
du calcul par le trait

La premiere composante du calcul gra-
phique, la plus ancienne, est le « calcul par le
trait ». C’est le calcul géométrique propre-
ment dit, dont les bases ont été clairement expo-
sées par Descartes, au début de sa Géométrie
[Des1637]. Une unité de longueur ayant été
choisie, les données numériques sont repré-
sentées sur la feuille de dessin par des seg-
ments de droite. On réalise ensuite des
constructions géométriques, a l'aide d’ins-
truments variés, qui aboutissent a de nouveaux
segments de droite représentant les valeurs
inconnues cherchées.

Des I’Antiquité, des classifications avaient
été faites en fonction des instruments utili-
sés — ou, ce qui revient au méme, en fonction
des courbes employées — pour la résolution
d’un probleme. Pappus distinguait les problemes
«plans », ou 'on n’emploie que des droites et
des cercles (autrement dit, que I'on construit
avec la regle et le compas), les problemes
«solides », qui font intervenir en plus les sec-
tions coniques, et les problémes « linéaires »,
ou entrent en jeu d’autres types de courbes.
Descartes, quant a lui, introduit essentielle-
ment une distinction entre les courbes algé-
briques et les autres : ces dernieéres, qualifiées
de courbes « mécaniques », sont rejetées en
dehors de la géométrie.

En ce qui nous concerne, apport essen-
tiel de Descartes est d’avoir mis en évidence
que le choix d’une unité de longueur, tout en
établissant une correspondance entre nombres
et segments de droite, permet de surmonter
les anciens obstacles liés a la non-homogénéité
des grandeurs géométriques. Deés les pre-

64

REPERES - IREM. N° 50 - janvier 2003

mieres pages de sa Géométrie, Descartes
explique comment réaliser a la regle et au com-
pas les opérations usuelles sur les nombres :
addition, soustraction, multiplication, divi-
sion et extraction de racine carrée. Il sugge-
re également que les autres opérations algé-
briques pourront étre traitées en faisant
intervenir des courbes de degré supérieur,
soit construites par points a la regle et au com-
pas, soit tracées d’un trait continu par l'inter-
médiaire d'instruments adéquats. La philosophie
de la Géométrie est que, par le choix d’'un
repeére, on peut ramener tout probleme de
géométrie a la résolution d’un systeme d’équa-
tions algébriques, et qu’inversement, la géo-
métrie permet de construire, c’est-a-dire de cal-
culer graphiquement, les solutions de toute
équation algébrique issue de n'importe quel
type de probleme, qu’il soit géométrique ou non.

C’est au début du XIXeme siecle que ces
idées vont pleinement porter leurs fruits dans
le domaine des sciences de I'ingénieur. Jean-
Victor Poncelet (1788-1867), a 'Ecole d’appli-
cation du génie et de l'artillerie a Metz, puis
Barthélémy-Edouard Cousinéry (1790-1851),
aTEcole des ponts et chaussées a Paris, intro-
duisent des méthodes graphiques dans leur
enseignement. Cousinéry écrit a cette occasion
le premier traité complet de calcul graphique,
intitulé justement Le Calcul par le trait
[Coul839]. Le mouvement va se poursuivre
principalement en Allemagne, avec la création
par Carl Culmann (1821-1881) d’une nou-
velle discipline, la « statique graphique »,
dont le but est 'application du calcul gra-
phique a I'analyse des conditions de stabili-
té et de résistance des constructions (poutres,
ponts, toitures, vottes, murs de souténement,
etc.). Le calcul graphique, étroitement asso-
cié a la géométrie descriptive en plein essor,
se révele un outil remarquablement efficace
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entre les mains des ingénieurs [Sch1989,
Mau1998]. Pour en prendre pleinement
conscience, il suffit de savoir que les structures
de la Tour Eiffel ont été calculées par les
méthodes de la statique graphique.

Ala fin du XIXeme siecle, le calcul par le
trait est loin de se limiter a la résolution des
équations algébriques : il aborde également
les problemes transcendants, qu’il s’agisse
de quadratures, d’équations différentielles
ordinaires ou méme d’équations aux dérivées
partielles. Ne pouvant aborder ici ces der-
niéres questions, je vais me contenter de don-
ner un apercu des instruments du calcul par
le trait et de quelques techniques graphiques
de résolution des équations algébriques.

1.1 Regles, compas et
autres instruments de dessin

Les instruments de base du calcul par le
trait sont évidemment la regle et le compas.
Parmi les compas, il n’y a pas seulement les
compas de dessin, mais aussi les compas a
pointes seches, exclusivement destinés a
prendre et a reporter des mesures. Quelle
précision peut-on en attendre ? Les calcula-
teurs utilisaient des verniers graphiques (voir
fig. 1) permettant d’atteindre la centieme
partie de I'unité choisie : si, par exemple,
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comme sur la figure, I'unité principale de gra-
duation est le centimetre, on obtient des
ouvertures de compas au dixieme de millimetre
pres. On congoit donc facilement qu’en réali-
sant des constructions soignées sur de grandes
feuilles de papier, a une échelle adaptée, on
puisse atteindre une précision suffisante pour
les calculs courants du domaine scientifique
et technique.

De nombreux instruments ont été imaginés
et fabriqués pour seconder la regle et le com-
pas, et offrir des raccourcis pour les construc-
tions les plus fréquentes. Les principaux sont
visibles sur la figure 2 : a c6té d'un compas a
dessin et de ses accessoires, d'un compas a
pointes séches et de plusieurs verniers gra-
phiques adaptés a diverses unités, on obser-
ve une équerre, une regle a paralleles, un
rapporteur, un compas de proportion (ins-
trument de calcul basé sur les propriétés des
cOtés des triangles) et un compas a trois
branches (pour transférer trois points en
méme temps d’un dessin a un autre).

Aux instruments précédents, on peut
ajouter encore les compas a balustre (pour tra-
cer les cercles de petit rayon), les compas a verge
(pour les cercles de grand rayon), les compas
d’espacement (compas a plusieurs pointes
pour diviser une ligne en parties égales), les
compas de réduction et pantographes (pour

() = Y 15N () P90 Y

=

Figure 1. Vernier graphique
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jecle [Pen1723]

triques usuels au XVIII® si
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Figure 2. Instruments
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réduire ou agrandir un dessin), etc. En s’éloi-
gnant enfin des droites et des cercles, il y a
eu aussi de nombreux instruments et gaba-
rits pour tracer d’autres courbes : coniques,
spirales, etc.

Bien entendu, tous ces instruments
n’étaient pas réservés exclusivement au cal-
cul graphique, mais trouvaient un usage dans
tous les domaines de la géométrie pratique.
Jusqu’a une époque récente, ils ont fait I'objet
d’une industrie et d'un commerce florissants
[Ham1988].

1.2 La construction des équations

A la suite de Descartes, de nombreux
mathématiciens se sont intéressés a la
« construction des équations », c’est-a-dire a
la détermination géométrique des racines
d’'une équation algébrique par I'intersection
de courbes choisies parmi les plus simples
possibles. Ces recherches, qui avaient souvent
un caractere assez spéculatif, semblent tom-
ber en désuétude chez les théoriciens vers
1750, 4 un moment ou l’algebre et ’analyse
s’éloignent de la géométrie et ot le concept de
courbe céde du terrain devant celui de fonc-
tion [Boy1945, Bos1984]. Par contre, parmi
les savants qui s’occupent d’applications, qu’il
s’agisse d’ingénieurs civils ou militaires,
on continue a faire des recherches sur la réso-
lution graphique des équations.

Je vais présenter succinctement deux
méthodes, 'une du XVIIIeme siécle, 'autre du
XIXeme, qui donneront une idée des tech-
niques alors en usage.

1.2.1 Méthode de Segner

En 1761, Johann Andreas von Segner
(1704-1777) publie une construction gra-
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phique de 'équation polynomiale la plus géné-
rale [Seg1761]. Cette construction a été popu-
larisée par Lagrange dans ses cours a 'Ecole
normale de I'an III [Dho1992].

Pour fixer les idées, expliquons-la dans le
cas d’une équation du troisieme degré

S(x)=0,avec f(¥)=ar + b +ex+ d:
Apres avoir choisi une unité, on place sur
I’axe des ordonnées les points D, C, B, A tels

que OT)=d, FC=C, C7B=ﬁ, BA =2a,et

sur I'axe des abscisses les points I, M tels

que OI=1, OM= x. Toutes les données
étant ainsi en place, on construit successive-
ment les points N, N’, P, P’, Q comme sur la
figure 3 :

A

O M I

Figure 3. Méthode de Segner pour l’équation
du troisiéme degré
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On a alors I\TQ = f(x) d’apres les égalités sui-
vantes :

e« BN=B"A”.x=ar
e ON=C'B'+B'N=ar+5 ;

o C’P:w.xzﬁ.xz(ax+ b)x ;

¢« DP=D'C’+CP=(ar+b)r+c:

e D’Q=D"P’x=D’P.x=((axr+b)x+c)x ;
e MQ=MD’+D’Q=((ar+b)x+c)r+d.

La construction de Segner apparait ainsi
comme un équivalent graphique de I’algo-
rithme de Horner utilisé pour le calcul numé-

riquede /(x).Dans un cas, il S'agit de mini-
miser le nombre de multiplications a effectuer,
dans l'autre le nombre de paralléles & construi-
re. Pour approcher au mieux les racines de
I'équation /(x)=0, on peut procéder par
tdtonnements, en essayant successivement
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plusieurs valeurs de x tout comme on le fait,
par exemple, dans I'algorithme numérique
de dichotomie.

La méthode peut servir aussi a construi-
re par points le graphe de /. En 1771, John Row-
ning (1699-1771) congoit un appareil mécanique
(fig. 4) pour réaliser ce méme tracé d’un mou-
vement continu [Row1771]. Le mécanisme
est décrit dans 'Encyclopédie méthodique de
Diderot et d’Alembert sous le nom de « construc-
teur universel d’équations » [Ale1784-89]. Un
exemplaire moderne de cet appareil a été
fabriqué et présenté au Palais de la Découverte,
a Paris, a 'occasion de I'exposition « Au dela
du compas : la géométrie des courbes », qui a
eu lieu du 29 février au 12 novembre 2000
[Con2000].

De nos jours, un logiciel de géométrie
dynamique tel que Cabri-Géométre permet
de tracer automatiquement le lieu du point ter-
minal Q lorsque le point M décrit 'axe des abs-

Figure 4. Le constructeur universel d’équations [Ale1784-89]
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cisses. Plus généralement, en s’inspirant de
cela, les amateurs de géométrie dynamique pour-
ront tracer les graphes des fonctions ration-
nelles, ainsi que les courbes paramétrées par
des polynoémes ou des fractions rationnelles.

1.2.2 Méthode de l'orthogone de Lill

Un capitaine du génie de I'armée autri-
chienne, E. Lill, publie en 1867 une autre
construction de '’équation polynomiale la plus
générale, tres différente de celle de Segner mais
tout aussi simple a réaliser en pratique
[Lil1867a, Lil1867b]. Continuons a nous pla-
cer, pour faciliter ’exposé, dans le cas du
troisiéme degré.

A partir d’'une origine O, on construit
une ligne polygonale OABCD a c6tés consé-
cutifs perpendiculaires — d’ot1 le nom d’« ortho-

gone » — et telle que OA=a, AB=25,

BC=¢, CD = pour les orientations des
cotés successifs indiquées sur la figure 5. On

place ensuite les points I et M tels que 61 =1

et MI=x (pourla premiére et la deuxiéme
des orientations précédentes).

On construit enfin un second orthogone
ONPQ comme sur la figure 5. Il résulte de la
construction que les triangles OMI, ONA,
NPB et PQC sont directement semblables.

On obtient finalement QD = /(x), ainsi
que le justifient les égalités suivantes :

. ﬂz&.xzax;

. ﬁzﬁ+@=ax+b;

o ITBzﬁ.xz(ch+b)x;

o ITC=IE+1%=(ax+b)x+c;
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Figure 5. Méthode de Lill pour
léquation du troisiéme degré

° Q7C:l%.x=((ar+ bOyx+c)x;
¢ QD=QC+CD=((ar+b)x+c)r+d.

On reconnait encore 'algorithme de
Horner, mais, cette fois, il a été traduit
graphiquement par des constructions de
perpendiculaires plutét que de paralleles.
Comme pour la méthode de Segner, la réso-

lution de I'équation f(x)=0 se fait par
tatonnements (on essaye diverses valeurs
de x jusqu’a ce que le point Q coincide avec
le point D). Lill, quant a lui, utilisait un trans-
parent finement quadrillé qu’il faisait tour-
ner sur le schéma de I'équation, ce qui lui
permettait de suivre a I'eeil les cotés successifs
d’un orthogone sans avoir a le tracer effec-
tivement [Lil1867b].
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Rappelons enfin que, pour le second degré,
la condition de coincidence des points termi-
naux des deux orthogones (dans ce cas, P et
C) conduit a une construction exacte du point
intermédiaire N (comme intersection de la
droite (AB) et du cercle de diametre [OC]) et,
par suite, a une construction exacte des racines
de 'équation. On trouve cette construction, avec
diverses variantes, dans de nombreux manuels
scolaires de lere.

2 Abaques et nomogrammes

En calcul numérique, on utilise fré-
quemment des tables numériques. Le but de
ces tables, qui rassemblent les résultats de nom-
breux calculs faits une fois pour toutes, est d’évi-
ter a l'utilisateur la répétition d’opérations fas-
tidieuses. L’analogue existe dans le calcul
graphique : c’est vers la fin du XVIIleme
siecle que sont apparues les premieres tables
graphiques permettant de lire directement sur
une feuille de papier ou tout autre support,
avec un minimum de manipulation, le résul-
tat d’un calcul.

Une table graphique se présente comme
un réseau de lignes ou de points cotés, avec
des échelles convenablement graduées, mobiles
ou non, et donnant par simple lecture la
valeur cherchée en fonction de celle des para-
metres. Les tables graphiques ont été appe-
lées d’abord « abaques » puis « nomogrammes »,
et la discipline qui s’occupe de leur étude et
de leur emploi a recu le nom de « nomogra-
phie » [Evel1982, Evel1986, Ver1997]. Utilisés
d’abord par quelques pionniers, les abaques
se sont répandus rapidement, vers la fin du
XIXeme siecle, dans de nombreux corps de
métier, au point de devenir, en quelques
décennies, les principaux instruments du cal-
cul graphique.
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La regle a calcul, instrument d’origine
anglaise datant du XVIIeme siecle [Caj1909,
J0s1998], équivalent graphique des tables de
logarithmes, apparait a posteriori comme un
nomogramme a échelles mobiles. De méme,
certains instruments astronomiques fort
anciens, comme les cadrans solaires, les
cadrans lunaires ou les astrolabes, pourraient,
d’une certaine facon, étre rattachés a ’histoire
de la nomographie. Laissant de c6té ces objets
quelque peu particuliers, je vais me limiter ici
aux abaques au sens le plus classique du
terme.

2.1 Les premiéres tables graphiques

Les premieres tables graphiques sont
issues des efforts de la Révolution francaise
pour imposer un nouveau systéme de poids et
mesures. Afin de faciliter le passage de 'ancien
systéme au nouveau, I’article 19 de la loi du
18 germinal an III prescrivait la construction
d’échelles métriques permettant de réaliser
les conversions sans calcul. Un manufacturier
de Rouen, Louis-Ezéchiel Pouchet (1748-
1809), rédigea a cette occasion un ouvrage qui
connut trois éditions [Poul794, Poul795a,
Poul797]. Au fil des variantes successives
du texte, on voit se constituer progressivement
une « arithmétique linéaire » (c’est le titre d’'une
annexe a la deuxiéme édition, annexe qui
fera I'objet d'une publication séparée [Poul795b]
et qui deviendra un chapitre a part entiere dans
la troisieme édition).

Dans la version ultime de cette arithmé-
tique linéaire, on assiste a la naissance du
concept de table graphique, réseau de lignes
sur lequel on peut lire directement, sans aucu-
ne manipulation, le résultat d'une opération.
Par exemple, pour la multiplication z = xy ,
le graphique est constitué de deux faisceaux
de lignes droites cotées, horizontales et ver-
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ticales, a travers lesquels passe un fais-
ceau d’hyperboles, cotées elles aussi (voir
fig. 6a). Sil'on veut effectuer la multipli-
cation, disons de 5 par 2, on prend le
point d’intersection de la verticale x = 5
et de I'horizontale y = 2, et on suit de
Peeil Phyperbole sur laquelle se trouve ce
point pour aller lire sa cote z = 10. Pour
des valeurs de x, y ou z qui n’apparaissent
pas directement sur le graphique, on
interpole a vue. Enfin, la méme table
sert, de maniére évidente, a effectuer les
divisions. Ce mode de représentation, qui
rappelle celui d'une surface topographique
par ses courbes de niveau, s’applique plus
généralement a toute relation f(x, y, z) entre
trois variables.

2.2 Abaques a droites concourantes

Un ingénieur des Ponts et Chaus-
sées, Léon-Louis Lalanne (1811-1892),
devait faire franchir un pas décisif a la théo-
rie des abaques en 1843 [Lall1843a,
Lal1843b]. Lalanne a I'idée d’utiliser des
échelles non réguliéres : en remplacant les
variables primitives par des fonctions
auxiliaires de celles-ci, convenablement choi-
sies, il réussit a ramener également a des
lignes droites les courbes du troisieme
faisceau.

Illustrons cette idée dans le cas simple
de la multiplication : apres avoir consta-
té que la relation z = xy s’écrit aussi
Inz =Inx + Iny , il suffit de graduer les axes
des abscisses et des ordonnées avec les nou-
velles variables X’ = [nx et y’ = Iny pour
que le faisceau d’hyperboles de Pouchet
devienne un faisceau de droites d’équations
x' +y —Inz = 0 (voir fig. 6b). Par analo-
gie avec un phénomene d’optique, Lalan-
ne qualifie cette transformation d’« ana-
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Figures 6a et 6b. Tables graphiques de Pouchet
et Lalanne pour la multiplication [Goul862]
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morphose géométrique ». En outre, c’est lui qui
utilise pour la premiere fois le mot « abaque »
dans ce contexte. Auparavant, un abaque
était une table a calculer en forme de damier,
sur laquelle on disposait et déplacait des
jetons. Lalanne consideére que les nouvelles tables
graphiques (fig. 6a ou 6b), dans la mesure ou
on y lit le résultat cherché a l'intersection
d’une horizontale et d’'une verticale, sont éga-
lement des sortes de damiers servant a comp-
ter, d’ou 'extension de sens conférée au mot
« abaque ».

Gréce a 'anamorphose de Lalanne, une
relation entre trois nombres se rameéne au
concours de trois droites. D’un point de vue
pratique, les abaques a droites concou-
rantes sont beaucoup plus faciles a construi-
re que les tables graphiques antérieures, pour
la simple raison qu’il suffit de deux points
pour tracer une droite alors qu’il en faut beau-
coup pour construire avec soin une courbe
quelconque. En raison de leur facilité de
construction et de leur faible cott de repro-
duction comparé a celui des tables numé-
riques, les abaques de Lalanne ont connu
un grand succes dans le secteur des travaux
publics. Des 1843, 'administration fran-
caise adressa a tous les ingénieurs concer-
nés des tables graphiques pour le calcul
des superficies de déblai et de remblai rela-
tives au profil des routes et des voies fer-
rées. Par ailleurs, en affinant ’abaque de
la multiplication dont nous venons de par-
ler, Lalanne mit au point une table graphique
universelle destinée a effectuer tous les
calculs usuels, y compris trigonométriques.
Il proposa que le maniement de cet outil peu
colteux soit enseigné dans toutes les écoles
afin de contrecarrer la regle a calcul des
Anglais, dont 'usage commencait alors a se
répandre en France, mais il n’obtint mani-
festement pas gain de cause.
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Pour illustrer la pratique des abaques a
points alignés, regardons comment on s’en
sert pour traiter les problémes du troisieme
degré. Considérons ’équation générale du
troisieme degré, mise sous la forme réduite
z3 + xz + y = 0 . Pour chaque valeur fixée de
z, on obtient, par rapport aux variables x et
y, ’équation d’'une droite que l'on trace sur
I’abaque (fig. 7). Inversement, les coefficients
x ety étant donnés, les solutions de I'équation
sont fournies, sur ’'abaque, par les cotes des
droites qui passent par le point de coordon-
nées (x, y) (sur la fig. 7, les cotes doivent étre
lues avec le signe plus pour les droites de
pente négative et avec le signe moins pour celles
de pente positive, car la droite d’équation
z3 +xz +y =0, de cote z, a pour pente — z).

On obtient sans difficulté que 'envelop-
pe de la famille de droites tracées sur 'abaque
est la cubique d’équation cartésienne
4x3 + 27y2 = 0. Le nombre de solutions réelles
de I’équation du troisieme degré correspond
alors au nombre de tangentes a la courbe
enveloppe passant par le point de coordonnées
(x, y). Par des considérations de convexité, on
voit qu’il y a trois solutions distinctes pour un
point intérieur a la cubique (i. e. tel que
4x3 + 27y2 < 0), deux solutions dont une
double pour un point sur la cubique — autre
que le sommet (0, 0), qui correspond a une solu-
tion triple — et une seule solution pour un point
extérieur.

Par exemple, pour ’équation :
z3-0,72-0,1=0,

on lit assez aisément sur le graphique les
valeurs z, = 0,9 ,z,=-0,75 et z;, =- 0,15 .
Sachant que les valeurs exactes des racines
sont : z, = 0,900577... , z, = - 0,753142... et
z, =—0,147435... , on peut se faire une idée
de la précision de ’abaque.
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Figure 7. Abaque a droites concourantes pour l'équation du troisieme degré [Goul862]

2.8 Nomogrammes @ points alignés

La théorie des abaques progresse a nou-
veau de maniere significative a partir de
1884, lorsque Maurice d’Ocagne (1862-1938)
entreprend de lui appliquer les acquis de la
géométrie projective [Ocal884, Ocal885].
Maurice d’Ocagne, ingénieur et professeur a
I’Ecole des ponts et chaussées, professeur de
géométrie a ’Ecole polytechnique & partir de
1912, élu a I’Académie des sciences en 1922,

est un personnage central de I’histoire du
calcul graphique. Il s’est attaché a organiser
en une discipline autonome la construction des
abaques et I'étude des principes mathématiques
sous-jacents. Ayant donné a la nouvelle dis-
cipline le nom de « nomographie », il 'a popu-
larisée aupres des utilisateurs du calcul gra-
phique en écrivant une série d’ouvrages de
référence [Ocal891, Ocal893, Ocal899,
Ocal908]. Deux concurrents d’‘Ocagne, Charles
Lallemand et Rodolphe Soreau, qui ont contri-
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bué a la méme époque aux avancées de la théo-
rie des abaques, ont prétendu que si Ocagne
avait introduit le mot « nomogramme » pour
désigner une table graphique, c’était pour
faire croire qu’il s’agissait de quelque chose
de totalement nouveau. Pour bien marquer que
la nomographie n’était pas, a leur sens, aussi
nouvelle que cela, Lallemand et Soreau se
sont toujours placés dans la lignée de Pouchet
et Lalanne, et ont continué a utiliser de leur
coté le mot « abaque ».

Il est certain que Lallemand, Soreau et
Ocagne ont apporté chacun des idées nou-
velles pour la représentation graphique des
relations a plus de trois variables. Par contre,
Poriginalité incontestable d’Ocagne est d’avoir
utilisé la géométrie projective, notamment
le principe de dualité, pour transformer les
abaques a droites concourantes de Lalanne en
nomogrammes a points alignés. Dans ce but,
Ocagne introduit de nouvelles coordonnées qu'’il
appelle « coordonnées paralleles ». Deux axes
paralleles étant fixés, le point de coordon-
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nées (x, y) est représenté par la droite qui joint
le point d’abscisse x sur le premier axe au point
d’abscisse y sur le second axe (voir fig. 8a). Quant
a la droite d’équation ux + vy + w =0, elle est
représentée par un point : le point d’intersection
des droites qui correspondent respectivement
aux coordonnées paralleles (—w/u, 0) et (0, —w/v)
(voir fig. 8b).

L’intérét pratique de représenter une
droite par un point est évident : il en résulte
un gain de place considérable. Si I'on reprend
I’'abaque de Lalanne pour ’équation du troi-
sieme degré (fig. 7), chaque droite du faisceau
va étre transformée en un simple point, et le
faisceau dans son ensemble va étre rempla-
cé par une simple courbe. C’est cette courbe,
notée (z)?® et correspondant a 1’équation
z3+pz +q =0, cotée par les valeurs de z, qu’on
voit sur la figure 9a. Elle a pour équation
4p3 + 272 = 0 dans le systéme de coordonnées
paralleles d’Ocagne, et y = (x — 1)3/x2 en coor-
données cartésiennes, en supposant que les
axes verticaux sont les droites d’équations

0 0

—wu K

N {—wh

0 0

Figures 8a et 8b. Un « point » et une « droite » en coordonnées paralleles
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x = 0 et x = 1. Grace au gain de place sur la
feuille de papier, on peut tracer sur le méme
abaque les courbes correspondant a plusieurs
équations, ce qui aurait été impossible — ou
tout au moins aurait conduit a un résultat qua-
siment illisible — avec la méthode de Lalan-
ne. Par exemple, sur la figure 9a, on trouve
également une courbe (z)? représentant 'équa-
tion du second degré z2 + pz + ¢ = 0. Enfin,
sur la figure 9b, on a les courbes correspon-
dant a '’équation générale du troisieme degré
z3 + nz2 + pz + q = 0 pour différentes valeurs
de n. On peut ainsi voir dans I'idée d’Ocagne
un véritable processus de compression de
données.

Reste a expliquer le fonctionnement de ces
nomogrammes. Par le principe de dualité, le
concours de trois droites est transformé en I’ali-
gnement de trois points. Pour résoudre, par
exemple, ’équation z3 — 7z + 6 = 0, il suffit
de tracer une droite — dans la pratique, on uti-
lise une régle ou un transparent pour ne pas
abimer le nomogramme — joignant le point — 7
de 'axe (p) au point 6 de I'axe (q) : cette droi-
te coupe la courbe (z)® en deux points dont les
cotes 1 et 2 sont les racines positives de I'équa-
tion. Pour gagner de la place, le graphique ne
contient que les points z de cote positive, ce qui
n’est pas un handicap car, en changeant z en
—z, on s’apercoit que les racines négatives de
Iéquation z3— 7z + 6 = 0 sont aussi les racines
positives de I’équation z3 — 7z — 6 = 0. Pour
terminer, il suffit donc de tracer la droite qui
joint le point — 7 de I'axe (p) au point — 6 de
laxe (g) afin d’obtenir la racine négative — 3
qui nous manquait.

La simplicité de 'emploi des nomogrammes
a points alignés a suscité I'enthousiasme des
ingénieurs. Le livre principal d’Ocagne, Trai-
té de nomographie [Ocal899] a fait 'objet de
59 traductions ou adaptations en 14 langues !
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Ocagne lui-méme a pu réunir, au cours de sa
carriere, une collection de plus de deux cents
nomogrammes utilisés dans les domaines les
plus divers : physique générale, électricité, résis-
tance des matériaux, hydraulique, construc-
tions navales, machines, calculs nautiques, géo-
désie, topographie, artillerie, aviation,
assurances, etc. L’emploi des nomogrammes
a continué pendant tout le XXeme siecle. Tou-
tefois, apres 1950, c’est surtout dans l'ex-
U.R.S.S. et dans les pays de I'Est que la nomo-
graphie poursuit son essor et suscite encore
des recherches théoriques, sans doute en rai-
son du retard pris par ces pays dans I’équi-
pement en calculateurs électroniques.

3 Les instruments d’intégration

Les méthodes graphiques manqueraient
de généralité et resteraient d’'un usage limi-
té si elles s’appliquaient seulement aux opé-
rations algébriques. Dans les sciences de la
nature et les sciences de I'ingénieur, il est
tout aussi indispensable de pouvoir réaliser
graphiquement les opérations du calcul infi-
nitésimal, c’est-a-dire les opérations de dif-
férentiation et, surtout, d’intégration. Cela est
d’autant plus vrai que, dans les applications,
les fonctions considérées sont souvent données
sous forme graphique (courbes construites a
partir d'une série de valeurs expérimentales
ou tracées par un appareil analogique) et
que, en 'absence de toute formule analytique,
un calcul numérique n’est pas facile a mettre
en ceuvre.

L’intégration graphique peut certes étre
réalisée par le calcul par le trait, mais au
prix de constructions relativement longues et
pénibles que je n’examinerai pas ici (dans la
pratique ancienne, on effectuait la quadrature
d’'une courbe en décomposant approximati-
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vement I’aire sous la courbe en une réunion
finie de petits triangles, rectangles ou trapezes,
que 'on transformait par des opérations gra-
phiques en un seul rectangle ou un seul carré).
Pour éviter aux dessinateurs un travail fas-
tidieux, on a tout naturellement cherché a fabri-
quer des appareils permettant de réaliser
mécaniquement les intégrations.

Ces appareils sont désignés par le terme
général d’« intégrateurs ». Bien que Leibniz
ait commencé tres tot a y réfléchir, c’est au
XIXeme siecle que les premieéres recherches
concretes aboutissent. Dans ce qui suit, je
vais présenter d’abord le principe de fonc-
tionnement des intégrateurs les plus simples
et je me contenterai ensuite d’évoquer brie-
vement quelques appareils plus complexes, en
renvoyant a la littérature spécialisée pour
plus de détails [Abd1886, Jac1911, Mor1913,
Hor1914, Asp1990, Mar1994].

3.1 Appareils élémentaires d’intégration

Les appareils mécaniques d’intégration se
ramenent tous a deux principes de base qui
correspondent aux deux aspects de I'intégra-
le : soit on effectue une quadrature (on construit
l'aire sous une courbe en effectuant une somme
infinie de petites figures élémentaires), soit
on résout un probléme inverse des tangentes
(on construit une courbe dont la pente des tan-
gentes est donnée). Les enseignants de Ter-
minale connaissent bien ces deux points de vue
concurrents (aire sous la courbe ou primiti-
ve ?) entre lesquels les programmes n’arrétent
pas de fluctuer ! Les intégrateurs du premier
type, qui servent principalement & mesurer
Paire d’une surface délimitée par une courbe
fermée, ont recu le nom de « planimeétres ». Les
intégrateurs du second type, quant a eux,
sont appelés « intégraphes » dans la mesure
ou ils permettent de tracer d’un trait conti-
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nu une courbe intégrale d’'une courbe don-
née.

Les planimetres reposent sur ’emploi
d’une roulette graduée dont on mesure 'angle
de rotation. Le premier appareil de cette caté-
gorie semble étre celui qui a été construit en
1814 par I'ingénieur bavarois Johann Martin
Hermann (1785-1841). Le mécanisme (voir
fig. 10) est déplacé parallelement a 'axe des
abscisses (ici vertical), avec un pointeur H qui
suit une courbe y = f(x) . Une roulette liée a
H tourne par friction sur un céne C, de sorte
que son angle de rotation soit proportionnel
a l'ordonnée du point H. Ainsi, pour un dépla-
cement élémentaire dx le long de 'axe des abs-
cisses, la roulette tourne (4 un coefficient
pres dépendant des dimensions de I'appareil)
d’un angle f(x)dx et, pour un déplacement le
long du segment [x, , x|, elle tourne d'un

angle total : F(x) = J.X f(pdz.

On peut par 1a mesurer I'aire sous une cour-
be et, plus généralement, en enregistrant les
valeurs de 'angle pour diverses valeurs de x,
tracer par points une primitive.

Apres Hermann, d’autres ingénieurs
imaginérent de faire tourner la roulette
intégrante sur un disque, puis directement
sur le plan de la feuille de papier, pour
aboutir notamment, en 1854, au fameux
planimetre polaire de Jacob Amsler (1823-
1912), qui utilise les coordonnées polaires
a la place des coordonnées cartésiennes,
et ou la roulette se déplace par une com-
binaison de mouvements de rotation et de
glissement. Ce planimetre, simple et
relativement peu colGteux, connut un
grand succes commercial : on estime que,
sous ses différentes variantes, il a été fabri-
qué a plus de 500 000 exemplaires. Jusqu’a
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Figure 10. Schéma du planimetre d’Hermann [Mau1998]

nos jours, les planimetres ont été tres uti-
lisés dans divers domaines comme, par
exemple, la résistance des matériaux,
I’évaluation du travail des machines ou
P’architecture navale.

Dans le cas des intégraphes, il s’agit
de tracer mécaniquement une courbe
dont la pente est égale a ’ordonnée
d’une courbe donnée. Le premier appa-

reil opérationnel réalisant cet objectif
a été imaginé en 1878 par Bruno
Abdank-Abakanowicz (1852-1900). La
figure 11 en illustre le principe de fonc-
tionnement.

Une équerre mobile SmM glisse le long
de I’'axe des abscisses Ox. Le c6té Sm est pris
pour unité de longueur. Le long du c6té mM
peuvent coulisser : 1) un pointeur M, engagé
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Figure 11. Principe de l'intégraphe d’Abdank-Abakanowicz [Ocal1908]

en outre dans la coulisse d’une tige SM pivo-
tant librement autour de S ; 2) le centre M,
d’une roulette R suffisamment pressée contre
le plan horizontal sur lequel repose I'appareil.
L’axe A;B; de la roulette R est relié par un
parallélogramme articulé a une barre AB
perpendiculaire a la tige SM, de sorte que le
plan de rotation de la roulette soit toujours paral-
lele a SM. Lorsqu’on suit avec le pointeur M
une courbe donnée C d’équation y = f(x) , la
roulette R enveloppe une courbe C, dont la tan-
gente reste a chaque instant parallele a SM.
Comme Sm = 1, la pente de cette tangente n’est
autre que 'ordonnée mM = f(x) de la courbe
C. On trace ainsi une courbe C, dont la pente
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est constamment égale a f(x) : c’est le graphe
d’une primitive de f.

3.2 Autres instruments

De nombreux instruments, qu’il serait
fastidieux d’énumérer, ont été fabriqués en
s’appuyant sur des variantes des idées pré-
cédentes. Au-dela des quadratures, c’est-a-dire
des équations de la forme dy/dx = f(x) , des
intégraphes plus complexes ont également
été concus pour servir a 'intégration de cer-
taines équations différentielles plus géné-
rales du type F(x, y,dy/dx) = 0 . Il n’y a pas
eu que des appareils mécaniques : a la fin du
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XIXeme siecle, des inventeurs ingénieux,
parmi lesquels on peut citer Leonardo Torres
et Michel Petrovitch, imaginent, pour simu-
ler une relation différentielle ou intégrale,
les appareils analogiques les plus surpre-
nants en exploitant divers phénomenes phy-
siques de nature électrique, hydraulique,
voire chimique ! Tous ces appareils, qui dis-
posent de dispositifs graphiques d’entrée et/ou
de sortie des résultats, relévent incontesta-
blement de notre sujet et, bien que la plupart
soient davantage des curiosités que des ins-
truments ayant été réellement utilisés, ils
témoignent de la vitalité et de 'importance des
recherches effectuées au service du calcul
graphique.

Par ailleurs, en 1876, William Thomson
(1824-1907) — Lord Kelvin — adapte le prin-
cipe du planimetre au calcul des coefficients
de Fourier d’une fonction, créant ainsi le pre-
mier « analyseur harmonique ». Mais on sort
14 du domaine des petits appareils de bureau :
d’imposants analyseurs harmoniques furent
construits selon les idées de Lord Kelvin pour
servir a la prédiction de la hauteur des marées
dans les ports. Dans la méme veine, d’autres
idées de Lord Kelvin furent concrétisées plus
tard, dans les années 1930, principalement par
Vannevar Bush au MIT et par Douglas Har-
tree & Manchester, qui réaliserent de grands
« analyseurs différentiels ». Ces appareils,
construits en une dizaine d’exemplaires, ser-
virent a résoudre de complexes problemes
d’électricité industrielle et furent également
opérationnels pendant la Seconde Guerre
mondiale, o1 on les utilisa au calcul de tra-
jectoires balistiques. Les analyseurs diffé-
rentiels sont, en gros, constitués de plusieurs
intégraphes élémentaires couplés entre eux
par des dispositifs mécaniques, de sorte que
la courbe qui « sort » de chacun d’eux serve
d’« entrée » au suivant. On peut ainsi réali-
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ser automatiquement des quadratures répé-
tées et intégrer a partir de 1a, sous forme
exacte ou approchée, de nombreux problemes
différentiels.

Conclusion

Dans la mesure ou le calcul graphique
est fait de méthodes et d’instruments
qui ont quasiment disparu de notre pay-
sage mathématique actuel, il est devenu
difficile de percevoir correctement sa
place historique. La prolifération rapide
des calculatrices de poche et des ordi-
nateurs personnels a fait définitivement
tomber dans I'oubli tout ce qui a été
décrit dans cet article. Si I’on produit
toujours de nombreux graphiques, ce ne
sont plus, en général, des figures pour cal-
culer, mais des figures servant a visua-
liser des résultats obtenus au préalable
sous forme numérique.

Il me semble pourtant que I'on devrait
étudier davantage le calcul graphique en
tant que composante essentielle de I’his-
toire du calcul, afin de mieux prendre
conscience du mouvement général qui fait
passer, dans ce domaine, d’'une pensée
géométrique ancienne a une pensée algé-
brique moderne, jusqu’au point actuel ou
I’on parle de « tout numérique ». Par
ailleurs, ce serait une facon de ne pas
limiter I’histoire des mathématiques a
quelques grands noms et quelques grandes
théories, mais de se pencher aussi sur la
pratique quotidienne des utilisateurs. Au
passage, une telle étude pourrait avoir
des retombées pédagogiques dans I’ensei-
gnement secondaire : les méthodes gra-
phiques de calcul sont de nature a consti-
tuer un excellent support pour des activités
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concretes, parlantes, permettant de mani-  tion. Et cela d’autant plus que les logiciels
puler des instruments, d’appliquer la géo- de géométrie dynamique nous permettent
métrie élémentaire, de faire un lien pro- de simuler numériquement les méthodes
fond entre algebre et géométrie, et graphiques du passé, dans une dialec-
d’introduire valablement a la notion de fonc-  tique riche de sens pour les éleves.
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