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Introduction

Si 'on mesure I'importance d’un ensei-
gnement au nombre de pages qu’il occupe
dans les programmes et commentaires, les sta-
tistiques occupent une place de choix dans ceux
qui se mettent en place dans nos lycées, trop
envahissante, penseront certains. Mais en
examinant les choses avec un peu de recul, il
apparait que cette importance est a relativi-
ser. Ce n’est sans doute pas I'apparition des
statistiques dans les programmes qui va bou-
leverser I’enseignement des mathématiques
dans nos colleges et lycées, mais peut-étre
plutét la sollicitation quotidienne a 'usage des
outils informatiques, dans tous les domaines,
et pas seulement dans celui qui nous préoc-
cupe ici.

Ces questions, essentielles, ne seront pas
P'objet de nos réflexions. Cependant, tout ce
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qui entoure l'introduction des statistiques
contribue a faire émerger des questions de fond :
Penseignement des statistiques est-il vrai-
ment 'affaire des mathématiciens ? Si c’est
le cas, s’est-on suffisamment penché sur les
difficultés des éleves a appréhender ces nou-
veaux concepts ? Comment passer des sta-
tistiques au modele mathématique, c’est-a-dire
quels sont les liens entre statistiques et pro-
babilités ?...

Nous avons pensé que 'histoire, une fois
de plus, pouvait apporter quelques réponses
et permettre d’approfondir la réflexion. Nous
avons fait le choix, ici, de nous pencher sur T'his-
toire de quelques mots : quand, pourquoi et
comment les mathématiciens ont été ame-
nés a privilégier certains parametres comme
moyenne, médiane, écart-type ; ces choix
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furent-ils vraiment justifiés par les mathé-
matiques ? L’histoire donne du sens, permet
de comprendre certains obstacles, et de ne pas
se contenter d’apprendre a bien utiliser des
formules.

L’histoire des mots mathématiques est
souvent éclairante, elle I'est tres particu-
lierement dans le domaine des statistiques.
Elle permettra de mettre en lumiere qu’il
n’est pas tout a fait équivalent d’évaluer sta-
tistiquement la distance entre deux étoiles,
qui fera intervenir un certain nombre de
mesures d'une méme grandeur, ou de vou-
loir connaitre la taille moyenne d’un enfant
de quatre ans, qui fait intervenir des don-
nées sur plusieurs individus. Le premier pro-
bleme a fait naitre la théorie des erreurs,
qui fut un moteur essentiel dans le déve-
loppement des statistiques.

Nous avons choisi de rester dans le cadre
des programmes de lycée, et nous aborde-
rons trés peu lhistoire des lois, elles seront
cependant évoquées, puisque ce sont les lois
des erreurs qui ont fait émerger les mots que
nous utilisons.

Apres avoir rappelé les définitions
actuelles et « officielles » des différentes
notions évoquées (et nous verrons que ce n’est
pas toujours limpide), nous montrerons
pourquoi la moyenne, la médiane et I'écart-
type ont sans doute été privilégiés pour
résumer une série statistique.

Les définitions :
Voici quelques définitions des mots que
nous avons retenus, trouvées au fil de manuels,

ou dans les programmes et commentaires
officiels’.
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Mode : Ce mot n’est défini ni dans les pro-
grammes de seconde, ni dans les commentaires
Il semble que l'on attache peu d’importance
a ce parametre, en dépit, ou a cause de sa sim-
plicité, et qui, pour cela, est un des plus
anciens. On peut trouver cependant des défi-
nitions dans les manuels, comme, par exemple,
celles qui suivent :

Le mode, pour un caractére discret, noté
M,, est la valeur qui correspond au plus grand
effectif.

(Fractale 2°, 2000, Bordas)

On appelle mode toute valeur du caractére
dont la fréquence est la plus grande. Une popu-
lation n’a pas toujours un mode unique.
(Point math 2°, 2000, Hatier).

Moyenne arithmétique : ce mot n’est pas non
plus précisé dans les programmes et com-
mentaires. Il peut sembler bien sir qu’il va
de soi. L’histoire nous apprendra qu’il n’est ni
si évident, ni si simple. La difficulté provient
essentiellement de 'usage qui en sera fait. C’est
évidemment le probleme essentiel. Notons
cependant qu’il n’est plus fait mention dans
nos classes d’'une certaine sorte de moyenne,
le « midrange », moyenne arithmétique des
valeurs extrémes, alors méme que c’est elle
qui vient souvent le plus naturellement a
Iesprit de nos éleves.

La moyenne arithmétique pondérée, notée
X , est définie par :

RS R LS T
n

1 Sauf mentions contraires, les textes officiels auxquels nous
nous référerons sont les programmes applicables en secon-
de a la rentrée 2000, en premiéres S et ES a la rentrée
2001, et en terminales S et ES a la rentrée 2002, ainsi que
les commentaires de ces programmes. Ces textes sont dis-
ponibles sur le site eduscol, et celui du cndp.
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ce qui s’écrit :

(Fractale 2°, 2000, Bordas)

La moyenne arithmétique d’une série sta-
tistique, dans une population de N indivi-
dus, est le nombre réel quotient de la somme
des N valeurs observées du caractére par le
nombre d’individus de la population.

Sion notexy, x9,x3, ..., xn les valeurs obser-
vées du caractere pour les N individus de la
série, la moyenne arithmétique de la série est

le nombre noté X défini par Uégalité :
X X Xt Xy

- N

(Point math 2°, 2000, Hatier)

X

Les termes suivants sont définis dans
les commentaires des programmes. Il semble
que l'on veuille les préciser, méme si la diffi-
culté de I'entreprise apparait assez vite, en ce
qui concerne la médiane. Le sens de certains
termes peut étre modulé légerement, pour
marquer de facon appuyée la différence entre
le contexte probabiliste, celui du modele
mathématique, et le contexte statistique,
celui de 'expérience.

Nous trouverons ainsi la définition de
la médiane empirique, de la variance empi-
rique... Peut-étre, paradoxalement, vou-
lant rapprocher les mathématiques du réel,
sommes nous en train d’assister a I’élabo-
ration d’une « statistique scolaire », comme
ce fut le cas pour d’autres domaines des
mathématiques. Nous ne discuterons pas ici
du bien fondé de cette évolution, mais cela
nous conforte dans notre entreprise d’éclai-
rer 'enseignement par l’histoire, ses taton-
nements, ses incertitudes.
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Médiane : ce parametre n’est pas des plus
simples, et 'ambiguité des commentaires a son
sujet souligne cette difficulté. Son apparition
plus tardive et 'usage ou le non usage qui en
auront été faits au XIXeme siécle, comme
nous le verrons dans la suite, offrent un inté-
rét tres particulier pour le pédagogue, donc
pour I'éleve.

Meédiane (empirique) : on ordonne la série
des observations par ordre croissant ; si la
série est de taille 2n + 1, la médiane est la
valeur du terme de rang n + 1 dans cette série
ordonnée ; si la série est de taille 2n, la
médiane est la demi-somme des valeurs des
termes de rang n et n + 1 dans cette série ordon-
née.

La définition de la médiane n’est pas figée :
certains logiciels et certains ouvrages défi-
nissent la médiane comme étant le deuxie-
me quartile ou le cinquiéme décile ; dans la
pratique de la statistique, les différences
entre ces deux définitions sont sans impor-
tance. Au lycée, on évitera tout développement
a ce sujet qui ne serait pas une réponse indi-
viduelle a une question d’un éléve.
(Commentaires des programmes de pre-
miéres).

Chacun appréciera la derniere partie de
ce commentaire.

Pour illustrer les difficultés devant les-
quelles se trouveront a coup sir les enseignants,
voici quelques extraits (cf. encadré de la page
suivante) du livre de la collection Dimathe-
me 1°S2. Donnant 'exemple d’un calcul avec
tableur, les auteurs font remarquer que la valeur
obtenue pour la médiane est le deuxieme
quartile (la définition « officielle » des quar-

2 Mathématiques, 1°S, collection Dimathéme, 2001, Didier
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Médiane :

Définition : on appelle médiane d’'une série
statistique tout nombre m tel que

Au moins la moitié des valeurs du carac-
tere sont inférieures ou égales a m

Au moins la moitié des valeurs du carac-
tere sont supérieures ou égales a m

Exemple et convention de calcul :

Pour calculer la médiane d’'une série de n
valeurs, on range ces n valeurs dans Uordre
croissant. Quand n est impair, la valeur
centrale est la médiane. Quand il est pair,
tout nombre compris entre les deux valeurs
centrales est une médiane. La convention
est de prendre la demi-somme des deux
valeurs centrales®.

Remarque

Les calculatrices et les ordinateurs n'utili-
sent pas forcément les conventions de calcul
faites dans le cours, et peuvent donc donner
des résultats légerement différents.

tiles est donnée ci-dessous), et proposent de
comparer cette valeur a celle que la définition
du cours aurait donnée.

C’est un des seuls manuels parmi ceux que
nous avons parcourus qui pointe bien le pro-
bleme.

Premier quartile (empirique) : c’est le plus
petit élément q des valeurs des termes de la
série, tel qu’au moins 25% des données soient
inférieures ou égales a q.

w

C’est nous qui soulignons.
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Troisieme quartile (empirique) : c’est le plus
petit élément q’ des valeurs des termes de la
série, tel qu’au moins 75% des données soient
inférieures ou égales a q’.

(Commentaires des programmes de pre-
miéres.)

La définition du deuxiéme quartile n’appa-
rait pas dans le lexique des commentaires.

Variance, écart-type : 'histoire de ces mots
est presque l’histoire des statistiques mathé-
matiques, et ils sont de ceux que I'on comprend
difficilement si 'on méconnait les liens essen-
tiels entre statistiques mathématiques et
théorie des erreurs.

Variance empirique : moyenne des carrés des
écarts a la moyenne ; c’est aussi la différence
entre « la moyenne des carrés » et « le carré
de la moyenne ».

(Commentaires des programmes de pre-
miéres.)

Nous trouverons dans le méme lexique la
définition de la variance d’une loi de proba-
bilité, donc non empirique.

Ecart type : racine carrée de la variance ; unité
de lécart- type est celle des données.

Les rédacteurs de ces commentaires ont
ajouté, avec pertinence, cette remarque d’unité.
Il est en effet tres courant de calculer ces
parameétres, de fagon mécanique, en oubliant
rapidement le sens que I'on peut leur donner.

Donner un peu de sens, c’est 'objet de
notre réflexion. L’histoire, ainsi que nous
l’avons annoncé, va nous aider dans cette
entreprise.
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Moyenne, médiane, écart-type

ATorigine on trouve... 'astronomie. Pla-
cons-nous au milieu du XVIIIeme siecle ; a cette
époque Copernic, Kepler et surtout Newton
en ont fait une science étayée par une théo-
rie mathématique. Mais le travail de I’astro-
nome s’appuie sur des mesures et si celles-ci
sont entachées d’erreurs, méme si la théorie
est bonne, le résultat ne sera pas bon : ainsi
Clairaut et Lalande se trompent d'un mois sur
la prévision du passage au périhélie de la
comete de Halley en 1759. Or les enjeux de
l'astronomie dépassent largement le fait de pré-
voir le passage de telle ou telle comeéte ; ce sont
des enjeux a la fois scientifiques, politiques
et commerciaux : meilleure connaissance des
étoiles et des planetes mais aussi meilleure
connaissance de la Terre (dresser des cartes
précises, permettre aux marins en mer de
calculer correctement les longitudes, etc.).
D’ou viennent ces erreurs ? Il y a bien stir des
erreurs humaines mais aussi des erreurs pro-
venant des instruments de mesure eux-mémes.
Or malgré 'amélioration de ceux-ci, et donc
la précision accrue des mesures, des erreurs
subsistent.

Les scientifiques vont donc étre amenés
a s’intéresser aux erreurs. Il faut trouver des
moyens de combiner de nombreuses mesures
d’'un méme phénomene qui réduisent le plus
possible 'erreur finale sur la vraie valeur du
phénomene. Citons 'article « Milieu » du Sup-
plément a ’Encyclopédie de Diderot, rédigé par
Jean III Bernoulli vers 1770 :

« Quand on a fait plusieurs observations
d’'un méme phénomene, et que les résultats
ne sont pas tout a fait d’accord entreux,
on est stir que ces observations sont toutes,
ou au moins en partie peu exactes, de
quelque source que lerreur puisse prove-
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nir ; on a coutume de prendre le milieu
entre tous les résultats, parce que de cette
maniere les différentes erreurs se répar-
tissant également dans toutes les obser-
vations, Uerreur qui peut se trouver dans
le résultat moyen devient aussi moyenne
entre toutes les erreurs. Il n’est pas dou-
teux que cette pratique ne soit trés utile pour
déterminer Uincertitude qui nait de l'imper-
fection des instruments et des erreurs
inévitables des observations ; mais il est
aisé de s’apercevoir qu’elle ne la diminue
pas autant qu’on le désirerait, et qu’elle est
susceptible a plus d’un égard d’étre per-
fectionnée, parce qu’en prenant simple-
ment le milieu arithmétique, on ne tient
pas compte du plus ou moins de probabilité
de lexactitude des observations, des dif-
férents degrés d’habileté des observateurs,
etc. Différents grands géometres ont entre-
pris cette utile recherche, ils l'ont considérée
sous différents points de vue, et l'ont trai-
tée plus ou moins en détail ; il est fort a
souhaiter que les astronomes, les physiciens
et généralement tous les observateurs pro-
fitent des résultats de ces recherches dans
la discussion de leurs observations. »

Nous attirons 'attention du lecteur sur
le mot « milieu » utilisé par J.Bernoulli : il ne
dit pas « moyenne », ni « médiane », c’est-a-
dire qu’il ne donne pas a priori de forme
mathématique a ce « milieu » ; il pose le pro-
bleme de la recherche d’une valeur optimale,
appelée « milieu », et commence a y apporter
un début de réponse en signalant qu’il faut tenir
compte « du plus ou moins de probabilité de
Pexactitude des observations ».

On va donc chercher un modele pour la
distribution des erreurs qui devra tenir comp-
te des contraintes « naturelles » suivantes
signalées par Galilée :
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« Les observations sont distribuées de fagon
symétrique autour de la vraie valeur ; c’est
a dire, les erreurs sont distribuées de fagon
symétrique autour de zéro.

Les petites erreurs arrivent plus fréquemment
que les grandes erreurs. »

Ceci sera exprimé par Gauss sous la forme
suivante dans Méthode des moindres carrés
(1821) :

«[...] Les erreurs qui, dans des observa-
tions de méme espéce, proviennent d’une
cause simple et déterminée se trouvent ren-
fermées entre certaines limites [...].
Désignons par F(x) la facilité relative d’une
erreur x : on doit entendre par la, @ cause
de la continuité des erreurs, que F(x)dx est
la probabilité que lerreur soit comprise
entre les limites x et x + dx. Il n’est pas pos-
sible, en général, d’assigner la forme de la
fonction F, et l'on peut méme affirmer que
cette fonction ne sera jamais connue dans la
pratique. On peut néanmoins établir plusieurs
caracteéres généraux qu’elle doit nécessaire-
ment présenter : [...] elle sannule pour toutes
les valeurs de x non comprises entre les
valeurs extrémes. Pour toute valeur com-
prise entre ces limites, la fonction est posi-
tive. [...] dans la plupart des cas, les erreurs
égales et de signes contraires seront égale-
ment probables [...]. Enfin, comme les petites
erreurs sont plus facilement commises que
les grandes, F(x) sera en général maximum
pour x = 0 et diminuera sans cesse lorsque
x croitra. »

Plusieurs modeles ont été envisagés.
Citons quelques exemples. Daniel Bernoulli
en a proposé trois : en arc de cercle, d’ellipse
ou de parabole ; Laplace propose deux modeles
de courbes d’erreurs (en 1774 et 1777) : une
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en e M sur Jreo s 49| (Cestla premiere loi

des erreurs de Laplace) et 'autre en log 2 sur

]—a;+a[; Lagrange envisage une distribution
cosinusoidale.

Effectivement, si 'on cherche dans le
« catalogue » des courbes connues, il s’avere
qu’'un arc de cercle, d’ellipse, ou de parabole,

) . -k

une courbe d’équation y=e " ou
a . Pa . 7z

y= logﬂ (voir leur représentation sché-
X

matique dans ’encadré ci-contre) ont toutes
les caractéristiques demandées par Gauss.

Le probléme du choix du « milieu » opti-
mal est donc, aux environs de 1770, 1ié a deux
autres problémes : choix d'un modele de dis-
tribution des erreurs et estimation de la
«vraie » valeur.

Le meilleur « milieu » est celui qui mini-
mise les erreurs. Or si on minimise la somme
des écarts (entre la valeur mesurée et la
«vraie » valeur) on obtient la médiane (dans
le modele de Laplace en exponentielle le
«milieu » est la médiane) ; et si on minimise
la somme des carrés de ces mémes écarts on
obtient la moyenne*. D’oui deux raisons de
choisir cette derniere solution : d’une part il
est plus facile® de calculer la somme des car-
rés que la somme des valeurs absolues et
d’autre part on retombe sur la moyenne arith-
métique utilisée de facon empirique depuis des
années.

4 voir les commentaires dans la partie « statistique » des pro-
grammes de 1ére S et 1ére ES.

5 il était plus facile a I’époque de calculer la somme des car-
rés que la somme des valeurs absolues mais ceci est remis
en question actuellement par 'usage des ordinateurs.
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N

distribution semi-circulaire distribution semi-elliptique

/1N

distribution parabolique

a

I

distribution en ¢ M distribution en log
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Citons Legendre (Nouvelles méthodes
pour la détermination des orbites des cometes,
1805) :

« De tous les principes que l'on peut pro-
poser pour cet objet, je pense qu’il n’en est pas
de plus général, de plus exact, ni d’'une
application plus facile que celui dont nous
avons fait usage dans les recherches précé-
dentes, et qui consiste a rendre minimum la
somme des carrés des erreurs. Par ce moyen,
il s’établit entre les erreurs une sorte d’équi-
libre qui empéchant les extrémes de préva-
loir, est trés propre a faire connoitre Uétat
du systeme le plus proche de la vérité.

La regle par laquelle on prend le milieu
entre les résultats de différentes observa-
tions, n'est qu’une conséquence trés simple
de notre méthode générale, que nous appel-
lerons méthode des moindres carrés. »

C’est ainsi que va s’imposer la loi de
Gauss (ou loi de Laplace-Gauss) comme étant
la loi de distribution des erreurs : Gauss
prend pour hypothese que «/...] si une quan-
tité a été déterminée par plusieurs observations
directes, faites dans les mémes circonstances
et avec le méme soin, la moyenne arithmé-
tique des valeurs observées donne la valeur la
plus probable, si ce n’est exactement du moins
approximativement, si bien qu’il est toujours

plus stir d’y recourir » et obtient ainsi la loi

Xz‘
-
e ou h est un

des erreurs ®d(x) =
h\/ T

coefficient proportionnel a un nombre m, que
Gauss appelle lerreur moyenne a craindre® et
qui n’est aujourd’hui rien d’autre que ’écart-
type.

6 voir tableau pages suivantes.
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Finalement tout se tient : la moyenne
est a l'origine de la loi de Gauss et elle trou-
ve sa justification dans la méthode des moindres
carrés ! Quant a la variance, elle est directe-
ment liée a la moyenne, aux moindres carrés
et a la loi de Gauss puisque c’est la moyenne
des carrés des écarts a la moyenne et que sa
racine carrée, 'écart-type, intervient dans le
coefficient h de la loi de Gauss citée plus
haut. Mais, comme on I’a vu, on aurait tres
bien pu construire une théorie des erreurs liant
la médiane, les « moindres » valeurs absolues
et une autre loi de distribution des erreurs,
par exemple celle de Laplace ; Gauss insiste
effectivement sur I’'arbitraire des choix faits :
on pourra le constater de maniére évidente dans
le texte mis en annexe.

Citons pour terminer une boutade, au
sujet de la loi de Gauss, rapportée par Poin-
caré :

« Tout le monde y croit cependant, me
disait un jour M.Lippmann, car les expéri-
mentateurs simaginent que c'est un théoréme
de mathématique, et les mathématiciens
que c’est un fait expérimental . »

Apres ce petit apercu des problématiques
qui ont présidé a '’émergence des théories en
statistiques, nous sommes 4 méme de resituer
et comprendre l'origine et 'histoire des mots
que nous avons définis au début, ce qui ter-
minera ce petit tour d’horizon des statistiques
dans les programmes scolaires.

Repeéres historiques sur les mots
moyenne, médiane, écart-type

Nous vous proposons ici un essai de
tableau récapitulatif. L’entreprise est évi-
demment difficile et hasardeuse pour plu-
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moyenne La « coutume de prendre le milieu » évoquée par J. Bernoulli vers 1770 est
alors assez récente.
Contexte de la théorie des erreurs :
— Tycho Brahé(1546-1601) a recours a la moyenne arithmétique pour
éliminer des erreurs d’observation.
— 1722 Roger Cotes (Harmonia mensurarum) propose d’utiliser une
moyenne pondérée.
— 1756 Thomas Simpson (Philosophical Transactions) est le premier a
défendre 'usage de la moyenne arithmétique dans le cas de n mesures
d’une méme grandeur.
Apparition des « Statistiques morales » :
— 1846 Quételet fait la différence entre
— la « moyenne », moyenne « objective » des mesures d’un objet unique.
(traduit par Hershell par le mot anglais « mean ») (exemple : la mesure
de la distance entre deux étoiles)
— et la « moyenne arithmétique », moyenne «subjective», concernant
les mesures de plusieurs individus d’'une population si possible homoge-
ne (traduit par Hershell par le mot anglais « average ») (exemple : la taille
moyenne d’'un enfant de quatre ans).
— 1874, William Stanley Jevons introduira l'usage de la moyenne géo-
métrique et de la moyenne harmonique.
médiane Le terme médiane est introduit par Cournot en 1843.(Exposition de la théo-
rie des chances et des probabilités).
Laplace parlait de « milieu de probabilité ».
1757 Roger Joseph Boscovitch est un des premiers a souligner I'intérét de
cette valeur centrale.
1885 Galton, dans le cadre des statistiques « morales », propose de substi-
tuer 'usage de la médiane a celui de la moyenne, susceptible de trop gran-
de variabilité.
variance, Cette notion apparait avec la théorie des moindres carrés.

écart-type

Gauss a choisi de privilégier, pour mesurer les erreurs, la moyenne des car-
rés des écarts a la moyenne, qu’il note m?2.

11 appelle le nombre m, ’erreur moyenne a craindre, soulignant qu’il
ne faut pas confondre m avec la moyenne arithmétique des erreurs.

1893, Karl Pearson nommera ce nombre « standard deviation », et le note-
ra G.

écarts entre
les quartiles

Introduit par Quételet en 1846
Repris par Galton en 1875.7

7 Cf. annexe 2.
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sieurs raisons. Il est toujours délicat, voire impos-
sible d’établir avec certitude 'apparition d’'un
mot, qui n’est souvent que I'aboutissement d’'une
longue recherche sur un probléeme. En parti-
culier le vocabulaire des statistiques a été
unifié et standardisé relativement tard. En Fran-
ce, par exemple, les connaissances accumu-
lées par I’école anglaise de statistiques ne
seront pas vraiment diffusées avant les années
1925-1930.

Le premier mot, peut-étre, qu’il faudrait
étudier serait justement celui de « statis-
tiques ». Mais il peut recouvrir tellement de
sens différents que nous avons choisi de I'évi-
ter.

Les préoccupations different assez lar-
gement entre ce que certains appelérent les
statistiques administratives, la théorie des
erreurs, que I'on peut considérer comme la sour-
ce des statistiques mathématiques et les sta-
tistiques morales de Quételet, que I'on peut
considérer comme point de départ des sta-
tistiques inférentielles .

L'objet de la théorie des erreurs est d’éva-
luer la « vraie » valeur d’'une grandeur a
laquelle on s’intéresse. L’objet des statis-
tiques morales est de donner une valeur fic-
tive, théorique, qui pourrait étre le référent
unique, a partir des mesures de plusieurs
objets ou individus différents.

Ces différences ont des retentissements
profonds dans I’histoire des mots.
En guise de conclusion

Nous en sommes au début de nos réflexions,

et les nouveaux programmes viennent tout juste
d’atteindre les classes de premiere ; aussi,
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notre recul n’est pas suffisant pour proposer
des applications vraiment testées en classe.
Cependant il nous semble important de mettre
en évidence les deux notions que recouvre la
moyenne : moyenne objective et moyenne
subjective.

Pour les éleves, a leur entrée en seconde,
la notion de moyenne est souvent rattachée
a la moyenne des notes, des tailles ... C’est-
a-dire, plutét la moyenne « subjective » des sta-
tistiques morales, celle a laquelle il semble le
plus difficile de donner du sens, donc la plus
difficile a appréhender.

L’on devrait d’abord s’attacher a la moyen-
ne « objective », dans le contexte du calcul
d’erreurs ; dans ce cadre le calcul de la moyen-
ne se situe dans une problématique naturel-
le : déterminer la « vraie » valeur d’'une dis-
tance ou de tout autre chose.

Il peut étre tout a fait intéressant, par
exemple, de proposer aux éleves de mesu-
rer la longueur de la salle de classe, en uti-
lisant divers types de « metres » (de coutu-
riere, en bois articulé, ruban, ...) : ils
trouveront stirement des valeurs assez dif-
férentes (nous l'avons expérimenté !) ; il
semblera alors assez naturel de les amener
a évaluer les erreurs, de leur demander si
la moyenne arithmétique des mesures est
la valeur qu’ils retiendraient comme la plus
proche de la « vérité ». Certains discuteront
peut-étre de la plus ou moins grande confian-
ce a apporter a certaines mesures, se rap-
prochant ainsi de la « facilité relative d'une
erreur » introduite par Gauss.

Nous insistons encore sur le fait que ceci
n’a pas encore été mis en pratique avec nos
éleves, et que ce ne sont que des pistes issues
de notre étude historique.
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Il est par ailleurs possible de rapporter cela
a des expériences de mesures en physique
ou en SVT.

Dans un deuxiéme temps, on reviendra
a la moyenne subjective, la moyenne des notes
par exemple ; et peut-étre apparaitra-t-il que
si les calculs sont les mémes, la problématique
est totalement différente : recherche-t-on une
«vraie » note, une « vraie » taille ? N’est-ce pas
plutét une référence pratique (et peut-étre
contestable) ? Dans ce genre d’enquéte, la
médiane n’aurait-elle pas plus de sens ? Et
dans le cas d’'une enquéte sur les salaires ?

Cette fois, c’est peut-étre 1’économie,
la géographie... qui pourront servir de point
d’appui.

En premiere, la recherche de la varian-
ce (puis de lécart-type) prendra aussi du
sens, dans le cas du calcul d’erreurs. Comment
savoir si la moyenne d’une série de mesures
est la meilleure approximation de la « vraie »
valeur ?

Les éleves penseront peut-étre d’abord a
utiliser la moyenne des écarts a la « vraie
valeur ». Il n’est pas interdit de leur faire lire
quelques textes de Gauss ou Legendre, parmi
ceux que nous avons cités, pour qu’ils com-
prennent qu’il y avait un choix a faire, et que
ce choix fut fait de fagon plus ou moins arbi-
traire. Que le probleme est que ce choix doit
étre fait alors que justement on ne connait pas

MOYENNE, MEDIANE,
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la « vraie » valeur. Ils auront peut-étre alors
envie de faire des calculs de minimum pour
découvrir ou se trouve la valeur qui minimi-
se les erreurs.

Voila qui sans doute donnera un peu de
sens a I'enseignement des statistiques et per-
mettra aux éleves d’exercer leur esprit cri-
tique, a travers des questions mathéma-
tiques.

Cela permettra aussi d’ouvrir la voie de
facon assez simple a 'enseignement qui sui-
vra sur les « lois » normales ou autres ..., et
d’éclairer comment les « lois » des erreurs
ont pu faire naitre I'idée de la statistique mora-
le pour aboutir a 'usage contemporain que 'on
fait de ces lois, dans tous les domaines. De
méme la recherche des lois en physique ou en
biologie, celle de modeles mathématiques
dans toutes sortes de domaines pourra prendre
du sens, et 'on comprendra pourquoi, il y a
«des » modeles mathématiques et non pas «un »,
et qu’il y a beaucoup d’arbitraire dans les
choix que l'on fait, un arbitraire dont on peut
espérer qu’il est raisonné.

Chacun aura compris, des lors, que I'ensei-
gnement des statistiques ne se résumera pas
a apprendre des formules et les appliquer, mais
qu’il pourra étre riche de réflexions, qui sont
peut-étre assez différentes de celles induites
par les commentaires des programmes, et
qui trouveront totalement leur pace dans le
cours de mathématiques.

37



REPERES - IREM. N° 48 - jullet 2002

MOYENNE, MEDIANE,
ECART-TYPE ...

ANNEXE 1

(extrait de Méthode des moindres carrés - 1821)

La question qui nous occupe a, dans sa nature méme, quelque chose de vague et ne
peut étre bien précisée que par un principe jusqu’a un certain point arbitraire®. La
détermination d’'une grandeur par l'observation peut se comparer, avec quelque justesse,
a un jeu dans lequel il y aurait une perte a craindre et aucun gain & espérer : chaque erreur
commise étant assimilée a une perte que l'on fait, la crainte relative & un pareil jeu doit
s’exprimer par la perte probable, c’est-a-dire par la somme des produits des diverses pertes
possibles par leurs probabilités respectives. Mais quelle perte doit-on assimiler a une
erreur déterminée ? C’est ce qui n’est pas clair en soi ; cette détermination dépend en
partie de notre volonté®. Il est évident, d’abord, que la perte ne doit pas étre regardée
comme proportionnelle a l'erreur commise ; car, dans cette hypothése, une erreur positive
représentant une perte, l'erreur négative devrait étre regardée comme un gain : la gran-
deur de la perte doit, au contraire, s’évaluer par une fonction de Uerreur dont la valeur
soit toujours positive. Parmi le nombre infini de fonctions qui remplissent cette condition,
il semble naturel de choisir la plus simple, qui est, sans contredit, le carré de l’erreur, et,
de cette maniére, nous sommes conduits au principe proposé plus haut.

Laplace a considéré la question d’'une maniére analogue, mais en adoptant, pour mesu-
re de la perte, Uerreur elle-méme prise positivement. Cette hypotheése, si nous ne nous
faisons pas d’illusion, n’est pas moins arbitraire que la nétre™ : faut-il, en effet,
regarder une erreur double comme plus ou moins regrettable qu’une erreur simple répé-
tée deux fois, et faut-il, par suite, lui assigner une importance double ou plus que double ?
C’est une question qui n’est pas claire, et sur laquelle les arguments mathéma-
tiques n’ont aucune prise ; chacun doit la résoudre a son gré'. On ne peut nier pour-
tant que ’hypothese de Laplace ne s’écarte de la loi de continuité et ne soit, par conséquent,
moins propre a une étude analytique ; la ndtre, au contraire, se recommande par la géné-
ralité et la simplicité de ses conséquences.

8 c’est nous qui soulignons.
9 idem

10 idem

11 idem
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ANNEXE 2

Lambert-Adolphe-Jacques Quételet (1796-1874) est né a Gand, en Belgique. Deve-
nu mathématicien un peu par hasard, il a I'idée, en 1823, de fonder un observatoire ; afin
de s’initier & 'astronomie il rencontre Fourier, Laplace, Poisson 4 'Observatoire de Paris
et découvre a cette occasion les statistiques. En 1832 il s’installe & 'Observatoire de Bruxelles
ou il restera jusqu’en 1856. Parallélement & ses travaux en astronomie et climatologie il
s’'intéresse de plus en plus a la statistique. Il est 'initiateur du premier Congres inter-
national de Statistique & Bruxelles en 1853.

Quételet utilise les statistiques pour étudier « ’homme » aussi bien d’'un point de vue phy-
sique (taille, poids, force) que d’un point de vue intellectuel et moral (penchant au crime,
au mariage,...).

Voici ce qu’il écrit dans « Recherches sur le penchant au crime dans les différents dges »
(1832) :

Aprés avoir vu la marche qu’ont suivie les sciences a l’égard des mondes, ne pouvons-
nous essayer de la suivre a l’égard des hommes ; ne serait-il pas absurde de croire que
pendant que tout se fait d’aprés des lois si admirables, 'espece humaine seule reste aban-
donnée aveuglément a elle-méme et qu’elle ne posséde aucun principe de conservation ?
Nous ne craignons pas de dire qu’une pareille supposition serait plus injurieuse a la divi-
nité que la recherche méme que nous nous proposions de faire.

I1 défend le principe d’'une statistique scientifique s’appuyant sur le calcul des probabi-
lités.

La théorie des probabilités devrait servir de base a toutes les sciences d’observation,
précise Quételet.

Il donne une place prépondérante a la moyenne ; il fait la différence entre la moyenne
« objective », qui correspond a quelque chose de réel, et la moyenne arithmétique.
Ainsi, avec lui, les statistiques se sont orientées dans une voie nouvelle : les statistiques
morales, dont la postérité retiendra particulierement I'invention de « '’homme moyen ».
Citons de nouveau Quételet (« Physique sociale ou Essai sur le développement des facul-
tés de ’homme » -1869-)

En réunissant les individus d’un méme dge et d’'un méme sexe et en prenant la moyen-
ne de leurs constantes particuliéres, on obtient des constantes que jattribue & un étre
fictif que je nomme ’homme moyen chez ce peuple./...]

L’homme moyen, en effet, est dans une nation ce que le centre de gravité est dans un corps ;
c’est a sa considération que se rameéne Uappréciation de tous les phénomeénes de l'équi-
libre et du mouvement.

Cette théorie de ’homme moyen, qui annonce par exemple la normalisation des quali-
tés, de méme que l'utilisation a outrance des mathématiques pour justifier des prises de
décision « sociales» , ont provoqué un déferlement de critiques. On doit cependant recon-
naitre que Quételet a su donner a la statistique du 19° s. une impulsion dont I'influence
ultérieure est indéniable.
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Francis Galton (1822-1911), né a Birmingham en Angleterre, est le cousin de Charles
Darwin. Touche-a-tout génial et polyvalent, il est avant tout géographe et explorateur.
La lecture de « L’origine des espéces » que son cousin a fait paraitre en 1859 marque un
tournant dans sa vie et il commence a s’intéresser aux méthodes statistiques et a leurs
applications a toutes sortes de domaines : génétique, anthropométrie, éducation, psychologie.

Il est considéré comme le pere de la biométrie et le fondateur de 'eugénisme.

Il invente le concept de corrélation et sa mesure par le coefficient de corrélation (ce
serait un autre mot et un autre concept a étudier dans un autre article ; signalons seu-
lement que ce coefficient sert dans la recherche d’une relation de régression, d’ou sa nota-
tion par la lettre r).

Dans le domaine qui nous intéresse, nous avons noté qu’il a joué un réle important dans

le développement de la médiane (et des « fractiles »), en relation avec les théories de 'eugé-
nisme qui visent a « améliorer la race humaine ». Il soutient, en effet, que l'utilisation de
la moyenne est adaptée aux situations « symétriques », ce qui est rarement le cas dans
les domaines qu’il étudie. Dans I’étude des tailles, par exemple, il faudrait admettre a
coté de l'existence de « géants », I'existence de personnes dont la taille serait zéro.
Le nom de ce génie polyvalent et parfois inquiétant dans sa recherche de la sélection de
P’élite, est attaché le plus souvent, dans les lycées et colleges, a ce que 'on nomme la « machi-
ne de Galton », qui permet de visualiser la distribution normale.
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