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Résumé

Le texte présente deux exemples de scénarios pour I'apprentissage du nombre ot le recours
a des artefacts concrets joue un role clé. Ces scénarios ont été mis au point suivant la
méthodologie du laboratoire de mathématiques, fondée sur les cadres théoriques de la
médiation sémiotique et de l'approche instrumentale. L’objectif didactique est Ia
construction, par les éleves, des mathématiques véhiculées par l'artefact sous la conduite de
I'enseignant, ce dernier ayant un role crucial de médiateur culturel. Les artefacts considérés
sont un boulier géant a 1'école maternelle et la machine arithmétique ‘Zero+1" (appelée
“pascaline’) a Iécole élémentaire.

Un artefact est un objet matériel réalisé par 'homme pour étre utilisé. Un artefact est un objet
dont la forme est justifiée par la prestation a laquelle il était destiné, méme avant sa
réalisation effective. Les artefacts présupposent un projet d’utilisation, un but et par
conséquent une intelligence capable d’activité créatrice. L’observation que chaque utilisation
d'un artefact (une machine, un ordinateur, etc.) a un effet sur le monde extérieur, mais en
méme temps peut favoriser des processus cognitifs complexes de I'utilisateur. En particulier,
Norman (1993) utilise la locution « artefacts cognitifs » pour souligner le role que n'importe
quel outil, soit matériel, soit symbolique, peut avoir dans le développement des potentialités
cognitives de son utilisateur. En plus, il met en évidence deux processus fondamentaux de la
pensée, non exclusifs : la « cognition d’expérience » et la « cognition réfléchie ». La modalité
d'expérience comporte une réaction immédiate et sans effort appréciable a des stimuli
extérieurs, les processus de pensée réfléchie conduisent a la comparaison, a des idées et des
réponses nouvelles.

Ce texte considere deux exemples d’utilisation d’artefacts en didactique des mathématiques, a
I’école maternelle et a I’école primaire. Il est structuré en six sections. Aprés avoir présenté l'idée de
laboratoire de mathématiques (ou les deux exemples ont été développés) dans la premiére section,
on discute les éléments essentiels des cadres théoriques sous-jacents dans la deuxieme. La troisieme
section est consacrée au lien entre théorie et pratique professionnelle. La quatriéme section expose
I’exemple du boulier géant, alors que le deuxieme exemple concernant la machine arithmétique
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Zero+1 est présenté dans la cinquiéme section. Les conclusions constituent la sixieme et derniére
section.

| - LABORATOIRE DE MATHEMATIQUES

L’idée de laboratoire de mathématiques a ses racines dans les études que pédagogues,
psychologues et éducateurs (comme John Dewey (1859-1952), Edouard Claparéde (1873-
1940) et Maria Montessori (1870-1952)) ont répandues a la fin du XIXéme siécle. Dans la
méme période, plusieurs mathématiciens en Europe et aux Etats-Unis commencérent a
échanger leurs réflexions sur l'enseignement des mathématiques et a mettre en discussion
certaines pratiques d’enseignement, comme les cours magistraux. Dans l'esprit de I'époque,
John Perry (1850-1920) proposa une méthode didactique nouvelle, appelée Practical
Mathematics (Giacardi, a paraitre). Il soutenait que les mathématiques devaient étre
enseignées “with experiment and common-sense reasoning” (cité dans Giacardi, ibidem). En
France, une contribution importante a été donnée par Emile Borel (1871-1956), qui souhaita la
création d’ateliers de mathématiques dans les établissements scolaires pour « amener, non
seulement les éleves, mais aussi les professeurs, mais surtout l'esprit public a une notion
plus exacte de ce que sont les Mathématiques et du role qu’elles jouent réellement dans la vie
moderne » (Borel, 1904). En Allemagne, un grand défenseur de l'utilisation des modeles
matériels fut Felix Klein (1849-1925), qui en décrivit certains dans son ouvrage
« Mathématiques élémentaires d'un point de vue supérieur » (Bartolini Bussi, Masami &
Taimina 2010). En Italie, Giuseppe Vailati (1863-1909) contribua a ce mouvement culturel
avec son idée d’école-laboratoire (Giacardi, a paraitre), concue comme un espace ou les
éleves pouvaient faire des expériences, se poser et résoudre des problemes sous la conduite
de I'enseignant, ainsi que se mettre a 1'épreuve. Giacardi (ibidem) souligne que Vailati révait
d’une méthodologie d’enseignement fondée sur la résolution de probléemes, la production de
conjectures et d’argumentations, avec le but de construire des significations mathématiques,
en référence a la structure théorique des mathématiques. En ce sens, son idée était plus large
que celles de ses colleégues cités auparavant.

L'idée de laboratoire de mathématiques a été reprise a des moments divers dans les réflexions sur
I’enseignement des mathématiques (Maschietto & Trouche 2010). Dans le panorama actuel, la
référence a une méthodologie didactique relevant du laboratoire de mathématiques est présente
dans les documents nationaux de divers pays européens, et méme dans des documents de la
Commission Européenne. Dans la situation spécifique de I'ltalie, le laboratoire de mathématiques a
été proposé dans les documents de la Commission de I'Union Mathématique Italienne (UMI-CIIM)
chargée de la rédaction d’indications pour le curriculum des mathématiques pour tout niveau
scolaire. Dans le document pour I’'enseignement secondaire (AA.VV. 2004), le laboratoire de
mathématiques est défini « comme une série de suggestions méthodologiques » finalisées par la
construction de significations mathématiques. |l est caractérisé par le recours aux outils (par
exemple, logiciels, calculatrices, objets manipulables, ...) dans le travail mathématique et par
I'interaction entre pairs (éléves) et avec I'expert (enseignant).

Pour étudier le laboratoire comme dispositif didactique, il est utile de le considérer comme un
espace phénoménologique d’enseignement et d’apprentissages structuré par |'utilisation de
technologies ou se mettent en place des processus complexes (Chiappini & Reggiani 2004). Les
technologies peuvent étre numériques, ou mécaniques ‘classiques’ (comme les machines
mathématiques, Bartolini Bussi & Maschietto 2006).
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Il - REFERENCES THEORIQUES

La didactique avec les artefacts que nous allons aborder dans ce texte repose sur des
références théoriques ot la notion d’artefact est centrale, comme I'ergonomie cognitive et la
psychologie vygotskienne. Du premier domaine on considére 1'approche instrumentale
(Verillon & Rabardel 1995) portée en didactique des mathématiques par Artigue (2002),
Trouche (2003) ; dans une perspective post-vygotskienne, on se référe a la théorie de la
médiation sémiotique développée par Bartolini Bussi & Mariotti (2008).

1 Approche instrumentale

L’approche instrumentale repose sur la distinction entre artefact et instrument. Un artefact
est un objet matériel ou abstrait, déja produit par I'activité humaine, et destiné a soutenir des
activités nouvelles dans la réalisation d"une tache (selon cette acception, une calculatrice est
un artefact, un algorithme pour résoudre des équations quadratiques est un artefact), il est
donné a un sujet. Un instrument est ce que le sujet construit a partir de l'artefact ; il est
surtout subjectif, 1lié a l'activité du sujet et développé quand un probleme est donné a
résoudre.

Le développement d'un instrument, appelé genese instrumentale, est un processus
complexe, dépendant des caractéristiques de I'artefact (ses potentialités et ses contraintes) et
de l'activité du sujet, ses connaissances et sa facon de travailler. La genese instrumentale a
deux composantes (Figure 1) : I'instrumentalisation (relative a l’artefact, a la découverte et a
la sélection des commandes, a la personnalisation de I'objet) et I'instrumentation (relative a
I"émergence et a 1'évolution des schemes pour la réalisation d'un type de tache ou d'un
ensemble de types de taches) (Trouche 2003). Un instrument est donc composé d'un artefact
(o1 une partie d"un artefact) et des schémes d’utilisation du sujet lui permettant d’accomplir
une tache et controler son activité.

Un sujet Un artefact
ses ses contraintes,
connaissances ses potentialités
——

Instrumentation
instrumentalisation
——————————

temps

Un instrument:
une partie de I'artefact + un schéme
d’utilisation

Figure 1. La genese instrumentale

En reprenant Norman (1993), il faut prendre en compte que la présence de schéemes
d’utilisation, méme si adéquats a la tache a résoudre, peut se configurer comme une
« cognition d’expérience », qui ne contribue pas a augmenter les connaissances disciplinaires
des éléeves. Meira (1998) souligne cette possibilité en retenant I’outil « opaque » par rapport
au savoir qu’il contient. Pour que le moyen devienne « transparent », c’est-a-dire pour qu’il
sollicite des processus de « pensée réfléchie », les taches que l'enseignant assigne et les
modalités a travers lesquelles il promeut la comparaison des solutions proposées des éléves

sont fondamentales.
2 Théorie de la médiation sémiotique

La théorie de la médiation sémiotique se fonde sur les trois éléments fondamentaux de la
psychologie vygotskienne : la zone de proche développement, l'internalisation (qui est
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conduit par des processus sémiotiques) et la médiation sémiotique. Elle se propose de
décrire, de comprendre et de favoriser le processus qui commence avec l'utilisation par un
éleve d'un artefact, en relation avec un savoir mathématique, et conduit a son intériorisation
par cet éleve.

Pour le terme de médiation, Bartolini Bussi et Mariotti (2008) renvoient a la définition de
Hasan pour mettre en évidence la complexité du processus : le terme médiation dérive du
verbe mediate et se réfere a un processus avec une structure sémantique complexe, incluant
les participants et le contexte qui sont importants dans ce processus :

*  Quelqu'un qui fait la médiation, le médiateur ;
*  Quelque chose qui est medié, le contenu relaché par la médiation ;
*  Quelqu'un qui est assujetti a la médiation, le récepteur auquel la médiation apporte
des différences ;
* La circonstance de la médiation ;
* Les moyens de la médiation : a) la modalité ; b) le lieu, ou la médiation peut se
produire.
Dans le cas de la didactique, le médiateur est I’enseignant, et le contenu de la médiation est
constitué par les significations mathématiques en jeu dans les situations proposées; les
récepteurs sont les éleves ; la circonstance de la médiation est le processus d'enseignement-
apprentissage dans le laboratoire de mathématiques ; les moyens de la médiation relévent de
la gestion didactique (repris dans les cycles didactiques, cf. Figure 3) de I'activité avec les
artefacts; le lieu dans lequel la médiation peut se produire est le laboratoire de
mathématiques, en accord avec (AA.VV 2004).

Le cadre théorique est schématisé dans la Figure 2 ci-dessous.
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Figure 2. Schéma de la médiation sémiotique (Bartolini Bussi et al. 2012)

Les éléments essentiels de ce cadre théorique sont :

e Des artefacts, liés a un certain savoir mathématique, sont proposés a la classe, apres
leur analyse sémiotique ;

¢ Quand un éleve agit sur et par un artefact pour faire une action demandée (liée a une
tache), un certain travail sémiotique est sollicité (cf. Figure 2, la composante cognitive
est donnée par le triangle tache-artefact-textes situés) ; dans cette activité, les éleves
produisent des signes (textes situés) comme des gestes, des dessins, des expressions
verbales, etc.

e Le travail conduit avec les artefacts est structuré par des consignes précises, la seule
manipulation d'un artefact n’est pas suffisante a 1’acquisition des mathématiques
dont il est porteur ;
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e [’enseignant repére certains signes produits par les éleves (ou il les introduit, les cas
échéants) et guide leur évolution vers des textes mathématiques, c’est-a-dire vers des
textes cohérents avec le savoir mathématique (I'enseignant est 'expert qui garantit ce
lien) (cf. Figure 2, la composante didactique est représentée par le triangle taches-
textes situés-texte mathématique). Dans ce sens, I'enseignement-apprentissage peut
étre considéré en termes d’évolution de signes (Mariotti 2009) ;

e L’importance du role de I'enseignant, qui « ne peut pas se limiter a rendre explicite la
connaissance mathématique que les éleves doivent apprendre. Relier les
connaissances mobilisées dans l'accomplissement des taches avec le savoir
mathématique envisagé devient I'objet d'une activité spécifique qui porte sur le
développement d'une texture de significations personnelles vers les significations
mathématiques correspondantes » (Mariotti 2012).

Quand un enseignant utilise un artefact pour faire construire des significations
mathématiques aux éléves, il I'utilise comme un instrument de médiation sémiotique.

Une notion clé pour l'analyse d'un artefact est celle de potentiel sémiotique, défini de la
maniére suivante : « Il représente le double lien qui peut s’établir entre

i)  unartefact et les significations personnelles émergeant de son utilisation finalisée ;

ii) cet artefact et les significations mathématiques évoquées par son usage,
reconnaissable comme mathématiques par un expert. » (Mariotti & Maracci 2010)

Dans sa composante didactique, le processus de médiation sémiotique est fondé sur
I'implémentation du cycle didactique (Figure 3), constitué de trois types d’activité : activités
a petit groupe (ou en bindme) avec I'artefact, activités individuelles (production individuelle
de signes) et activités collectives (production sociale de signes), correspondant a des
discussions mathématiques (Bartolini Bussi 1996) dans la plupart des cas.

S—

Travail Travail

avec individuel
lartefact

\ Travail [
collectif

(textes
collectifs)
Figure 3. Cycle didactique

Ce cadre théorique pour le laboratoire de mathématiques, élaboré avec la collaboration des
enseignants-chercheurs affectés aux groupes de recherche, est la référence pour nos
formations d’enseignants, de 1’école maternelle a 1’enseignement secondaire.

1 - THEORIE ET PRATIQUE

Une des questions posées dans les themes de ce Colloque concerne la relation entre
formation et activité de 1'éleve. Elle peut étre posée en termes de relation entre formation et
construction de scénario pour la classe, et rejoint la question trés importante sur les relations
entre formulation théorique, formation et pratique dans la classe. Dans cette section, nous
allons proposer discuter de cette question.

Nous abordons ces questions en faisant référence a deux projets de formation professionnelle
: le premier « Enfants qui comptent » (Bartolini Bussi et al. 2012), coordonné par Bartolini
Bussi, s’adresse aux enseignants des écoles maternelles de la Mairie de Modena ; le deuxieme
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fait partie du Projet Sciences et Technologies de la région Emilia-Romagna et s’adresse aux
enseignants de 1'école primaire a la seconde. Il est constitué de deux phases : la deuxiéme est
en cours, c’est la premiéere qui est ici considérée (et a été coordonnée par Bartolini Bussi et
Maschietto (Bartolini Bussi & Maschietto 2010 ; Maschietto 2010)). Nous ne rentrons pas ici
dans les détails de ces formations, car nous voulons surtout mettre en évidence les liens entre
théorie et pratique.

Le recours au schéma de la Figure 2 met bien en évidence d'une part le travail de 1'éleve
(triangle cognitif pour 1'éleve, partie supérieure du schéma), d’autre part le double role de
I'enseignant dans la construction du scénario ou dans son aménagement a partir de
ressources disponibles (Figure 4, a gauche), et dans sa réalisation et gestion de la classe
(Figure 4, a droite). Nous allons préciser ces deux roles par la suite.

0
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Figure 4. Le double role de I'enseignant
1 Construction du scénario

Dans cette phase (Figure 4, a gauche), 'enseignant choisit 1'artefact en fonction de son
objectif didactique. Dans nos recherches, il s’agit de choisir davantage des artefacts qui ont
peuvent avoir un lien avec l'histoire et la culture mathématique (ou qui sont présents dans
des pratiques sociales).

L’interaction avec le cadre théorique (§ II) a permis de définir un plan de ‘bonnes questions’
pour guider la construction du parcours pour les éleves, c’est-a-dire des consignes a
proposer :

1. Qu’est-ce que C'est ?

2. Comment est-il fait ?

3. Que fait-il ? Comment fonctionne-t-il ?

4. Pourquoi ?

5. Que se passe-t-il si...?
La premiere question encourage la narration ; elle a surtout été utilisée avec les éleves les
plus petits, comme entrée au parcours (§ IV). La deuxiéme et troisiéme question prennent en
compte la genese instrumentale de l'éleve: la deuxiéeme sollicite des processus
d’instrumentalisation, et la troisiéme la construction de stratégies de résolution susceptibles
de devenir des schémes d’utilisation de I’artefact pour résoudre des taches particulieres. En
particulier, la deuxiéme question porte dans la situation la “voix” du constructeur, tandis que
la troisieme porte la ‘voix” de l'utilisateur. La quatriéme question vise a faire émerger les
relations avec les mathématiques, parce qu’il s’agit de justifier I'efficacité de l'utilisation de
l'artefact pour accomplir une certaine tache. Elle sollicite la ‘“voix” du mathématicien (ou du
savoir mathématique). En posant cette question, I'enseignant assume pleinement son role de
médiateur culturel. La cinquiéme question concerne plus précisément le problem solving. Ces
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questions ne représentent pas seulement un support pour la construction du scénario, mais
elles correspondent aussi a une partie de 1'analyse du potentiel sémiotique de I'artefact. Si
I'on se place du coté du savoir, son explicitation constitue le lien «entre l'artefact et les
significations mathématiques évoquées par son usage » (§ I1.2). Ce volet de I’analyse s’appuie
stirement sur le savoir de I'enseignant. L’analyse se complete par 1'étude de formulation de
consignes accessibles aux éléves, en termes de « significations personnelles émergeant de son
utilisation finalisée » (§ 11.2). Dans les deux exemples (§ IV et V), ce type d’analyse sera
développé.

La structure du cycle didactique (Figure 3) permet de controler 1’organisation du temps : par
exemple, il suggere qu’il ne faudrait pas consacrer la plupart du temps a des taches avec
I'artefact, parce que l'on risque de mettre en arriere-plan les moments de réflexion
personnelle et de construction sociale du savoir, essentiels dans cette approche. D’autre part,
le temps d’interaction avec l'artefact ne devrait pas étre trop réduit, si 'on considere que le
savoir visé est strictement lié aux schemes d’utilisation que les éléves vont construire. Un
scénario peut étre composé par I'enchainement de plusieurs cycles didactiques.

2 Reéalisation et gestion en classe

Dans la deuxiéme phase (Figure 4, a droite), I'enseignant doit gérer le cycle didactique, c’est-
a-dire le ‘produit” de I'activité des éleves sollicité par les consignes proposées (par exemple,
les gestes d’utilisation, les dessins, les dialogues, les textes, ...) et le faire évoluer vers des
textes mathématiques, en accord avec l'assertion que les processus d’enseignement et
d’apprentissage sont considérés en termes d’évolution de signes (Mariotti 2009). Il doit donc :

[1] recueillir les éléments des processus d’apprentissage des éléves, repérer les signes
fondamentaux (par rapport au savoir visé) et les schemes d’utilisation,

[2] porter a un niveau de prise de conscience pour les éléves ce qui apparait dans leur
travail (les textes situés sont strictement liés au contexte et difficilement utilisables
par les éleves dans un autre contexte sans 'intervention de I'enseignant).

3 Formation et expérimentations

Dans les deux sections qui suivent (§ IV et V), nous présentons deux exemples de scénario
sur le nombre, portant sur l'utilisation d'un boulier géant a 1'école maternelle et d'une
machine arithmétique a I'école primaire.

En ce qui concerne l'école maternelle, en 2007, une collaboration entre le groupe de
coordination des écoles maternelles de la Mairie de Modéne et Maria G. Bartolini Bussi a été
entamée pour la formation des enseignants de mathématiques. Le projet Mathématiques
ainsi proposé rejoignait d’autres projets : Langue italienne, Sciences, Art, Musique, Anglais,
Orienteering, Philosophie pour enfants. Chaque projet est confié a un ou plusieurs experts de
la discipline et a un pédagogue du groupe de coordination pédagogique. Dans chaque école
(22 écoles maternelles), il y a de 6 a 8 enseignants. Dans son établissement, chaque
enseignant doit choisir I'un des projets, de facon a devenir 'expert de 1'école. Environ 25
enseignants participent au projet de mathématiques.

Au début de chaque année scolaire, le pédagogue et les experts définissent les contenus de la
formation pour chaque projet. Il y a une structure commune pour tous les projets, organisés
en sessions de 4 heures chacune ; les enseignants, les experts et le pédagogue participent a
toutes les sessions, sauf a la troisiéme.

- 1ere session (au mois d’octobre) : début des activités pour 'année scolaire (formation a
niveau adulte) ;

- 2¢me session (au mois de novembre) : poursuite et construction de quelques scénarios (pour
les enfants de 3,4 ou 5 ans) ;
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- 3tme session (au mois de janvier): dans chaque établissement scolaire, le pédagogue
rencontre les enseignants en petits groupes pour discuter des activités en cours, des
problemes rencontrés, des besoins, des points critiques et des idées innovatrices ;

- 4eme session (au mois de février/mars) : discussion des questions posées lors des rencontres
aupres des écoles ;

- beme gsession (au mois de mai) : présentation et discussion de quelques activités réalisées
dans les écoles ; petite exposition de matériels produits par les écoles.

Occasionnellement, les divers projets présentent les résultats a tous les enseignants de toutes
les écoles. Le projet de mathématiques a montré ses premiers résultats en septembre 2010. Le
succes de cette présentation a généré Il'attribution d’une experte en documentation
multimédia avec I'objectif de produire un rapport multimédia (Figure 5), qui a été complété
au mois de juin 2012 etsera présenté au mois d’octobre 2012. Le titre « Enfants qui
comptent » 19 joue sur I'ambiguité du verbe « compter », dans le sens de « dire les nombres »
que dans le sens d’« avoir une valeur ». Dans la Section IV, quelques éléments de ce projet
seront présentés.

BAMBINI CHE CONTANO

ENTRA

Figure 5. Home page du multimédia « Enfants qui comptent »

En ce qui concerne l'école primaire, une formation continue sur le laboratoire de
mathématiques avec les machines mathématiques a été proposée dans le cadre du projet
Science et Technologies?, financé par le conseil administratif de la Région Emilia-Romagna,
et démarré début 2009 ; la premiére phase s’est terminée en juin 2010 (Maschietto 2010). La
finalité du projet était la diffusion de la pratique du laboratoire de mathématiques, surtout
dans l'enseignement secondaire (de la classe de 6éme a la 2nde), méme si des professeurs
d’école y ont participé. Le dispositif de formation se compose de deux phases : une premiere
phase de formation en présence et une deuxiéme phase d’expérimentation en classe de
scénarios congus lors de la premiere phase. Une des séances de formation en présence était
dédiée a la machine arithmétique Zero+1, qui sera présentée par la suite. Dans le cadre de ce
Colloque, cette machine a été aussi proposée dans I'atelier B3, animé par Michela Maschietto
et Sophie Soury-Lavergne (Soury-Lavergne & Maschietto, ces Actes).

19 http:/ /istruzione.comune.modena.it/ memo/Sezione.jsp?titolo=Bambini % 20che % 20contano&idSezione=2233

20 http:/ /www.mmlab.unimore.it/site/home/ progetto-regionale-emilia-romagna/ risultati-del-progetto/libro-
progetto-regionale.html.
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v - ACTIVITES SUR LES NOMBRES A L’ECOLE
MATERNELLE

Dans cette section, nous présentons un extrait du multimédia « Enfants qui comptent »
concernant les expérimentations avec un boulier géant.

Au début de la deuxieme année du projet Mathématiques (année scolaire 2008/09), toutes les
écoles maternelles recurent un boulier géant, produit par des menuisiers de la Mairie sur la
base d’indications fournies par les enseignants. Dans les écoles, traditionnellement,
beaucoup d’activités de comptage étaient proposées aux enfants : I'appel des éleves présents
(et absents), le comptage du nombre de jours du mois de soleil, de pluie, etc. Les enseignants
ont déterminé qu’un artefact exploitable pour aborder ces nombres devait avoir 40 boules ;
d’oti le choix de construire un boulier de quatre rangs avec dix boules chacun. Ce choix
correspond a une variable didactique étroitement liée aux activités traditionnelles; elle
pourrait étre modifiée dans d’autres situations. Le boulier géant n’a pas été délivré assemblé,
de sorte que les enseignants pouvaient décider s’ils 1’assemblaient avec les enfants (en
valorisant les aspects cognitifs et didactiques de cette consigne) ou s’ils le faisaient assembler
par des parents ou grands-parents et le montraient déja prét aux enfants (en introduisant des
consignes additionnelles pour l'exploration de l'artefact). Ces deux possibilités ont été
soigneusement discutées avec les enseignants, en croisant des aspects pratiques avec
quelques références théoriques. Dans la suite, on propose une bréve synthese de 1'analyse a
priori et a posteriori, pour des classes d’enfants de 4 ou 5 ans.

1 Ladévolution de latache

En accord avec Brousseau (1998), la dévolution d'une tache est un point délicat et tres
important de la relation didactique. Pour que les enfants s’engagent dans les problemes
reliés a cet artefact, il a semblé opportun d’introduire une dimension narrative et imaginative
pour leur permettre de proposer leurs interprétations. Le début du scénario présente deux
cas avec des consignes différentes : le cas ou l'artefact est assemblé et 1'autre ot il n’est pas
assemblé (Figure 6).

Pour le cas du boulier déja assemblé, les enseignants ont entamé des discussions en petit
groupe avec des questions du genre : « Qu’est-ce que c’est ? », « Le connaissez-vous ? », « En
avons-nous a école ? », « A quoi peut-il servir ? », etc.

Pour le cas du boulier qui n’est pas assemblé, les enseignants ont entamé des discussions en
petits groupes avec des questions, comme « Qu’est-ce que nous pourrions construire avec
cela ? », « Avez-vous des idées ? », etc. Dans quelques classes, 1'exploration des composantes
du boulier a conduit a d’autres consignes, d’ordre graphique comme « Dessine toutes les
piéces que nous avons » (Figure 7). Dans ce cas, les enfants ont porté beaucoup d’attention
aux formes, aux détails et au nombre de boules. Dans quelques classes, le boulier a ensuite
été assemblé avec 'aide d'un grand-pere qui a interagi avec les enfants pour comprendre
comme joindre les composantes.

XXXIX COLLOQUE COPIRELEM — QUIMPER 2012



CONFERENCE 2 Michela MASCHIETTO

Figure 6. Boulier assemblé (a gauche) et non assemblé (a droite)
Ce processus n’a pas été difficile (a part pour quelques détails techniques, comme serrer les vis),
parce que les enfants de I’école maternelle ont une grande expérience des jeux de construction,
méme complexes.

2 Le boulier comme artefact : instrumentalisation

L'observation des composantes du boulier non assemblé démarre aussi le processus
d’instrumentalisation (§ IL.1), dans lequel le boulier est étudié comme objet matériel,
composé des parties ayant des relations spatiales particulieres entre elles.

Dans le boulier assemblé, les composantes diverses doivent étre identifiées avec des
questions spécifiques, toujours lors d’une discussion en petits groupes : « Comment est-il
fait ? », « De quoi avons-nous besoin pour en construire un autre ? », « Comment donner aux
enfants d"une autre école les instructions pour en construire un identique ? ».

En général, la représentation graphique du boulier assemblé a mis en évidence un bon
niveau de compétences, meilleur que ce que I'on peut trouver avec des enfants plus grands,
qui n’avaient cependant pas accompli auparavant I'exploration du boulier au niveau verbal.
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Figure 7. Dessins du boulier non assemblé (a gauche) et assemblé (au centre et a droite)
3 Le boulier comme instrument : instrumentation

Le boulier assemblé peut étre déplacé dans la classe pour accompagner la résolution de
taches particuliéres : par exemple, compter les points dans le jeu des quilles, compter les
enfants présents dans la classe, planifier la disposition de la table pour le repas (distribution
des enfants sur différentes tables). Dans ce cas, les consignes sont données a un seul enfant
chaque fois, mais toujours dans le contexte du petit ou grand groupe ; elles se référent a une
situation bien précise : « Comment peux-tu l'utiliser pour compter les points ? », « Comment
peux-tu 'utiliser pour compter les enfants présents? ». De cette maniere, des schémes
d’utilisation émergent (§ II.1) : par exemple, compter par rang ou bien compter en déplacant
dans I'ordre une boule de chaque rang (Extrait 1).

Thomas J'avais deviné hier, c’est le compteur qui sert a compter les enfants et d’autres choses.
Giovanni Il sert a compter les nombres.

()

Ens. Avec ce boulier, pouvons-nous compter seulement les enfants ?
Thomas Nous pouvons compter toutes les autres choses, par exemple combien de feuilles nous
avons.
Luca Combien de dents.
Matteo Combien de chaises.
V4
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Ens. Comment faisons-nous pour compter les chaises?
Matteo [/l prend des chaises et les met les unes sur les autres] Je compte les chaises avec les
doigts, d’abord je touche avec le doigt une chaise, puis je vais déplacer une boule.

Extrait 1. Instrumentation de I'abaque

4 Le boulier comme instrument de médiation sémiotique : la construction de
significations mathématiques

La résolution d"une tache spécifique avec le boulier conduit a réfléchir sur « pourquoi » le
boulier aide a résoudre des problemes arithmétiques (§ II.2). Dans ce cas, ce sont les
significations mathématiques intrinséquement incorporées dans le boulier qui sont mises en

jeu, c’est-a-dire :

e Partition : 'enfant compte les boules en les déplacant sur la barre et garde en mémoire
le comptage par la séparation des boules comptées et des boules a compter ;

o Suite des premiers ordinaux : 1'enfant répete la suite des ordinaux pendant le comptage ;

o Correspondance biunivoque : le déplacement des boules est effectué en pronongant la
suite des nombres, I'enfant déplace une seule boule pour chaque mot-nombre ;

e Cardinalité : le dernier ordinal prononcé représente la cardinalité de I'ensemble des
boules comptées ;

e Ecriture des nombres en base dix : la structure du boulier incorpore l'invention de
I’écriture positionnelle en base dix (chaque rang est une dizaine).

Il n’est pas facile de faire émerger et de prendre conscience de ces significations. On peut
s’approcher d’une fagon indirecte (« en acte », selon Vergnaud 1990), par le recours a des
poupées animées par I'enseignant (Figure 8) qui accomplissent des erreurs de types divers
pendant le comptage ; I'enseignant invite ensuite les enfants, en petits groupes, a les corriger
sils ne sont pas d’accord et a expliquer les raisons des corrections.
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Figure 8. Le loup béte qui ne sait pas compter
5 Problem posing et problem solving

La créativité et la maitrise des themes par les enseignants rendent ceux-ci capables de gérer
des interventions inattendues de la part des éleves, de les interpréter par rapport aux
références théoriques. Par exemple, dans une classe, l'enseignant a reconnu un cas
d’instrumentalisation (§ IL.1) lorsque les enfants ont dt inventer un cinquiéme rang de
boules. Dans cette classe, il y avait cinq tables pour le déjeuner ; les enfants réussissaient a
représenter le nombre des compagnons de table sur quatre tables, en employant les quatre
rangs disponibles dans le boulier. IIs ont ajouté, par terre, un rang de dix petits cubes, pour
enregistrer aussi la cinquieme table.

)
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6 D’autres artefacts

Le boulier géant a été I'artefact paradigmatique du projet Mathématiques pendant quelques
années. Toutefois, les enseignants, dans les écoles et dans les rencontres de formation, ont
aussi construit d’autres scénarios relatifs a d’autres artefacts, comme les mains pour compter,
les blocs, des jouets technologiques, etc. Le cadre théorique de référence et le scénario
d’exploration sont semblables, méme s’il reste nécessaire de les adapter aux ages des enfants.
Tout le matériel des cinq années de travail (références théoriques, interviews avec les
enseignants, protocoles individuels et collectifs, photo, vidéo, dessins, etc.) est recueilli dans
le produit multimédia « Enfants qui comptent ».

V - UNE MACHINE A CALCULER A L’ECOLE PRIMAIRE

Dans cette section, on considére un scénario concernant une machine arithmétique,
fonctionnant comme un compteur. Dans la premiere partie de la section, on conduira
I'analyse de la machine en cohérence avec les éléments théoriques exposés ci-dessus (§ II).
Dans la seconde partie, on présentera quelques éléments des expérimentations conduites en
CM1.

Cette machine a été proposée dans 1'atelier B3 de ce Colloque (Soury-Lavergne & Maschietto,
ces Actes).

1 Analyse de la machine Zero+1
1.1 Lastructure de la machine

L’analyse de la structure de I'artefact se réfere a la question « Comment la machine Zero+1
est-elle faite ? » (ce qui correspond a un premier pas du processus d’instrumentalisation, §
IL.1).

Zero+12 (Figure 9) est un outil en plastique (27 cm x 16 cm) composé d'une base verte avec
cinq roues dentelées ; trois roues jaunes (A, B et C, Figure 9 a droite) sont alignées sur le bord
inférieur et deux roues orange (E et D, Figure 9 a gauche) sont alignées sur le bord supérieur.
Chaque roue a dix dents (alluchons) ; les chiffres arabes sont écrits sur chaque alluchon des
roues jaunes, tandis qu'une fleche mauve est solidaire avec chaque roue orange. Au-dessous
des roues A, B et C, il y a des prismes rouges (‘petits triangles’) pointant un alluchon ; une
virgule déplacable (qui, par défaut, est en bas a droite de la base) peut occuper des positions
intermédiaires entre les roues jaunes. Toutes les roues peuvent tourner dans le sens des
aiguilles d"une montre ou dans le sens contraire. Les roues A, B et C ont un onglet qui force a
la rotation d"une dent a la fois.

En partant de la configuration initiale (000) au-dessus des triangles rouges, on peut tourner
la roue A dans le sens des aiguilles d’'une montre jusqu’a (009) sans que d’autres roues ne
tournent. Dans le passage de l'alluchon 9 a l'alluchon 0 de la roue A (qui a ainsi fait une
rotation complete), la roue D pousse la roue B (cf. Figure 9 au centre), qui affiche ainsi la dent
1 au-dessus de son triangle rouge. La roue D (comme la roue E) est une roue auxiliaire pour
transmettre le mouvement. Quand cela se passe, la machine apporte une certaine résistance
par rapport a 'action sur les autres crans et on entende un bruit. De méme, quand on passe
de (099) a (100), a la différence que toutes les roues tournent et le bruit est plus fort.

21 Elle est produite par Quercetti (www.quercetti.it) en Italie.
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Figure 9. La machine arithmétique Zero+1 (a gauche et au centre), la Pascaline de Pascal (a
droite)

1.2 Potentiel sémiotique de la machine

Bartolini Bussi et Mariotti (2008) considérent trois éléments dans l'étude du potentiel
sémiotique d'un artefact :

[1] le contenu mathématique embarqué,
[2] les dimensions historique et culturelle,
[3] les schemes d’utilisation.

Dans ce type d’analyse, on vise a décrire les liens entre un savoir, I'artefact considéré, et les
schemes d’utilisation a construire pour aborder certaines taches.

Contenu mathématique

Zero+l est une machine arithmétique permettant d’effectuer les quatre opérations
arithmétiques fondamentales. Elle permet la représentation symbolique des nombres en
écriture décimale positionnelle jusqu’a trois chiffres : chaque alluchon des roues A, B et C
représente un chiffre. Par rapport a la Figure 9, la roue A représente le chiffre des unités, la
roue B celui des dizaines et la roue C les centaines.

L’axiomatique de Peano? (Peano 1957) définit I'ensemble des nombres naturels sur la base
de trois termes primitifs (nombre, zéro et successeur) et de cinq postulats concernant ces trois
termes. La suite des nombres naturels peut étre ainsi engendrée par itération de la fonction
«+1 » a partir du nombre zéro. Les opérations d’addition et soustraction sont ainsi définies
par récurrence, comme op€rations unaires.

Par rapport a d’autres artefacts, comme le boulier, Zero+1 présente les dix chiffres et se fonde
sur un systeme de représentation des nombres. Du point de vue épistémologique, cet
élément est tres important pour rapport au signifié du zéro, qui, méme s’il indique un
manque d’'unité, a une valeur d’étiquette sur un alluchon et de position dans I'écriture des
nombres.

Dimensions historique et culturelle

La machine Zero+1 est inspirée des machines a calculer? (surtout pour additionner), comme
la fameuse Pascaline inventée par Blaise Pascal (1623-1662) en 1642 (Figure 9). D’autres
éléments historiques sont présents dans (Soury-Lavergne & Maschietto, ces Actes). D’apres

22 Giuseppe Peano (1858-1932).

2 Plantevin & Le Brusq (ces Actes) dans leur atelier présentent des machines pour les multiplications, issues de
I'exposition « Multipliez ! » http:/ /irem.math.univ-brest.fr/expo_2012.html

)
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cette référence historique, Zero+1 est appelé “pascaline” par les éleves qui ont travaillé avec
elle. Dans la suite, les deux noms seront indifféremment utilisés.

Schemes d’utilisation

L’analyse des schemes d’utilisation de la machine consiste a répondre a la question
« Comment la machine peut-elle étre utilisée pour accomplir une tache spécifique ? »
(processus d’instrumentation, § II.1). Dans cette analyse, on va faire le lien entre les modes
d’utilisation et un certain savoir mathématique. Cela correspond a une partie du double lien
caractérisant le potentiel sémiotique de l'artefact. L’autre partie est définie par rapport aux
consignes accessibles aux éléves qui devront s’articuler avec I’artefact.

La pascaline peut étre utilisée pour : compter, représenter les nombres naturels au moins
jusqu’a 999, additionner et soustraire, multiplier et diviser.

Presque tous les schemes d’utilisation répertoriés reposent sur une action de base, qui
représente le principe de fonctionnement de la pascaline : la rotation d'une dent (alluchon) a
la fois. Le comptage est fait par itération de I'action basique a partir de la roue A des unités
(cf. Figure 9), dans le sens des aiguilles d"une montre pour le comptage en avant, et dans le
sens contraire pour le comptage en arriére. A la fin, le nombre est Iu en correspondance avec
les alluchons placés au-dessus des triangles rouges. De cette maniere, la suite des nombres
naturels est obtenue par itération de la fonction « +1 », en accord avec l'axiomatique de
Peano. Pour l'écriture des nombres, on renvoie a la Section V de ce texte, et les opérations
arithmétiques sont discutées dans le texte de l'atelier (Soury-Lavergne & Maschietto, ces
Actes).

2 Expérimentations

Les expérimentations (Casarini & Clementi 2010) dans le cadre du projet Sciences et
Technologie ont été construites autour des ‘bonnes questions” (§ III.1) discutées pendant la
formation en présence et sur des ressources (Canalini, Ferri & Maschietto on-line) sur la
pascaline issues des expérimentations précédentes (Canalini Corpacci & Maschietto 2011,
2012 ; Ferri & Maschietto 2007). Nous présentons un scénario de trois séances expérimenté en
CM1 sur le systéme d’écriture des nombres.

2.1 Découverte et exploration

La premiere séance est centrée sur la découverte et 'exploration de la pascaline, avec la
structure suivante: travail en bindme avec une pascaline sur la structure de la machine
(Comment est-elle faite ?) et sur ses fonctionnalités (Que fait-elle ?) ; discussion collective, ot
la machine est décrite et des hypotheses sur son fonctionnement sont formulées ; travail
individuel de représentation de la machine.

Pendant la discussion collective, I'enseignant fait émerger les éléments du travail en binéme,
ce qui correspond a faire partager a tous les éleves les différentes explorations et les sighes
produits dans 'activité. Cela permet a I'enseignant de repérer des signes a faire évoluer.

L’Extrait 2 montre un exemple de description de la machine (ce qui correspond a un texte
situé), verbalisé lors de la discussion collective. D’autres éléeves ne reperent pas les
engrenages, mais ils interpretent les roues comme des fleurs et les alluchons comme des
pétales. Pour d’autres, les roues sont des horloges. Ce sont des exemples des diverses
significations personnelles des éleves (§ 11.2).

Filippo Il y a des engrenages.

Ens. Décrivons les engrenages.
Alice Deux orange et trois jaunes. IIs ont des pointes avec des nombres de zéro a neuf. Il y a des
triangles rouges et une virgule que I'on peut déplacer et des fleches mauves.
fFo
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Extrait 2. Comment la machine est-elle faite ?

L’Extrait 3 correspond a la question du fonctionnement de la machine. Les interventions de

I'enseignant visent a favoriser l'argumentation et communication entre les éleves. On
remarque que les éléves, comme dans 1'Extrait 2, parlent de nombres sur les alluchons.

Angela  Laroue orange fait tourner la jaune...

Ens. Laquelle ?
Matteo La suivante.
Ens. Elle fait tourner la suivante et Mattia a dit qu’elle la fait tourner... comment?

Mattia Par la fléche.
Angela  Etle numéro change.

dans 'autre sens.

Matteo L. En plus, on peut choisir de tourner ces numéros dans le sens des aiguilles d"une montre ou

Extrait 3. Comment la machine fonctionne-t-elle ?

La discussion collective est le moyen pour l'enseignant de faire formuler aux éleves leurs
hypotheéses sur l'usage et le fonctionnement de la machine (Extrait 4). On remarque la
richesse du langage (décoder les nombres, compter, trouver les unités), qui sous-entend des
significations diverses pour les éléves et des schemes d’utilisation a construire, mais aussi le
travail évoqué précédemment, a la charge de l'enseignant, pour lier l'artefact aux
significations mathématiques et faire évoluer les productions vers des textes mathématiques.

Ens. Cette machine sert a ...

Amine A décoder les nombres

Ins. Décoder les nombres ?

Alice Compter les décimaux. (...)

Luca Pour essayer de trouver les unités.

Ens. Etes-vous d’accord ?

Emma A compter.

Matteo Elle peut aussi servir a faire des opérations.
Ens. On verra si cela est vrai.

Alex A faire des opérations avec dix, cent, mille.
Federico  Selon moi, elle sert a former les nombres de trois chiffres.
Shady: A mon avis, la pascaline sert a calculer.

Matteo V. La pascaline sert a comprendre les chiffres et les nombres.

Extrait 4. A quoi la machine sert-t-elle ?

Pendant l'exploration, les éleves découvrent I'automatisme de la pascaline, la retenue
(Extrait 5), mais le travail pour la transparence de I’artefact reste a faire.

Elmehdi La fleche se baisse quand [le triangle rouge] est sous le neuf et apres je mets le
zéro, la fleche fait tourner celle d"apres.

Marius Quand j'ai tourné dix fois, alors [la fleche mauve] fait tourner celle d’apres.
Alex Quand le zéro arrive, la fleche fait tourner la roue d’apres.

Extrait 5. Ce que la machine fait

En accord avec le cadre théorique et la structure du cycle didactique, I'enseignant propose un
travail individuel (dessiner la machine) qui permet aux éleves de représenter leur premiere
conceptualisation de la machine et de revenir sur le travail fait (Figure 10). Du coté de
l'enseignant, les dessins constituent d’autres textes situés, exploitables dans la suite.
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Figure 10. Dessins de la pascaline

2.2 Analyse de la machine et sa construction en papier et attaches
parisiennes

Dans la deuxieme séance, compte tenu des différents dessins produits, les éleves travaillent
sur des représentations de la machine qui contiennent des erreurs. Ensuite, I’enseignant gere
une discussion collective sur le travail fait, et enfin propose aux éleves un travail en bindme
de reconstruction de la pascaline en papier, pour vérifier I'organisation des composantes et le
sens de rotation des roues (Figure 11).

Figure 11. Travail en bindme pour la reconstruction de la pascaline

2.3 Les schémes d’utilisation pour I’écriture des nombres

La troisieme séance a la structure suivante : travail individuel sur la consigne « écrire le
nombre 13 sur la machine » et expliquer comment faire pour I'écrire. Dans la discussion
qui suit ce travail, I'enseignante vise a la construction sociale des schemes d’utilisation
pour I'écriture des nombres.

Les deux schémes d’utilisation (Soury-Lavergne & Maschietto, ces Actes), écriture par
itération (Extrait 6) et par décomposition (Extrait 7) apparaissent dans les fiches des
éleves. On peut identifier les différents niveaux des éleves dans leurs écrits.

)
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On doit tourner la premiére petite roue et le nombre change, tu dois le tourner au moins 13
fois dans le sens des aiguilles d’'une montre et le 13 se forme sur la petite machine 0+1.

Pour arriver a 13, il faut tourner le premier engrenage jaune a droite. Pour arriver au nombre 1,
il faut faire faire un tour au premier engrenage de telle fagon a ce que le deuxieme déclenche
le 1 et puis tu tournes le premier engrenage sur le 3 et le jeu est fait.

Extrait 6. Ecriture par itération

On prend la pascaline, puis dans la roue jaune des unités on déplace les pétales de 0 a 3
en faisant trois clics. Puis, dans la roue jaune des dizaines, on déplace le pétale d'un
clic, c’est-a-dire de 0 a 1. Et le 13 est formé.

Pour mettre le nombre 13 sur la machine, il faut que I'engrenage en bas a droite pousse la dent
avec le nombre 3 ol il y a le petit triangle rouge. Pour mettre le nombre 1, tu dois déplacer
I’engrenage en bas au centre, le déplacer dans le sens des aiguilles d’'une montre jusqu’au 1 ne
sort pas. Le dernier engrenage est laissé a 0.

Extrait 7. Ecriture par décomposition

VI - CONCLUSIONS

Dans ce texte, nous avons présenté les références théoriques et deux exemples de processus
d’enseignement et apprentissage avec artefacts, dans le cadre du laboratoire de
mathématiques. Nous avons voulu apporter nos contributions a la question des relations
entre formation et travail sur le terrain d'une part, sollicitation et gestion de 1'activité des
éleves d’autre part. Les deux exemples mettent en évidence la formulation de consignes
permettant aux éleves de faire émerger des significations personnelles liées a I'utilisation de
I'artefact pour accomplir une tache, mais aussi le travail a la charge de I’enseignant pour lier
ces significations aux mathématiques. Pour cette tache, I'analyse du potentiel sémiotique de
I’artefact est un outil essentiel.

Les deux artefacts ici considérés, méme s’ils sont différents et utilisés & des niveaux scolaires
divers, partagent une partie du savoir mathématique embarqué, ce qui constitue un lien fort
entre eux. Avec d’autres artefacts (comme l'abaque, les batonnets), ils peuvent étre
considérés membres d’un ensemble d’artefacts disponibles pour I'enseignant pour I'écriture
des nombres naturels (Bartolini Bussi & Maschietto 2008). La comparaison des analyses de
leurs potentiels sémiotiques met en évidence les différences réciproques et justifie aussi
pourquoi il est nécessaire de considérer un ensemble d’artefacts plutoét qu'un artefact isolé.
Le boulier, méme s’il s’inscrit dans le micro-espace, peut générer a I'école primaire d’autres
schemes d’utilisation (et donc significations mathématiques) par des consignes appropriées,
alors que la pascaline peut étre proposée au college avec des consignes qui catalysent les
processus de formulation de conjectures et d’argumentation.
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