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Résumé : 
L’étude de la géométrie enseignée conduit à introduire la notion d’espace de travail 

de la géométrie. Comment aller au-delà de la simple, et peut-être naïve, constatation de 
la nécessaire existence d’un lieu où s’exerce l’activité du géomètre qu’il soit expert ou 
élève ? Dans cette communication, j’essaie de répondre à cette question en développant 
les deux types d’enjeux constitutifs des espaces de travail : l’enjeu épistémologique et 
l’enjeu didactique. 
 
 

INTRODUCTION 
Un élève qui résout un problème de géométrie se place de fait dans un espace 
particulièrement complexe constitué d’objets visibles comme les figures, il peut aussi 
utiliser des outils physiques comme les instruments de dessin pour expérimenter, des 
outils conceptuels comme les définitions et les propriétés pour raisonner. Ce lieu de 
l’activité géométrique paraît si naturel et si évident qu’il en devient transparent et 
quasiment invisible. Le propos de cette présentation est de tenter de le préciser et de le 
mettre en relief. L’étude de cet espace que nous désignerons désormais sous le terme 
d’espace de travail géométrique (ETG) est double et renvoie à deux sortes d’enjeu. Le 
premier enjeu de type épistémologique consiste à décrire un lieu optimisé et idéalisé où 
il est possible de résoudre sans turbulences les problèmes de géométrie. Mais de fait les 
utilisateurs de cet ETG idoine sont souvent des individus néophytes ou non-spécialistes, 
il importe alors d’étudier et de comprendre leur ETG personnel, ceci constitue l’enjeu 
didactique. 
Le thème présenté dans cette communication est encore en mouvement, non stabilisé et 
bien imparfait1, notre souhait est que le lecteur puisse s’y intéresser et ainsi le faire 
évoluer. 
 

UN EXEMPLE : DE LA COUTURE À LA COUPE GÉOMÉTRIQUE 
Nous commençons par donner un exemple extrait d’un manuel de cours 
complémentaire pour jeunes filles publié en 19112 et qui porte le titre rare de 
« géométrie expérimentale » avec le sous-titre « appliquée aux travaux de la femme ». 
Dans cet ouvrage, l’auteur tente d’établir un pont entre la géométrie et la coupe en 
couture en parlant d’une « géométrie de coupe géométrique, c’est-à-dire scientifique ». 

                                                 
1 Certains oseraient dire « en travail » 
2 Lacabe-Plasteig paru chez Félix Juven. 

mailto:kuzniak@math.u-strasbg.fr


Espaces de travail géométriques 

104 

Cet appui mutuel consiste à introduire les termes et les définitions géométriques à partir 
de supports liés au monde de la coupe, notamment les étoffes : c’est ainsi que les plis et 
les fils de l’étoffe jouent un rôle prédominant. 

Dans la pratique, on considère les fils de chaîne, appelés simplement fils, et les 
fils de trame, appelés duites, comme étant perpendiculaires les uns aux autres. 
Quand la droite à tracer est perpendiculaire à la chaîne ou à la trame, il suffit 
d'épingler un fil, une duite et leur point de croisement, pour déterminer un angle 
droit (p. 20). 

Des expériences sont proposées pour dégager certaines propriétés comme dans le cas 
des droites parallèles. Enfin, le va-et-vient entre les remarques sur les objets et les 
applications apparaît nettement dans les activités de construction des figures objets de la 
coupe comme ici le losange : 

Il est facile de couper rapidement un losange de diagonale donnée, ou de coté 
connu. Remarquons, à cet effet, que si l'on fait tourner une portion de losange 
autour de l'une ou l'autre diagonale, la partie mobile recouvre exactement la 
partie fixe. Après deux plis à angle droit, on obtient quatre triangles rectangles 
superposés. Par suite, si l'on veut découper un losange dans une étoffe, on la 
plie sur elle-même pour former quatre angles droits autour d'un point ; puis, 
d'un seul coup de ciseaux, dirigé suivant l'hypoténuse d'un triangle rectangle, on 
coupe les quatre épaisseurs ; on déplie (p. 63) 

 
Les exercices mettent en œuvre les constructions découvertes pour aboutir à des objets 
plus complexes. 
 
 
Cet exemple, volontairement choisi hors du contexte actuel, vise à dégager un certain 
nombre de problèmes. 

1. La constitution d’un espace de travail géométrique en interaction forte avec le 
monde réel avec la confusion possible entre l’objet géométrique et son origine 
concrète3.  

2. La nature effective de cet espace pour les différents usagers. Le novice risque de 
ne voir ici qu’un travail de couture inutilement compliqué par des considérations 
annexes, le maître pense faire de la géométrie de type théorique, l’expert perçoit 
l’oscillation entre ces deux univers. 

3. La question de l’élaboration d’un modèle théorique à partir de la réalité et en 
retour l’application possible de ce modèle à la réalité. 

 

                                                 
3 Dans notre terminologie, il s’agit là d’un cas de Géométrie I dont l’horizon on le sait est 
technologique. 
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VERS UNE DÉFINITION DE L’ESPACE DE TRAVAIL IDOINE. 
Pour éclairer notre conception de l’espace de travail, nous allons faire référence à la 
reconstitution dans un musée, par un ethnologue, d’un atelier de forgeron. L’ethnologue 
disposait de l’atelier originel non utilisé depuis la mort du forgeron. Au cours du travail 
de prise d’indices et de mesure, il commença à entrer dans les pas du forgeron, à 
comprendre l’agencement et l’économie des objets autour de la forge. Il put alors 
reconstituer non plus seulement un lieu inerte mais l’espace de travail de ce forgeron et 
ainsi expliquer l’usage de certains instruments liés à l’histoire de l’utilisateur ou à la 
fonction particulière de cette forge dédiée au ferrage des chevaux. 
L’espace de travail de la géométrie sera un lieu habité que l’on peut approcher à partir 
de certaines de ses composantes mais dont le sens complet dépend de la fonction et de 
l’utilisateur. Pour définir l’ETG idoine, il faudra décrire la fonction et la composition de 
l’espace de travail de manière idéale. Lorsqu’on s’intéressera à l’utilisateur spécifique, 
c’est l’ETG personnel qui interviendra. 
L’espace de travail idoine doit permettre des articulations entre plusieurs éléments dont 
les plus caractéristiques nous semblent être le modèle théorique, l’objet géométrique et 
un milieu matériel. Ainsi, nous appellerons espace de travail de la géométrie, ce lieu 
organisé par et pour le géomètre où se mettent en réseau les trois pôles [voir figure] que 
sont l’espace réel et local en tant que support matériel, l’ensemble des artefacts qui 
seront les outils et instruments mis au service du géomètre et enfin un modèle théorique 
qui définira le type de géométrie utilisée.  
 

 Espace local et réel Modèle théorique 

Artefacts 
(outils informatiques ou classiques) 

Espace de travail de la 
géométrie 

 
 
La précision des diverses composantes va se faire en relation avec la nature de la 
Géométrie mise en jeu. Il y a en effet un lien dialectique qui s’opère entre les 
composantes et le paradigme de référence. Ce dernier permet d’interpréter les contenus 
des composantes qui en retour par leurs fonctions différentes participent à la spécificité 
des différents paradigmes. Nous serons souvent confrontés à cet apparent paradoxe qui 
fait définir comme géométrique la fonction d’un objet lorsqu’il intervient dans une 
géométrie que nous essayons justement de mieux définir. 

Espace local et réel 
Il est bien sûr difficile de préciser l’espace qui fait l’objet de la géométrie puisqu’en 
quelque sorte pouvoir décrire l’espace support est l’objet premier du travail du géomètre 
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au moins dans la conception abstraite et formelle de la géométrie4. Dans les autres cas, 
cet espace est souvent considéré comme transparent et l’utilisation même du mot espace 
n’a pas beaucoup de sens. Dans la vision abstraite, l’espace est constitué de points, de 
droites et de plans dont les relations sont explicitées par le modèle. Ce regard permet 
d’introduire les sous-parties de l’espace comme des ensembles de points. En géométrie 
axiomatique classique de type Euclidien5, certaines sous-parties de l’espace sont en fait 
les objets d’étude et l’on parlera de figure ou de configuration. En Géométrie I, il s’agit 
d’objets physiques, de dessins.  
De fait, il est nécessaire de considérer l'espace réel comme support de la géométrie. Nos 
faisons notre la pensée formulée par Lechalas6 au moment de la crise des géométries 
non euclidiennes. 

Il semble que le raisonnement géométrique ait essentiellement besoin de 
s'appuyer sur une image car si cette image s'évanouit le concept abstrait de 
grandeur subsiste seul et la géométrie fait place à l'algèbre. 

Les objets géométriques sont un constituant essentiel de l'espace de travail géométrique 
et les différents points de vue sur leur nature exacte dépendent à la fois du modèle 
théorique qui les définit et de l'espace réel dans lequel ils se trouvent. 

Les artefacts 
Comme il semble que ce soit l’usage en didactique des mathématiques, nous utiliserons 
le mot artefact dans le sens que lui donne RABARDEL7 de chose ayant subie une 
transformation d’origine humaine. Il ajoute que cette chose doit être susceptible d’un 
usage pouvant s’inscrire dans des activités finalisées. Dans l’usage géométrique, ces 
choses seront les outils et les instruments utiles en géométrie. RABARDEL précise qu’un 
instrument est un artefact pris en main par un individu grâce à des schèmes d’action. 
Les artefacts sont une composante déterminante de l’espace de travail puisqu’ils 
constituent la face la plus visible et la plus prégnante pour l’élève. Dans le cadre 
euclidien classique, on sait l’importance des constructions à la règle et au compas. La 
règle n’est pas graduée et ainsi la Géométrie II se différencie radicalement de la 
Géométrie I où la mesure peut intervenir. Ainsi le problème de la détermination de la 
trousse à outils est fondamental pour toute réflexion sur les problèmes géométriques et 
notamment, bien sûr, ceux dits de construction. L’introduction de nouveaux outils de 
type informatique a bouleversé les artefacts utilisés et créé, de fait, des nouveaux 
espaces de travail dont l’étude à la fois théorique et didactique a nourri les recherches en 
didactique des mathématiques. Cette dernière remarque nous permet de préciser que, 
dans une géométrie donnée, les espaces de travail géométriques sont multiples ; c’est 
une source de difficultés supplémentaires. 

Le modèle théorique 
Le sens du mot modèle oscille entre concret et abstrait, réalisation matérielle et norme 
abstraite. Cette oscillation qui reflète la distinction entre les différents paradigmes que 
nous étudions, nécessite de préciser notre emploi du mot « modèle ». Dans ce qui suit, 
nous appellerons modèle théorique le modèle abstrait qui résulte soit d’une 
modélisation, soit d’une définition a priori.  

                                                 
4 Ce que recouvre la Géométrie III. 
5 Le paradigme que nous désignons sous le terme Géométrie II. 
6 G. Lechalas [1889] La géométrie générale in La critique philosophique. 
7 P. Rabardel [1995] Les hommes et les technologies Armand Colin p. 59 
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Dans le premier cas, le modèle théorique résulte d’un processus de modélisation par 
schématisation et idéalisation du monde réel dont il cherche à rendre le plus fidèlement 
compte. La géométrie axiomatique classique entre dans cette description et qu’il est 
possible de donner l’origine naturelle de certaines propriétés de la Géométrie II. 
Dans le deuxième cas, le modèle théorique préexiste et ce qu’on appelle modèle est 
cette fois une représentation matérielle ou virtuelle destinée à donner du sens à un 
système d’axiomes et d’énoncés qui est donné a priori. Il s’agit alors d’une 
interprétation (et souvent d’une création) qui doit rendre compte des objets et des 
propriétés définis par les axiomes. Le modèle matériel vient éclairer le système 
d’axiomes et favoriser éventuellement le développement de la théorie par le géomètre 
en fournissant à son intuition un cadre plus familier. La géométrie de type formaliste 
(Géométrie III ) entretient ce rapport au modèle théorique. Ceci apparaît nettement dans 
les nombreux modèles matériels créés pour rendre compte des axiomes décrits par 
HILBERT, quand on ne retient pas l’axiome d’ARCHIMÈDE ou quand on nie l’axiome du 
parallélisme (rappelons, sans le développer, l’exemple du modèle de KLEIN pour la 
géométrie hyperbolique). 
 

ORGANISATION MATHÉMATIQUE ET DIDACTIQUE DE L’ETG IDOINE 
Le développement d’un espace de travail géométrique idoine est une étape essentielle 
lorsqu’on désire mettre en place une nouvelle organisation mathématique du modèle 
géométrique comme le montre l’exemple de la difficile introduction des transformations 
dans l’enseignement de la géométrie au Collège et au Lycée en France. 
En effet, la modification de la structuration mathématique du modèle abstrait entraîne 
de fait un changement de l’espace de travail de la Géométrie et si l’on ne modifie pas 
les artefacts et l’espace support, cet espace de travail peut se révéler inadapté. Or, les 
transformations géométriques ont été introduites dans l’espace de travail classique de la 
Géométrie, qu’on pourra qualifier de statique, sans le modifier de façon à faciliter la 
réalisation de ces transformations afin qu’elles ne soient pas seulement mentales. La 
création de logiciels de géométrie dynamique a tenté partiellement de combler cette 
lacune. 

Dessin à main levée et place de l’oral 
L’exemple du relatif échec de 
l’introduction des transformations avec 
un espace de travail inadéquat a déjà 
montré l’importance pédagogique du 
choix de l’espace de travail de la 
géométrie. Nous allons préciser ce 
point en étudiant dans ce sens un 
exercice extrait du manuel Décimales 
4ème page 139 (Belin 1998). 
La première question invite l’élève à 
construire la figure et insiste sur 
l’importance de la mesure. L’espace de 
travail de cette question renvoie à la 
Géométrie I avec l’importance 
accordée aux instruments et aussi à la 
mesure. Or le but du problème, dans la 
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question 2, se situe en Géométrie II, il y a là un conflit classique fréquent8. Mais cet 
exercice introduit une autre résistance qui porte sur la nature de l’espace de travail 
idoine.  
En effet, la tâche demandée est particulièrement lourde puisqu’il faut repérer de 
nombreuses égalités d’angles pour arriver à montrer à la fois l’alignement de H, B et F 
et l’orthogonalité des droites (HC) et (HB) d’une part et (FD) et (BF) d’autre part. Dans 
l’espace de travail classique, papier crayon avec une demande de production écrite de 
l’enchaînement déductif, la rédaction complète prend une copie double d’élève 
consciencieux. 
Cette fois, le maître, s’il décide de donner cet exercice, doit se poser la question de 
l’existence d’un espace de travail qui allège le travail de l’élève. Il pourra s’agir d’un 
espace qui intègre le dessin à main levée et l’expression orale des élèves supprimant par 
là même deux obstacles : la construction effective et la lourde rédaction linéaire. Il se 
crée ainsi un nouvel espace de travail qui donne un statut précis à des notions comme le 
dessin à main levée ou l’oral en mathématique dont la place est souvent floue dans 
l’enseignement.  

Les cadres mis en jeu 
Nous nous référons ici à la notion de cadre introduite par DOUADY. Pour elle : 

Un cadre est constitué des objets d'une branche des mathématiques, des 
relations entre les objets, de leurs formulations éventuellement diverses et des 
images mentales associées à ces objets et à ces relations. Nous concevons la 
notion de cadre comme une notion dynamique.9 

L’espace de travail géométrique pour être efficace doit permettre des jeux de cadre. 
Notre approche a permis ainsi de distinguer deux types de jeux de cadre. Le premier 
joue sur les différents types de géométrie. Quant au second, que l'on peut qualifier 
d'externe, il fait interagir le cadre géométrique avec un cadre non géométrique. Nous ne 
nous préoccuperons ici que de ce dernier, le plus classique. Dans ce cas, les cadres 
associés ont souvent comme principale fonction de mettre en place un calcul 
(numérique, algébrique ou vectoriel) qui se substitue à la difficile démarche déductive 
que privilégie la géométrie. Cette dernière se décline alors en de multiples formes 
spécifiées par des qualificatifs différents : algébrique, analytique, vectorielle... 
Un cadre particulièrement important est certainement le cadre numérique. Ce cadre 
dépend notamment de l'ensemble de nombres utilisés (décimaux, rationnels ou réels) sur 
lesquels le calcul est possible : ce calcul pouvant être exact ou approché. La différence 
d'approche de l'approximation, et par conséquent de la notion d'exactitude, distingue 
profondément les conceptions de la géométrie. La mise en place des cadres numériques 
est essentielle à la bonne organisation de l’espace de travail géométrique : on peut par 
exemple constater les difficultés posées par certains problèmes de géométrie qui 
nécessitent la connaissance des nombres réels alors que ceux-ci sont absents du 
collège10. 

                                                 
8 Voir par exemple notre étude voir notre étude Quelques éléments de réflexion sur 
l’enseignement de la géométrie : de l’école primaire à la formation des maîtres Revue Petit X 
n°51. Grenoble pp 5-21 
9 DOUADY R. (1986) Jeux de cadre et dialectique outil-objet Recherches en Didactique des 
Mathématiques vol 7/2. Ed La pensée sauvage. Grenoble. 
10 Pour un exemple HOUDEMENT C, KUZNIAK A, (2003) Quand deux droites sont « à peu près » 
parallèles ou le versant géométrique du « presque » égal, Revue « petit X » n°61. CRDP 
Grenoble pp. 61-74 
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LE DÉVELOPPEMENT DE L’ETG PERSONNEL 
Dans les faits, l’ETG personnel de l’élève ne fonctionne pas nécessairement comme 
l’ETG de référence. En effet, ce dernier ne surgit pas tout fait dans le cerveau de 
l’utilisateur, il est le fruit d’un long apprentissage qui met en place les différents 
schèmes d’action assurant la cohérence de l’ETG. D’autre part, l’élève peut rencontrer 
des difficultés dans son usage ou faire des erreurs comme dans tout apprentissage.  
L’enseignant va devoir travailler pour que les artefacts deviennent des instruments au 
sens de RABARDEL, pour que les divers objets de l’espace étudié deviennent familiers à 
l’élève et pour qu’enfin les éléments du modèle théorique puissent se structurer autour 
de ces objets. La structuration de l’ETG passera par un choix de situations didactiques 
et par l’organisation d’un milieu (au sens de BROUSSEAU). 
Mais en plus de cette entrée classique en didactique des mathématiques, le 
développement personnel de l’ETG suppose aussi que l’on envisage le problème dans 
sa dimension psychologique et cognitive. Les voies proposées sont évidemment très 
diverses et nous ne retiendrons que deux pistes qui ont déjà fait l’objet de nombreux 
travaux en didactique des mathématiques. Il s’agit d’une part de l’aspect sémiotique 
avec la notion de registre de représentation sémiotique particulièrement féconde pour 
traiter d’une Géométrie articulée autour des figures. L’autre aspect que nous avons pris 
en compte est celui des niveaux de pensée de Van Hiele. 

Registres sémiotiques et ETG 
Les études didactiques portant sur l’enseignement de la géométrie au Collège ont 
conduit à la nécessité de complexifier la notion de figure. Pour les élèves de Collège, la 
figure peut soit être un support du raisonnement, soit par son existence même la preuve 
cherchée. Ce double regard sur un même objet a conduit les didacticiens à tenter de 
distinguer par des mots ce que l’usage confond et à la suite de PARZYSZ, la distinction 
dessin-figure est devenue classique11. 
Le changement de statut de la figure est un des points les plus visibles dans l’évolution 
de l’ETG. Sa prise en charge est possible par la gestion des artefacts, notamment les 
logiciels géométriques dynamiques. Le jeu sur la figure s’articule aussi sur la liaison 
espace-modèle dans l’ETG et donc sur la relation entre le spatial et le théorique : 
préciser la gestion de cette interaction est l’objet de l’approche cognitive de DUVAL. 
Pour cela, il introduit un travail spécifique, encore un jeu, sur les registres de 
représentation sémiotique que sont le registre figural et le registre discursif. La 
connaissance du jeu entre ces deux registres est certainement un des enjeux de 
l’apprentissage de la géométrie axiomatique naturelle (Géométrie II).  
Nous allons montrer sur cet exemple, comment une approche cognitive peut venir se 
superposer à l’espace de travail géométrique. Ce dernier résulte d’une réorganisation 
des processus cognitifs associés aux diverses composantes de l’ETG. Dans son article 
« Why to teach geometry ? », DUVAL12 introduit trois processus cognitifs : 
 Le processus de visualisation lié aux figures mentales ou sur un support matériel. 

                                                 
11 Dans notre approche, la définition de la figure dépend du paradigme géométrique de 
référence. 
12 R. DUVAL (1995) Why to teach geometry Icmi Studies on Geometry Catania 
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 Le processus de construction dépendant des outils utilisés (règles, compas…). 
 Le processus de preuve articulé sur un discours théorique. 
Il réorganise ensuite ces trois processus dans un schéma que nous superposons sur celui 
de notre espace de travail (les flèches sont de DUVAL). 
Ce modèle doit être vu de façon dynamique pour saisir l’évolution du processus cognitif 
lié au travail géométrique. 
 
 

 

Visualisation 

Espace local et réel Modèle théorique 

Espace de travail  de la 
géométrie 

Preuve 

Construction 

Artefacts  
Chacun de ces points pose des problèmes particuliers d’apprentissage, DUVAL lui-même 
a particulièrement étudié le rôle de la visualisation et de l’argumentation dans le 
processus de preuve. 

Le développement des niveaux de pensée géométriques 
En s’appuyant, d’une part sur la théorie de PIAGET et d’autre part sur la GestaltTheorie, 
VAN HIELE a construit une théorie du développement de la pensée géométrique chez 
l’enfant basée sur les différents niveaux d’appréhension perceptifs et logiques des 
figures. L’élève passe idéalement par cinq niveaux (numérotés de 0 à 4) qui le 
conduisent de la perception simple à une conception abstraite et discursive de la 
géométrie. Les deux premiers niveaux (visualisation et analyse) se distinguent ainsi des 
deux derniers (déduction formelle et abstraction). Le niveau 2 (déduction informelle) 
correspond à une phase de transition où s’élabore le raisonnement géométrique. 
Nous avons développé avec J.C RAUSCHER une utilisation possible en formation des 
enseignants de cette approche basée sur un développement des niveaux de 
conceptualisation. Nous renvoyons à notre présentation dans ces actes13. 
 

                                                 
13 Voir aussi KUZNIAK A, RAUSCHER JC Autour de quelques situations de formation en géométrie 
 pour les professeurs d’école. Actes du colloque sur la formation des maîtres. La Roche 
 sur Yon. Université de Nantes (2002) pp 271-290. 
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CONCLUSION 
La spécificité de la géométrie élémentaire fait rencontrer un monde idéal avec un monde 
matériel par l’intermédiaire des objets géométriques.  
L’espace de travail de la géométrie précise cette rencontre et l’explicitation de cet 
espace facilite, selon nous, le travail d’analyse didactique de l’enseignement de la 
Géométrie.  
La détermination a priori d’un espace de travail idoine ne dépend pas que de la simple 
donnée du modèle géométrique. Elle suppose une réflexion sur une réorganisation 
didactique des composantes de cet espace de travail qui devra résulter d’un équilibre 
réussi entre de multiples contraintes. Faute de cela, un espace de travail mal conçu peut 
ne pas fournir à l’élève les outils efficaces pour agir et travailler géométriquement. 
D’autre part, quand l’élève découvre son espace de travail il aura tendance à écraser le 
pôle modèle pour se replier sur le dipôle espace-artefact plus évident et matériel. Le rôle 
de l’enseignant consistera à développer ce pôle modèle en précisant l’espace de travail 
le mieux adapté à la tâche qu’il propose aux élèves. Cela suppose qu’il ait lui-même une 
conscience claire de la nature de l’espace de travail géométrique et cela nous renvoie à 
des problèmes de formation d’enseignants. 
Enfin, nous avons aussi montré la nécessité d’envisager les difficultés spécifiques dues 
au développement cognitif indispensable à la maîtrise de l’ETG personnel. Ainsi grâce à 
cette notion d’espace de travail géométrique l’approche épistémologique rencontre 
l’approche psycho-cognitive. 
 
 
Note. Pour un développement de la notion d’espace de travail géométrique inséré dans 
le cadre général des paradigmes géométriques, nous signalons notre brochure publiée à 
l’IREM de Paris VII : A. KUZNIAK Paradigmes et espaces de travail géométriques. 
La notion de « paradigme géométrique » est présentée dans l’excellent ouvrage suivant : 
COPIRELEM Concertum 10 ans de formation des professeurs des écoles en 
mathématique. HOUDEMENT C, KUZNIAK A, Epistémologie et didactique : un exemple 
de cadre conceptuel pour analyser l’enseignement de la géométrie ».Tome 2 pp 95-106. 
 


