448

Conclusions which were made on the basis of that model were not categorial and
were usually verified by practice which confirmed or questioned a fitness of the
model. Models were involved and created by concretization and schematization
from the point of view of the problem to solve. There were treated as a more
appropriate when they could better fit to considered "reality"”.

Moreover, it seems that involving in the history the concept of expectatio and
careful distinguishing it from the probability made the probability calculus more
understandable and clear form many people in the past and let the theory
develop more intensively.

When we analyse old probabilistic reasonings we can easily notice that all of
them arose thanks to great discussions and serious disputs, because of
exchanging arguments and reasonable convincing of adversaries. All these
activities demonstrate that probability development has a strong interactive
nature.

This diachronic view on the development of probability concept allows to pose
the main didactical hypothesis - in the synchronic perspective - that the dual
nature of probability concept seems to play as important role today in the process
of stochastics learning as it did during the process of historical development of
probability. Regarding this fundamental conclusion allows to organize the
process of probability and statistics learning according to the student's cognitive
development at every stage of education ( the Local Models' approach - see
Lakoma a.0. 1996, 1997) and also to explore the natural students' ways of
probabilistic thinking (Lakoma 1990, 1997).
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Le texte ci-aprés tente de mettre en évidence
recherche que nous pratiquons au GEM, ainsi
essentiels. Il témoigne de 1'expérience de r;otre T
ce dernier en exemple, i

quelques particularités du type de
que nos motivations et objectifs

oupe, pas du tout pour pré
e : pa présenter
ais pour illustrer cet exposé i partir de ce que nous

connaissons bien. écri 8
Nous décrirons quelques résultats de notre groupe, en particulier

d'un projet d'enseignement qui ré
qui résulte d'une collaborati
AHA, Approche Heuristique de I'Analyse?). omen

1. Le Groupe d'Enseignement Mathématique.

1.1 Le GEM a ses débuts

Le groupe d' i émati
groupe d enseignement mathématique s'est créé vers la fin des années 70

[J“e de ses CaIaCteIlsthueS est d etIe COIlStltue de IIleIIlbIes d OIIglIleS leEIseS . deS

étudiants ié i g
Chudiants c(lter acf/t;t;;azmef%mer&ce en mathématiques qui ont choisi de réaliser leur
e fin d'étude) dans le domai
0 . 1 de . ine de l'ensei
matk}emathues (a I'époque, ils étaient entre 5 et 10 cha e amie), de
enselgn.ants du secondaire (entre 20 et 30
Cette diversité a été source de richesse.

. que année année), des
). et des universitaires (une petite dizaine)

! . M P P q
d etude als par dela ce Ietexte et Cette contr ainte (a la flIl de laIlIlée academl ue
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un document sérieux it & édigé), deé
gy et Ordonnéevlalt étre rédigé), des le début, notre objectif premier, celui
S ies autres (les mémoi i ;
: ires, la form initi i
les prestations de formation continuée : epistemel i maltres,

s pre les re PR . <
Fenseigner des mathématipmas : cherches épistémologiques) était

"Notre positio 1
n radicale a alors été j
: été la suivante : ;
our objecti 1 e i - nous quons pr
ferrain ;e ;]l’ufremzifdfi enseigner des mathématiques et de la faire suf ;2
quotidien des classes, a
! , avec toutes les co 1
suppose. En ce faisant, nous acce niraintes que cela
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professeuts, les recherches épistémologiques) soient en quelque sorte
subordonnées & notre activité principale , celle d’enseigner.”
Cette expérience multiforme suggere un paradoxe : ces actions secondaires du GEM
avaient d'autant plus de chance d'étre pertinentes qu'elles étaient secondaires, c'est-

a-dire ordonnées a la fin principale.

Nous nous réunissions au rythme d'une aprés-midi par semaine, chaque
e. Nous travaillions par sous-groupes, selon les sujets
groupe prépare son enseignement,
fait des plongées dans l'histoire,
publications.

semaine de l'année scolair
mathématiques & enseigner choisis. Chaque sous-
réalise les mises au point théoriques nécessaires,
discute des legons faites, des réactions des éleves, et prépare des

1.2 Le GEM aujourd'hui...

Le GEM existe toujours. Quelques uns de ses membres sont 1a depuis trés
longtemps ; chaque année nous accueillons quelques nouveaux membres

compensant le départ de quelques autres.

membres de notre groupe, qui

Notre objectif est toujours d'enseigner. Les
r une année le font selon le cas

s'engagent a participer aux séminaires du GEM pou
avec l'intention de
¢ préparer un (ou des) enseignement(s) déterminé(s) ;
o produire des documents (pour les enseignants d'abord, depuis quelques
temps pour les éléves aussi (manuels)) ;
e se donner l'occasion, pour le plaisir (sans viser une retombée immédiate
dans son enseignement), de se ressourcer en mathématiques ou de prendre
connaissance de l'évolution historique de certaines problématiques;
o prendre part, participer a, avoir des activités au travers desquelles des
personnes (enseignants, chercheurs, étudiants de licence en mathématiques)
s'animent intellectuellement sur des sujets de mathématique, tout en ayant en
arriere plan un regard sur comment s'effectue cet apprentissage, cette

acquisition, cette évolution.

Quelques changements ont eu lieu, notamment :
e le nombre d'étudiants inscrits en mathématique s'est considérablement

réduit ; on est loin du temps ot sur une méme année une dizaine d'étudiants
faisaient une mémoire en méthodologie mathématique (maintenant, un tous
les deux ou trois ans);

o paralellement, le nombre d'universitaires de notre groupe s'est
considérablement réduit (ce n'est pas un choix);

o par ailleurs depuis lors, d'une part des travaux de doctorat ont été effectué
dans le contexte élargi de notre groupe, faisant ainsi de la recherche un objectif
moins subordonné, moins second qu'e signalé ci-dessus ; et d'autre part nous
nous sommes engagés A mener des travaux de rédaction de plus grande
ampleur (manuels), travaux qui ont de fait absorbé une bonne part de nos

actions.
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s (ig (:)21;11:2; ler?zoiset) sgzzceiedfn question’nel'rnent. D'une Part, nous pensions (et
) oment était venu, apres avoir accumulé un
certain non}bre de réflexions et d'expériences, de nous atteler & des travaux visant
une d'lfquIOn plus ample que la diffusion assez ponctuelle et restreinte de
mémoires et de quelques brochures a laquelle nous nous étions jusque la
(volontairement) limités. Nous pensions qu'il était nécessaire de m()]ntrgr des
exemples amples d'enseignement qui correspondent a certains critéres que nou
allons développer ci-aprés, et portant sur plusieurs années. Mais d'autreq art cez
travaux par nature fort absorbants ont eu pour effet, du moins a certains nll)om,ents
'de mettre comme objectif premier la production et la diffusion. A notre meﬂleur’
jugement, les sous-groupes du GEM qui sont sous l'impératif d'une producti
ample n'ont plus assez 1'occasion d'échanger sur leurs pratiques. F s

2. Quatre couches de recherche®.

Avant de parler d
e nos tr .
"couches" de reI; h S travaux et recherches, nous distinguerons quatre
cherches relatives a l'enseignement des mathématiques

2.1 Les recherches des éléves.

Les . .
coras ptremleres et les plus importantes, celles auxquelles les trois autres
sords nzn ,1 sont. les recherches des éléves. Comment ceux-ci construisent-ils, tout
. . ’
dng e e?ur jeunesse, leur autonomie intellectuelle, leur capacité de chercher
sur des questions, de penser mathématiquement ?

2.2 Les recherches des enseignants sur le terrain des classes

e Les\ deux1er.nes sont le§ recherches de l'enseignant sur le terrain des classes. Les
phénomenes qui se produisent en classe sont complexes ; le savoir s'élabore par
essai ; i i
sais et etreurs ; beaucoup de facteurs interviennent ; I'enseignant souvent pare au
plus pressé, navigue a l'estime. ’
Un éle \ , .
s e etleve ?es-t pas l'autre, les classes sont différentes, les écoles, les matiéres
hange est res, les jours, les inspecteurs, les collegues, etc. Dans le contexte touffu/
ant, souvent imprévisible de sa cl i .
classe, chaque enseignant conduit sa b
chang . le sa ¢ . it sa barque
en o sir‘var.lt ce qui se passe, en réfléchissant, en s'informant, en ajustant son actcilon
a ses objectifs, en augmentant et améliorant son expérience.

réﬂexli\z)(;us; Ii:roy'onsdc.lue ce type' de: recherche est absolument fondamental : la
! prise directe sur l'action est une forme authentique de recherch
quaucune autre ne peut remplacer. Notons toutefois que ces deux premieé :
cquches de recherche sont peu conformes aux critéres académiques et sp t c;eres
fait, rarement considérées comme des recherches au sens ordinai;le o de e
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2.3 Les recherches sur le développement du curriculum

é nt du
Les recherches du troisieme type sont les recherches sur le de\\reloppemce:ir au
3 ui visent a concev
i ns par la les recherches g
curriculum. Nous entendo . ent 2 concevorr o
i ' iere donnée (en ce qui no
nseignement d'une matier ) ;
) 5 pe d'éleve et une tranche d'dge donnés, et donc
d'enseignants et dans beaucoup de classes. Ces
hent a tous les aspects de
contrble des

systeme d' '
mathématiques) applicable a un ty
destiné 2 étre utilisé par beaucoup
recherches sont 2 la fois globales, car elles .Eouc ot
l'enseignement (aménagement de 12.1 matiére, m’e,do tes, ontrole oo
connaissances), et nettement plus abstraites que les précédentes, puisq

iculi une
nnent en compte aucun éléve, aucune classe en particulier. Elles tablent sur n
e 4 cerner. Un curriculum est une sorte de

‘ai difficile a
classe moyenne, d'ailleurs : . . ) e &
partition (Zu sens musical) que l'enseignant doit encore interpreter dans sa ¢ 3
adapter au concret, ce qui fait partie de sa recherche a11u1. e I conmaissance, cette

i ise l'acti t ses moyens plus q nce,
Du fait qu'elle vise l'action e oyen: la ,, cette
troisieme couche est plus souvent considérée comme développement” g

comme une recherche au sens habituel.

. e
2.4 Les recherches "universitaires

ifierons
Reste la quatriéme couche, celle des recherches que nous que.ihfler;).
d'universitaires (méme si celles de la troisiéme couche sont aussi par mst,
j riés e

poursuivies dans les universités). Ces recherches portent sur des sujets va

sont de portées diverses. o ‘ |
Ellgs seules sont le plus souvent considérées comme recherches authentiques

Bien que ... ce sont surtout ces recherches 13, théorisantes 5par nature, d'ont le S.C.T.P
(Systematic Cooperation between Theoty and Practice)” observe qu'elles ont peu
d'impact sur l'enseignement tel qu'il se pratique.

tus
Le travail de notre groupe concerne ces quatre types de recherches.avec, a}; ue
récemment, du fait du dévelopement des deux derniers, une place moins gr N
4 N B e
pour les deux premiers. Le deuxiéme reste présent dans lzzl mesure <1)'u, tme):n 3
i "acti activité
but de production ou d'action,

nous sommes tendus vers un ction : ‘
s'interroger a propos de problemes ou de problématiques, celle d'y fotinuler de

questions, celle d'en chercher des réponses restent a la base de notre travail.

3. Du role fondamental et des difficultés de pratiquer une recherche de terrain

3.1 Une recherche qu'il faut privilégier

Nous croyons que le deuxiéme type de recherche (mentionné en 2.2), cel‘ul Ades
enseignants sur le terrain des classes est absolument fondamental, d01t f:tre
privilégié et encouragé. Dewey®, exprime la double necessité et la possibilité de
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puiser la matiére de la recherche dans l'expérience intime du métier et de s'en
détacher assez pour dominer les problémes :

"Je veux souligner le fait qu'aucune pensée, aucune idée ne peut
étre communiquée en tant qu'idée par une personne 4 une autre
personne. Quand elle est dite, elle est, pour la personne a qui elle est dite,
un fait donné comme les autres, non une idée. La communication peut
conduire l'autre personne & se poser elle-méme la question et @ imaginer
une idée semblable, ou bien elle peut étouffer son intérét intellectuel et
réprimer tout effort naissant de pensée.  Mais ce qu’elle obtient
directement’ ne peut pas étre une idée. C'est seulement lorqu'elle est aux
prises directes avec les données du probleme, en cherchant et en trowvant
elle-méme le moyen de s'en sortir, qu'elle pense. [ ... ]

Les faits ou vérités deviennent des sujets d'étude - c'est i dire de
recherche et de réflexion - quand ils entrent comme facteurs dont on doit
tenir compte dans le déroulement d’'un cours d'événements dans lequel
nous sommes engagés et dont le résultat nous affectera.”

J. Dewey

"Lorsqu’un enseignant n'est pas lui-méme chercheur, il n'a aucune
chance d'étre réceptif aux recherches poursuivies par d'autres que lui. |
accueillera les propositions de nouveau curriculum avec lassitude et ne
prendra sans doute méme pas connaissance des autres recherches, celles
que nous avons appelées universitaires. Ceci résulte de U'analyse de
Dewey : une condition nécessaire pour assimiler les idées des autres, c’est
de se poser des questions, d'étre en quéte de réponses. D'ont une
conclusion paradoxale : pour que les recherches sur le curriculum et les
recherches universitaires aient un impact sur l'enseignement, il ne suffit
pas qu'elles soient pertinentes et soient communiquées aux enseignants,
il faut encore que ceux-ci soient encouragés dans la voie de leurs propres
recherches.”® N. Rouche

On reconnait de plus en plus le caractére nécessairement autonome de la
pensée, l'intérét d'organiser la construction personnelle du savoir et de
l'expérience, mais en méme temps cette idée de base est peu mise en oeuvre dans le

systeme éducatif. On ne voit pas beaucoup d'éleves, d'enseignants, d'acteurs sociaux
devenir chercheurs chacun sur son propre terrain.

3.2 Une recherche qui n'a pas toujours la place qu'elle mérite ...

Notons aussi que cette idée (la nécessité d'une recherche autonome) s'oppose a
celle du partage des responsabilités entre recherche sur l'enseignement d'une part,
et pratique de l'enseignement de l'autre. On ne peut pas simplement sous-traiter a

des spécialistes I'étude des difficultés de I'enseignement et transmettre ensuite les
solutions aux enseignants.
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"Rien n'a causé plus de tort & la théorie pédagogique que le fait de

croire qu'elle consiste a4 remettre aux enseignants des recettes et des

modeles qu'il leur suffit d'appliquer dans leur enseignement.”
Dewey9

Sans doute cette nécessité d'inclure des personnes de terrain se généralise-t-elle a
d'autres domaines que l'enseignement : il y a tout simplement des choses que les
experts ne peuvent pas percevoir du fait méme qu'ils ne sont pas sur le terrain.

3.3 Une recherche dans l'exercice du métier qui n'est pas facile : quelques

obstacles ...

o| Certains enseignants, par exemple, se posent peu de questions a propos des
mathématiques, et cela peut étre dd a ce qu'ils n'ont retiré de leurs études qu'une
culture mathématique peu étendue.

Cette situation est explicable, surtout dans le cas des instituteurs qui ont a
enseigner toutes les matiéres (et dans bien des cas, les mathématiques ne sont pas
celles qu'ils préférent). Ils peuvent étre persuadés que les mathématiques
élémentaires sont bien définies, simples et qu'elles se rameénent a la pratique de
quelques régles sans exceptions. Ils peuvent ne pas soupgonner la variété et
l'importance de tous les phénomenes qui les sous-tendent sur le plan intuitif,
tout en opposant des obstacles a leur élaboration dans l'esprit.

o| Par ailleurs, la formation mathématique des enseignants fait d'une certaine fagon

obstacle:
“Nous essayons de saisir ce que les éleves comprennent quand ils ne

comprennent pas encore. Ce n'est pas facile et c'est long. Le professeur-
observateur est en quelque sorte aveuglé par sa science, source de clartés trop
vives et parfois réductrices. Il doit s'entrainer a oublier (provisoirement) les clefs
d’interprétation immédiate que fournissent les connaissances scientifiques et
devenir par 1a capables de capter la "naiveté” du débutant. Nous nous aidons de
lectures historiques pour nous déconditionner, retrouver des points de vue
“primitifs” sur des questions depuis longtemps scientifiquement classées.”™’

e| Plus généralement, des idées toutes faites empéchent la curiosité.

Pourquoi s'interroger sur les difficultés d'apprentissage des mathématiques si
l'on croit a la bosse des maths (les doués réussiront, les autres non) ? Pourqouoi
envisager plusieurs fagons d'enseigner si l'on pense que les mathématiques sont
une science établie une fois pour toutes, claire, purement déductive, o1 I'on doit
toujours chercher l'unique bonne réponse, o1 la rigueur est l'exigence majeure,
en queque sorte unique, ol1 l'erreur est toujours nuisible et doit étre pourchassée
sans cesse ? Cette idéologie fausse des mathématiques est de tradition tres
ancienne et n'est sans doute pas prés de disparaitre.

o| Certaines contraintes institutionnelles peuvent aussi expliquer que beaucoup
d'enseignants soient peu enclins 4 remettre en question leurs conceptions et

leurs pratiques.
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.Cl.lacun doit préparer ses éléves pour l'année suivante ou pour des examens
off1c1gls qui imposent une certaine forme de mathématiques. Chacun doit
organiser lui-méme des examens qu'il faut noter "objectivement". Or, s'il est
fzfcﬂe de se donner a l'avance une régle pour comptabiliser des fautes de c’alcul ce
n'est pas le cas si on veut estimer le degré d'assimilation d'un concept. D,'oﬁ

parf01s' une hypertrophie de l'enseignement des calculs routiniers, partie la
moins intéressante de 'activité mathématique.

'l Un autre facteur important doit étre relevé.

;l est lié aux pécédents : la peur. Si les mathématiques sont une science claire
univoque, d'ou I'erreur est proscrite, qui distille des certitudes, o l'opinion n'a’
pas cours, qui est l'affaire des gens intelligents, si les éléves, les parents, les
collegL'les attendent de I'enseignant qu'il soit infaillible, alors la ipeur s'installé Et
une fois qu'on est dans ce contexte, quoi de plus naturel pour l'enseignant ue. de
t'enter de se maintenir en terrain sir, d'éviter les riques intellectuels, de réqrimer
l'erreur, ainsi que la pensée libre et imaginative. , ;

) 4. Une étude de la matiére qui cherche a mettre en évidence le rédle

Instrumental des concepts

L'enseignant dans sa classe est amené a prendre des décisions rapidement et
sqr.le. tas. Nous pensons que les capacités & voir clair rapidement et 4 prendre de
dec181ops §ur le tas peuvent s'apprendre et s'appuyent sur un savoir. ’

Ainsi par exemple, analyser de fagon critique une théorie mathématique sous
sa'forme théorique ordinaire permet parfois aux enseignants d'y décelerq u'
voit mal le réle de certrains concepts ou propositions : soit qu'ils sont énonccés Zgn}s’
unelformg peu appropriée, soit qu'ils interviennent prématurément loin en amont
dgsl fncirmt ot ils jougnt un réle clef. Ceci les amene parfois a récrire la théorie non
ﬁl teriz. pour la servir telle quelle aux éléves que pour en discerner mieux le sens

tCeéte connaissance plus intime, qui est d'abord pour lui-méme un
progres intellectuel, l'aide & cerner les difficultés des éleves sur |
chantier de reconstruction théorique, et a en débattre avec eux.” i

Lettre du GEM au GFEN

Un . .
N T souct quasi permanent lorsque nous travaillons a un projet
enseignement est de mettre en évidence une approch
pensel ° ¢ pproche que nous appellons
s/ 1que, de montrer une genése des théories mathématiques que nous
amenes a enseigner. Tommes
Da i a dé
e ns ur;1 premier temps, nous cherchons a déterminer, a cerner ce que l'on
prématalr,e S solide, de substantiel sans formalisations ou théorisations
urées.
partir ur es 1ams un second temps, nous observons dans quelle(s) situation(s), a
. L2 EBY g
P quels moments, les notions familiéres, avec ses moyens du bord, ne
7

Sufflsellt pluS, ne peIIIletteIlt plus de IesoudIe leS PIOble\IIIES ou de déIIlO t
73 nirer deS
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équatement, il arrive qu'une nOtlol:l ie
insi istoi inuité continuité

subdivise en plusieurs autres (ainsi dans l'histoire, la con'tmlulte et. l:e contimiite

i indifférencié t pris leur exis
i j '3 n moment indifférenciées, on

uniforme, jusqu'a un certal . leur ¢ \co et Jeur

autonomi’e] l'une par rapport a l'autre). L'ajustement peut se faire d u}i\? a énesgdu

. C'est le cas lorqu'un concept unique et unificateur rassemble des phénom

6 le, le
idien 2 miere vue complétement étrangers entre eux (par exemple,
e a d urbes, les vitesses,
ble les tangentes a des co s, ' '
roximation affine d'une

En s'ajustant ainsi pour servir ad

quot

érivé i rassem
concept de dérivée qui ! r A
accélérations et taux de croissance instantanés et aussi 'app

fonction).

UIle telle deIIlaIClle aIIléIle amsi, de PIOChe en pIOCIle/ a COILStI uire ou
. 2 . 3 . sz 2z . :
IECOILStI‘LuI‘e la theOIle IIlatlleIIlathue visee. IaI COIltraSte aV,eC une pIESEIltatIOIl qul
E . i‘ ] ]; ] ] 2 . ] - t 1; ] . 1 ] -, ]
OLlIIllt emblee ia theorie acnevee, Cet e demarcne IIlet en evidence le PourquOI a
pertlllen.ce 18. p()Itee 1a Ielevall e deS P S . p p
’ 7 C conce t et de Ia theOIle UI[ rincipe
or alllsateul de nos pIO ets d ensel Ilelllellt Poultalt se réesumer ainsi: ne theorlser
g
g ]
4
q essalre et a P g S t S p
ue s1 necessair mener progre sivemen le eleveS a une t]:leorle fOIlIlallSee ar
: L U S llt q 1eST10NS = ] X un ¢ 1 3 I C

préoccupations plus abstraites.

. N crpe P .

NOuS paIllOIlS tout a IhELIIe des dlfflCLllteS dES eIlSelgIlaIlts en ClaSSe,
exlselgllallts qul SOIlt amenes a COIIlpIelldIe/ Iapldel}lellt Et sur 18 tas, Ie sens et les
(:()Ilslde[()ll PaI eXeIIlPle lexe[CICe qul COIlSlSte a IellIe heUIlSthueIIleIlt une

S
z . - 1 - N . :
theOIle IIlatheIIlathue d()nIlee (C eSt'a‘dlte de la Iell]:e en se dEIIlaIldaIlt de quelle
I3
deflIllthIl ou prOpOSlthIl on auralt pu se paSSGI en telltallt de IEPQIeI Celles qu]. ne
S()[lt pas utlllsees dalls la Sulte ou seulelllellt tIe\S 1()11[ en av al dans 1a theorle), pulS
’
~ : - . . . ~ . . <t
(le III()““el Ie sens el Ie P()l]lqu()l deS ((Hl(:epts et de 1es IIltI()dulre tOU.l: pIeS d ou llS
4
SerOllt amenes a Servir. NOUS PeIlSOIlS qu un tel exercice donne deS Outlls, prepare
. ] - : -E H 7 /]\ sN
efflCaCeIIleIlt €8 EIlS€1gnaIltS a\ mieux COIIlpIeIldIe leS dl flcultes deS eleves ()CCUPES a
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5. UIle COllceDhOll deS IIlatheIIIathueS quil lllfluence nos DI‘OIEICS

d'enseignement : un savoir mathématique se construit

"Pour un esprit scientifique, toute connaissance est une repor?seda
une question? S'il n'y a pas eu de question, il ne peut y avoir de
. . s e »14
connaissance scientifique

G. Bachelard

457

Nous avons choisi notre maniére d'enseigner a partir d'une option

idéologique : le savoir mathématique se construit. Nous sommes partis d'une

certaine image des mathématiques, celle que nous décrivons ci-dessous, peut-étre
parfois de fagon un peu caricaturale pour mieux nous faire comprendre.

Tout concept, tout élément théorique est concu comme instrument pour
résoudre des problemes. La théorie a essentiellement valeur instrumentale. Au
début, la théorie, si on pouvait déja l'appeler comme cela, est surtout faite
d'observations, de résultats d'expériences graphiques ou numériques réussies et qui
peuvent resservir. L'instrumentalité joue par rapport a des problémes tirés du
quotidien. Mais au fil ds mois, la théorie mathématique se constitue et grandit,
posant elle-méme des problémes. L'instrumentalité commence alors a jouer autant
dans le champ des mathématiques théoriques qu'en dehors de lui.

Chaque phase d'apprentissage apporte son lot de connaissances particuliéres.
Mais elle apporte aussi son lot de connaissances méthodologiques générales, d'une
part sur les tactiques utiles pour résoudre des problémes et d'autre part sur les
grands types de raisonnement. Une aptitude mathématique se développe au fil des
mois et des années.

La construction d'un peu de théorie par la classe et le professeur demande
davantage qu'une recherche libre suivie d'une synthése. C'est un travail ample, qui
progresse par étapes, de recherche libre en recherche libre. Le savoir acquis a un
moment donné est non seulement réinvesti dans de nouveaux problémes, mais
encore il y est remis sur le métier. Il n'y a pas accumulation monotone de
connaissances définitives. Les synthéses ne sont pas empilées. Certaines en
remplacent d'autres. Le savoir, en s'amplifiant, prend forme dans sa masse. Il faut
défaire pour refaire en plus grand et en mieux."

Cette re-construction d'une théorie par les éléves, nous devions la considérer
comme un processus global. D'abord parce que la théorie n'est pas réductible a des
petits morceaux indépendants : les définitions et les théorémes n'ont de sens que
les uns par rapport aux autres, les définitions sont des outils dans les
démonstrations, les théorémes servent les uns dans les autres. L'essentiel du sens
est dans la structure de I'ensemble. Ensuite, et surtout au niveau de I'initiation aux
mathématiques, chaque théorie renvoie a des objets et des facettes multiples de la
réalité quotidienne.

L'appropriation d'une théorie ne résulte pas de l'accumulation sur un terrain
vierge de petits morceaux clairs et définitifs. Elle est une transformation
alternativement continue et saccadée d'une réalité mentale structurée comme dans
le quotidien en une autre structurée mathématiquement. En outre elle transforme
la personne et son appréhension du quotidien. Cette observation relative &
l'apprentissage des mathématiques par nos éléves nous renvoie a la citation
suivante de Gonseth 4 propos de I'évolution d'une théorie dans I'histoire :

"Insistons sur le fait qu'un concept n'a pas une forme donnée une
fois pour toutes et un contenu ne varietur. Ainsi la notion de droite
nous est apparue trois fois sous des aspects de plus en plus dépouillés
une premiere fois comme représentation intuitive accessible méme a
Desprit resté vierge de culture mathématique et telle que 1'évoquent les
expressions "droit devant soi”, "sans incliner ni i droite ni 3 gauche”.; le




i ométri le
second avatar peut-étre placé sous l.e signe d,e la geoxzfrleu frccem:z:mier
troisieme est celui de la relation loglque. Il n'est pgster " :l]s et soma s
remplace les précédents et les dé‘truzse. Il ne peut exis o o mé;ne e
fonder son sens, sans en recevoir sa substance. Audcoite Con;mue ¢ apres
avoir pris sa forme la plus épurée, le’ Ljoncept dle 70 e wepice. de
parallelement de ses existences a,nterzeures’. Il se ,{ns AT
projection des plans d’existence I'un sur lautre,ds&Z > L}ois amatame
’autre ne renonce & son rble. Le concept compren
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et la dissociation de ses trois formes. b Gomseth

La construction du savoir est aussi un processus soc1a1.. Ql:l Ipéuz I?Zc',é igvseasxjo;
se construit entre autres a travers de mult1plgs commtfqlfc:uiodonc o oot
entre éléves et professeur : c'est un processus social. Ce qu t'ére S et gas e
le champ de pensées complexe que co.nstltue la classe ens;nte.s nRe P P
diviser, le morceler, pour mieux en discerner les’ cor}rll!oori e én O e oo
d'exister. Il faut partir de l'ensemble. Une pens€e theoriq

nourrit autant de richesse et d'échanges que de clarté.

1l est clair qu'une telle approche est difficile a gérer en classe : elle est plus

inéai é i I'éleve et
longgue, plus touffue, forcément pas linéaire. Il est nécessaire que
! N ~
l'enseignant se construisent réguliérement des syntheses.

Nous venons de montrer que notre conception des 1;nath(i.\m:(ajtiltq111aes meast'ci{::re:allée1
d'un savoir qui se construit. Ceci n'est pas Peutre : qlzc:) ; H?;rfcer See problomes
enseigner, nous cherchons a proposer aux éleves four e e i sont
relatifs 2 des choses familiéres et énoncés Eiar}s la langue
aussi de nature a enclencher un activité théorisante.

inspiré Lakatos,
i i isti ire par Freudenthal
6. Un prmet d'enseignement heurlsthue ins

Polya, et d'autres ...

ion 2 ' i 'une branche déterminée des
Notre réflexion a propos de l'enseignement d'un o e ormior
mathématiques est éclairée’®, par les travaux de H. 'ill.euden R yant
! a i ier, a identifier le plus possible de phenom
herche d'abord a inventorier, a 1 L : 2yant
:rait a4 une structure mathématique modélisant un ou plusieurs secteurs
galité ite d' de l'ordre. '
alité. 11 tente ensuite d'y mettre ‘ ) . .
- Constatant 1'absence de cohérence globale dur} ensenﬁ)ledde }z?;rslonrzir;:z;c
i ble a l'aide de ce qu'il appelle des o .
organise localement cet ensem ; elle des objets oo
j ‘ cept construit techniq
Un objet mental n'est pas un con 1 e O e, ot
émati le des quantificateurs et d'au y ,
mathématiques avec par exemp e S e on
i i éorie dé ive. C'est quelque chose de plus fa q
inscrits dans une théorie déductive . ; iy  Jue Tor
i i i ur en faire préciseme
i i ler notion, mais suffisamment élaboré po .
P renont i ' h de phé ¢ Ainsi par exemple, les
i ' i e phénomenes. P
un instrument d'organisation d'un champ ; me
nombres de tout le monde écrits dans le systme décimal, les polygones les plus
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simples, ou encore les graphiques de fonctions sont trois objets mentaux parmi
plein d'autres.

Freudenthal suggére que, les phénomeénes sous-jacents ayant été organisés
localement et donc sans qu'on y reconnaisse une cohérence globale, on appuye
'enseignement sur leur ensemble et non sur une partie d'entr'eux. Selon lui par
exemple, I"insucces bien connu de l'apprentissage des fractions pourrait étre di a
une exploration trop incompléte par les éléves des phénomenes quelque peu
hétéroclites qui y conduisent.

L'apprentissage des mathématiques, selon Freudenthal, doit commencer au
niveau des objets mentaux et non tout de suite i celui des concepts mathématiques
formels, bien qu'il ait pour objectif de rejoindre ces derniers.

L. Lakatos, quant a lui, a mis en évidence que l'activité mathématique releve
d'une dialectique preuve-réfutation. L'énoncé d'un théoréme, sa preuve, ses
“limites de validité" révélées par des contre-exemples et les concepts qu'il mobilise
se mettent au point de maniére concomitante, I'un par l'autre, l'un pour l'autre.
Un des concepts majeurs d'une telle perspective est celui de proof-generated
concept, c'est-a-dire un concept mathématiquement formé pour les besoins d'une
démonstration et que l'auteur évoque en ces termes :

"Proof-generated concepts are neither “specifications” nor
"generalisations” of naive concepts. The impact of proof and refutations
on naive concepts is much more revolutionary than that : they erase the

crucial naive concepts completely and replace  them by proof-generated
concepts.”

Avant lui, G. Polya18 avait illustré cette démarche du chercheur. Plus
globalement, les travaux de Lakatos, tout comme ceux de Polya, ont souligné
I'importance de I'heuristique dans I'apprentissage des mathématiques : avant d'étre
peaufinés pour fonctionner dans des preuves, les concepts sont progressivement
construits pour résoudre des problemes : d'abord des notions & caractére
instrumental qui donnent lieu plus tard a des concepts de fondement et & des
théories plus formelles. Nos projets d'enseignement tentent de respecter cette
dynamique propre a l'activité mathématique. Voici quelques exemples tirés du
projet du Groupe AHA" dont certains d’entre nous font partie.

1. Dans ce projet, la limite d'une fonction est d'abord envisagée comme une

méthode de calcul qui permet de déterminer des pentes de tangente ou des
vitesses instantanées. On met 2 I'épreuve cette méthode en contrdlant par
ailleurs les résultats qu'elle fournit (par exemple, on contrédle la tangente a une
courbe polynomiale via l'approximation affine et le débit instantané dans le
probléme du vase conique via une expérience de pensée).

Une fois confortée par des exemples, cette méthode fournit un moyen de définir
le concept de tangente par le biais de sa pente et celui de vitesse instantanée.

A terme dans le projet, le concept de limite est formalisé au moyen de

quantificateurs pour pouvoir fonctionner dans des preuves, par exemple, des
preuves de théorémes relatifs a l'algébre des limites.
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2. Au début de ce projet, les aires et les volumes sont considérés comme des objets

mentaux qui jouissent de propriétés intuitives telle 1'additivité. On ne?lfloute pas
. g . on

jori i é 'il s'agit d'aires et de volumes curvilignes :

a priori de leur existence meme S1 : irvi 1

chzrche seulement a les déterminer. Dans ce contexte aussl, la hfn.1te appara1~t

d'abord comme un moyen de calcul. Mais déja, pour prouver que 112311? sog: yl;i

ili i ar l'absur

x3 vaut 1/4 exactement, on utilise ur; doubfle ralls'or/mement p q
ili de limite formaliseé.

mobilise quelque chose du concept isé. o

Ensuite ?es sommes de Riemann générales sont définies dg maniére a prouver

facilem:ant les propriétés de lintégrale définie (additivité par rapport aux

intervalles, ...). . . .

Cette approche prépare les éleves & concevoir dans la suite de leur formation

qu'une aire puisse étre définje par la limite de telles sommes.

Pendant une bonne partie de ce projet, les nombres sont présents sous une forme

naive :

“Toute mesure de grandeur implique une notion,confuse de
nombre réel [..] qui n’est guere différe.nte de celle qu’on ‘rcftrouvc;
aujourd'hui dans 1’enseignement élémentutr‘e ou chez les'plziyswze@s ;n
ingénieurs; cette notion ne se laisse pas définir avec f:xactltu e,d mais "
peut l'exprimer en disant qu’un nombre est cqnszdere fomn;e . efzm”p—Ci
la possibilité d'en obtenir des valeurs approchées et d'introduire celle
dans le calcul [...]", (Bourbaki, 1960)

o . ori : il
A ce stade, les nombres sont considérés comme ayant une existence a priori

‘agi ment de les déterminer. A
;iggif:}l 1lis preuves de certaines propriété’s des limites fontdappara;;tr:taciii
propriétés incontournables des nombres réels auxquels on donne ot
d'axiome, tel l'axiome d'Archimeéde. En se basant sur szr_ta.mes raisons lié .
l'axiome des intervalles emboités, on convient alors de définir les nombresdliee S
comme des séries, leur existence étant ainsi assurée par le truchement d'une
gifflirr:t:)(;n.suggérera sur un exemple (lien ent1/:e la croissa‘nce d'une foncttlon/ e’; 1;;
positivité de sa dérivée) que les principaux résultats de l'analyse ne sont verifie

que pour des fonctions définies sur des ensembles de réels.

4. L'approche constructiviste de notre prc.>jet apparai? égaler.nent daflsll'etude di
certaines classes de fonctions. Ainsi, les fonct}ops .trlgonometnques son
construites pour modéliser des phénomér}es perlodl.ques et les fonctions
exponentielles pour traduire certains phénomenes de croissance.

Le principe organisateur de nos projets peut se résumer ainsi : ne théoriser que

si nécessaire et amener progressivement les éleves a une théorie forrr@lisée, par le
biais d'une suite de questions s'enchainant d'un créneau plus fanuher’v\ers des
préoccupations plus abstraites. Selon toute Vra'iseerlance, tous les Zleves ?e
peuvent étre conduits aussi loin. Certains sarrgteront en cours fe rm;he/.
L'important, & nos yeux, est que ceux-ci disposent d'un bagage, moins formalise
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sans doute, mais significatif pour eux et faisant écho aux questions qu'ils se sont
posées et aux difficultés qu'ils ont rencontrées.

7. Un enseignement qui s'inspire de I'histoire, jusqu'a un certain point ...

Nous illustrerons & nouveau ceci par des exemples tirés du projet AHA.
L'histoire de I'analyse a comporté en gros trois étapes.

Depuis Eudoxe jusque vers le milieu du XVII® siécle, les problémes de
quadrature (et de cubature) n'avaient pas de rapport avec la recherche des tangentes,
non plus qu'avec celle des maxima ou l'étude des vitesses. Il s'agissait 1a de secteurs
distincts des mathématiques. Qui plus est, a l'intérieur de chaque secteur, chaque
probleme recevait une solution particuliére méme si certains principes de
raisonnement tels que l'exhaustion ou la méthode de Cavalieri revenaient
éventuellement d'un probléeme 4 l'autre. Il s'est ainsi constitué au fil des siécles un
stock de résultats situés dans des contextes divers.

Avec la découverte du théoréme fondamental par Newton et Leibniz dans la
deuxiéme moitié du XVII€ siecle, on réalise la parenté profonde
quoiqu'insoupgonnée jusque-la des résultats antérieurs. Ces derniers relévent alors
d'une méthode unique et routiniére qui éclipse l'exhaustion et la méthode de
Cavalieri. Mais cette méthode nouvelle mobilise en un certain sens plutdt des
objets mentaux®’ que des concepts : le rapport ultime, I'approximation linéaire, les
aires qu'on ne définit pas mais qu'on calcule a I'aide de primitives, etc. Pendant un
siécle et demi, les résultats s'accumulent tandis que s'approfondit le malaise sur les
fondements du nouveau calcul.

Une troisieme phase du développement de l'analyse débute avec Bolzano et
Cauchy. Les concepts de fondement apparaissent : la limite au sens de Cauchy qui
sera formalisée par Weierstrass, la continuité techniquement définie et qui va étre
discernée de la continuité uniforme, l'intégrale qui se constitue de Cauchy a
Riemann et fournit la définition de l'aire. La mise au point de ces concepts et la

démonstration de leurs propriétés font apparaitre certains axiomes incontournables
des nombres réels.

Notre projet d'enseignement s'inspire de cette progression. En effet, quelque
chose du concept de limite est mobilisé d'emblée dans des problémes issus de
contextes vari€s a priori non connectés les uns aux autres : suites, asymptotes,
tangentes, vitesses, aires et volumes. Des liens apparaissent peu 4 peu : les pentes de
tangentes et les vitesses sont deux facettes du concept de dérivée ; certains calculs
d'aire et de volume se rameénent a des calculs de limites de suites; ils apparaissent
ensuite comme réciproques des calculs de dérivées pour autant qu'on y introduise
l'idée de variation ; I'expression "tendre vers" apparait de maniére récurrente. En
définitive, 1'unité globale des problémes se réalise autour du concept de limite
d'une fonction. En étudiant les propriétés de ce concept, on est amené a préciser la
nature des nombres sur lesquels on travaille.

En fait, cette progression va en sens inverse d'un cursus classique
d'enseignement de l'analyse qui débute par l'axiomatique des réels et qui étudie le
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concept fondateur de limite avant ceux de dérivée et d'intégrale et leurs
applications. Un tel cursus constitue une inversion didactique au sens donné par H.
Freudenthal (1973), c'est-a-dire un exposé qui va & contre-courant de l'histoire. En
ce sens, notre projet restaure donc I'ordre historique.

La maniére dont les fonctions apparaissent dans notre projet échappe a ce
paralléle avec I'histoire. En effet, elles y sont massivement présentes dés le début,
les éléves y étant déja familiers au moment ot ils abordent l'analyse. Alors que,
lors du développement de l'analyse dans l'histoire, I'idée méme de fonction
émerge plus progressivement, son importance et sa portée dans cette discipline ne

devenant explicites qu'avec Euler au XVIII® s.

8. Quelques concepts pour analyser notre enseignement : les idéaux types de
Max Weber

Pour analyser et situer notre enseignement, nous nous référons réguliérement
a ce que Max Weber®! appelle des idéaux types, c'est-a-dire en deux mots & des
concepts clairs, outils servant a évoquer des choses, mais en perpétuelle attente de
nuances et de complémént de sens. Plus précisément un idéal type est une
construction de l'esprit qui posséde les caractéres les plus importants d'une
situation réelle, qui les schématise en les poussant a l'extréme pour plus de clarté.

Un idéal type n'a pas pour objet de représenter fidelement la réalité. Au
contraire, c'est quelque chose de net, qui établit des distinctions logiques claires. Il ne
tend pas a copier fidelement la réalité : il la stylise, la caricature. En ce sens donc, un
idéal type n'est pas un modele. De ce dernier au contraire, on attend qu'il soit le
plus proche possible de la réalité qu'il représente : les écarts entre le modele et la
réalité, méme s'ils sont souvent inévitables, sont jugés inopportuns.

Contrastons pour nous expliquer, la notion d'idéal type avec celle qu'on
pourrait appeler l'idéal moyen , c'est a dire celui qu'on utilise quand, en statistiques,
on décrit des situations en termes de moyennes, variances, etc. Dans le cas de l'idéal
moyen, on gomme les différences, alors que l'idéal type cherche 4 les accentuer dans
la mesure o1 elles sont significatives et peuvent contribuer a lintelligibilité de la
situation.

Les idéaux types par dela le fait qu'ils sont caricaturaux et ne correspondent
qu'imparfaitement a la réalité, mais en extraient seulement les relations
intelligibles les plus prégnantes, permettent de l'aborder avec des idées claires, bien
tranchées. Il est intéressant de l'appliquer a des situations réelles pour autant qu'on
le prenne pour ce qu'il est, et seulement pour cela : un instrument de pensée, qui
releve de la méthode et pas un résultat scientifique.

“[ ... ]Ainsi, tout en répondant i des définitions raisonnablement
claires (et peut-étre a cause de cela), certains des concepts que nous avons
introduits ne s’appliquent pas sans correctifs a la réalité. Ils sont des types
idéaux au sens du sociologue allemand M. Weber : concepts aux contours
tranchés, qui aident a situer des objets ou des phénomenes réels, mais ont
souvent besoin d'un complément de sens quand on les utilise dans un
contexte déterminé. "

cl}ercher .les mathématiques dans des contextes di
géographique, économique,
manipulations, les perceptions, l'intuition. Le

celui qui met en avant la théorie,
démonstrations,

schématiques,
d'enseigner.

on obtient le type d'enseigne
brutalement, il s'agit d'un en

) ) 463
B .D.e, méme que pour toute science généralisante” écrit M. Weber, "la
spfzczfzczte des abstractions de la sociologie implique que ses con, t
sozemﬁ relativement vides de contenu vis-a-vis de la réalité histo:ieps
concrete. Ce qu'elle procure en contrepartie, c’est une univocité accru q; .
concept. [ ... 1 elle (la sociologie) s'¢loigne de la réalité et contribue 2 lu
czr;nazsgunce .de 'celle—ci en explicitant le degré d’upproximationadz
:ituré:??ene historique par rapport aux concepts qui permettent de le
. ﬁ;h\role des typefs-zdéaux est de “conduire A la formulation
yp eses et de suggérer des questions i poser 4 la réalité”. Bien gu'ils
ne re‘presentent pas fidelement la réalité, ils exercent une fonqt'
objectivante su fait qu'ils aident i la cerner. [ ... ]"2 " o

Nous i i-aprés a ti
o s 111ustror\1s cl-apres a titre d'exemple deux type idéaux qui nous servent
requemment & analyser des situations d'enseignement.

8.1 Les quatre types d'enseignement™ selon A. Treffers

Considé . .
UtIEChct))ngiglte.erons le schéma su1va1:\t dans lequel A. Treffers (Freudenthal Instituut
G omsetmas ingue qua;re facons d'enseigner les mathématiques. Ces quatre fagons’
correspondent & un double distinction : priviléei
: . : privilégier o i
appelle le point de vue horizontal et le point de vue ve::ical s 4 non e vl

Le point de vue horizontal, c'est celui qui s'appuie sur la réalité, qui va

¢ vers (quotidien, physique

etc.), ot l'on utilise le dessin, les constructions, les

1 second, le point de vue vertical, est

a structure, la logique, la dé i

. he , éduction, les

uli rliuetg. Si l'on accgpte, fut-ce provisoirement, ces deux vues
e double dichotomie fournit effectivement quatre fagons

horizontal vertical

mécaniste
empiriste
structuraliste
réaliste

1. Un enseignement de type mécanique
Si o o .

n ne privilégie ni le point de vue horizontal, ni le point de vue vertical
ment qu'A. Tr.effers appelle mécanique. Dit un peu,
Selgnement qui ne part de nulle part et ne va nulle




- Une question i i nsei omme cela ? | »
q P ite : enseigner ¢ : | | |

. e tout de suite: qui peut bien € gn : € | et |

part... e question se pos 14 n'en est pas bien loin qui propose a ses une situation simple qui wide 2 comprendre la théorie

lui- ‘ a |

e e tonnes de calcu qie Ced tout contexte et o l'on applique des regles ; tandis que

e ‘ . . ’ L .

éleves des colonnes de calcu}s -ors Lo
sans lien visible avec une théorie. | .

2. Un enseignement empiriste

ivilégi int de vue horizontal,
' i iti ontre privilégie le point . ;
e point de v tiIZal. C‘gst celui que l'on fait lorsquon

i u point de vue ver . : ' on
ans trop se soucier d e - ait lorsq
nganisepdans la classe des activités et des manipulations diverses, quoiq

p ’
pIeIldIe SufflsaIIlIIlent le temps d en StI uCtu] er les va uis d en tirer deS
COIlsequeIlCes Orgalllsees. L aCthIte COI’\Slderee comme but en soi COIldlllt a ce que

R. Bkouche appelle l'activisme pédagogique.

3. Un enseignement structuraliste

i i é théorie et son
Un enseignement est dit structuraliste lorsqu'il est axé sur la o i da
isi Xem
engendrement logique, sans lien visible avec un co’n“ce>'<t.e. Unle me}; e
difcours magistral qui enchaine les axiomes, les définitions, lemmes,

corollaires, en donnant parfois un exemple au passage.

4. Un enseignement réaliste

i i ' i saliste est "le bon". C'est celui
i n de le dire, l'enseignement rea t '] Clest
a ot oblématiques et de la théorie, et qui amene 1es.,
ructure mathématique et les questlf)ns qui lui
d'application (que ce soit dans les

Enfin, est-
qui se soucie 2 la fois des contextes pr
éleves a saisir les liens entre chaque st :
ont donné naissance ou en sont les domaines

mathématiques ou ailleurs).

i i igner les
Bien entendu, ce schéma en quatre points est une cancature.h Enlie1 ;gie e

' g i chac
mathématiques est une activite complexe, pleine de nuances, qt.lﬁ B cons
ratique de son mieux. Pourquoi voudrait-on ramener les mi ec1 { unes fagons

ndr
1s:)ignificatives de le faire en quatre types seulelrne.nt,Herrllie;n e quLe eux
it ré sain.

i i ? Cela parait réducteur et ma .

dichotomies brutales ? e que novs
avons ce schéma en téte quand nous concevons ou observons un enseig ,

que cela nous éclaire.

i i icati . Hilton
8.2 La distinction entre illustration et l'application selon P Hil

La distinction que propose P. H1.1tc’>
théorie mathématique est un autre 1dez§ . . ‘
référent. Formulons la de la maniére symetrique suw’an"ce :

une illustration d'une théorie

n?* entre illustration et application d'une
1 type qui nous sert régulierement de

une situation simple qui aide & comprendre la théorie

Il ne s'agit pas de dire que l'une est utile et l'autre pas : P. Hilton affirme
qu'elles ont chacune un réle a jouer, mais que ce qui ne va pas (il y aurait en
quelque sorte imposture), c'est de présenter quelque chose qui est en fait une
illustration en affirmant qu'il s'agit d'une application.

Nous sommes & nouveau ici en présence d'un idéal type : d'une part la clarté
logique de la distinction ne fait pas de doute; d'autre part, l'application a des
situations réelles exige des réserves et des commentaires... Pour nous la distinction
est importante dans la mesure ot elle attire l'attention sur le role des théories et des
concepts qu'elles mettent en oeuvre. S'il est vrai qu'on peut considérer une théorie
comme un édifice a comtempler, nous l'avons dit plus haut, nous la considérons
avant tout comme un instrument que l'on construit pour penser plus avant, que ce
soit dans le champ des mathématiques elles-mémes ou bien en dehors?.

Donnons un exemple de l'opposition entre illustration et application a propos
de la régle des signes pour la multiplications des entiers : "moins par moins donne
plus”, " moins par plus donne moins", etc.

Cette régle est souvent pergue par les éléves comme parfaitement arbitraire.
On la trouve illustrée depuis des siecles de diverses fagons. En voici une : on trouve
le rapport de la composée de deux homothéties (ayant chacune pour rapport un
nombre entier) en multipliant les rapports des homothéties composantes. Méme si
cette propriété de la composition est un fait mathématique important, elle ne fait
pourtant pas beaucoup plus qu'illustrer la régle des signes. Elle n'en est par ailleurs
pas une application : le caractére direct ou inverse de la composée de deux
homothéties va de soi, et ne nécessite nullement la regle des signes pour étre
interprétée.

Certains rapprochent parfois la régle des signes de la combinaison logique des
propositions : une proposition deux fois niée est en fait affirmée. Mais 1a, il s'agit
plus d'une d'une métaphore® qu'une illustration, puisqu'elle n'a pas trait aux
nombres relatifs.

Que serait alors une application de la regle des signes ? Considérons la
recherche de la représentation d'une droite par une équation. Généralement les
€léves rencontrent la premiére fois cette problématique a propos de situations oi
deux grandeurs sont liées par une relation affine (comme par exemple le périmetre
et le c6té d'un carré, p = 4 ¢ ou encore le cotit C d'une consommation d'électricité
comprenant une redevance fixe f et un montant proportionnel a la consommation
c, C=f+kc).

Comment représenter une droite entiere (et pas seulement un morceau de
celle-ci) par une équation ? Si on ne dispose que des entiers positifs, il suffit (si on
peut dire...) de refaire pour chacun des quadrants par lesquels passe la droite ce
qu'on a fait a l'étape précédente : se donner deux demi-axes positifs et une équation
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caractérisant le morceau de la droite qui se trouve dans le quadrant en question. Ce
qui donne généralement trois équations pour une droite...

On voit alors I'économie que procure le recours aux entiers relatifs : on peut
caractériser la droite au moyen d'une seule équation. Pour obtenir cette
représentation efficace de la droite, il a fallu considérer x ety comme des variables
auxquelles on applique la régle des signes et les autres propriétés des nombres
relatifs.

Cet exemple éclaire le fait que le recours au nombres négatifs soit devenu
fréquent aprés l'introduction de la géométrie analytique au XVIIeéme siecle. Il nous
amene aussi 2 la question suivante : au moment ol la multiplication des nombres
relatifs est enseignée, les éléves sont-ils 2 un age ol on peut pas leur en montrer
une application substantielle? Cette introduction searit-elle prématurée?

Nous venons de le voir, quelques concepts inspirent notre travail. Nous n'en
avons pas, bien entendu, disposé a priori. Au contraire, nous les avons reconnus et
essayés petit A petit, au fil des années, et pas tous 2 la fois. Ils n'ont rien d'absolu, car
ils ont un lien avec nos options pédagogiques particuliéres. Nous n'avons nulle
envie de les proposer comme une grille définitive d'analyse des actions
d'enseignement mathématique. Ils ont évolué, ils évolueront encore avec nos
tentatives et nos recherches futures. Mais ils nous aident a pénétrer dans la réalité
de l'apprentissage, toujours plus touffue et plus imprévue qu'on ne s'y attend. Ils
nous aident 4 nous y retrouver quelque peu, a construire, non pas une théorie

générale, mais quelques flots de rationnalité locale. Ils nous aident a réfléchir et a

faire des proje‘cs.”27

'L'exposé dont le texte ci-dessous rend compte rassemble pour I'essentiel des réflexions ou analyses qui
ont jalonné notre cheminement de groupe au fil du temps. Elles ne me sont pas personnelles. Bon nombre
d'entr'elles ont déja été écrites ¢a et 1a, notamment par N. Rouche, fondateur du groupe. Je tiens a
remercier M. Grand'Henry-Krysinska qui m'a aidée dans la préparation de cet exposé.

’Les auteurs de ce projet sont: P. Bolly (college St Michel 4 Bruxelles), A. Chevalier (GEM), M. Citta-
Vanthemsche (GEM), M. Grand'Henry-Krysinska (GEM), C. Hauchart (GEM), D. Legrand (GEM), N.
Rouche (GEM) et M. Schneider-Gilot (FUNDP, Namur). Ce projet sera prochainement édité chez C. De
Boeck, Louvain-la Neuve

°N. Rouche, Le groupe d'enseignement mathématique ou un exemple de coopération diversifiée, dans la
Revue de Louvain.

*Cette section et la suivante sont empruntées & N. Rouche, Sur la notion de recherche dans le domaine de
l'éducation mathématique, LLN.

*S.C.T.P., sigle pour Systematic Cooperation between Theory and Practice.

1. Dewey, Démocratie et éducation, trad. G. Deledalle, réed. A. Colin, 1990, lére éd. anglaise, 1916.
"C'est Dewey qui souligne

*N. Rouche, Sur la notion de recherche dans le domaine de I'éducation mathématique, LLN.[compléter]
9]. Dewey, Démocratie et éducation, trad. G. Deledalle, réed. A. Colin, 1990, 1lére éd. anglaise, 1916.
Lettre du GEM au GFEN

Ynous distinguons ici notion d'une part et concept, d'autre part : la notion préfigurant dans le domaine
plus familier la concept c'est-a-dire 1'objet mathématique techniquement défini.
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