Un exemple d'enseignement des mathématiques dans une perspective
‘ historique, en S.T.S.

André STOLL - IREM de Strasbourg -

L'exposé des objectifs de I'enseignement des Mathématiques en S.T.S. (S.T.S. = section de
techniciens supérieurs) insiste sur le fait qu'il doit "contribuer au développement de la
formation scientifique grice  l'exploitation de toute la richesse de la démarche scientifique :
mathématisation d'un probléme (modélisation), travail d'expérimentation et de recherche,
construction et mise en ceuvre d'outils théoriques pour résoudre ce probléme, analyse de la
pertinence des résultats obtenus au regard du probléme posé".

Dans cette optique, j'ai depuis plusieurs années pris I'habitude d'organiser mon enseignement
en S.T.S. en relation avec mes collégues de Mécanique, Physique ou Electricité.

Tout en respectant les impératifs de programme et d'examen, j'ai été conduit 2 modifier
notablement mon enseignement, tant dans la forme que dans le contenu :

-dans la forme : d'une part en introduisant toute notion nouvelle par son aspect pratique ef, si
possible, en liaison avec le cours technique correspondant ; d'autre part en proposant un
enseignement construit davantage autour d'activités de résolution de problémes que de cours
théoriques.

-dans le contenu : en construisant des activités autour de thémes spécifiques du programme,
qui associent partie mathématique et partie pratique ;

Du fait que je participe depuis quelques années au groupe d'Histoire des Mathématiques de
I'IREM de Strasbourg, ces activités ont été surtout inspirées par des situations historiques
exemplaires. Elles m'ont permis de constater combien les étudiants étaient alors mieux
intéressés par I'enseignement qu'ils recevaient et combien ce retour aux sources pratiques et
historiques stimulait leur propre réflexion et invention.

Une des difficultés principales de l'enseignement des Mathématiques en S.T.S. vient du fait
que les outils conceptuels utilisés sont trés élaborés, et que leurs définitions rigoureuses mais
abstraites et formelles sont, la plupart du temps, inaccessibles aux étudiants de ces sections,
Le retour aux sources historiques permet alors de trouver un chemin plus intuitif, plus en
accord avec la formation de ces étudiants, pour leur faire comprendre la notion dans toute sa
dimension, sans les perdre dans un formalisme inadapté.

Le texte ci-dessous est un exemple d'une telle activité. Celle-ci est inspirée d'une courbe qui
joua un réle fondamental dans I'¢laboration de nouvelles méthodes au XVII-iéme siécle. La
lecture du court extrait du "Traité des Indivisibles” de G. Personne de Roberval ne pose pas de
gros probléme aux étudiants. Elle est le point de départ d'une réflexion des étudiants qui se
rendent compte de la nécessité de préciser les notions essentielles en mathématiques et en
mécanique que sont la dérivée, la tangente & une courbe, le vecteur-vitesse! ainsi que les liens
entre ces notions.

Dans Ia deuxiéme partie intitulée "Le pendule cycloidal de Ch. Huygens", j'ai voulu replacer
le probléme dans son contexte historique. La démonstration de Huygens me paraissant trop

! c'est évidemment un bel anachronisme que de parler de vecteur-vitesse en parlant de Roberval. Mais il ne faut
pas oublier que le document s'adresse 4 des étudiants de S.T.S. et, s'il ne s'agit pas de "faire n'importe quoi", on
est parfois amené & faire quelques compromis.
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difficile pour les étudiants, j'ai préféré opter pour une démonstration plus moderne utilisant le
calcul différentiel. Cette démonstration étant un bel exemple d'application d'une équation
différentielle linéaire du second ordre & coefficient constant.

Enfin, la derniére partie intitulée "la quadrature de la cycloide" présente un probléme de
calcul d'aire. Les méthodes vues en classe terminale ne s'appliquant pas ici, il faut revenir a la
source du calcul intégral. G.P. Roberval et B. Pascal traitent ce probléme & l'aide des
indivisibles. Aborder cette "théorie" dans une classe de S.T.S. ne me semble pas judicieux.
Aussi, ai-je gardé les idées des deux mathématiciens en les traduisant a l'aide d'outils qui sont

plus a la portée des étudiants®.
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La cycloide

2 yoir Ia fin de lanote 1.

| 1. Introduction

Dans I'Histoire de la R <
oulett:
La roulette (aussi e rochori e

droite et la circulaire, il n 'y en a point de si

que fait en lair le clou d'une roue
supposant que la roue soit un cercle pa
parfaitement plane.

octobre 1658, Blaise Pascal écrit:

Dans ce méme texte, Blaise Pascal

y

appelée trochoi i
ppe hoide ou cycloide ) est une ligne si commune, qu'apres I
’ . r ’ a
ﬁ;quente, [..] ce n’est autre chose que le chemin
gé{:l;nl elle roule de son mouvement ordingire [.]
, le clou un point de sa circonférence, et g tel.‘;e

Py o e, B ; nous apprend que les plus 'matl' ici
qu cherché a “"connaitre la nature et les propriétésp“ de%:r:tngs ccl)nu;t)te On vl
. y trouve

;r(x;r; az:ll;tres les nopjls’ de Roberval, de Fermat, de Descartes d
une propriété de la cycloide ou une autre démonstrafioj

Le probléme ci-d
essous propose de tro 8
ovclonde, oo y-dasso ; uver et de démontrer
L , es m "
oyootde, P éthodes "modernes”

Wren, de Huygens...Chacun
d'une propriété déja connue.

] quelques propriétés d
parfois par des méthodes (apparemment) ;Iul:

L 2. Définition de lIa cycloide.

Soit (C) un cercle de centre I et de rayonr;, Lac

cercle (C) lorsque celui-ci roul gli
la cycloide (cf. figure 1). e

-

ycloide est la trajectoire d'un poi
¢ int M
sur une droite. Cette droite est appeéé)?a base g:

Le roulement sans glissement se traduit par I'égalité: OQ = QPM

3T 3
‘: angente et normale i Ia cycloide i un instant t quelconque

]

La méthode.

( b

Les me thu des dé[l' ce d une cer talne fDIlCllUn, ) v u‘es.'usqu ap[ sent nes a’ppllquent

paS. H nous faut dOnC txOuVeX une autre maniere de p]oceder. La n]ecanlque nous en f() t
Urn
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. — ; Lorsque le déplacement de M résulte de la composition de plusieurs mouvements, celui-ci
" orode, o D ““h“‘“mg‘:_&"“ m F‘ sera représenté par la somume des vecteurs représexﬂ.;nt chaquerr)nouvement

a la cycloide, nous B }am 'mfgi_!'dﬁ st i donc a{fa’de

e on Persmne pe | Feopeiae fpésigucs, gl sows o conseicre Jes

énoncé par Gilles Pg;seom_n‘a de . . -

Roberval an XVII su?cle:

La tangente (Roberval écrit /a

touchante) i une courbc? en un

point M est la direction du

Application i 1a cycloide.

Le mouvement du point M, le
e point générique de la cycloide, peut étre figure 4
Ll AR T R R . décomposé en deux mouvements: un
. LA&F&;“ mgl.::: doa’ ]:‘:ull: ; 1?;::;‘: mouvement dg translation représenté par

Jl_jwneligne coutbe, oucha .

mouvement de ce point. (Voir bc e chaque &ﬁ‘:?rna&h‘;!‘;?;ﬁ“;& & . onl‘a::u era | le vecteur MV et un mouvement de
encadré ci-contre). ‘ -I.eAmncdxt;;_ afiez. sneci rdera

- facilem » ' “ rottion op

Pour faciliter le travail R LI ' N | 1. Préciser la direction et le sens de ces
de recherche de fa direction o i Regle: 5;”""1" R | deux vecteurs et montrer que "le

le point M est animé Sl T s de 1 Tigne eoacbe roulement sans glissement" se traduit

lors‘{“eieurspx?nouvements, nous ‘A alcx proprIctss psﬂ‘;'q‘::n;c:’“ ',ﬁm ) | et sas :
wihsaons Foutl vooie ot | P e aala diciea Fendeoic 5 s von ] par I'égalitéMU] = IMV].
umlsemnsrésentemns chaque s mqul:k%;“dﬂmmm ouveEmens corspoliz : : -
f'?:‘f"e’fg“ ot viesse i 2 . g‘:uﬁul,‘s:d I ligne 4 dire&s:liu“mw\‘:mmm: . 2. En déduire un vecteur directeur MT
appelé « vecteur vitesse » qui a - comp <y, Yous ’.“'“dll’;:‘;h:;?dms Efe tb;cmprinclrc. dota tang'eme e dimoie MT
pour direction et senms, la - ka démonf h“z‘:';.? 4 génésale, & quellc peoc er- ] it e & 1n e
direction et le sems t‘iu ﬁ . mu‘l;‘;“ Foics e nous mdonn::om,ilng |
mouvement et pour ‘morme a Xira.uo 3 e A
vitesse linéaire du point.

qu'on Faora confideré: ;munpeudit Totation représenté par le vecteur MU

e ok ey 3. Que peut-on dire de I\Z'I‘lorsque le point M est en C ?
Y SEEat 3 : . GC 13 PELSTe L = -
e poiac 3 propes 4. Montrez que I'angle orienté (QM,QP

a Déduisez-en que les droites (MQ) et (MT) sont orthogonales et que:
v qui irection la droite (d), pour sens le sens du
teprésenté par le vecteur v qu a pour direction

. la normale 2 Ia eycloide en M est la droite (MQ).
. S 3), 3
s la vitesse linéaire de M (cf. ﬁgur. e 0 aves une
déplacement et pour norme irc do M (cf. fgueo 3). oo da poi
i e demi-droite [Ow qui p1
Lorsque le point M est fixe sur un

angulatre @ {expri > dans cette question et Ia suivante, que la vi
gul rad/s), le point M décrit un cercle de centre O et de rayon On suppose dans ce d?p question et Ia suivante, que la vitesse
i i imée en s), © . ' " - .
vitesse e o ( m ésenté par un vecteur v qui a pour direptxon la d'autres termes o y ) est constante, Exprimez la norme du
OM. Le déplacement de M sera lreI nz de rcﬁaﬁon et pour norme la vitesse linéaire de M int M en fonction d la variabjo ¢ Tm
iculaire 4 (OM), pour sens, le se
perpendiculaire 4 ( it
" figure 2). . . Application: Jongueur d'un arc de ¢ cloide.
- ) i r la norme de ; lorsque © = ot (o constante) puis lorsque 6 = o(t).
Exercice: Exprimer (v|i,

Soit la fonction & t—— (1) = OM; En remarquant que $(t) = v(t) (la notation f désigne

variable t c'est 4 dire le temps), montrez que:

—~ 2
OM = 4r(1- cosgtJ = 4r(l— cosg) = 8r sin—(g)
2 2 4
/ Eten particulier :

M v OC=38r
v oY oM

gulaire ® du cercle (C) (en

>
vecteur MT et la vitesse du

la dérivée de Ia fonction f parrapport 3 la
%%

W, L N . Equaitions paramétriques de Ia cycloide. "
0

1. Montrez qu'avec les notations de la figure 1, une représentation paramétrique de la

cycloide dans le repére (O, T ;J est:
figure 2




{x =1(p —sing)
=1(1— En 1659, il démontre d _ Lo
y =r(1-cosg) . , ) » 1l demontre deux propriétés de la cycloide lui
2. Calculez les dérivées de x et de y par rapport 2 la variable ¢ et déduisez-en que: permetiront de co un pendule dont les OSCiUHﬁOI?;n sont
) : parffllte_ment isochrones c'est & dire indépendantes de I'amplitude des
| 2rsin 3 sin 9 osgx' dzimons’. I}qe horloge mmt dun tel pendule garde Iheure du

) méridien dorigine quel que soit les mouvements du navire et, par

2r sin‘—p—cosg-’—
2 2

3. Donnez un vecteur unitaire de 1a tangente et un vecteur unitaire de la normale en M a la
cycloide.
Déduisez-en la tangente 3 la cycloide en O eten C.

- > in?
4. On appelle ul'angle orienté u= (MI' ) IP); montrez que le rapport S8 Y est constant.
y

5. Le pendufe cycloidal de Chrisrian Huygens

La découverte des Amériques et I'expansion du commerce maritime obligent les marins a
changer leurs habitudes. Contrairement & leurs prédecesseurs, les navigateurs du XVII *™
si¢cle s'éloignent des cotes et s'aventurent en haute mer. Aussi, leur faut-il apprendre a se
repérer convenablement clest 4 dire a trouver la latitude et la longitude du bateau. Si la
latitude du navire s'obtient assez facilement en mesurant la hauteur du soleil au-dessus de
Thorizon, il n'en est pas de méme de la longitude: il n'existe aucun moyen simple de I'évaluer !
De nombreuses cargaisons sont perdues et des fortunes gaspillées.

Les pouvoirs prennent rapidement conscience de ce probléme et promettent de fortes
récompenses 2 celui qui résoudra le secret des longitudes: le Stathouder de Hollande promet
25000 florins, Charles 11 d'Angleterre un traitement de 100 livres I'an et le Cardinal de
Richelieu une pension de 2000 francs...Toutes ces récompenses incitent les savants a se
mettre au travail.

Un des principes pour trouver la longitude
est de comparer I'heure locale, celle du bateau, a
I'heure du port d'attache ou du méridien d'origine.
(Cf.. encadré ci contre). Mais pour cela, il faut
transporter 'heure du méridien d'origine sur le
navire.

Le pendule de Galilée ou pendule simple
permet de régulariser assez correctement les
horloges terrestres dont le support est immobile.
Malheureusement, lisochronisme de ce pendule
n'est quapproximatif car la période des
oscillations dépend de lamplitude de ces
oscillations. Une horloge de ce type se dérégle
trop rapidement sur un navire.

‘Pour corriger le défaut du pendule simple, Supposons par exemple que le soleil soit
Christian Huygens a I'idée de munir le pendule de |au zénith du bateau et quon sache quau
deux arcs courbes entre lesquels ont lieu les [méme instant, il est 15 heures sur le
oscillations. Mais, quelle forme faut-il donner a méridien d'origine. Dans ce cas, le navire
ces arcs ? Dans ses premiéres tentatives, Huygens [est & 3 heures a Fouest c'est a dirc a 45

procéde par titonnements. degrés a I'ouest du méridien d'origine.

suite, permet de déterminer la longitude du navire.

Le but du probléme ci-dessous est de présenter les deux

propriétés découvertes par Christian Huygens qui
e ile ottt ygens qui sont le fondement

Premiére propriété: la cycloide est une courbe isochrone.

Un point matériel M de masse m se dépl
place sans frottement dans un plan vertical
la cycloide I engendrée i i ! . oisecs
ot ) g par un cercle de rayon r qui roule sans glisser sur 'axe des abscisses
11 s'agit de montrer que le temps mis par

o le point matériel M pour r ir 3 iti
initiale est indépendante de la positi ‘ot a int matéric] aveo unc: vitomn
initia pen: position My d'oui on liche le point matériel avec une vitesse

figure 5

vz

Notations: .soit f une fonction de la variable t (c'est a dire le temps), on note, suivant la
coutume, f sa dérivée.

, ' _ x=1(¢ —sing)
L. Montrez qu'une représentation paramétrique de la cycloide I est: y=0

z=r1(1-cosp)

Remque: dans cetfe représentation paramétrique, @ est en fait une fonction inconnue de la
variable t. La connaissance de cette fonction ¢ nous donne la solution du probléme

Exprimez v(t) et s(t) en fonction de ¢(t)et de q‘)(t).
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(Rappel: 1'abscisse curviligne s(t)= BM n'est rien dautre que la longueur de larc EM

affectée du signe - lorsque M est entre O et B, et du signe + lorsque M est entre B et C)

3. Montrez en appliquant le théoréme de I'énergie cinétique que: v(t) =2g(z~z,) (*.
o(t)

4. Calculez z et montrez que que v= gcos——i—— (indication: dérivez la relation (*))

5. Déduisez de ce qui précéde que la fonction s est solution de I'équation différentielle

s+o’s=0 ol @= J—g avec les conditions initiales { 5(0) = BMo
41 v(0)=0
6. Résolvez cette équation différentielle.
7. Quelle est la période des oscillations ?
Conclusion 1:

La période des oscillations est indépendante de I'amplitude des oscillations

Deuxiéme propriété:
Soit OB et 07\ deux demi-cycloides identiques; Un fil dont une extrémité est fixée en O
s'enroule sur cette courbe. La partie libre [PQ] du fil reste toujours tendue. Il s'agit de montrer

que lorsque Ia longueur du fil est égale & la longueur de I'arc OB alors 'extrémité libre
du fil décrit une cycloide dont la base est la droite (AB) (cf. figure 6).

8. Avec les mefnes notations que ci- figure 6
dessus, ona OB = 4r.

Déduisez-en la longueur PQ.

Quelle est la direction de la droite (PQ)?

Calculez en fonction de o les

coordonnées du vecteur PQ puis du

vecteur AQ.
Déduisez-en que la trajectoire du point Q
est une cycloide.

\z

Fn 1663, pour vérifier I'exactitude des horloges congues par Huygens, le Capitaine
Holmes s'embarque avec deux horloges munies de pendules cycloidaux. Huygens sait que,
méme sur la terre ferme, ces horloges ne sont pas parfaitement isochrones car il a négligé la
résistance de l'air et les imperfections du fil. I pense que ces défauts ne sont pas rédhibitoires
en ce qui concerne la détermination de la longitude. Sans attendre le retour du navire,
Huygens essaie de tirer le maximum de profit de son invention et réclame ses récompenses.
Celles-ci lui seront d'ailleurs accordées. En 1666, Huygens sera invité par Colbert a faire
partie de I'Académie Royale des Sciences.

6. La cycloide est "Ia courbe de plus rapide descente"

1. Avec les notations du § précédent, quel temps faut-il au point matériel

M pour aller de A 4 B le long de la cycloide (le point matériel étant | 02U 7
laché en A sans vitesse initiale)?
2. Quelle temps faudrait-il au point M pour aller de A 3
ot (ADY po erde AaBlelongdela
3. (CE. figure 7) Montrer que le temps mis par un point matériel pour aller

de A vers B le long du segment [AB] est indépendant du point B pris
sur le demi-cercle

Conclusion: ' —4_,

] Le chemin le plus court n'est pas toujours le plus rapide ! j

Commentaire: on peut d'ailleurs démontr P
e er que la cycloide ”, .
descente” 9 est la "courbe de plus rapide

: (aussi appelée la brachistochrone pour la pesanteur) c'est a dire le chemin le plus
rapzde de A vers B pour un point matériel pesant, abandonné sans vitesse initiale en A et
glissant sans frottement le long de cette courbe.

7. Quadrature de Ia cycloide. 1

But de cette partie: trouver l'aire 4 de la surface (S)<(OAB) ou I )
d ou l'arc OA est I
cycloide de base [OB] engendré par le cercle de diamétre [OC] (cf. figure 8). o fare de

figure 8

1/2 circonférence

Premiére méthode: celle-ci est inspirée de la méthode de Roberval




Soit (3) une droite paralléle a la base de la cycloide. Cette droite (5) coupe [OC] en X, le

cercle en U et la cycloide en T (cf. figure 9) . Sur (3), on prend le point Y tel que XU = T-g(.

1. Donnez une représentation paramétrique de l'arc de cycloide OA et de la courbe I" décrite
par le point Y lorsque X décrit [OC]

. Déduisez-en qu'une équation de I" est: y = r(l - cos-)-‘-J avec 0<x<ar etquelepoint
r

G de la courbe I d'abscisse % est centre de symétrie de I'.

. Montrez que laire de la surface délimitée par T, [BA] et [OB] est la moiti¢ de l'aire du
rectangle (OCAB). Calculez cette aire.

. Calculez l'aire de la surface délimitée par I et 'arc de cycloide.

. Conclusion:

l'aire A est égale a trois fois I'aire du demi-cercle générateur de la cycloide.

figure 9

1/2 circonférence

2r
2. Que représente [h(y)dy ?
]

L 2r
Déduisez-en, sans calcul, que I h(y)dy = =
2

3. Montrez que le roulement sans ghssement du cercle (C) se traduit par T'égalité: TW = AW
On pose i(y) la longueur de l'arc AW et j(y) la longueur de I'

arc BW. Démontrez les égalités
suivantes: fg(y)dy j i(y)dy = fj(y)dy

Calculez  |i(y)dy + {j(y)d Loy e
B‘.(Y) Y !J(y) y (remarquez que i(y)+j(y)=AB) et déduisezen que

2r
Jetr)dy = m?.

4. Conclusion.

Deuxiéme méthode: celle-ci est inspirée de la méthode de Blaise Pascal.

On découpe la surface (S) en "n tranches horizontales” de méme épaisseur Ay. En notant
f(y,) la longueur moyenne de la k-iéme tranche alors une approximation de l'aire A est

k=n
Zf(yk)Ay En faisant tendre n vers l'infini, ona: 4= jf (y)dy ou Ky)=TV (cf. figure 10)
1. On pose g(y)——TW et h(y)=WV

Montrez que: A= f )y + j h(y)dy.

1/2 circonférence




