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Continuons a explorer les suites formées a partir d'autres valeurs de a comprises

entre 1 et 2 et rassemblons les résultats dans un tableau (Tableau 1).

le nombre affichélle nombre d'étapes
quand la suite paraitjavant la stabilisation de

stationnaire la suite

1,1 1,11178201104 11

1,2 1,25773454138 18

1,3 1,47098896009 26

14 1,88666330624 54

15 overflow 13

1,6 overflow 8

Tab. 1

ns le tableau 1 il serait pertinent de continuer a

D'apres les résultats récoltés da
étudier la suite formée 2 partir des valeurs de a comprises entre 1,4 et 1,5 ce qui est fait

dans le tableau 2.

le nombre affiché le nombre

quand la suite parait d'étapes avant la
stationnaire stabilisation de la suite

1,41 1;96295582753 61

142 2,05738816750 74

1,43 2,18402922620 97

1,44 2,39381174817

1,45 overflow 42

Tab. 2

La rupture entre la convergence et la divergence de la suite est maintenant mieux située ;

elle a lieu quelque part pour la valeur de 4 entre 1,44 et 1,45.

Formulons maintenant les premiéres conjectures et questions.

Il semble exister un certain nombre pivot 4, situé entre 1,44 et 1,45 tel que
-poura> a, 1a suite est divergente vers I'infini;
- pour a < a,la suite est convergente.

Dans N .y
ce deuxiéme cas, comment la limite de la suite dépend-elle de a ? Cette limii?peut—

elle prendre n'im
porte uelle ? 1
e q valeur 7 Que se passe-t-il  quand
R 4 . .
emarquons également que la suite est croissante pour 4 > 1 et "oscillante" poura <1

1.2 Une formulation technique

Y a-t-il une formule algébrique exprimant la loi de formation de la suite ?

La loi de formation de la suite

()[H]

peut étre écrite sous forme de la formule de récurrence suivante

sree

x0=a,x1=a""l_”,x =axn

n+l

ou encore a\ lalde de la fOIlCtl()Il X)=4a comme une SLllte it at n
f( ) d erations

Xo=a,% =f(x,),...,x,., =f(x,).
1.3 Une interprétation géométrique

Illustrez la loi de formation d ite & I'ai
: e la suite & I'aide d 3 :
la droite x =y représentées dans un méme repire e la courbe d'équation y=a* et de

Pour fixer les idées, limit N
(Figures 1,2,3,) , itons nous aux cas olt a4 est égal a 2, 1,2 ou 0,5

a=2
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L'interprétation géométrique ci-
- la suite x =y semble tendre vers
coupe pas la droitex =Yy,

Fig.-3

dessus nous amene aux constatations suivantes :

linfini quand la courbe d'équation y=a" ne
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- dans le cas contraire, la suite semble tendre vers l'abscisse du point d'intersection
de la courbe et de la droite,

- la courbe d'équation y = 4* coupe toujours la droite x =y quand 0 < 2 < 1 et dans ce
cas la suite est toujours convergente,

-poura > 1, la courbe d'équation y = a* peut étre sécante ou non avec la droite x =
y; cela dépend de la valeur de a.

A ce stade-1a, l'interprétation géométrique permet de construire un raisonnement
plausible expliquant des conditions de convergence ou de divergence de la suite. Elle
permet également de formuler de nouvelles conjectures et de nouvelles questions.

La suite est convergente quand I'équation

a‘*=x (1)
a au moins une solution.

La limite de la suite des x, est une solution de I'équation (1).

Pour quelles valeurs de a la droite x = y etla courbe y = a* sont elles sécantes ?

1.4 D'autres explorations de graphiques

Etudiez & I'aide de la calculatrice graphique, par exemple, les positions relatives de
la droite x =y et des courbes y=aen fonction des valeurs de a .

Nous avons déja vu que des valeurs de a particuliérement intéressantes sont

situées entre 1 et 1,5. Représentons donc quelques courbes correspondantes et regardons
de plus prés si elles coupent la droite y = x (Fig. 4).

-
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t aux nombres 1,41, 1,42,

met-elle de trancher lequel coupe la droitey =x

On peut également dessiner les graphiques correspondan
1,43, 1,44, 1,45. Mais leurs précisions per.
?

métrique confirme et étend les résultats

Cette nouvelle interprétation géo
s faits qui suivent.

précédents. A cette étape, NOUS SOMINES pratiquement convaincus de
La suite est convergente pour les valeurs de a4 compris entre 0 et un nombre pivot
situé entre 1,44 et 1,45 . Cela est 1ié au fait que la courbe y=a” etla droite y = x sont
sécantes. La limite de cette suite est alors égale au nombre qui est la solution de
'équation a* =x.
Pour toutes les valeurs de a supérieurs au nombre pivot, la suite tend vers I'infini.

Cela s'explique par le fait qu'alors la courbe y = a* ne coupe pas la droite y = x.

Peut-on en savoir plus au sujet du nombre pivot ?

Pour les valeurs de a comprises entre 1 et le nombre pivot, la courbe y = a*coupe la
des que ce nombre pivot, la courbe

droite y = x en deux points. Pour les valeurs plus gran
ne coupe pas la droite. Pour la valeur de a égale au nombre pivot, la courbe est tangente
3 1a droite en une certaine valeur de x, C'est-a-dire que la pente de la tangente pour cette
valeur de x est égale a 1. On trouve cette valeur de x et le nombre pivot en résolvant le

systeme

Comme la dérivée vaut

le systéme devient

ou encore

c'est-a-dire

ce qui donne finalement

x=e
!
a=ee*

La Figure 5 traduit des résultats obtenus.
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2. Construction des preuves formelles
Dans cette section, notre tache principale sera d'étudier des solutions de l'équation

& = x en fonction des différentes valeurs de 4.

2.1 Premier probléme auxiliaire

= g* par rapport a la droite y = x, il suffit

Pour pouvoir positionner la courbe y
l'étude de la variation de

d'étudier le signe de l'expression 7 —x. Cela se fera a l'aide de

la famille de fonctions g,(x)=4a"—x.

Considérons la famille de fonctions
g (x)=a"—x otta >0

Pour quelles valeurs de a une fonction g, admet elle un extremum ? Que vaut-il

alors ? Quel est son signe?
Y a-t-il une valeur de a telle que la fonction g,

vaut cette valeur de a ?
Quelle interprétation
des courbes y=a" et dela droite x =Y ?

admette un minimum égal a 0 ? Que

donner aux résultats obtenus, dans le contexte des positions

relatives

Pour étudier les extrémés des fonctions g, NOus allons étudier le signe de leurs

dérivées. Calculons donc g,":

g, (x)= (a" —x)' = (e"‘““ —-x)' =lng ™ -1=Ina-a" -1

Cherchons les racines de g, :

g, (x)=0
Ing-e"™*-1=0
Ina-a*=1

o 1)

=
Ina
Pour pouvoir isoler x dans l'équation (1) il faut ajouter la condition que

__1_.>0

Ina

ou que Ina>0

ou que a>1

Cas:a > 1.
L'équation (1) devient alors équivalente &

xh’lﬂ:ln(_l_)
In

a
x-Ina=-In(Ina)

_ ~In(lng)
Ina

Pour étudier le si
e signe de la dérivé
fonction croiss , €, remarquons que g,'(x)=Ina-4*
ante. E . aa-1es
méme son produit a: effet, pour 2 > 1 la fonction exponentielle 4° est croi -
par une constante positive Ina-4* et la différence Ing. g 1S sante, de
a-a° — 1. Puisque

la dérivée s'annule ~In(lna)
pour x = ————= elle est f Soati
— orcement négative A gauch ~In(lng)
infing) gauche de
a

et p()Sltlve a\ dIOlte de EI[ n C IICI t ne [ IlCtl n g est ecroissant
. (o) O u quu O §) d [8) a. a
2 € a

—In(lna
gauche de —m—-) et croissante & droite de :l_n__(ln_a_) d
[ onc elle admet un minimum en

_ ~In(ina)
Ina

x . ‘
- Ce minimum vaut

_ln ~In(lna
gu(_inj‘lj=a 05) 1 (Ina)
Ina Ina

lna(M)
= na ) l_n(lﬂl

Ina

= e-ln(lna) " ln(lna)
Ina

__ 1  In(ing)
ln(lna) _Em_°

1 + In(lna)
Ina Ina

1
= E;(um(ma)).

1

- (1+In(Ina)). Dans le cas envisagé de a > 1, le

Etudions maintenant le signe de —-
: a

signe du facteur 1 .
P . na est positif. Pour déterminer le signe de 1
Inequation suivante en g : € +ln(1na) résolvons

Cela donne 1+In(lna)<0.

1< -In(Ina)




1
En résumé, cela veut dire que pour un 4 < ¢¢ le minimum est négatif ou nul et
1
pour un a> e le minimum est positif. Dans le premier cas, la différence @ —x
devient localement négative donc la courbe y=4" qui, en
x = 0, est au-dessus de la droite y = x passe au-dessous et la coupe en deux points
quand on la regarde de gauche a droite. Dans le second cas, 1a courbe reste toujours

au dessus de la droite.
1

Quand a= ¢¢, le minimum vaut 0 et la courbe n'a qu'un point de contact avec
1
la droite. Le nombre e® estla valeur pivot de a . La calculatrice fournit 1,44466786101

comme valeur approchée de ce nombre.

Cas:a <1

La dérivée n'a pas de racines et elle est négative, donc la fonction est
décroissante sur son domaine (de x > 0) etiln'y a pas d'extrémés. De plus, comme la
différence a°—0 est positive et la différence a'—1 est négative, la fonction
g.(x)=a"—x doit s'annuler (une seule fois car elle est décroissante) : la courbe
coupe la droite en un seul point.

Tous les résultats obtenus dans cette section sont plus précis par rapport a ceux
obtenus précédemment . On peut les résumer ainsi : la suite qui correspond a une

valeur de a est convergente quand
1

0<a < ec.

La méthode utilisée ici pour étudier l'existence et le nombre des solutions de
l'équation 4" =x est généralisable a toutes les équations du type flx)=x.

2.2 Second probleme auxiliaire
1

Considérons la suite correspondante 4 un a compris entre 0 et e . Que vaut sa
limite ?

1
Dans le cas particulier de a = €° I'équation

-

adm i i
et une solution unique. Cette solution est égale a e, en effet

e

Ce cas part nous su ere une ¢« )IlleCture P() ur le cas gener al la llllllte de
lcuhel‘ ¢
gg € g

la Su]te Collstlulte a pa.l'tll‘ de la touch p P
e y et corres OIldaIlt a un IlOIIlbIe a OSltlf

rr=a.

Cette conj &

section 11. Pagegilelﬁ Ilaeult etrg confroptée avec des résultats numériques de 1

nombre r = 125773051138, formee & partir de 1,2 sest stabilisée autour du
’ . Ce nombre peut étre considéré comme la valieuljr

1

approché imi i
pprochée de la limite de cette suite. Le calcul de 1,257734541382573543 {onne 12

D une maniere eneraie q e r = q =T. Iﬂal eSt-ll tou urs
P
g 1 74 deS u 4 0n a ue a4 S
]O

p Slble de IepIeSe re ous 10 me £ epO d]e
0S nter un Ilolllb a
SO
T de ? IOu]: r L a

uestion, i g
q n, il faut résoudre le probléme auxiliaire suivant a cette

Etudiez la variation de la fonction f(x)=x%

Quels renseignem
e ent peut- ] :
considérées ? peut-on en tirer au sujet des limites des suites

1

L ctl - p .
f( ) S ef e t S S X > O C()IlSldéIOIlS d nc 1
a l()“ t on X x* est d Ini our tou le (o) le)

11 g . i1 pe t l()[S Ielllp ace: ]exple 10N x Pal e
d()IIla. € e ale a R O ut a
o 1 iy SS

On établit facilement que
chirrg f(x)=0

et que

lim f(x)=1.

X400

Calculons f’(x) : cela donne
, lInx
fx)=(e=)

= (—lnx)'exln
X




1
= (_1_..-1—Zlnx)e’rln
X x

1 iz
=-—(1-Inx)e* .
xl
1 i érivé fui de
C les facteurs — et ex" sont positifs, le signe de la dérivée est ce
omme - e
2 e2x. Ainsi la
'inégalité la donne 12Inx ou .
1-Inx. Résolvons linégalité 1-Inx20. Cela O e que In fonction f

. Sy 2 . e p
(lél IVée est P( )Sltlve P()ul X <.. 4 et Ilegatlv our x
1

. '; 1
admet un maximum en x = ¢, il vaut e !

La Figure 6 représente le graphique de cette fonction.

Fig. 6

l()[llle r. [)e lus P()u]: des ll()“lble 1 (] e t pOSSlble d une maniere
p ’ S 1nfer1eurs ai, la S

et pOur deS nOIIlbIeS Superleuls a\ 1, de deux manieres. IaISOIlS ].e Iap}proc]:lelxlellt

q e 1 COuIb y=4a et la d]:()lte =X SOIlt SeCaIlteS pOllI
y
entre ce Iesultat et le falt u es es
toutes ]es ValeuIS de a C()[[lpllses eIItle () t ef:enun p()l“t qualld () <a <] en deux
€ 7

1 . . . t
Dans ce dernier cas c'est l'abscisse du premier poin

) e > p
points quand 1<a<¢ d 3 la limite de la suite: cette abscisse ne dépasse pas le

d'intersection qui correspon
nombre e.

2.3 Preuves de la convergence de la suite
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1

Pour a<e¢, la dérivée de a* est strictement inférieure A 1 (en valeur absolue).
pour de valeurs de x comprises strictement entre 0 et e, et dans ce cas, Ia

convergence de la suite est assurée par le théoreme du point fixe.
1

Pour a=e* , la suite des xp, est strictement croissante et majorée par e (ceci se
démontre facilement par récurrence); elle est donc convergente.

3. Retour au point de départ
Comment calculer la limite r de Ia suite associée 3 un nombre g ?

Dans la section précédente nous avons établi que la limite de la suite est un
1

nombre 7 tel que 7" = 4. Cette €quation en r est équivalente & I'équation 4" =r. Or il
Ny a aucune méthode algébrique permettant de la résoudre : pour la plupart des
valeurs de 4, les solutions sont des nombres irrationnels donc des nombres connus
uniquement par leurs approximations. Une des méthodes possibles est celle qui
consiste a construire une suite de x, tels que x,,, = f(x,) ce que nous avons fait au
début de la section 1.1. Ce procédé s'appelle méthode du point fixe. Nous avons pu
voir qu'a partir d'une certaine étape le nombre affiché ne changeait plus. Ce
nombre est la meilleure approximation de r que nous puissions obtenir 3 l'aide
d'une calculatrice.

Il y a d'autres méthodes numeriques permettant de résoudre l'équation 4" =7,
La méthode de Newton donne tres rapidement une approximation de la racine de
la fonction g, (x) = a* —x. Par exemple, pour 4=1,4, il faut plus de cinquante étapes a
la méthode du point fixe pour stabiliser les dix premiéres décimales de Ia limite
(1,886663306) alors qu'il ne faut que cing étapes a la méthode de Newton.
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