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“ Sur les développements décimaux illimités
de rationnels “

Eliane COUSQUER (USTL)

Avoir soi-méme éprouvé lintérét et la motivation que suscite un probléme |
ouvert dont on n’a ni la réponse ni de piste de résolution, avoir & élaborer
sa propre stratégie, est un trés bon outil de formation initiale et continue des
enseignants, pour les inciter & mettre les éléves ou étudiants en situation de |
recherche.

Notre pratique & 'IREM et 4 'IUFM de Lille

Lors de P'année 1995-1996, nous avons développé 4 l'occasion d’un stage
Irem de formation continue & Lille sur le théme des nombres des «activités de |
découvertey. Il s’agit de séances relativement longues (environ trois heures) i
ou les enseignants se trouvent confrontés i un probléme ouvert pour eux, !
inspiré le plus souvent par un probléme historique. Les enseignants se sont s
engagés avec enthousiasme dans cette activité d’expérimentation, de formu- :
lation de conjectures puis de démonstration lorsque les conjectures émises %
résistaient au débat. Ces mémes activités ont été expérimentées également [
en formation initiale des maitres comme théme de mémoires, et en formation
initiale & différents niveaux (collége, lycée, Deug) et présentées dans différents
colloques (Rouen, Nantes).

Activités de découverte sur les nombres |

Alors que Parithmétique va étre introduite dans les programmes de lycée !,
il est important de se rendre compte que c’est un domaine ot il est possible
de développer un caractére expérimental dans I'enseignement des mathéma-
tiques. Le théme des nombres permet de poser des problémes d’apparence
simple et I'existence des moyens de calcul actuel, en particulier les calcu-
lettes, permet d’obtenir rapidement des résultats expérimentaux qui aident |
a cerner le probléme et & formuler des conjectures, & les tester car la plupart , |
d’entre elles ne résistent pas 4 'épreuve des faits.

!nous recommandonis & tous les enseignants et aux étudiants excellent livre Introduc- |

tion & la théorie des nombres par Jean Marie De Koninck et Armel Mercier.




Présentation de P’activité choisie dans cet atelier

1l s’agit de trouver des lois concernant le nombre de chiffres de la période
ot le nombre de chiffres qui précédent la période dans les parties décimales des
développements décimaux illimités des rationnels. Comme vous le constaterez
vous-mémes sur 'activité présentée ici, le réinvestissement est possible a tous
les niveaux d’enseignement pour des activités destinées aux éléves ou aux

étudiants.

Origine historique de cette activité

L’idée de départ peut étre trouvée dans le livre Disquisitiones arithmeticae
(1801) de Gauss (1777-1855) qui y a exposé la théorie des congruences, dans
la troisiéme section et développé dans la sixiéme différentes applications dont
la théorie des développements décimaux illimités 2. Je pense avec l'activité
présentée ici étre fidéle & un aspect des recherches de Gauss qui a beaucoup
expérimenté sur des valeurs particuliéres, par exemple en confectionnant des
tables de valeurs, que nous analyserons, avant d’induire des résultats qu'il
démontrait ensuite ou pour lesquels il indiquait ne pas avoir encore une dé-
monstration générale. La méthode ici utilisée présente donc aussi un interét
historique.

Il n’est pas question ici de faire un exposé d’histoire de 'arithmétique®.
mais d’illustrer dans ce chapitre une propriété trés particuliére de P'arithmeé-
tique : c’est un domaine ol les énoncés paraissent simples, ce qui ne veut
pas dire que leur solution le soit, et il y a, surtout avec les moyens de calculs
actuels, méme de simples calculettes, des possibilités d’expérimentation pour
smettre des conjectures. Cette science est trés vivante a ’heure actuelle ol les
problémes de codage et de cryptographie mélent étroitement informatique,

algébre et arithmétique®.

Déroulement de I’atelier & Nantes

Alors que Iatelier & Lille se déroulait sur trois heures pour la seule activité
de découverte, j’ai voulu développer la partie historique et donc partagé
I’atelier & Nantes en deux périodes de une heure trente : une pour l'aspect

2qui figure pages 388 & 398 de la traduction du livre de Gauss paru aux éditions Blan-

chard sous le titre «Recherches Arithmétiques».
3]] en existe une trés bonne en anglais : Number theory and its history,

Ore.
4cf Cours d’algébre, primalité, divisibilité, codes de Michel Demazure.

par Oystein

decouve.rte,-une sur le texte de Gauss lui-méme qui a marqué un ¢
dan§ I'histoire de Parithmétique. ! " towmant
. A chaque étape, je demande une lecture active. Une fois le probléme

tete,'ferme.z ce livre et essayez, en faisant les calculs que Jje vous pro ose;1
Sie découvrir vous-méme les propriétés : les mathématiciens appellentpcel’
(?mettre d(?s conjectures. Ensuite, vous confronterez ce que vous avez ‘tro E’L
a la szr‘nthese qui suit. Et nous recommencerons notre cheminement ense lge
jusqu’a la prochaine expérimentation. Pour faire ce travail une cal Iln’c .
avec les quatre opérations suffit. Notez au fur et 4 mesure VC;S résulta(tj: e

Les nombres premiers

Un entier @ divise un autre entier b si on peut trouver un entier ¢ tel

b = ac; on note ajb; 1 divise n’importe quel entier, et tout entier se divise (llu'e
méme : si a = b, on prend ¢ = 1. Par exemple 5 divise 15 puisque 15 =3 quI»_
par cpntre 7 ne divise pas 15. Parmi les entiers, on distingue les I;mb ,
premiers dont les seuls diviseurs sont 1 et lui-méme. 1 n’est pas compté d .
i(}a(se Irrllorlnb;eslpre;xagars.lch&us allons chercher tous les nombres premlzers ;gi

ple de .'Ex "2% aide d’une méthode connue depuis I’antiquité sous le
Ileozlgi:aiesﬁz‘zj;l;fi Eratosthéne. Tous les entiers de 2 & 100 sont écrits dans

1 2 4
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
20 21 22 23 24 25 26 27 28 29
30 31 32 33 34 35 36 37 38 39
40 41 42 43 44 45 46 47 48 49
50 51 52 53 54 55 56 57 58 59
60 61 62 63 64 65 66 67 68 69
70 71 72 73 74 75 76 77 78 79
80 81 82 83 84 85 86 87 88 89
90 91 92 93 94 95 96 97 98 99

Vous_barrez tous les multiples de 2 (sauf 2) : ils ne sont pas des nomb
premiers. Le premier nombre suivant 2 non barré est 3, c'est un nomt:es
pren’uer. Barrez tous ses multiples. Le premier nombre sui’vant non barré er:
5. C’est un nombre premier, barrez ses multiples etc... Les nombres rest st
sont des nombres premiers. Il reste les nombres premiers : e
2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 53
59 61 67 71 73 79 83 89 97




On sait beaucoup de choses sur les nombres premiers, mais on se pose
encore beaucoup de questions. On sait calculer de trés grands nombres pre-
miers avec les ordinateurs, mais on ne sait pas, pour des nombres immenses,
les décomposer en facteurs. Les algorithmes de cryptage reposent la-dessus.

Tous les nombres se décomposent de fagon unique en un produit de fac-
teurs premiers, ordonnés du plus petit au plus grand. Par exemple

8820 =22 x 3% x 5 x 7°

Quelque soit la facon dont on procéde, on obtiendra toujours cette décompo-
sition. Nous allons nous intéresser aux nombres rationnels que nous écrirons
toujours sous forme de fractions irréductibles. Par exemple, nous simplifie-
rons la fraction %‘46 en la fraction % L’usage de la décomposition en facteurs
premiers permet de simplifier la fraction par les facteurs communs au nu-
mérateur et au dénominateur. Les calculettes de collége actuelles disposent
aussi d’une fonction de simplification des fractions.

Développement décimal des nombres rationnels

Un premier probléme est de prendre conscience de la différence entre
nombre décimal et développement décimal illimité. Les nombres décimaux
sont des nombres qui peuvent s’écrire sous forme d’une fraction dont le déno-
minateur se présente sous la forme 2% x 57, (avec seulement 2 et (ou) 5 dans
sa décomposition en facteurs premiers). Les nombres décimaux possédent
deux développements décimaux illimités, I'un fini, (avec des 0 indéfiniment),
I'autre avec des 9 indéfiniment . Nous laisserons les décimaux de coté dans
cette activité.

Les nombres rationnels non décimaux possédent un unique développe-
ment décimal illimité périodique : si on pose la division du numérateur par le
dénominateur, le nombre des restes possibles est inférieur au dénominateur,
au bout d’un moment la division boucle. Le développement décimal d’un
rationnel comporte une partie entiére suivie d’une partie fractionnaire. On
S'intéressera & la seule partie fractionnaire, ce qui revient & s’intéresser aux
fractions irréductibles, entre 0 et 1, c’est-a-dire aux fractions dont le numeé-
rateur est inférieur au dénominateur. La partie fractionnaire comporte une
partie périodique de ¢ chiffres, précédée d’un certain nombre n de chiffres.

5Par exemple

17 _ 3% () 34=0,34000... = 0,33999...

50 100

Activité proposée

. nI(; Isgi;v;tg se };l)ll;cf)posg dle chercher si ’on peut trouver des lois générales sur
€ chilires de la période, et sur le nombre 7 de chi
bre ¢ de c ‘ e chiffres précédant
la p;;rtle périodique du développement, en fonction des entiers p ef q
fractigﬁz 20}15 ‘pdropc.)sons de chercher le développement périodique illimité des
fractions g irréductibles, (p < q), pour g variant par exemple de 3 4 17. Nous
; 6s ;n 9eressons aux fractions irréductibles inférieures & 1 de dénominateurs
, ]Sé{,-, , 1'1, 12, 13, 14, 15, 17, pour avoir des fractions non décimales.
erI’I’nnez les nombrgs n et 1 correspondant & chacune des fractions et
essarl}:fz d’émettre des conjectures, sur les nombres 7 et 7
ons c(i)ux(/ie’z—vou.s mémes un critétre pour grouper les développements des frac-
tions e enom,lnateur ¢ en familles. Combien trouvez-vous de familles ? La-
us’sIl‘7 (;n peut émettre des conjectures et essayer de les démontrer ‘
estez vos conjectures et ce que vous avez i .
] . compris i
dénominateurs compris entre 19 et 29. pris sur les factions de

Toute cette pratique de cal i
o e q cul nous sera utile pour comprendre le texte

Résultats expérimentaux et conjectures

donigfli Chaq:ll’e valeur du dénominateur ¢, nous allons lister ces fractions et

do familTurs evelopp;ments. Nous mettrons en évidence le couple (n, i) et
€s apparues dans le calcul. On surlignera la péri indi

que celle~ci est répétée indéfiniment. ¢ * périade pour indiquer

actions de dénominateur 3 : Deux développements purement pério-

diques (sans chiffres avant la péri
chiffre. période) et comportant une période d’un seul

1 =
5=0,33333... = 0,3 (0,1) ; % = 0,66666... = 0,6 (0,1)

Fractions de dénominateur 6
. ¢ Deux développements
(I:hlffre avant la périoge et une période d’un seul chli)frf)re. comportant un
: =0,16666... = 0, 16 1,1) ; 8= 3
A : . 11 ; § =0,83333... = 0,83 (1,1)
uve les parties périodiques apparues pour le dénominateur 3

mez:ltt::lons de denon}mateur 7+ Lorsqu'on calcule les six développe-

mer pérf)ndcoclllstgteh%l aucun n’a de chiffres avant la période, que tous ont
10de de 6 chiffres. Par contre la dispositi i

: ~a position suivante montre que les

développements ont des périodes qui se déduisent les unes des autfes par




i eule famille de dé-
permutation circulaire. Nous dirons que nous avons une s

veloppements.

0,142857142857... = 0,142857 (0,86)

il

= 0,428571428571... = 0,428571  (0,6)

= 0, 285714285714... = 0, 285714 (0,6)

i

0,857142857142... = 0,857142 (0,6)

i

0,571428571428... = 0, 571428 (0,86)

3Ot =3~ O I =W 3l

= 0,714285714285... = 0, 714285 (0,8)

(8] . q C ].Cu S S p[) -
squ
Iractl()lls de den mlnateu! 9 IJOI on ca. ].e le 1X deVe]() €
3 on COnSta.te qu aucun a d C S ava. ap Od ) q
IneIltS n € lll”le \Y nt l erl (4] ue tous o t

une période d’un seul chiffre.

8 —

4 5 =07 -=0,8; (0,1)

1 0,1; g=0,'2'; =0,4; =0,5; =0,7; 9 , (
9 9

Fr i ‘on calcule les dix développe-

i dénominateur 11 : Lorsqu’on e .

ai:.loc:;xs cdorelstate qu'aucun n’a de chiffres avant la période, que tous on

ments,

une [)eI lOde de (le ux hl{fl €S. ()Il trouve Six fa;nlllles de de ux de Veloppelnen(;s
C S

chacune.

10 =0,90 0,2)
. = =0,909090...=0,90 (0,
—11 = 0,090909... = 0, 7 = 0,90

N 18181..- )

5 (0,2)
.2 — o, 7212720 ,
13— =0,272727... 1 0,72
7 0,2)
: _— 6363... ,
—4— = (,363636... T 0,63

— S _ (0,2)
: = 5454... ,
151 0, 454545... T 0,54

Fractions de dénominateur 12 : Quatre développements o I'on constate
que tous ont une période de un chiffre, précédée par deux chiffres. On retrouve
la partie périodique des fractions de dénominateurs 3.

1 = 5 _ 7 . 11 _
17 =008%; 5=0416; — =0,583; 5 =096  (2,1)

Fractions de dénominateur 13 ¢ Douze développements ; on constate

gqu’aucun n’a de chiffres avant la période, que tous ont une période de six
chiffres. I y a deux familles de six fractions chacune.

]

{0,6) (0,6)

(0,6) (0,6)

I

(0,6) (0,6)

Il

(0,6) (0,6)

i

ole |t Ble gl 2|

(0,6) (0,6)

S

i

©.6) (0,6)

—
w

Fractions de dénominateur 14 :
avant la période, une période de six
On remarque qu’on obtient les mém
dénominateur 7.

1

= 0,0714285; ; = 0, 6428571 (1,6)

Six développements qui ont un chiffre
chiffres et forment une seule famille.
es périodes que pour les fractions de

13 T — 5 —
o = 0, 9285714; 77 =0.357T1B  (1,6)

Fractions de dénominateur 15 :
avant la période et une période de u
fractions de dénominateurs 3.

Huit développements qui ont un chiffre
n chiffre, on retrouve les périodes des

2 3 8 - 11 _ _
Z=013 == n_, 14 _

15 0% =07 =09 (1
1

4 I ¢ ~ 13 -
=00 =028 =04 =08 (1,1




On fait le calcul de 1/17 qui dépasse les capacités de

Fractions p/17 :
la question soit de poser la

toutes les calculettes ce qui ameéne & se poser
division, soit de travailler par étapes. On divise 107 par 17 en prenant soin
d’écrire le reste.

107 =17 x 588235 +5 1 —1——(588235 + 3)
B 17 107 17

5 x 107 1 8
7 L X (2041176 + —
5 x 107 = 17 x 2941176 + 8 =g = 1ou (241176 + =)

5 ) 8 x 107 __1__ 1
8 x10° =17 x47+1 d -————————17X1016—-1016(47+17)

On est sfir que ’opération boucle a ce niveau, puisqu'on a obtenu le reste 1.
On a une seule famille : % = 0,058823529411 7647

On peut remarquer que la méthode précédente est aussi une méthode

qui permet de justifier qu’on a obtenu la période. On sait que le nombre de

chiffres de la période est inférieur ou égal au dénominateur. Sauf cas trés

particuliers pour de petites valeurs de g, on ne peut se contenter de lire la

période sur la calculette.

Conjecture 1
Les nombres n et i dépendent du seul dénominateur et non du numérateur.

Conjecture 2

Le nombre de chiffres avant la période dépend de la divisibilité du déno-
minateur par 2 ou 5. Seules les fractions de dénominateurs 6, 12, 14, 15 ont
des chiffres avant la période. On peut émettre la conjecture que n est non nul
pour les dénominateurs divisibles par 2 ou par 5, ce qui est cohérent avec le
réle joué par ces deux nombres pour les nombres décimaux. Si on décompose
q en produit ¢ = 2e5bg' avec ¢' premier avec 2 et 5, on peut conjecturer que
la partie périodique ne dépend que de ¢' et que le nombre n est lié aux ex-
posants a et b de 2 et 5; avant de faire la démonstration générale montrons

ce qui se passe sur les exemples précédents.
12=4x3 (n=2)
15=5x3 (n=1)

6=2x3 (n=1) ;
14=2x7 (n=1) ;

Fractions de dénominateur 6 :

1—0,16666.. = o5 = (1 +3) 5 =0,83333... = o5 = 58+ 3)

Fractions de dénominateur 12 :

= 9 __ _25 :
0,083 = g = ﬂlﬁ(8+%) ; 125 — 141 4 2)
100 3

1
12
- 5175 _
17 = 0,583 = % = 5(58+1) : — 19142

100 3

Fractions de dénominateur 14 :

1 BTA9RE
o= 714285 = o = 50+ ?) ; & 0, 2142857 10127 = 110(2+ 1
7

5 ESTA9R TORRET
=0, 3571428 = -25_ = 1
4 2B=pr=16+7) ; 13 = 0,6428857 = Toe7 = 5(6+32)
7

11 55 1 [ 13 65 1 2
4 142— Tox7 ™ ]O( 'f“ 7) 5 14 — ,9285 14— 0x7 — ]0(9+ 7)

Fractions de dénominateur 15 :

Jo . 6 —
15 = 0,06 = 3% =50+2)

4 _
TE = O = 8
15 26 10x3

& 0.5 =_16
15 = 0,58 = g5

13 = 26
15 0’86“10x3

4
o3 = 10(1 + 3
T3 = Hld+ 3

22
ox3 = 16(7+3)

;‘E «:Hnl: Gl«l g]m

28
T0x3 = 169+ 3)
Démonstration géné
générale : On dé o
¢' premier avec 10 - compose ¢ en un produit 225%¢’ avec
a = b
p=mq +r et

a<b _
px2% =mg'+r et

2
q
4
q
p
q

a> b, - PX5° b =mg'+r et

o aL leglatlgl; 1717; (;,zttlrr;f'ég\eur a 10* dans l.e premier cas, & 10° éans le deuxiéme
tifier adm;ilemedc'ar la fraction § est inférieure 4 1. Nous allons
Dot e g,o dmet un éveloppement purement périodique, ce qui fait
vt e o bJre o eC ;i\;:;n‘;? Atd;nett‘ops le momentanément. Alors, on
et que le décimal avant la périod: I(i,st aﬁ)'—;l?(.ermde et domné par n = up(®.)

Conjecture 3

Le développement d’une fracti i
Taction 2 irré ible inféri 3 b
remier avet 1 ey Grune fraction ; rréductible 'mfeneure a1l ol qest
prétmier avec 10 Chiffp ) eln périodique (pas de chiffres avant la période)
res de la période ne dépend ’ ‘on a
vu sur les fractions de dénominateur 3,7, 9p11 lguei’;ie Ot ce auon




Fractions de dénominateur 7: Pour mieux comprendre ce qui se passe,

nous allons poser la division de 7.
10 7
30 0,142857
2 0
6

0
4 0
5

0
1

Observons la suite des restes partiels. Les développements des différentes

i i ier chiffre du quotient
fractions £ s’obtiennent pour % en supprimant le premier chi quot

aprés la virgule, pour %, en en supprimant dfux, etc ce quli’ pr(;)duét umle glelzg
i i ire a i ériode de =, et explique 'ordre dans le
mutation circulaire & partir de la pério % o cauel
1 écri é ts. Comme les restes partiels compo
nous avions écrit ces développemen . > con ot
i le famille, et une seule division su
tous les entiers entre 1 et 6, on a une seu ule divi 1
é e l'opération boucle
3 connaitre tous les développements %. On remarque qu p

uand on obtient le reste 1. ‘ o ' e
: Dorénavant nous écrirons «en ligney cette division en faisant apparait

les chiffres successifs du quotient et du reste.

Fractions de dénominateur 7 :

quotient [ 0,

1 4 7
reste || 1 3 2 1

2 85
6 4 5

Fractions de dénominateur 17 :  On fait le calcul de 1/17

11 7 6 47
3 13 11 8 12 1

quotient {0, 0 5 8

8 2 5 2
restes|l 1 10 15 14 4 6 5

3 9 4
9 16 7 2

L’ordre des restes permettra de retrouver le développemer%t de ;gmtles lez Iir:;;
tions p/17, sans refaire de calcul. Par exemple pour obtemr5 le evge(;;);;hiﬁres
de 6/17 on supprime dans le développen}wnt de 1/17 les _ I;iref;u
aprés la virgule, (ne pas oublier que le développement est infini).

. « s 1
i : i ! vision =%, en
Fractions de dénominateur 13 : Faisons d’abord la di o

faisant apparaitre les restes successifs.

quotient {0, 0 7 6 9
9 3

3
reste || 1 10 12 1

2
4

On retrouve la famille : 1/13, 10/13, 9/13, 12/13, 3/13, 4/13. La fraction &
ne figure pas dans cette liste. Cherchons son développement en effectuant la

division de 2 par 13
quotient 8 4 6
reste 6 8 2

On trouve la deuxiéme famille : 2/13, 7/183, 5/13, 11/13, 6/13, 8/13. Les
restes s’obtiennent en multipliant par 2 les restes de la premiére famille et en
réduisant modulo 139,

Démonstration générale :  Sinous cherchons i quel moment une division
telle que 1 : ¢ boucle, nous voyons que c’est au moment 7 + 1 ol on obtient
un reste déja obtenu précédemment au cran n, ce qui peut s’écrire de la facon
suivante : 10" = 10"  mod ¢
ou encore 10™(10° — 1) divisible par g.
Or g est premier avec 10, on utilise le théoréme de Gauss pour conclure que
(10° — 1) est divisible par g, ce qui veut dire que 'opération boucle au cran
i et que n = 0.

Pourquoi une fraction f]—’ admet-elle la méme valeur de n et i que la fraction
%? Si p est premier avec g, on a P x 10™(10° — 1) divisible par ¢ implique
10° — 1 est divisible par g et réciproquement. Ceci nous explique pourquoi
toutes les familles ont le méme nombre d’éléments. A priori, nous disposons
d’une théorie compléte.

Récapitulons :  Seules les fractions dont le dénominateur est divisible par
2 ou 5 ont des chiffres avant la période. Le nombre de ces chiffres est égal au
plus grand des exposants de 2 ou 5 dans g. Les fractions ’E’ oll ¢ est premier
avec 10 sont purement périodiques. Le nombre i de chiffres de la période ne
dépend pas du numérateur et est donné par le plus petit entier i tel que 10°
soit congru a 1 modulo q. Les fractions se groupent par familles de i fractions
dont les périodes se déduisent les unes des autres par permutation circulaire.

Autres exemples

Pourtant, en quelque sorte, si on veut arriver & une compréhension plus
profonde des propriétés en Jeu, il semble que notre travail ne fait que com-
mencer. Pour comprendre le texte des Recherches arithmétiques, il sera utile
de disposer d’autres exemples. Chercher les développements et les familles

Sc’est-a-dire en prenant le reste dans la division par 13 du nombre obtenu.




de développements pour des dénominateurs de 19 & 29, en appliquant ce que
I'on connait, et donc en effectuant les divisions pour avoir les restes partiels.
Nous allons donc nous intéresser aux fractions de dénominateurs 19, 21, 23,

27, 29, (premiers avec 10).

Fractions p/19 :  On fait le calcul de 1/19, et on trouve une seule famille
(restes de 1 a 19).

Q0,0526315789473684
RI1 10 5 12 6 3 11 15 17 18 9 14 7 13 16 8 4

2
2

1
1

Fractions p/21 : Il importe de remarquer que les entiers premiers avec 21
forment la liste 1, 2, 4, 5, 8, 10, 11, 13, 16, 17, 19, 20. Il y a donc 12 fractions
irréductibles de dénominateur 21, qui se répartissent en deux familles.

1/21Q0,0476192/21@0,09523,8
Ry1 10 16 13 4 19 1 RI2 20 11 5 8 17 2

Les restes de 2/21 sont les doubles des restes de 1/21 modulo 21.

Fractions p/23 :  On fait le calcul de 1/23. Ici encore on obtient une seule
famille

1/23 Q[ 0, 0
5 6
1

R 10
12

15

Fractions p/27 :  On constate qu'il y a 18 fractions irréductibles qui se
répartissent en six familles :
1/27 Q0, 0 3 5/27 @Q
Rji1 10 19 R
2/27 Q1I0, 0 7 7/27 Q
R|2 20 11 R

4/27 Q0, 1 4 8/27 Q
R4 13 22 R

Fractions p/29 : Ici encore une seule famille; calculons 1 /29

gfo 0 3 4 4 8 2 7 5 8 62 0 6 8 9
6 5 5 1 7 2 4 1 3 7 931
RII1 10 13 14 24 8 22 17 25 18 6 2 20 26 28 19
16 15 5 21 7 12 4 11 23 27 9 3 1

De nombreuses i j
questions sont sous-jacentes au
¢ x cal
P o) culs que nous avons ef-
Un ié ion :
ne pl.rerr’nere 'questlon : peut-on calculer en fonction de q le nombre de
fractions irréductibles de dénominateur q?
D .\ . . . ’
- iumeme lquestlon : en travaillant sur les restes de divisions, on travaille
ulo g sur les puissances de 10 et I’ i
on voit que pour ¢ premi
: er avec 10, ces
restes sont les nombres premiers avec q. Comment travaille-on modulo q, 2

Les congruences

Nous a‘llons illustrer la théorie des congruences, les résidus de pui
et en particulier la notion de racine primitive . Nous allons intr(};d siro por
des exc?mplgs les théorémes établis par GAUss 8. Ensuite nous ::Lbordullre p?r
c?mprehensmn détaillée des tables qu’il a établies et du’ chapitre si eronsl .
développements décimaux illimités. Nous faisons le choix de rester z(r‘sur s
du text.e de GAUSS, en gardant, sauf pbour une exception que nous ex ES one
pll{S l('nn, sa terminologie et en n’employant pas le langage des stp qtuons
algébriques. Nous reviendrons 1i-dessus en conclusion de ce chapitreruC e

La théorie des congruences

La nqtlon de congruence est définie dans le premier chapitre, ainsi
les pz;opnétés élémentaires des résidus modulo n. La suite 1 2 7 n Sll ot
la suite des résidus modulo n. Chaque entier est congru a 1’1n 7e;cnl,m lest
ces nombres. Nous utiliserons constamment les résultats suivants : e

(aEbetcEd)=>(a+ch+d) modulo n

(a=betc=d) = (ac= bd) modulo n

Le second chapitre est consacré aux congruences du premier degré. Il com-
;ne;lce par le t.heoi()ame dit de GAUSsS®, 'unique décomposition des entiers en
acteurs premiers ™ et ses applications élémentaires!!. GAUSS traite ensuite

la ]es()lublon deS congruences du pIeHlleI de Ie ar + by = et ]e p ()l) e
g g C S pr 1 mes

"La encore, nous i éri
X pourrions expérimenter pour induire des résult i
X ats avant
con;gxlllu du h}vre de GAUSS. Cela donnerait de nombreuses activités de voir e
aque énoncé sera suivi de sa référence dans le t .

e ot exte de GAUSS.
®paragraphe 16.
Hparagraphes 17 4 23.
Y2paragraphes 24 a 37.




Nombre de fractions irréductibles de dénominateur p

Cela revient au probléme suivant !* posé par GAUSS :

«Trouver combien il y a de nombres plus petits qu’un nombre
donné A et premiers avec lui %»

Désignons ce nombre par ¢(A). GAUSS examine les différents cas :

— Quand A est un nombre premier p, il est évident que
p(p)=p—1

~ Quand A = p™, pour obtenir ¢(A) il faut retrancher a A le nombre
d’entiers inférieurs & A divisible par p, c’est a dire A/p, ce qui donne

_ 1
¢(pm) =pm __pm 1 ___pm(l _ __)
p
— Quand A est décomposé en facteurs premiers entre eux M x N x P...
alors GAUSS montre que

$(A) = (M) x $(N) x ¢(P) x ...

Gauss applique ensuite cette relation au cas ot A est décomposé en
facteurs premiers :

A=W = $(4) = Al - %)(1 - %)(1 - %)

Un exemple pour comprendre : Cherchons le nombre de fractions
irréductibles de dénominateur 18 = 2 x 32 : On écrit les nombres de 1 & 18,
on enléve les 18/2 multiples de 2, on enléve les 18 /3 multiples de 3, mais on
a retiré deux fois les multiples de 6, on doit donc rajouter 18/6.

1

18 18 18 1y
3

p(18) =18 -5 — 5+ %

Si nous écrivons les 18 fractions de dénominateurs 18, aprés simplifica-
tion, elles se répartissent en fractions ayant pour dénominateurs les différents

=181~ 5)(1 -

18paragraphe 38.

diviseurs de 18.

11

L
18 15 = u 13
8 18

Si on compte les fractions sur chaque ligne 4, on obtient 15 :

18 = 6(1) + 8(2) + $(3) + $(6) + $(9) + $(18)
. iz;)élise avogs ig::roduitd 13 la fonction d’Euler dont GAUSS cite deux articles
nce '8, Gauss dé 17 le ré i
o reference emontre ** le résultat que nous avons illustré avec
Sia, d', a" sont tous les diviseurs de A 8 on aurg :
A=¢(a) + ¢(d) + p(a") + ....

14 2 3 . . s P .
CEtte HIEthO(de) n’est pas dans le IIVIe de (;AUSS, mais elle nous parait trés éclair ante.

16 . .
pageT;t:og:n;';ta alrit.hmetwa nova methodo demonstrata comment. nov. acc Petrop. VIII
eculationes ci insi . ) : .
VI p 17, irce quasdam insignes proprietates numerorum Acta, Patrop.
l713"iragratphe 39.
81y compris.




Des résidus des puissances

Dans le chapitre 3, GAUSS étudie les progressions géométriques modulo un
entier. Nous disposons déja de beaucoup d’exemples avec la suite des restes
partiels des fractions 1/¢, qui sont les suites correspondant aux puissances
de 10 modulo ¢. I1 établit le résultat suivant ° :

Dans toute progression géométrique 1, a, a2, a®... outre le pre-
mier terme 1, il y en a encore un autre a® congru & ['unité sutvant
le module p premier avec a, avec l’exposant t < p.

Quand on poursuit la progression au dela de '’exposant ¢, on obtient une suite
périodique. On appelle période la suite de résidus minimum 1, q, ...,a*... avec
I’exposant ¢ minimum tel que a’ congru 4 1 modulo p.

Nous allons abandonner la terminologie de GAUSS sur ce seul point et
dorénavant nous désignerons par ordre de a cet exposant t, car c’est ainsi
qu’on le désigne actuellement et nous réserverons le mot exposant a son

usage habituel. On a toujours @™ =1 modulo p
a=a < r=pmodt

Les t restes qui composent la période sont tous différents.

Reésidus de puissances modulo un nombre premier p

Nous allons introduire ces notions d’abord sur un exemple que nous al-
lons utiliser plus tard pour expliquer la confection des tables que GAUSS a
réalisées.

Cherchez les ordres des différents résidus modulo 13.

Cela nous permettra d’expérimenter les calculs sur les puissances modulo
13 et de conjecturer un résultat mathématique. Pour étre & l'aise dans ces
calculs, il faut utiliser des petits nombres et ne pas hésiter par exemple pour
calculer 9 x 9 4 utiliser des résidus négatifs comme intermédiaires de calculs :
Ix9=(—4)x(-4)=3

Faites vous-mémes ce calcul avant de poursuivre la lecture.

¥paragraphe 45.

Puissances modulo 13 :

| exposant
a=2
a=3
a=4
a=25
a=2~6
a=7
a=28
a=9 1
a=10]10 1
a=11[11 4 5 3 12
e=12112 1 12 1 12 1 12 1 12 1 12

On constate que tous les ordres sont des diviseurs de 12.

Sip esz{ un ngmbre premier qui ne divise pas a, et que a' soit
la plus petite puissance de a congrue 4 l'unité, l'ezposant t sera
p—1, ou une partie aliquote?® de p — 121

6
12
1
1
12
12
12
12

12
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Gz'ltU‘SS donne une démonstration de ce théoréme qui repose sur une pro-
S?ete que nous avons déja rencontrée. Prenons I'exemple des fractions de
enominateurs 27, nous avons trouvé six famill Seri i
epoateurs 1x tamilles. Ecrivons les suites des
1/27 R]1 10 19 1 5/27 R[5 23 14 5|

2/27 R[2 20 11 2 7/27 R|7 16 25 ﬂ

4/27 R[4 13 22 4 8/27 R |8 26 17 87

La premiére suite 1, 10, 19 est la suite correspondant & 10, 102, 103. GAuss
montre que si cette suite est multipliée par un nombre 2 ne ﬁgm:ant pas dans
cette suite, on obtient une suite de nouveaux résidus distincts. Si on prend 4
ne ﬁgu.rant pas dans ces deux suites en multipliant la premiere suite par 4
on obtient des résidus tous distincts et distincts des précédents etc Toutes:
les familles de résidus obtenues ont le méme nombre d’éléments. C"est ainsi
q:le 'G‘.AUSS montre que le nombre d’éléments ¢ dans la famille 1. g a?, a®
a’ divise p — 1. B
Q’est la le théoréme ? dont FERMAT assurait avoir trouvé une démons-
tration qu’il n’a pas publiée, et dont EULER a, fourni deux démonstrations
présentées briévement par GAUSS 2 avec leurs références u,

2un diviseur de p — 1.
21 2 . . .
22Theor’eme .49. On dirait «’ordre de a est p—1ou un diviseur de p — 1»
v appelé petit théoréme de Fermat. -
50.
24 -
Fermatii opera math. Tolosae 1679 Fol. p 163 et Démonstration de quelques théorémes




Nombre d’entiers ayant un ordre donné

GAuUss désigne par ¥(d) le nombre d’entiers ayant pour ordre le nombre
d, modulo le nombre p. D’aprés ce que nous venons de voir ¥(d) = 0sid
n’est pas un diviseur de p. Il donne Pexemple p = 19 et remarque que
1 a pour ordre 1 ¥(1) =1,
18 a pour ordre 2 ¥(2) =1,
7 et 11 ont pour ordre 3 ¥(3) =2,
8 et 12 ont pour ordre 6 ¥(6) = 2,
4,5,6,9, 16 et 17 ont pour ordre 9 ¥(9) =6,
2, 3, 10, 13, 14 et 15 ont pour ordre 18, T(18) = 6.
GAuss démontre que ¢(d) = ¥(d) si d divise p — 1, (sinon ¥(d) = 0) pour
des congruences modulo un nombre premier. Le lecteur pourra vérifier cette
loi pour les ordres d modulo 13 que nous avons calculés.

Les racines primitives

11 en déduit qu'il existe toujours des nombres d’ordre maximum p—1 pour
des congruences modulo un nombre premier ; il appelle, & la suite d’EULER,
racines primitives, les valeurs de a pour lesquelles ¢ = p — 1. 1l a démontré?
quil y en avait ¢(p — 1) pour des congruences modulo un nombre premier p
et mentionne une erreur d’EULER dans la démonstration de ce résultat car
EULER utilise le résultat suivant : la congruence zt — 1 ne peut avoir plus
de ¢ racines différentes 28, qui n’est pas vrai pour certains entiers. GAUSS va
g'intéresser de fagon approfondie aux racines primitives modulo un nombre
premier 27,

Pour p = 13, ce sont les valeurs 2, 6, 7, 11 pour lesquelles ¢ = 12.
Pour p = 19, ce sont les valeurs 2, 3, 10, 13, 14 et 15, pour lesquelles ¢ = 18.

Dans la premiére activité sur développements décimaux illimités de ra-
tionnels, nous avons montré que lorsque 10 était une racine primitive, les
développements formaient une seule famille dont les périodes s’obtenaient &
partir de 'une d’elles par permutation circulaire. (Vest le cas pour les déno-
minateurs 7, 17, 19, 23 et 29. La question des racines primitives s’était intro-
duite & propos de ces entiers. GAUSS va montrer comment utiliser d’autres
racines primitives que 10 & propos de ces développements décimaux illimi-
tés, et comment, si nous connaissons une racine primitive, nous pouvons en

relatifs auz nombres premiers ’EULER, en 1736, (Comm. Ac. Petrop.T VIII). Gauss
dément que d’autres mathématiciens avant (LEIBNIZ) alent publié une démonstration.
25paragraphes 54 et 55.
26paragraphe 56.
2Tparagraphes 49 4 81.

déduire les ordres des différents nombres

Théorie des indices

, . .
Lorsqu’on a fait le choix d’une racine

nombr ’ ; ‘
nomb :; ;7(11 111 lf)x;)osalnt Ez; tel ﬁq::e (;7,7, = a". On peut remarquer que cet indice est
— 1. En effet, d’aprés le théoréme de F. -1
T op—1. € rermat, o7t = 1.

primitiveroznsg? ) I aide de I'exemple p = 13 et faisons le chc;ix de la racin
prin - L'indice de m I'exposant i de m tel que m = 2%, Faj :
da eau avec pour chaque nombre m son indice, ce qui con e 4 réderire
ans un autre ordre les deux lignes du tableau suivant

primitive a, on appellera indice d’un

siste & réécrire

8 9 10 11 12
95

10 7 1|

__m 6 7 8 9 10
indice 1 5 11 3 8 10 171 162
Ce tableau signifie par exemple g = 5 = 29
5 est 4, plus petit entier qui multiplié par 9

On peut en déduire aussi que tous les
noprre premier avec 12 sont aussi racines
racine primitive modulo p, il y en a é(p—1).

m =2 11

» on en déduit que I'exposant de
donne un multiple de 12.

nombres a dont V'indice est un
primitives. Si donc il y a une

Un logarithme

Tout résidu i i
modulo p, si a est une racine primitive, est caractérisé par son

e
S;cg(;ssélii dags la bas? 4, exposant que GAUSS, 4 la suite ’EULER appell
€. GAUSS développe une théorie des indices analogue & cellF:apde:

lo arithm i isi i
g es. Une fois choisie une racine prlmltlve modulo D il montre :
y :

Lindice d’un produit de tant de facteurs qu’on voudra, est

(& g 7 de d ﬂe? 6”t5 ’a(:tel” u’“}ant €
ongru a la somme des '“Ld CES S a4l
S8, 8§ l

Lindi )
ce de la puissance n™ d’un nombre est congru, suitvant

le module p—1, au produi ’ ;
o modul » ou produtt de Uezposant v par Vindice du nombre

GAUSS établit les relations entre les indices d’un nombre quand on cha
nge

de racine primitive. S :
. Son probléme, pour établir i
; bl Sa premiére t ’indi
est de trouver une racine primitive. Comme il le dit lui- e dindices

méme 2

Zparagraphe 58.
paragraphe 73.




La plupart des méthodes qui servent a trouver les racines pri-
mitives reposent en grande partie sur le tatonnement.

GAUSS construit une premiére table, ou pour chaque entier g, premier ou
puissance d’un nombre premier, possédant une racine primitive, il fait figu-
rer pour chaque nombre premier p, son indice. Avec la décomposition des
nombres en facteurs premiers, ceci permet de calculer pour tout nombre n
Iindice de ce nombre, modulo ¢{g).

Quand il y a plusieurs choix possibles de racines primitives, GAuss choisit
pour a celle ou 10 a un indice minimum 30 Quand 10 est racine primitive,
¢’est donc 10 qui est choisi comme base des indices. Quand on consulte la
table pour le nombre 13, on constate que G AUSS a choisi pour racine primitive
non pas la plus petite 2, mais la racine primitive 6.

Racine primitives modulo un nombre composé

La question des racines primitives est considérée par EULER comme une
des questions les plus difficiles en arithmétique. GAUSS cherche des conditions
d’existence pour des racines primitives modulo un nombre composé !

Précisons sur Vexemple n = 18 les phénoménes qui se passent. Il y a
parmi les nombres plus petits que 18 des nombres qui sont diviseurs de zéro
modulo 18. Nous allons distinguer les résidus 1, 5, 7, 11, 13, 17 premiers avec
18; Il y en a ¢(18) = 6. Le produit de deux tels résidus est encore un résidu
premier avec 18. Voici la table de multiplication de ces résidus modulo 18 :

modig] 1 5 7 11 13 17
1 1 5 7 11 13 17
5 5 7 17 1 11 13
7 7 17 5 5 1 11
11 |11 1 5 13 17 7
18 {13 11 1 17 7 5
17 17 1311 7 5 1

Si f désigne combien il y a de nombres premiers avec m el
moindres que lui, ¢’est-a-dire si f = ¢(m), Uezposant t de la plus
petite puissance d’un nombre donné 3% premier avec m, qui est
congrue & l'unité suwant le module m sera égal & f ou une partie

aliquote de f.33.

30paragraphe 72.

313 partir du paragraphe 82.

32pordre de a.

83paragraphe 83. C’est le théoréme d’EULER (1760) ; curieusement GAUSS cite ce résultat

sans faire référence & EULER.

fai) 1démonﬁtr,ation dl’l .théoréme d’EULER est facile a illustrer 4 ’aide du
tan eau p're‘cedent. Désignons par P=1x5x7x11 x 13 x 17 le produit de
ous les résidus que ’on retrouve sur chaque ligne. Prenons la ligne a. Nous

g d
trouvons sur CEtte h ne le pIO uit par a de Chacun des IeSlduS prece ent
d S.

P=(ax1)x(ax5)x(ax7) x(ax1l)x (ax13) x (a x 17) = a?18 p
On en déduit, pour tout nombre a premier avec 18 :

a%18) — 1

GAUSS dém i g i imiti
ontre ensuite qu’il y a des racines primitives pour des nombres

du type p", p étant un no ier i ir 34 :
du e mbre premier impair¢. Il démontre le résultat

A;Z le plus g1a7ld dlvlsel“ d t t p D — ]. est € l(l
€ € de n—1
(’ ) ’

Il en déduit Pexistence de raci imiti
nes primitive 3
o ot p s pour les nombres* du type p*
1 P \ .

: Aﬁndd 111ustr,er l.es phepomenes qui se passent, nous pouvons examiner
les cas de 8 et. d’entiers qui ne sont pas une puissance d’un nombre premier
impair. Examinons les cas p =8, p = 12 et p =15,
f’t;lszar;ceTs mtidulo i : Pour p = 8, on calcule les puissances de 4 nombres :

» 3, 5, 7. Tous les résidus vérifient 'équation 22 — 1 = i .
oo T To quation z° — 1 = 0 qui a donc plus de

exposant ordre
a=1 1
a=3 2
a=25 2
a="77 2

Puissances modulo 12 : Pour p = 12, on calcule les puissances de 4

nombres : 1, 5, 7, 11. Tous les résid éri é i
, 11, us vérifient 1'é 2.1 = i
a donc plus de deux racines. uation = Po o

exposant
a=1

4 || ordre

1
a=25 1

1

1

1

a=7
a=11

2
2
2

34L 2 - .
a démonstration faite dans le cas d’un entier premier utilisait le résultat suivant qui

& . g .
ne se généralise pas le con, ruence ° — 1 ne peut avoiIr DIU.S de t racines dlﬂerentes




Puissances modulo 1 Pou = n e les puissances de 8

i 5 : Pour p = 15, on calcul - C '

nomlb es : 1, 2, 4 l? 8 11, 13, 14 : Tous les résidus vérifient I’équation
T : ) 7 ? ) bl 1 ?

z* — 1 = 0 qui a donc plus de quatre racines.

ordre

o
=

exposant
a=1
a=2
a=4
a=7
a=28
a=11
a=13
a=14

1
7
14

13
14

bt e e e
[ S N N e K]
fd pb b et e OO
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is-
GAuUss démontre que pour les nombres modulo 27 ;zlour n >7.12I,1’1; ;)111) >
impair y 3¢ égale & 1, et done qu’i
-2 bre impair y ¢ est éga. , ' pa
sance 2" de tout nom ' . » P2
de racines primitives. Il démontre ensuite qu'il n’y a pas de }"acmes ? o
tives modulo un nombre composé de plusieurs nombres premiers saut p

H 7
les entiers 2 x p™.
o s n-
11 existe des racines primitives seulement pour les Ef -
tiers m = 2, m = 4, m = p*, m = 2 X p", avec p premie
- b
. . 37
impair. %', |
i i i i e l'usage
GAUSS annonce 2 la fin du chapitre trois, qu’il va pouvoir sed?asser c('i)sant uie
és, en décomp
i imiti le cas de modules composeés,
des racines primitives dans ecomposart une
éri s modulo des p™.
n une série de congruence
congruence modulo 7 e : n o
comme référence deux articles ’EULER *° sur ces question; o Lanitre
N tiliserons la table qu’il a établie en annexe au troisieme chap t,
caleul '3 ine primitive e
indi iers j 4 100 modulo une racine p
les indices des entiers jusqu une rac : :
i éori éveloppements illimités de rationnels.
i icati tte théorie aux développ
voir 'application de ce ie aux ¢ ppen - .
Mais avant, donnons quelques indications historiques ultérieures
k)

Développements ultérieurs

. " T R ER
Cette question des racines primitives a éte beau(:f)up e_tudlee aprés ElléL -
et GAUSS. Des tables de racines primitives ont été établies, par exemple p

36paragraphe 90.

e o : . Petrop. T. VII
38%?;:;%\975@11 circa residua ex divisione potestatum relicta (comm. nov. Petrop

i ] resul-
49) et Demonstrationes circa residua ex divisione potestalum per numeros primos
p
tantia (ibid. T XVIII p. 85).

JACOBI en 1839 pour tous les entiers premiers jusqu’a 1000, par CUNNIN-
GHAM en 1900, pour les entiers premiers Jjusqu’a 10000 et la course ne s’est
pas arrétée la... On trouve une étude historique trés compléte sur les racines

primitives et les congruences dans le deuxiéme chapitre du livre de DiCKsoON
sur I’histoire de la théorie des nombres 3,

Développements décimaux illimités de rationnels

Revenons sur ces développements pour comprendre la préoccupation de
GAuss. A I’époque ot il a fait ce travail, aucun de nos moyens de calculs
actuels n’était disponible. La préoccupation de GAUSS était de fournir une
table avec le minimum de renseignements qui permette d’obtenir facilement

le développement illimité de n’importe quel rationnel. C’est & cela que va,
servir sa théorie de V'indice.

Se ramener A des dénominateurs "

GAUSS montre qu’on peut décomposer toute fraction 2 jrréductible ou

n=a X b avec a et b étant deux entiers premiers entre eux 4 une somme de
deux fractions irréductibles de dénominateurs g et 540,

m my mo
n a b
Il en déduit que toute fraction peut s’écrire, si son dénominateur a pour
décomposition en facteurs premiers n = a® x b x ¢7... de fagon unique sous
la forme d’une somme d'un entier et de fractions*! plus petites que 1 :

Pour trouver le développement décimal illimité de 2 il suffit donc de connaitre
celui de chacune des fractions du second membre, c’est-a-dire celui des frac-

tions dont le dénominateur est une puissance d’un nombre premier. D’aprés

I'étude faite en premiére partie, les puissances de 2 et de 5 interviennent

pour fournir les chiffres avant la période. En utilisant les transformations

que nous avons expliquées dans la premiére partie, nous voyons que nous

pouvons supposer que les dénominateurs sont de la forme p" avec p nombre

premier impair, distinct de 5 et donc premier avec 10.

39Dickson History of the theory of numbers.
“Oparagraphe 309,
“paragraphe 310.




Fractions de dénominateurs p"
10xm 10%xm  10°xm

Nous avons vu que le développement des fractions TE T o
s'obtiennent & partir du développement de ;-,’% en supprimant 1, 2...e chiil%res
juste aprés la virgule, lorsque e est la plus petite puissance de 10 congrue
3 l'unité modulo p". Lorsque nous connaissons le premier développement, si
nous savons quel décalage effectuer, nous connaissons e développements.

Cas ol 10 est racine primitive

Examinons le cas ot p = 17. GAUSs dans sa table d’indices fournit les
résultats suivants ot 10 est la racine primitive utilisée :

premiers| 2 3 5 7 11 13
indices | 10 11 7 9 13 12

D’autre part dans la troisiéme table des développements nous trouvons un

seul développement :

0588235294117647

Cherchons le développement de %‘%. Pour cela nous allons calculer I'indice de

16 = 2¢. L’indice est donc 40 = 8 modulo p — 1 = 16. On a donc 16 = 108
modulo 17. Le développement de i—g g’obtient donc en supprimant huit chiffres
aprés la virgule dans celui de Tl? On obtient donc

%g — 0,941T764705382352

Cas oi1 10 n’est pas racine primitive

Nous savons que nous avons plusieurs familles de développements. Pour
calculer le développement d’une fraction, nous devons déterminer & quelle fa-
mille elle appartient, puis quel décalage nous devons effectuer. Ici encore nous
allons nous servir des deux tables de GAUSS sur les deux exemples que nous
avons étudiés en détail dans la premiére partie & savoir les dénominateurs 13

et 27 = 32,

Cas p=13

GAUSS a fait le choix de la racine primitive 6 o l'indice de 10 était
minimum. D’aprés I'étude faite en deuxiéme partie, il y a #(13) = 12 déve-
loppements répartis en deux familles puisque 10® = 1 modulo 13. Rappelons
que les calculs d’indices s’effectuent modulo 12.

premiers [2 3 5 7 11
indices |5 8 9 7 11
L’indice de 10 est 14 = 2 modulo 12 et est effectivement minimum pour cette

racine primitive 6.

Dans la table des dévelo
o ppements, nous t é
ecrity do o fapot aeere rouvons deux développements

(0) ..076923 ; (1) ..461538

Ces deux développements sont i 1
o D ont ceux des fractions 7 et 1—65, car 6 est la racine
Cherchons les dévelo i
ppements des d L o 12
avorr 3 ol s p eux fr.actlons 3 ¢t 5. Il nous faut
= ppartient chaque fraction et quel décalage effectuer
our::elz.i nous allons chercher les indices de 11 et 12, modulo 12 .
\ d.L uiclhce gfl 11 se lit sur la table. T est égal 411.Or11 =2 x 5+ 1, c’est
a-dire 11 = 6" et 11 = 6%*° x 6! modulo 13: or 62 7 :
: : ; =10 donc 11 = 105
La fraction % appartient & la famille de la fraction £ et on obtie(r)xt 206;1.

développement en effectuant un décalage de 5 o
1
13
L’indice de 12 se calcule & i indi
L partir des indices de 2 et 3. Il est égal 3
donc & 6 modulo 12. Or 6 = 2 x 3, c’est-a-dire 12 = 623 12 = 62X3gmo?ii18c;

13 = 10° i
, ou encore 12 = 10°. La fraction %% appartient & la famille de la fraction

-]:— « A
13 €t on obtient son développement en effectuant un décalage de 3

12
13

0,846153

0,923076

Cas p =27

Le L . .
tableau des indices est le suivant, en utilisant 2 comme racine primitive

pr'emiers 2 3 5 7 11 13 17 19 923
indices |1 x 5 16 13 8 15 12 11

%Zin r‘lltl)us saYons q1;17ﬂ v a ¢(27) = 18 fractions irréductibles réparties en 6
1lles, puisque 'ordre de 10 est 3, et son indice est 6. Les calculs d’i di
se font modulo ¢(18) = 6. e

I our deteIInlneI IeS fa.IaneS GAUSS pla.ce daIlS sa table tIOlS Ies de Velo -
) p

(0)..087 5 (1)..074 ; (2)..148 ; (3)..296 ; (4)..592 ; (5)..185




Ces développements correspondent aux fractions 217, 227, 55> 290 33 2 D
T ! ICKSON. Hi L
Pour trouver le développement décimal illimité d’une fraction quelconque, De KONINC}:IIZStEOTryl\/?Ig;lgmberS' Ohelse? publishing company.
il faut calculer 'indice du numérateur pour voir dans quelle famille se trouve Modulo 1994 IER. Introduction & la théorie des nombres. collection

la fraction et quel décalage effectuer.
Prenons par exemple la fraction —% L'indice du numérateur 17 est 15. Or

15 = 6 x 2+ 3 et 215 = 102 x 23. La fraction appartient & la troisiéme famille
et on doit faire un décalage de 2. On obtient donc :

GAuss. Disquisitiones arithmeticae. réédition Blanchard 1979.

O YSTEIN ()RE. NumbeI theory a.nd ltS hlStOI Y. Edltlons DOVGI 1988 Ieedl-
22 s
( )

17
5 =0,6%9

Résultats généraux : Dans le cas d’un dénominateur p#, si 10° =1
modulo p#, il y a ¢(p*) = p*~1(p — 1) = ef fractions irréductibles.

GAUSS a choisi une racine primitive a telle que 10 ait pour indice f. Il avait
montré que cela était toujours possible *2 et GAUSS fait figurer darsls sa table

4 4 : 1 o @& & af-t
de développements, les développements des fractions -z, 7 pi» pre pr

Pour savoir quel est le développement de la fraction ;f’;, on calcule I’indice
i de b, on fait la division euclidienne deipar f.Sionai=cf+r alors la
fraction ;f’; appartient & la famille I‘f—; et sobtient en faisant un décalage de ¢

places dans cette famille 43

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons exposé la théorie des congruences telle
qu'elle figure dans GAUSS, sans utiliser du tout le langage des structures
algébriques. Nous pensons que cela peut aussi étre une étape dans l'ensei-
gnement od au lieu d’utiliser la formalisation la plus récente, on fait les
démonstrations dans le langage des congruences, avant de parler de groupes
finis.

Toute cette théorie n’est pas une curiosité historique et les idées dévelop-
pées dans ce chapitre sont tres importantes dans les théories du codage. Bien
siir, la théorie des développements décimaux n’est pas centrale dans les re-
cherches mathématiques actuelles. Elle a eu 'avantage de nous faire aborder
ces questions d'une fagon simple et naturelle.

Documentation

DEMAZURE. Cours d’algébre, primalité, divisibilité, codes. Editions Cassini
1997.

42paragraphe 71.
43paragraphe 315.
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1B O & v oo C t t i de 1 touche x
S 5 & & Smogls S &3 8 598 omportement curieux de la y
=] o «© e~ Le] ~r - - O &
v 0 o~ N o Q -
§ 2 B 9% Saveooy.. § 8 & > R & ' d’ Krysinska et Pierre Boll
4 3 B 3 99 5SS g S v 8 8 55w Mariza Grand'Henry-Krysinska et Pierre Bo y
i ) ] [=3 3 D0 O o WO WY = S O & O
S $ R L 18920 F59.Y & L Y S8 N ) . . . . N
S L & & 255%5%38 8% & T & RGe A travers le probleme développé dans cet article nous souhaitons contribuer a la
- R - x Q . : f . P : 21N s
= S~ Vé\ = §§2 %o o discussion sur I'apprentissage de la démonstration par des éleves du secondaire.
“n em am ] ~ . . . . . .
B e 8 RIS RN Dj’ < :?; ;} 25 Selon une conception largement répandue, la démonstration serait univoquement
5 B % &5 2 tég_ ORI tg § 0% LYws définie dans un systéme hypothético-déductif et surtout elle exclurait tout recours aux
L N L .
= 5 3 E—;’ ® SO TS v o 2lon, E E‘g données empiriques.
< = Qo e - 3 10 " . . . R
“ v S 8 K 888 s radRR® oS o8 TBEERE Elaborer une démonstration, ce n'est pas seulement déduire. Dans un probléme de
- - ot R N . . A
< e AAAEE R recherche, c'est aussi formuler des conjectures et chercher leurs preuves méme
- Nt~ . ..
- A N N TS vy - b NN empiriques. i
by % 2 % .a.-.aﬁggmom?lﬁgogﬁ?vw S q p_q P P bl lié
£ O 5 8 O wSsaess AN A Ll s R s B N b I Plusieurs facettes de cette démarches sont présentes dans les problemes liés au
A O 0 &0 QYO o to S PO WO -
- i T ¥ ol 888 L% 58 %%@%%é?%gﬁmﬁ comportement de la touche y¥.
@ = LL oo 0w\ M A A D NF = OO NFID
< \_rl\mv\q...m\’-mm—ﬂmwfﬂs&m_‘vow_@mm-I\CDCE
5 | 8 iRaGsRTeI S PRITSTIINB 5% 1. Exploration |
“ S R S S S ’ ;
I T x - ~ l
DA D A AL SRRGERgE S & A = Avec la touche y™ et un nombre a on peut fabriquer une suite de nombres de Ig ]
! - 9 for) — 0 (2] g
t.’lJ\ o~ o~ ©~ ] @ o0 = ) (“(M)J
N a (u"
8 a,a*,a"’ a yeun
v
| Construisez de telles suites 4 I'aide de vos calculatrices pour quelques valeurs
positives de a. Que pouvez-vous observer i leur sujet ? Formulez des conjectures ! .
L1 Premiers calculs et observations |
8 = .t o m - Pour a = 1, le résultat est évident,
o @ o s : . . : .
* 9 LLY . g8 3%e 2@ Formons la premiére suite pour a = 2. La calculatrice affiche les trois premiers
2 + O A PN - sz .
I DS Bl R 9 a 25 NS termes 2, 4, 16 et apres, elle signale overflow. Cela se comprend aisément : cette suite tend :
RN . PR - N . s .
. ~ > AR NN - %’ trés vite vers l'infini. /
oy o~ . oy [} 0 O & T~ m . . . . . ]
S RS NI DY S 5 Swu 50 g Formons la deuxiéme suite pour 2 = 1,2. La calculatrice affiche les termes qui .
: 3 T 5 F898 a8 & . N dme 4 A .y 5 ‘
- T S5O www @ ggwe s changent jusqu'a la 198Me étape, Par apras, le nombre affiché reste le méme : 1,257734. |
. ¥ S .a 3 Yy . s . s 1.
o - B - S 9% D o0 D8 ma Considérons encore une troisiéme suite pour a = (,5. Les termes affichés ne E
— 2 e] - '-: . . 2 A0 o2} . % M ~ @‘ln N . P .
o ;o 9 5 : 8’2““‘; 2 88 mS E{' Aﬁ.\:‘é’ 'afg" >3 changent plus a partir du 33¢me qui est 0,64@18574451. |
) o 5 eR83 aYCR® 8Ew S5 R se Dans le cas des deux derniéres suites, nous sommes tentés de dire qu'elles |
- = — e . T = = . . . . i
~ CERETAVTIOPN Y s s BYS8SS e 5T convergent vers des nombres dont I'approximation est fournie par la calculatrice quand
N B B2 Qs A ZSews SN S @2 q
_ ? AG Leg \-_;f-\“é S T N DN NN NS:I SR a g l'affichage des termes de la suite se stabilise. E
h L= N O o] ‘. o . A . . i
- TIET S Y = AT Pour des raisons encore obscures ou peut etre par analogie avec les suites |
A e R O R AC Q= Qe ST a0 e :l\ géométriques de raison plus petite que 1, nous pouvons penser que les suites construites
= Q  anx VE’E@ o S,g?g%g - o 3§ S5 28 2C 5 8’%%0\?&‘?8 avec un nombre a < 1 sont convergentes. Par contre, la méme analogie avec le
. R S e v 9 @ B~ . . rs . . h
= AEADEY 59 0 K RRviRE) ;‘\ffg:v SLE ER S comportement des suites geometriques de raison plus grande que 1 ne tient pas la route : ‘ ‘
B - . en Tt DD o~ . PR . e . P . N
2 @ DT S0 0 PSRN Y EAATAAN s 5L TRye 0«3 2 % la suite formée a partir de 2 tend vers I'infini mais celle formée a partir de 1,2 parait i
. o o
YH0"518“3\3’83'8’8@03303\«9@9°?‘\°.‘.\9 ° convergente.
- 0 eeeQe=x L SR - : D .
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S : A A |
R 2\ ey —~ o~~~ = T = ]
SIOIOICIOIICIOIORIRCIION ) Lo & Lse & ) ) ' ) i ) i . J
ST ELELLELEL Une conjecture est une propricté que I'on a certaines raisons de croire vraie, mais
= ~ o o o) dont on n'est pas entiérement siir.
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