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concédé, et alors, de deux choses I'une : si ce concédé est possible et qu'on peut le gagner’s, ce

que ceux qui s'occupent de mathémes appellent “donné”, ce qui ’a été .propos.é sera également

possible, et de nouveau la démonstration sera l'inverse de la resoluflon ;.S.l par c?ntre nous

tombons sur quelque chose qui est concédé impossible, ce projet sera lui auss.1 1mpos?1ble.
La-dessus, la détermination?® est une distinction préalable qu'on fait au sujet de quand,

comment et en quelle quantité le projet sera possible.
Ceci, au sujet de la résolution et de la composition.
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André STOLL

"Quelle spirale, que I'étre de I'homme. Dans cette
spirale, que de dynamismes qui s'inversent. On ne sait
plus tout de suite si 'on court au centre ou sj l'on s'en
évade.”

BACHELARD, Poétique de I'espace.

1. Imtroduction

Les spirales ? Elles sont présentes partout. Dans le
% monde animal ou végétal, admirez la forme superbe
d’un nautile ou d’une coquille d’escargot. Admirez
€galement la fleur de la marguerite. Celle-ci est composée d’une centaine de fleurons
¢lémentaires jaunes, disposées en son cceur selon une double gerbe de spirales droites ou
gauches. Vous en trouverez également dans les tableaux de Léonard de Vinci, de Direr et
autres artistes peintres, en architecture, en ferronnerie, en mecanique... Sur une pellicule
photo, un banal escalier hélicoidal devient une spirale. En astronomie, nul ne peut ignorer les
galaxies en forme de spirale.
Cette figure est présente dans toutes les cultures, Elle est chargée de signification symbolique.
C’est un motif ouvert et optimiste. Elle représente les rythmes répétés de la vie, le caractére
cyclique de I'évolution.

Paradoxalement pourtant, dans la langue frangaise, on ne parle
d’elles que pour évoquer un échec, une crise. la spirale du
chémage, Ia spirale de Ia violence.

Paradoxalement encore, si ces courbes sont si présentes dans
notre environnement, elles sont presque complétement
oubliées dans I'enseignement des mathématiques. Pourquoi ?
Difficile de répondre de maniére précise & cette question.
Certains disent qu’elles sont trop difficiles a tracer. Clest
¢videmment une fausse raison. Dlailleurs & Vere des
calculatrices graphiques et autres traceurs de courbes cette
raison ne peut pas expliquer leurs absences.

Dans I'histoire des mathématiques, ces figures sont intervenues
comme solutions de problémes fondamentaux et extrémement
variés. Et trés souvent, elles apparaissent [a ol on ne les attendait pas !

Ou cours de I'exposé ci-dessous, Je souhaiterais d'une part présenter quelques spirales en les
remettant dans leur contexte historique et d'autre part. montrer ce que l'étude de ces courbes
peut apporter a un enseignant de mathématiques.

Léonard de Vinci : I' Annonciation

L 2. Die "Quadratwurzelschnecke" ' ou spirale de Théodore de Cyrene.

2.1. De I'incommensurabilité de Ia diagonale du carré  la spirale de Théodore.

Dans l'ouvrage de Plaron qui porte son nom. 7héétére affirme que son maitre, 7Théodore, a
etudi€ l'irrationalité des nombres +/2 V3,45 ....Jusqua +/17 et qu'il a construit ces nombres
devant tui :

' Die "Quadratwurzelschnecke™: V'escargot de la racine carrée
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THEETETE. - Théodore [...] avait fait, devant nous, les constructions relatives a quelquest—
. ™ s y ’ ; A - t OIn
1 J lles de trois pieds et de cing pieds ne sont point,
unes des puissances, monitré que ce i : » e sont point
idéré. bles & celle d'un pied, et continué ai
sidérés selon leur longueur, commensura : elle d'un, / ‘ ale
Z';):dier une par une, jusqu'a celle de dix-sept pieds : il s'était, je ne sais pourquoi, arrete la.
laton: Théététe 147d] _ ] ] —
[CPomment 7 Pourquoi Théodore s'est-il [ THEODORE DE CXRENE (ﬁ}iCV 1éme - déb.
arrété a +f17? Nous ignorons les o IV iéme siécle avaﬂeti . 3{ s Cyréne
snonses a ces questions. Depuis plus de {Mathématicien grec, qui enseigna o la oo
1;:po'lléxmires les mathématiciens et les |Platon fait de lui un d;s personnages de la trilogie
hjr?lriens se’ posent ces questions et, du Théététe , en le presentan? a la fois comme ami
enscgre de nos jours, les spéculations |de Socrate et comme ami de P flomg(’fzflo(ug
tinuent disciple de Pythagore). Dan?[‘h ed ca , g}ié
Une - i ’Eude : 1 éodore est c1
ine d'imagi :1¢ |d’Eudéme conserve par Proclus,
: e, pleine d'imagination, a €t d ! ) 1 r
fijne {CPO_IIIS ,g environ 70 ans par un |apres Hippocrate de Chlos. Il figure egalqment
omﬁe:e, 11 c?en allemand, JH. |dans la liste de Jamblique comme pytha'goncxen.
mafi el}?ab Celui-ci imagina que C’est, en tout cas, (_ie la grande 44ef:ouverte
Anderhud. isit V2.4/3.45,...4 pythagoricienne de l’mcommensprabﬂxte, de la
Théodore construisit  v2,v3,75,...2 diagonale et du c6té du carré (racine carrée de 2)
I'aide dune suite de triangles rectangle; qu’il est parti pour étudier ce que nous appelons
dont lun des cdtés de langle droit actuellement lirrationalité des racines carrées des

mesure une unité et l'autre coté de nombres de 3 4 17.

‘angle droit est I'hypoténuse du triangle —— — : .
l:ctingle précédent, le premier triangle étant rectangle et isocele. 11 est aisé de démontrer a

l'aide du théoréme de Pythagore que les hypoténuses des triangles ainsi construits mesurent

V2,43,45,.. o 1
J.H. Anderhub observa que J17 est Ihypoténuse du dernier triangle rec;angle avant qqfalz
- 3 é i i tenons une spi
se a elle-méme. En poursuivant la constructlo,n, n(\)us.o en

glf:r § II;e Szzng}:\gg dénomma "die Quadratwurzelschnecke" c'est-a-dire "l'escargot de la
racine-carrée” pour rappeler que I'hypoténuse du n-i¢me Mmgle est “\/n +1.En l'honpegr de
Théodore de Cyréne, elle est aussi appelée "la spirgle de Theod_ore 11 se pourrait ainsi que
cette spirale, tout en étant une découverte récente, soit la plus ancienne des spirales.

2.2. Construction de la spirale de Théodore.

La spirale de Théodore est une
spirale discrete.

Pour la tracer, nous
construisons un triangie
rectangle et isocéle (OAl_Az)
puis, par récurrence, les points
As, Ag, As,... tels que

- les angles OA A, sont
droits :

0A,A, =0A,A;=0A A, =...

- les cOtés [AnAq+i] ont tous
méme longueur

OA, =A A, =A,A, =
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| 3. La spirale d'Archiméde. ]

Il est fort probable que c'est en cherchant les solutions des problémes de la trisection de
l'angle et/ou de la quadrature du cercle qu'Archiméde eut I'idée d'introduire la spirale qui porte
désormais son nom. Celle-ci mériterait i elle seule un long exposé. Aussi, me contenterais-je
de ne donner que quelques résultats concernant la spirale d'Archiméde.

3.1. Définition.

Dans Ie "Traité des spirales”, Archiméde nous donne la définition suivante:

"Lorsqu'une [demi] droite tourne uniformément dans un plan pendant que Iine de ses
extrémités reste fixe et qu'elle revient o
sa position initiale, et si sur cette droite
en rotation  un point se déplace
uniformément & partir du point fixe, le
point décrira dans le plan une spirale.”

Il est tout & fait remarquable que si la
définition que nous donne Archiméde

€st  purement  mécanique,  ses .
démonstrations quant a elles sont M
purement géométriques!

Archimede a-t-il utilisé la mécanique
pour découvrir les résultats concernant
la tangente et d'autres propriétés de la
spirale? La réponse nous est inconnue.
Toutefois, replagant le traité de la
spirale dans l'ensemble de son euvre,
cela est fort possible.

3.2. La spirale d'Archiméde et le probléme de la trisection de I'angle.

Si on savait construire cette spirale 4 la régle et au compas, on saurait résoudre le probleme de
la trisection de I'angle (En fait, on saurait partager un angle en n angles égaux.) -La
construction qui ne présente pas de difficulté, est laissée au lecteur-

3.3. Tangente 4 la spirale d'Archiméde et quadrature du
cercle.

Poursuivant la lecture du traité des spirales, nous trouvons la
proposition suivante:

"Et si une droite est tangente & la spirale en son extrémité
atteinte en dernier lieu, et qu'on éléve, sur la droite ayant tourné
el repris sa position initiale, la perpendiculaire & I'extrémité
restée fixe jusqu'a sa rencontre avec la tangente, je dis que le
segment de droite ainsi mené est égal a la circonférence du
cercle.”

Sur la figure ci-dessous, cette proposition se traduit par :soit T le
point dintersection de la tangente a la spirale en A et de la
perpendiculaire 4 (OA) en O ; Alors la longueur OT est égale d la
circontérence du cercle de centre O et de rayon OA

Ainsi la construction d'une tangente 4 la spirale est un probléme
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En prenant comme unité de mesure la longueur commune des cotés [ApAn+], il est facile de
montrer, a I'aide du théoréme de Pythagore, que la longueur du segment [OA,] est Jn:

OA, =41, 0A,=v2, OA,=3, OA,=+4, OA;=+5,.

2.3. Pour les enseignants : quelques sujets de réflexion.

La construction de la spirale de Théodore est, sans aucun doute poss'itble,d ala g:;:lgog Surcll Oerllet:\;z
¢ i 'imagination, elle peut susciter des q

ollége. En faisant preuve d'un peu d1_rnag1na X ' ) tic ¢

:ll‘i:vgau feut atteindre voire dépasser le niveau dune classe préparatoire. En voici quelques

unes :
2.3.1. Spirale de Théodore et nombres compiexes

Dans le repére orthonormé direct R = (O, i,7) ou 1 =0A,, on appelle z, I'affixe du point A, .

q = T - ~-aessus eStadlle. Z —‘\In.
VI(D trer que z z +1 et retrouv lc Iesultat C1 de Sus ¢
n n+t n € er n

n
k=n-1

: = t .
Montrer qu'un argument de z, est, pour n = 2: arg(z, ) Z arctan I

k=1

2.3.2. Ecrire un programme de construction de n points de la spirale de Théodore a
' l'aide d'un logiciel de calcul formel.
2.3.3. De fait, la spirale de Théodore est une spirale discréte. Construire une spirale

(S), continue, passant par tous les points (A,) et vérifiant : M un point

quelconque, M’ le point déduit de M par la construction de Théodore, alors M est
également sur (S)

2.3.4. Au dix-septiéme point, la spirale a fait un tour complet (presque). Calculer le
nombre de tours lorsque n = 10° (par exemple) .

2.3.5. Généralisons ! ‘ ‘
Pour construire la spirale de Théodore, nous avons pris une succession de tngngles recta(;lglel:s
dont 1'un des cotés mesure 1 unité (En langage des nombres complexes, ceci correspond a la

transformation z-——>2 +iﬁ). Généralisons en prenant, non plus un angle droit, mais un
Z

angle quelconque et le coté AnAq+ quelconque (Soit une transformation de la forme

Z—)Z+bﬁ ou b est un nombre complexe
z

quelconque). Généralisons encore d'avantage par la

z
transformation z——)az+bﬂ ol a et b sont deux
Z

nombres complexes quelconques. ‘

Le lecteur inspiré pourra encore générahser' en prenant
par exemple a et b dépendant de' n. Les reslu}tats sont
parfois spectaculaires. La figure ci-contre a été obtenue

enprenant: a==b= exp(i %) (nombre de points: 40)
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€quivalent au probléme de la rectification (donc de Ia quadrature) du cercle.

La démonstration que nous donne Archiméde de ce théoréme offre un bel exemple de la
méthode géométrique des Anciens. Elle présente certes des longueurs, mais celles-ci sont
nécessaires. Elle est remarquable par sa rigueur et se trouve dégagée de tout usage de
considération d'infini.

3.4. Aire d'un segment de spirale.

Apreés avoir ¢tudié la tangente a la spirale, Archiméde s'intéresse a l'aire d'un segment de
spirale. Il énonce la proposition suivante:

"“Je dis, dés lors, que l'aire comprise entre la spirale et la droite

revenue a sa position initiale est égale au tiers du cercle décrit

autour du point fixe comme centre avec un rayon égal au

segment de droite parcouru par le point pendant une révolution

de la droite."

(Sur la figure ci-contre cette proposition se traduit par : 'aire de

la surface hachurée est le tiers de l'aire du disque de centre O et

rayon QA)

Pour démontrer ce théoréme, Archimede partage le cercle en un

certain nombre de secteurs angulaires. Il encadre alors Iaire & calculer par deux aires dont la
différence est aussi petite que I’on voudra, Puis par un double raisonnement par ’absurde, il
en déduit le résultat.

3.5. Longueur d'un segment de spirale au 17 idéme sidcle.

Au XVII-iéme siécle, a l'aide des indivisibles, les mathématiciens (notamment Torricell,
Roberval...) démontrent que le probléme de la rectification d'un arc de la spirale d'Archiméde
est équivalent 4 la rectification d'un arc de parabole

La méthode des indivisibles étant contestée, Blaise Pascal démontre le résultat ci-dessus 3
T'aide de la méthode des Anciens: " [--] et sans m'arréter, ni aux méthodes des mouvemenis,
ni a celles des indivisibles, mais en suivant celles des anciens dafin que la chose pii étre
désormais ferme et sans dispute.

L 4. Les spirales de " Albrecht Diirer " ]

Dans son livre intitulé "Underweysung der
messung [...] im jar MD.X.X.V.", Albrecht
Direr nous montre comment construire
quelques spirales dont "une ligne en escargot
utile dans la réalisation d'une corne de bélier
pour les chapiteaux”, une spirale servant a
fabriquer une crosse d'évéque,.une spirale qui
nous fait penser 4 la spirale d'Archiméde et une
spirale sans début ni fin :

"On peut concevoir une ligne éternelle qui
s'enroule contintiment autour d'un centre et qui
décrit aussi & l'autre extrémité des révolutions
de plus en plus amples, sans Jamais s ‘arréter.
On ne peut réaliser cette ligne & la main, &
cause de ses infinies grandeur et petitesse. Car comme son début et sa fin n'existent pas, ils
sont introuvables et concevables mentalement seulement. Mais Je veux la représenter ci-
dessous, tant qu'il est possible, avec un début et une fin. Je commence avec un point a et je
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décris la ligne & l'aide d'arcs de cercle comme si elle s'enroulait autour d'un centre, et &
chaque révolution j'éte une moitié de l'ampleur de la ligne. Je procéde de méme avec la ligne
partant de a et allant vers | 'extérieur. A chaque révolution, j'ajoute une moitié de I'ampleur.
Ainsi cette ligne, plus elle s'enroule, plus elle se resserre, et plus elle se déroule, plus elle se
desserre, sans jamais s 'arréler, ni en son centre, ni en son contour, comme j 'en ai donné,
afin de me faire comprendre, une représentation ..."

Les enseignants qui sont a la recherche d'exercices portant sur les suites ( notamment les
suites adjacentes, les suites et les séries géométriques) sauront tirer le plus grand profit de
cette construction d'Albrecht Diirer.

5. La spirale admirable aussi appelée la spirale de Descartes, la spirale de
Bernoulli, la spirale de Gregory, la spirale équiangle, la spirale
proportionnelle, la spirale logarithmique, la spirale exponentit:lle...2

5.1. La spirale de René DESCARTES.

Dans une lettre datant du 12 septembre 1638 et adressée au pere Mersenne en
réponse & une question de celui-ci, Descartes €crit : "... pour cete spirale, elle a
plusieurs propriete= qui la rendent assez reconnoissable. Car si 4 est le centre de lu
terre & que ANBCD soit la spirale, ayant tiré les lignes droites AB, AC, AD, &
semblables, il y a mesme proportion entre la courbe ANB & la droite AB, qu'entre
F g courbe ANBC & la droite AC ou ANBCD & AD, & ainsi des autres. Et si on tire

=]

les tangentes DE, CF, BG etc., les angles ADE, ACF, ABG efc. seront egaux”
NG

11 est trés remarquable que Descartes connaisse la
proportionnalité de I'arc de Ia spirale 4 son rayon Clest
d'autant plus remarquable que celui-ci était convaincu qu'il
n'était pas possible de rectifier une courbe queiconque.

En langage actuelle, la propriété caractéristique que donne

. ] . L
Descartes de cefte spirale est: —=a (¥) ou s désigne
p

Spirale logarithmique

I'abscisse curviligne du point générique M (s est la longueur _
de larc ANBM), p le rayon vecteur (p=AM) et a une | d'équation p(6)= e™ avec
constante. o=0,088, soit 'angle ¢ ~ 85°.

Avec les outils mathématiques dont nous disposons,
I'équation (*) s'integre facilement en:

p = k.e™ ou O est 'angle polaire, k une constante et o = = .
a” -1

On en déduit facilement que l'angle ¢ formé par le vecteur AM et la tangente vérifie:

tang = i =+a’ -1 soit 9= arccos(%) et par suite, cet angle ne dépend pas de M.
o

2 Clest le mathématicien Pierre VARIGNON (1654-1722) qui dénomma cette spirale "spirale logarithmique”,

nom sous lequel elle est connue & ['heure actuelle.
J. BERNOULLI I'appela "la spirale admirable" pour ses nombreuses propriétés (voir la conclusion)
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5.2. Une propriété de la spirale logarithmique énoncée par J. BERNOULLL

“Si sur le plan du cercle BCH se trouve une courbe BDEIPC que coupent, sous un mé

ar‘zgle qblique, les rayons CB, CL, etc. menés & partir du centre C du cercle ,cette cour;)n oot
dftte spirale logarithmique puisque si on choisit des arcs LM, MN etc inj,”mimem‘ t'f o
égaux ' clest c‘z, dire arithmétiguement proportionnels aux arcs BL, BM, .BN les ra 55?1 gé 4
EC, IC sont géométriquement proportionnels par les triangles semblables DCE .ECIyetc.‘ e

Cette propriété de la spirale logarithmi nstrui
: que nous permet de 1 : T
Albrecht Diirer. (voir la figure ci-dessous). P cee e & I manicre de

Les angles sont égaux:

BCL=LCM=MCN=...
Les cotés sont en progression
géométriques:

CB CD CE I

CD CE CI cp ~

5.3. La rectification de la spirale logarithmique par Torricelli.

Soit a rectifier l'arc de spirale logarithmique 1§I d
¢ e centr ; ]
figure ordessous pous 10w motaions) q entre O et tel que OA > OI; (voir la

Sur cet arc, reportons les points, en nombre pair, B, C, D.,E... de telle sorte que:

AOB =BOC = COD = DOE = = HOI

et sur les segments [OA] et [OB] les points I' et J tels que:

OI'=0J=0l.

Appelant R le point d'intersection des droites (I7) et (AB), !
, 1a long
somme des longueurs des segments [AB], [BC], [CDS,..,,)[HI]: guer di scgment [AR] esta

AR =AB+BC+CD +DE+..+HI

En effet:
Reportons alternativement sur les segments [OB] et [OA] les points C', D", E’

. tel :
OC':OC, OD'=OD, OE'ZOE’_,_’OH'zOH €S que:
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Par définition de la spirale
logarithmique, les triangles
(AOB), (BOC), (COD),
(DOE).....(HOI) sont
semblables.
En particulier, en écrivant les
rapports de similitude de
(AOB) et (COD), on a:

OA _0OC _oOC'

OB OD OD
Et, par suite, les droites (AB)
et (D'C") sont paralieles.
De la méme manicre, on
démontre que les droites
(BC), (DE),..(HT) sont
paralieles ainsi que les
droites (AB), (D'C"), (F'E'),:“
Appelant P le  point
d'intersection  des dr01te_s
(I'H" et (AB), on en déduit
que:
I'P=TH+..+ED+CB
et AP=AB+D'C+E'F+.

Or, les triangles (C'OB) et )
(COB) sont égaux. D'ou BC =BC".
De méme, ona; C'D'=CD,DE=DE,...

Et:
IP=IH+.. +ED+CB et AP=AB+DC+EF+...

Enfin, le triangle (RPI') est isocéle car:
(*) OAB = OBC = OBC'=OH'I A

: L M Y Al — ¢ 1 3. H:‘JI' = JIVA
**) e triangle (OJT") est isocéle donc OI'J = OJI' et aussi: ' ‘
E*) )et (**) igmpliquent que les deux triangles (H'JT') et (AIT) sont semblables et, par suite

e sy . /: ' _ o ¥ 'P =IP i
T'égalité des angles: RI'P'=PRI' et des longueurs I
Fir%alement: AR = AP+ AR = AB+BC+CD +DE+. +HI

Si 4 présent on augmente indéfiniment le nombre de points_ sut l'afc Al la ‘droite (AB)
devient la tangente 2 la spirale en A et la droite (IJ) la perpendiculaire 2 (OA) enT.
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Petit nautile deviendra grand: Quand la
chambre quil occupe est trop petite, le
nautile en secréte une nouvelle qu'il sépare
de la précédente par une cloison. Sa coquille
qui est symétrique par rapport a son plan
median, dessine une spirale logarithmique
parfaite.

Un exercice: reproduisez la coquille ci-
dessus en l'agrandissant ou en la réduisant
(dans le rapport k), Moyennant une rotation
(dangle ), cette reproduction se
superposera avec loriginal. Trouvez une
relation entre k et y.

5.5. Bref retour 2 la spirale sans début ni fin de Albrecht Diirer.

Sur la figure ci-dessous, nous
avons représenté simultanément
la spirale de Diirer et une certaine
spirale logarithmique -le lecteur
se fera un plaisir de trouver
I'équation polaire de cette spirale-

6. La spirale hyperbolique. B

! i ithmi A égale 4 la longueur du
toreme: la longueur de l'arc de spirale logarithmique AI esf egale ¢
Z:;:iT?A;] de l%autangente 4 la spirale en A ou R est le point d'intersection de la tangente
avec la perpendiculaire 4 (OA) en I' tel que OI' = Ol

5.4. Une spirale logarithmique dans la nature: le nautile.

6.1. Jean Bernoulli et le probléme des forces centrales.

6.1.1. De quel probiéme s'agit-il précisément ?
Rappelons, pour commencer, qu'on dit qu'un corps mobile M est soumis & une force centrale

lorsque & chaque instant la force qui s'applique au point M et qui donne naissance au
mouvement du point M est dirigée vers un point fixe O de T'espace. Cette propriété peut aussi

se traduire par : 'accélération du point M est colinéaire au vecteur OM .

Le probléme des forces centrales consiste 4 trouver de quelle maniére un mobile M doit
décrire une courbe (C) donnée de telle sorte que I'accélération du point M soit, & chaque

instant, colinéaire au vecteur OM .

Dans le probléme inverse, la force centrale est donnée et il s'agit de trouver la courbe décrite
par le corps soumis a cette force. -

L'origine de ce probléme est la détermination de la trajectoire des planétes. En effet, le point
fixe est le soleil, le corps mobile est une planéte et la force centrale est inversement
proportionnelle au carré de la distance de cette planéte au soleil. Bien entendu, cette force est
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dirigée 4 chaque instant vers le soleil. Nous savons que dans ce cas la trajectoire est une
ellipse.

J. Bernoulli, pour montrer l'efficacité des nouvelles méthodes de calcul inventées par Leibniz,
généralise le probléme au cas des forces centrales inversement proportionnelles au cube de la
distance du point M au point O.

Dans une lettre datée du 28 octobre 1710 et adressée a Pierre VARIGNON, Jean
BERNOULLI écrit: “/mes] lettres contenant mes solution du probleme inverse des forces,
dont il ne paroit encore aucune solution dans le public. Mr Newton luy méme suppose bien

que, comme une section conique fait les forces
centrales vers le foyer en raison reciprogue des
quarrés des distances, ainsi toute courbe ou les
forces centrales se trouvent dans cette raison, sera
une section conique |[...] car de méme que de ce que
dans la spirale logarithmique, les forces centrales
vers le centre de la spirale sont en raison reciproque
des cubes des distances, il ne s'en suit pas que toute
courbe o cette loy des forces se trouve soif une
spirale logarithmique, pouvant y avoir d'autres
courbes et méme d'algebraiques qui ont la méme loy
des forces..."

Ultérieurement, s'étant rendu compte qu'il avait
"oublié" une solution, il écrit a nouveau 4 Pierre
VARIGNON (lettre du 10 janvier 1711) © 7 ... un
corps pour se mouvoir dans une spirale
logarithmique requiert les forces centrales, en
raison réciproque des cubes des distances, il ne s'en
suit pas que cette loy des forces etant supposée, la

courbe trajectoire sera de necessité une spirale
logarithmique, vu qu'une auire spirale d'une nature toute differente, repond aussy a la méme
loy des forces; c'est la spirale que I'on peut appeller hyperbolique, dont voici la construction:
Du centre C d'un cercle ABL, soit tiré par quelque point de la circonference B la droite CBD,
en sorte que le rectangle entre la droite CD et l'arc AB commengani d'un point fixe A, soit
toujours constant, le point D sera dans la spirale Hyperbolique DEF, la quelle a cela de
commun avec la spirale logarith. que I'une et l'autre repond & la raison reciproque des cubes
des distances pour les forces centrales...”

Ainsi, Jean Bernoulli est amené & introduire une courbe qu'il appelle “spirale hyperbolique”. Il

la définit par la relation : CD. AnB =X (*) ol A est une constante.’

Actuellement, nous traduisons la relation (*) par p:—l—% ol O désigne l'angle polaire
T

(C—;& , C_i)) et p la distance CD.

* Remarquons que Pierre Varignon avait déja étudié cette courbe dans un mémoire publi¢ en 1704. Toutefois,
7. Bernoulli est probablement le premier a utiliser la loi des aires pour définir et construire la spirale
hyperbolique.

6.2. Trois autres situations ot I'on rencontre une spirale hyperbolique.

6.2.1. La projection stéréographique d'une hélice i i
. ) sur un plan perpendiculaire 3
axe est une spirale hyperbolique (voir photo ci-dessous). e o

6.2.2. L'image d'une spirale d'Archiméde par inversion est une spirale hyperbolique.

6.2.3. Sur un stade d'athlétisme, au départ d'une course de 200 m ou de 400 m. les

coureurs sont disposés suivant une spirale hyperbolique
N ‘ e s ) -

¢ La représentation ou ia photo dun escalier

sf hélicoidal est une spirale hyperbolique.

#¢ (tableau de Bernard Sanna dit "Ben”
professeur au lycée Louis Couffignal dé
Strasbourg) N




7. La développante du cercle et la spirale de Norwich " =ICOS(u2)du
‘ 0

7.1. La développante du cercle. | J()= J‘sm(uz)du
‘obti es si i€ jvante: prendre une bobine de fil, , °
Cette courbe s'obtient trés simplement de la manicre survan obin
at?acher un crayon au bout du fil, fixer solidement la bobine sur le plan c_le travail, 'derouler le
fil en prenant soin de laisser tendu. Le crayon marquera une superbe spirale que I'on appelle

Cette courbe est utilisée actuellement dans les
travaux publics - dessin des bretelles de
. " i raccordement d'autoroutes par exemple - Elle

habituellement "développante du cercle ¢ d coocier e . 3 it
- < conisa de donner cette forme aux dents des engrenages. i permet de négocier les virages a  vitesse
Léonard de VINCI preconisa de constante en tournant le volant a vitesse

7.2. La développante de la développante du cercle: Ia spirale de Norwich. constante.

Enroulons & présent notre fil sur la développante du cercle. En le déroulant (prendre soin de le

i i lée "spirale de Norwich". Ceile-ci
laisser tendu), nous obtenons une nouvelle spirale appe spiral orwich”. Cell
doit son nom au mathématicien anglais J.J. SYLVESTER qui I'a dénommeée a1n§1 suite & un

meeting qui eu lieu en 1868 dans la ville de Norwich. L 9. Conclusion

iété uable de cette spirale: L . . .
Une propne tf;:?:;: spirale, le rayon vecteur est égal au rayon de courbure. Sur le dessin ci- Pour ﬂmr, Je ne peux resister au plaisir de donner la
En tout poin paic, conclusion du chapitre XLIX que Jacques Bernoulli

6t it par: NO=NM. ) i ithrmi
dessous, cette propriété se traduit pa consacre 4 la spirale logarithmique dans son ouvrage
"Acta eruditorum" .

Aprés avoir montré de nombreuses propriétés de cette
courbe - qu'il appelle "la spirale admirable" -, J.
Bernoulli conclut de la maniére suivante:

Puisqu'en effet cette spirale engendre ume spirale
toyjours semblable a elle-méme, quelle que soit la fagon
dont elle s'enroule, se déroule, rayomne; elle pourrait
aussi bien étre pour tous un embléme semblable aux
descendants des parents; La Fille Trés Semblable & la
Mere. Ou bien (s'il est permis d'appliquer cette chose
aux mysteres de l'éternelle Vérité de la Foi) elle est
comme une esquisse quelconque de ['éternelle
Génération du Fils, semblable & l'image du Pére, er de
ce fait comme la Lumiére issue de la Lumiére et identigue a elle. Ou bien si vous préférez,
parce que notre courbe admirable dans sa révolution demeure toujours semblable i elle-
méme, de facon trés constante et en rapport, elle pourrait étre le symbole du courage et de la
constance dans l'adversité ; et méme le symbole de la résurrection de notre chair aprés de
multiples altérations, la méme pourtant aprés la mort. D'ailleurs si | ‘usage s'était maintenu
:‘ de nos jours d'imiter ARCHIMEDE, j'ordonnerai volontiers que fiit gravée sur ma tombe cette
spirale avec I'épigraphe: "Eadem numero mutata sesurgo” c'est-adire : "Elle ressuscitera
identique a elle-méme".

( 8. La spirale de CORNU ou clothoide.

En étudiant les problémes de la diffraction de la lumiére, Alfred CORNU (1841-1902), un
physicien frangais, fut amené a introduire une courbe dont le rayon de courbure en un point

i i 3 I'abscisse curviligne OM.
uelconque M est inversement proponlonpel ala C 1 , '
qutte courbe qui est une spirale et qui porte désormais son nom a pour équations, en

coordonnées paramétriques:




Détail de la pierre
tombale de I
Bemnoulli 2 Bale.
Remarquez que,
contrairement  au
souhait de I
Bernoulli, le
sculpteur a grave
une spirale d'Archi-
meéde et non une
spirale  admirable.
(photo André Stoll)
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Quelles sont les lignes courbes
que I’on peut recevoir en géométrie ?

Jean-Pierre Friedelmeyer

Cette question, posée par René Descartes (1596-1650) au début du Livre II de sa
Géométrie, accompagne en réalité toute I’histoire des mathématiques. Courbes mécaniques
opposées aux géométriques, courbes transcendantes opposées aux algébriques, courbes tracées
d’un mouvement libre de la main et donc “ ne suivant aucune loi » ! courbe de Peano,
courbes fractales, chaque génération de mathématiciens a eu la tentation d’exclure certaines
courbes de son champ d’étude, comme ne correspondant pas a son idéal de rationalité ou a
ses possibilités d’investigation. Ce qui nous instruit en profondeur sur cet idéal mais aussi sur
sa remise en cause, sur ces possibilités supposées comme sur 1’élargissement dont elles sont
susceptibles. Ce qui peut également rejoindre des questions d’ordre pédagogique relatives
aux courbes que nous “ pouvons recevoir ” dans nos classes.

Erreur significative : dans la présentation générale des ateliers de 1’Université d’Fté de
Nantes le mot ligne avait été oublié dans la transcription de la citation de Descartes. Cet oubli
dit bien que, si I’on n’y prend garde, nous ne sommes jamais assez circonspect dans la lecture
des textes anciens dont les mots sont compris et interprétés spontanément, dans leur acception
actuelle. Or I’historien doit s’imposer tout un travail de distanciation et de retour aux sources
pour que n’interférent pas les connaissances et les conceptions actuelles avec celles des
époques du passé. I est essentiel - disait Koyré - d’intégrer dans I’histoire d’une pensée
scientifique la maniére dont elle se comprenait elle méme et se situait par rapport a ce qui la
précédait et I’accompagnait.’ Or le concept de courbe est un de ceux qui s’est le plus modifié
et enrichi au fil de I’histoire, et d’abord dans sa nature grammaticale méme. Jusqu’au milieu
du XVII*™ siécle, le mot courbe était uniquement utilisé comme adjectif du mot ligne,
caractérisant une qualité de nature physique et opposée 4 la qualité droit. Rappelons comment
Euclide ouvre le Livre I des Eléments avec les quatre définitions suivantes :

Déf.1 : Le point est ce dont il n’y a aucune partie.

Déf:2 : Une ligne est une longueur sans largeur.

Déf:3 . Les limites d'une ligne sont des points.

Déf 4 :Une ligne droite est celle qui est placée de maniére égale par rapport aux points qui
sont sur elle.”

On congoit que ces définitions ne soient guére exploitables car elles ne sont pas assez
précises pour étre mathématiquement productives, pour permettre d’initier un raisonnement
mathématique & partir d’elles. C’est pourquoi historiquement on n’a pas étudié la ligne en
général, mais seulement des lignes particuliéres. Ces lignes sont définies comme des lieux
(des “ ensembles de points ”, dirions nous aujourd’hui) jouissant de certaines propriétés. Ou
alors elles correspondent a 1’intersection de surfaces, ou encore 4 la trajectoire d’un point dont
le mouvement est bien spécifié. De physique, de sensible, ’objet ligne courbe devient
géométrique, idéalisé, conceptualisé, la plupart du temps a partir de relations entre grandeurs.
Plus tard ces relations donneront lieu 4 des équations *qui permettront de soumettre les lignes

! Voir plus Ioin le texte n° 7, d’Euler.

ZA. Koyré, Etudes d’histoire de la pensée scientifique, p.14.

? Traduction B. Vitrac, Euclide, les Eléments, p. 151 - 154.

* Le mot équation subit lui-méme une évolution sémantique au fil de I'histoire, passant du statut de simple égalité d
celui de formulation algébrigue d’un probléme au moyen d'une inconnue, puss de relation entre des coordonnées, les deux
derniers sens continuant @ cohabiter.




