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L'ambiguité révélatrice de la courbe quadratrice
d'Hippias d'Elis

Alain Bernard

“ celui qui met en avant un projet...méme
s’il propose de construire l'impossible, on
peut U’excuser, et il n’a pas de comptes a
rendre.”

Pappus d’ Alexandrie,
Préambule au 3éme livre de la
Collection mathématique.

On trouvera dans les pages qui suivent la traduction de quelques passages
cruciaux de la Collection mathématique du géometre Alexandrin Pappus. On pense
que Pappus a vécu vers la fin du 2nd siécle ap.JC ou le début du 3éme. Sa collection
(sunagogé), comme son nom l'indique, apparait avant tout comme un recueil des

travaux mathématiques les plus divers, pour la plupart élaborés tres
antérieurement & Pappus par ceux qu’il appelle “ les Anciens ”. L'intérét de ce texte
pour la connaissance de la géométrie antique est donc évident ; corrélativement, on
peut se demander si son intérét dépasse de beaucoup celui d'une compilation.
Pappus est-il un auteur sans originalité propre, qui n’a fait que transmettre
révérencieusement ce que de plus anciens (et plus habiles) que lui avaient fait, ou
bien y a-t-il une cohérence interne a son ceuvre qui mérite de retenir l'attention ?
Ici il faut bien mesurer la réponse, car l'influence qu’a eu Pappus sur la
postérité, et notamment sur ses lecteurs modernes comme Clavius, Viéete ou
Descartes est certaine, et cette influence est méme déterminante aussi bien du point
de vue de la classification des différentes courbes de la géométrie antique (on trouve
chez Pappus de longs passages sur la distinction entre problémes plans, solides et
linéaires) que de celui de la compréhension de la méthode a suivre en géométrie.
On connait en effet le célébre préambule du livre VII (traduit ci-dessous) dans lequel
Pappus explique a son fils Hermodore ce qu'on doit entendre par le terme grec
d’analyse. Si cette méme question —celle de l’analyse- a si fort préoccupé les
mathématiciens modernes, c’est qu'elle est déja au cceur des préoccupations de
Pappus, et que son texte, en plus d’étre une compilation des travaux de
mathématiciens anciens, est aussi une sorte de dispositif qui inquiéte le lecteur au
sujet de cette question. Cet aspect inquiétant et suggestif de la Collection est patent,




i inuti remier
le I'on songe au passage du livre VII que Descartes cite minutieusement au p

livre de sa Géométrie, pour décrire ce qu’on co?nait ’depuls Zousi i: e1'1:)16; ui:
probleme de Pappus : ce probléeme est effectivelge?t ez(c))rr:; Z:Zoiz ;::us ies e
le que cet énoncé excite la curiosité. Qu’on . :
fiaég:;;zls; (r?otamment par Michel Chasles) pour reconlstlttler l:sa Lfa;:;zﬁ;vr}::
d’analyse perdus d’Euclide et dont Pappctlls ne d(ll:\:: 2;; ;;;:Z?HOH e
gloses se sont multipliées & proportion du c?rac £ on se e
Pappus évoque (les livres perdus), mais encore de cette analyse dor ’
zlirzu:u’ell;f perme:l de trouver quelque chose en géorr;étrie. .Il se\mbl: a ilsr”e lié(:ce)l;::
du livre VII, que cette technique d’ana-lyse, de \solutlon a rebours”,
systématiquement I'écart créé par ’énoncé d'un problemfe. ’ e
11 semble. On dirait que. Tout se passe comme si. Q‘u en es 1 e crement !
Que veulent dire ces mots: probléme, théoréme, solution ’(luszs), dreso »1_1t-1ﬂ7
(analusis), composition (sunthesis) pour Pappus ? Quenlle portée leur Zzztetexm;
C’est & ces questions qu’entend répondre la présentation etlla le.ctt};reu Lo
proposés ci-aprés. Le but est en fait de montrer que le dispositi su xgiélébres
“excitant” que nous avons évoqué plus haut ne se Cantconne. pas a X o
passages du livre VII qu’on cite tout le temps. Dés les pre.m.lers livres, f:n exw,;so -
particulier dés le début du livre III, qu’on trouvera .1\c:1 pre.sque mf d enc,o :
question de I'analyse est présente, et elle I'est d"une maniére qu.1 elst au otndire e
plus frappante et intriguante qu’au livre VII: Pappus y met si ll \on petieux -
pieds dans le plat” et parle d’emblée de ce qu’on appellja un ;?rob eme, inde aeon
projet, par opposition & la notion de théoréme, ou spéculation, spectacle,

en
relatlvemellt a 1a. maniere qu OIlt leS uns t

mathématiques. o .
Je dis bien : par opposition, car probléme et théoréme pour Pappus, ne son

pas associés de facon a désigner en bon ordre différt?nts modes d’?xposmorel
mathématiques (les théorémes proposent une déductlo.n., les ?roble;nes u;riln
construction), mais il précise trés clairement que l’enjeu est ici un c?esaccor au s :
de la horde des mathématiciens chercheurs: les uns sont partisans de' 121 .V(;lz
spéculative ou théorétique, les autres au contraire adc?ptent un mode Zro]ec ijlfs "
problématique de recherche. Ces derniers en effet pTOJettent’quelque. chose, o
jettent en avant pourrait-on dire sans méme savoir a.u prealz?b}e‘ si ce 1ges e .
légitime. Les tenants de la voie spéculative ont au contraire le pr1v11eige de la vue, p
s’ils avancent, c’est en surveillant simultanément cette avancée du regar
(théorein) ; ils garantissent en quelque sorte leur avancée. o e

Il est également trés clair qu’entre ces deux camps, Pappus choisit ce;l u. -
spéculateurs, de ceux qui voient ce qu'ils cherchent, comment 1l.s le font (\)u ow;lei "
le faire. Pour Pappus on doit savoir, par exemple, que certains problémes,
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solides, ne sauraient étre résolus que par le moyen de cercles et de droites. C’est ce

privilege du regard et d’une connaissance préalable qui permet & Pappus de
condamner vigoureusement la construction de I'éléve de Pandrosius auquel le
préambule du livre III est adressé.

Or, et c’est ici qu’apparait le génie de Pappus, qui passe de loin le simple talent
d'un commentateur érudit, Pappus ne se contente pas de réfuter séchement la
construction de Pandrosius, et avec lui les tenants de la voie projective de
recherche. II faut plutét dire qu’il les tient en respect, et leur accorde jusque dans sa
critique le bénéfice de la primauté de leur geste : c’est ce qu’on entend en particulier
dans la citation que j’ai mise en exergue de cette introduction. C’est qu’en effet nous
touchons 12 & un probléme délicat : il semble qu'il ne soit pas toujours possible de
contrdler a l’avance le chemin qu’on empruntera dans sa recherche, et qu'il reste
toujours une part projective, une part d’audace qui outrepasse toute connaissance
préalable, et il semble aussi que cette part d’audace nourrisse l'activité dy chercheur,
Le génie de Pappus est ici d’avoir su maintenir 1’écart entre un projet et son
contréle, entre probléme et théoréme, et d’avoir su le maintenir de telle sorte que ce
maintient parcourt toute la Collection. Les célebres Ppassages du livre VII ne sont que
les saillants de cette tension permanente.

Il faut en effet Yy songer: tenir ainsi en respect la part incontrélée,
problématique et aventureuse de Ia recherche, conduit inévitablement a souligner
toujours les limites de ce qu’on sait, et de ce qui est connu en géométrie. Qu'y a-t-il a
la limite de ce champ reconnu ? On a cité e probléme désigné par Pappus et qui a
tant intéressé (entre autres) Descartes. Mais on peut encore mentionner une série de
courbes dont Pappus dit lui-méme qu’elles ont “ des propriétés nombreuses et

étonnantes ”, spirale d’Archimeéde ou la

épondent a la catégorie des problemes dits linéaires
(grammika), c’est-a-dire des problémes qui peuvent étre résolus au moyen ... de
lignes (grammai), sous-entendu autres que droites, cercles et coniques. Déja dans

que fait Pappus de la quadratrice. C’est & son sujet
en effet! qu’il emploie le qualificatif de mécanique, a lissue d’une critique qu’il
rapporte d'un certain Sporos. Ce qu'il faut entendre par 1a, c’est que la courbe est
“sans démonstration”, on ne peut pas anticiper sa génération, du moins 3 premiére
vue. “Du moins 4 premiére vue”, car il apparait pPeu apres qu'en fait Pappus en
iori une analyse géométrique : la quadratrice y
d’une intersection de surfaces ingénieusement

_—

1 plus exactement au sujet de sa génération,
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combinées. Autrement dit, pour Pappus, la courbe n’est pas “a rejeter” entierement,

mais elle occupe un statut trés ambigu, et par la remarquable, a la frontiére entre
géométrique (analysable, aniticipable) et non géométrique (mécanique, audacieuse,

incontré6lée).

La encore, on peut alors comprendre que la courbe, et cette maniére de la
qualifier, de la situer a la frontiére des choses connues, ait eu tant de succés ensuite :
les premiers commentateurs modernes de la quadratrice s’intéressent a la courbe
avant tout parce qu’elle mécanique et “non analysable”. Tout se passe donc comme
s’ils avaient été “piégés” par la lecture de Pappus; et on peut donc soutenir,
inversement, que ce n’est pas la le fruit du hasard, mais que la quadratrice se trouve
bien a un endroit crucial du “dispositif suggestif” mis en place par Pappus et dont
j’ai parlé plus haut.

Décrire I'ensemble de ce dispositif est un travail de longue haleine, et que je
poursuis ces temps-ci. Mais le propos n’est pas ici de présenter ce travail, mais bien
plutdt d’indiquer d’otu il part. En résumé, I'idée est la suivante : pour comprendre la
place de la quadratrice chez Pappus puis pour sa postérité, il faut se rendre d’abord
sensible aux difficultés soulevées d’emblée par la Collection, et qui font de ce qui
n'est apparemment qu'une compilation savante un dispositif suggestif qui désigne
sans cesse la limite des choses connues en géométrie.

Le travail d’atelier n’a permis précisément que d’aborder ces questions, et
nous n‘avons que fort peu parlé de la quadratrice elle-méme. Nous avons en fait
surtout insisté sur le préambule du livre III, lecture complétée par celle du célebre
passage du livre VII oit Pappus décrit I'analyse mathématique. Le long (et fastidieux)
début du livre III, depuis I'avertissement lancé a l'éleve de Pandrosius auquel
Pappus s’adresse, jusqu’a l'exposition de la distinction entre les problémes plans,
solides et linéaires, mérite en effet qu’'on I'étudie de prés pour voir toutes les
difficultés que Pappus rencontre dans l'explication de l’erreur de la construction qui
lui est proposée.

Nous autres modernes, qui avons en téte (ou en main) différentes techniques
évoluées d’analyse (car 'analyse de Pappus a été considérablement renouvelée par
les techniques algébriques), sommes & méme de donner raison a Pappus et de
réfuter la construction proposée. Mais il est préférable d’oublier ici notre privilege
pour étre attentifs aux arguments qu’'emploie Pappus : précisément ces arguments,
qui font lourdement appel a I'analyse euclidienne, ne nous paraissent pas probants.
Pappus tche de réfuter la construction a chaque pas, mais en définitive les seuls
arguments de poids qu'il ait sont de simples arguments d’autorité : les anciens ont
su qu'un probléme tel que l'insertion de deux moyennes proportionnelles entre
deux grandeurs données est solide et non plan, et par conséquent cette construction
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est impossible. La question peut bien siir étre soulevée (et elle I'a été pendant le

travail d’atelier) si Pappus n’avait pas malgré tout une sorte d'intuition de la vérité
de sa réfutation, méme s’il n’avait pas encore les moyens de l'appuyer par une
véritable démonstration. Aprés tout pourquoi pas ? Toutes les spéculations sont
possibles, mais ces spéculations sur ce que pouvait étre l'intuition de Pappus ne
doivent cependant pas nous masquer l'intérét du texte pris a la lettre : pris a la lettre
ce que dit Pappus n’est pas véritablement probant mais tout juste suggestif. Du reste
Pappus conclut lui-méme délicatement sa trés longue “réfutation” par un conseil
avisé : celui de ne pas accepter tels quels ses arguments, mais de relire ce qu'il a écrit
pour s’imprégner des techniques de résolution (d’analyse) que Pappus propose a
Pandrosius. Je pense, en d’autres termes, qu’il faut voir cette longue et intriguante
“réfutation” comme une sorte d’invitation fait par Pappus a cerner avec lui la
difficulté qui le préoccupe, savoir : comment peut-on anticiper sur certains projets
mathématiques, et jusqu'a quel point? Pour Pappus la réponse n’est pas si
univoque qu’elle parait 'étre a premidre vue. C’est méme cette équivocité qu’il
présente ici et qu'il prolonge par la suite.

1l faut signaler aussi un autre intérét de la traduction que je propose : il tient &
sa forme plus qu‘a son contenu, dont il vient d’étre question. L’originalité de la
forme tient au parti pris de traduction que j'ai adopté, et que j'ai résumé dans le
mode d’emploi qui suit, et que je conseille de lire avant d’aborder la lecture

proprement dite.

Mode d'emploi de la traduction de Pappus d'Alexandrie.

La traduction qu'on lira dans les pages suivantes est fondée sur les principes
suivants :

1) on a essayé d'y garder 1'ordre des mots en grec ainsi que la signification qu'y
ont en propre les termes employés. L'une des difficultés de toute traduction du grec
en francais est en effet que le francais posseéde déja tout un vocabulaire “grec”, c'est-
a-dire translittéré (et non pas traduit) du grec : cf. les termes tels que mathématique,
physique, théoréme, probléme, etc. Cela est d'autant plus dommageable que Pappus
lui-méme (et il n'est pas le seul a le faire) tiche d'employer certains mots en les
décomposant pour bien montrer ce quils veulent dire (cf. pour un exemple le
préambule du livre III sur “probléme” et “théoréme”).

Le parti pris est donc ici d'essayer de rendre en francais le jeu naturel des
mots du grec. On a donc essayé de traduire systématiquement les termes
qu'habituellement on ne fait que translittérer. Ainsi “probléma” a-t-il été traduit
par projet, pour permettre de rendre visible la proximité probléma/proballesthai,




76
c'est-a-dire projet/projeter.

2) un peu dans le méme ordre d'idées, on a taché de garder l'ordre e(’; lat.lon.g:;;:
originales des phrases. Cela implique une évidente lourdeur de la tra. uc 10111, t

cette lourdeur doit étre vue comme un avantage pour un tr,iwa,ll df: d.ec udre
approfondie, ot il s'agit précisément de “rentrer dans le texte”, c'est-a-dire de

s'investir dans le travail de sa lecture.

3) méme dans les notes, ot la traduction est parfois détaillée, je n'ai écrit di .mots ZI;
caractéres grecs; pour ceux qui connaissent la langue, les conventions
translittération sont les suivantes: N

é=,eoué=, ainsi epistémé (ou épistémeé) = 6pist/mh

ch =, h = aspiration, ainsi huposcheseis = jposcseij

zd =, & =, ainsi spoudazdd = spoudfzw

4) conventions typographiques: les passages en petits carac\térés son't de’s passages
que l'éditeur du texte grec a supposé étre interpolés, c'e.st-a-dlre ra;oute)s au icezte
original par un commentateur tardif. Les passages e'n ita.hques sont des res'urr:ies1 e
passages nécessaires a la compréhension, sans qu'il soit cependaflt besoin de Ts
parcourir en détail. Les mots ou expressions entre crochets sont 1a pour ‘rer} .re 1a
phrase plus compréhensible, tout en signalant qu'ils ne figurent pas dans l'original.

5) je n'ai pas traduit moi-méme tous les passages 'qu'on trouve.ra ci-apres ; .au
contraire, on verra que dans certains endroits je n'ai fait que transcr'lre la traduc];a.on
classique de Paul Ver Eecke en la modifiant la ot je 1-1'etals pas d'accord, ou bien
pour homogénéiser la traduction. Ces passages transcrits sont surtout des passages

“techniques”.

Sommaire du dossier de lecture.

Extraits du début du livre III de la Collection mathématique de Pappus d'Alexandrie.
Extraits du livre IV de la Collection consacrés a la quadratrice

Préambule au livre VII de la Collection
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Troisiéme livre de la Collection de Pappus d'Alexandrie
qui comprend des projets géométriques plans et solides.

Ceux qui veulent distinguer plus habilement? les [choses] cherchées? en
géométrie, excellent Pandrosius, estiment qu'on doit appeler projet4, d'un coté, ce
en quoi on projette de créer quelque chose et de le construire, et spectacle5, d'un
autre c6té, ce dans quoi, certaines choses ayant été supposéest, ce qui s'ensuit de ces
choses, et en général ce qui les accompagne? est spéculé® ; et parmi les anciens, les
uns disaient que tout est projet, les autres que tout est spectacle. Celui qui, d'un c6té,
met en avant un spectacle, embrassant du regard d'une maniére ou d'une autre ce
qui s'ensuit [du supposé] juge que c'est ainsi qu'il faut chercher, et il ne l'avancera
pas autrement s'il est sain d'esprit; celui qui, d'un autre c6té, met en avant un
projet, au cas ol toutefois, il est ignorant [amathe?] et ignarel? en tout, méme s'il
propose de construire ce qu'il est impossible [de construire], on peut l'excuserl! et il
n'a pas a rendre des comptes. C'est qu'en effet cela aussi, c'est le travail de celui qui
cherche : déterminer!?2 le possible et l'impossible, et dans le cas du possible, quand et
comment et combien de fois c'est possible. Mais si, par contre, il prétend s'y
connaitre en mathémes!3, et qu'il projette d'une facon en quelque sorte
inexpérimentée, il n'est pas exempt de reprochel4,

Hier, cela étant, quelqu'un de ceux qui prétendent s'y connaitre en mathémes
par ton intermédiaire ont déterminé comme des ignorants!> des propositions de
projets. C'est sur ces derniers, et sur des sujets voisins, qu'il fallait que je dise leurs
démonstrations dans le troisiéme livre de cette Collection, pour te venir en aide
ainsi qu'a ceux qui aiment apprendrel6. Et pour commencer, cela étant, quelqu'un
qui croyait étre grand géometre a déterminé ce projet en ignorant [amathe] : deux
droites étant données tirer deux moyennes proportionnelles en proportion
continue; et c'est ce qu'il a dit savoir par une spéculation plane; et 'homme nous a

2 littéralement “avec plus d'art”, technikoterds.

3 zdétein, chercher, ta zdétoumena, “les cherchées”, Cf. “zététique” (Viete).

4 probléma, en relation avec pro-ballesthai, “jeter en avant”. Souvent traduit par probléme.

5 thédréma, en relation avec thébrein, voir, contempler; cf. théatre. Souvent traduit par théoréme.

5 hupékeimenén, “qui se tiennent couchées dessous”.

7 to episumbainon, ce qui “va avec elles”

8 thébreitai; “spéculé”, donc, pour rappeler la correspondance thébréma - thédreisthai.

9 amath@s; méme racine que mathéma, mathémata, mathématikos, en relation avec manthanein,
apprendre. L'amathie (amathia) est une sorte dlignorance particuliére que Platon, dans le Sophiste, caractérise ainsi:
est “amathe” celui qui, croyant savoir quelque chose, en fait l'ignore.

10 jaistes, “idiot”, qui s'oppose en grec au technités, au spécialiste.

111e terme grec suggere qu'on peut le comprendre et donc I'excuser.

12 di-orizdein; orizdein, c'est “terminer”, “limiter”; cf. horos, la limite, et le frangais horizon.

13 mathémata; difficile 2 traduire. Quelque chose de relatif 4 'apprendre (manthanein).

14 aitia; “i1 n'est pas irresponsable”.

15 cest-a-dire comme des “amathes”.

16 1eg “philomathes”.




78 > » P e . e la
ensuite demandé, aprés que nous l'aurions examiné, de répondre au sujet d

construction qu'il a faite, laquelle est la suivante: P
%
]

_-«-"';
b 4

3
Soient deux droites af}, oy 4 angles droits entre elles; menons par le point § l.a dro.ite Bé
paralléle 4 la droite ory; posons la droite B3 égale a la droite a/f}; menons la droite de Jonctlo.n Sy
rencontrant la droite o [c'est-a-dire cette droite Ba prolongée] au point €; menc.ms parle p.omt €
la droite €6 paraliéle 4 la droite ary; prolongeons la droite §38; menons par le pomt.8 la droite n
parallele & la droite Pe et posons les droites §v, vA, 8, Ex égales a 12.1 droite BO [sur le
prolongement de cette derniére]. Menons, par les points v, A, &, x les droites v‘o, AL, Em, k0
paralléles 2 la droite Pe; posons la droite xp égale a la droite Bot et coupons l‘a droite Kf) en deflx
parties égales au point 6. Que la droite 66 soit 4 une droite 8t comme la dfmte K0 eist a la droite
00, et que la droite 071 soit & une droite 8¢ comme la droite 60 est & la. dro1fe o7 Decoupor.ls sur
la droite &r une droite %€ égale 4 la droite af, et menons la droite de _]onctloxT xketla drc.)lte de
jonction %¢. Menons du point ¢ la droite oy paralléle 2 la droite %0, et, du pf)lnt v, la fil‘Olte q{m
paralléle 4 la droite k€. Que la droite @y soit & une droite {1,00 comme la drmfe AL est arla droite
L, et que la droite ,ot soit & une droite {1, comme la droite ou est 4 la drmtfa 1,0 Decoupo‘ns
sur la droite ov une droite v,y égale 4 la droite o.f8, et menons la droite de jonction ,yA et‘ la droite
de jonction ,v,. Menons du point ® la droite ®,5 paralléle a la droite ,B,y, et, du p.omt 0, 13‘1
droite ,3,¢ paralléle 4 la droite Av. Que la droite 1€ soit & une droite 1,{ comme la droite é?'m esta
la droite §,¢, et que la droite ,{n soit & une droite 11,8 comme la droite ,en est a la droite T],C,
Menons la droite de jonction ,0y, les droites ,{,x et ,e,A paralléles a la droite .0y et, des p01'nts
et A, les droites ,k 1 et ,A,v paralléles aux droites oy, BS. 1l faudra démontrer que les droites

;1K et ,v,A sont les moyennes proportionnelles des droites oy et Bo.

Telles sont donc les choses qu'ill? a écrites et qu'il m'a livrées telles quelles sans faire
mention d'aucune démonstration du projet proposé. Mais puisque Hierios le philosophe et
beaucoup d'autres de ses amis, connus de moi, m'ont demandé de répondre entre—tem;?s a *a
construction proposée, et que l'autre, de son coté, avait promis!8 qu'il ferait Ia démonstratlor?,\ je
dois maintenant dire, ni plus ni moins, que ce n'est pas comme il faut, mais d'une maniére

175 s'agit toujours de I'éleéve “amathe” de Pandrosius. )
Pappus emploie le terme epaggeilasthai, “promettre”, “pro‘fesser”;~ c‘esf un terme souvent employé par
exemple pour les promesses d'enseignement que faisaient les Sophistes anciens 2 leurs auditeurs.

79
inexpérimentée qu'il s'est servi de cette construction.

Ayant en effet divisé en deux la droite PK au point o, et ayant fait que [la droite] 80 soit 3
8t comme %0 2 60, il a aussi fait dans le méme rapport 16 a 8¢. Mais de toute nécessité ni Iui, ni
moi ne pouvons trouver le point de section en rapport triple, tel que ¢. Tel étant son embarras!® (et
c'est de sa faute), il montre qu'il n'embrasse pas non plus du regard ce qui en découle. Puisqu'il
est en effet impossible de déterminer le point de section en rapport triple, tel que ¢, sans qu'on ait
d'abord supposé le rapport qu'a la droite k8 a Op, c'est 4 dire celui qu'a B¢ A e, non seulement il
essaie lui-méme de chercher I'impossible, mais il nous demande aussi de le faire. Le rapport qu'a
la droite k6 2 8p ayant été en effet supposé, c'est a dire celui qu'a Be a eat, et 1a droite kO étant
donnée, la plus petite droite du rapport triple est donnée20. Mais le point 0 lui aussi est donné;
donc l'autre extrémité de la plus petite droite aussi est donnée2!. Et i] est clair qu'il tombe soit entre
6 et p, soit entre P et T. Nous montrerons en effet aussi que le point T tombe entre p et o, et tout d'abord que le

point ¢ tombe tantt entre 0 et P, et tantt entre p et T, et cela selon la supposition du rapport qu'a la droite donnée
K6 a 6p.

Suivent trois exemples oi l'on prend pour le rapport de x6 g Op des rapports précis:
rapport double d'abord, et on obtient que ¢ tombe entre @ et p. Méme résultat avec un rapport
quadruple. Par contre avec un rapport quintuple on trouve que ¢ tombe entre tet p. Il poursuit:

Et il est manifeste que tous [les rapports] moindres que le rapport quadruple font une
section semblable entre 6 et P, et que tous ceux qui sont plus grands que la quintuple font le point
entre 7 et p; d'ailleurs nous avons ci-dessous placé un lemme utile pour de telles proportions22,

Cela étant, et puisque nous avons montré que le point de section, tel que 9, tombe tantdt
entre 6 et p, tantdt entre p et 7, et cela n'ayant aucunement été spéculé par lui par la faute que nous
avons dite (il dit en effet montrer ce qu'il a proposé, que le point ¢ tombe entre 0 et P, ou qu'il tombe entre p et
1), il faut observer avant toute chose cela, a savoir que ol que soit pris le point ¢, que ce soit au
dessus ou en dessous de P, on n'aura pas que 0 est a 0r, c'est-a-dire k9 4 66, comme 16 Op.
Et donc, quand il dirait “que 80 soit 2 67, et 16 3 Bp, comme k6 a 6™, il est aussitot réfuté,
prenant ce qui est cherché pour ce qui est concédé,

En effet, si la droite Exest prolongée; si la droite KU est posée égale  la droite &x; sil'on
mene la droite de jonction U, et si 'on meéne par les points @, T et p des paralleles 2 la droite
KL%, on aura réalisé ce que I'on cherche, et cela d'une maniére évidente. En effet, la droite oub

sera & la droite TuY et la droite TWY 2 la droite ppd comme Ia droite Ku*est a la droite opB. Or, 1a
droite KU est égale  la droite B3, la droite xp égale 2 1a droite of et Ia droite Be égale 2 la droite
k0; en sorte que la droite Oy soit aussi égale 2 la droite PU3, et que soient trouvées les deux droites

19 aporia, son aporie, ce qui signifie précisément “désarroi”, “I'tat dans lequel on ne peut rien fournir”.

allusion a Euclide, Données, prop. 2.
1 Données, 27.

allusion A trois lemmes qui suivent et complétent la critique de Ia construction de l'éleve de Pandrosius, et que
Rous n'avons pas traduits (cf, page 7).
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ouB, TY, moyennes proportionnelles aux deux droites oy, B8, c'est-2-dire aux deux droites Ku%,

5; t impossible. ‘
PLO; ce que est imp . - ' . ’
Si on a en effet une droite 0« et sur elle un point p, il est impossible, par une spéculation

plane, de prendre entre p et k deux points tels que T et 0, de telle s?ne q}le x0 soit a 96,1 comrfm;
60 2 61, et comme 18 A Bp. De sorte que, méme si I'on prend le point { a l’a pl\ace deo,le pro;\e
sera impossible, méme de cette facon ; il est en effet solide par nature. Et c'est 2 causi1 iie Ce.li?’ ;a
ce qu'il me semble, sachant pertinemment qu'il prend c§ qu'o.n c,l’lerch'e p'.our coilcehe, tql:'est-
pas 'audace de dire “que I'autre limite de la plus petite droite soit p”, 1?1als s'il est p us haut, '
A-dire entre p et 8, le prenant en ¢, il compléte le reste de la construction comme il le veuf, e’t n en
retombe pas moins dans l'embarras initial, et ce & son insu. Il ne se. peu.t pas jn eff.et.qu il écrive
volontairement et si longuement ces faussetés pour leurrer ceux qui le hs‘ent2 , r.nals\ il se -trompe
lui-méme, comme je le montrerai tout d'abord en procédant?4 d'une maniére saine a partir de ce

s . 25
i it ise d' n saine<”.
qui est proposé, et en réfutant ensuite sa supposition comme prise d'une maniére no

Puisque le rapport de la droite k0 a la droite 8p est donc donné, et que }a droit.;elclesf
donnée (car il faut que cela soit supposé)26, il s'ensuit que la droite 9p,est dox;ngee aussi , amse;
que la droite px?8. Mais, la droite op, moitié de la droite pK, est donnée aussi?’, et la dr‘01te p \
aussi est donnée; donc, la droite entitre 06 est donnée30; en sorte que le rapport de 'la droite 1(\6 a
la droite 60 est donné aussi3l. De plus, la droite 6 est 2 1a droite 6t comme la drmtt}: k0 es.t ala
droite 8332, et on a démontré que la droite 60 est donnée; donc, la droite 16 est donnée au‘SSL Or,
pour les mémes raisons, la droite 8¢ sera donnée aussi; en sorte que la c‘lifférence des droites 6{),
0¢ est donnée aussi. Cela étant, que le point ¢ soit trouvé entre les pf)m'ts fetp, c?mm? on 11 a
aussi montré par des nombres. Et puisque la différence ¢p est donnée, ainsi que la droite ,rel'lant\ es
points p, % qui est égale a la droite £x, il s'ensuit que le triangle rectangle ¢yp est dfmne d e’spelcia
et de grandeur33. En conséquence, I'angle compris sous les droites'pq), Oy est donné, e’t e‘st ega' a
I'angle extérieur compris sous les droites ko, oy; donc, si la droite @y est prolongée jusqu'au
point {, le triangle rectangle oy sera donné d'espéce. , |
[Mais il sera aussi donné de grandeur ici un long passage interpolé qu'on n'a pas/tradunt]
...donc, la droite Y&, parallele 4 la droite £k et en direction de la droite W, est do'nnee auss’l. En
conséquence, la droite A, égale 2 la droite {x, est donnée aussi. Et puisque l.a droite OK,est e%de
a la droite A et que la droite wA est plus petite que la droite ok (car la droite @A est égale 2 la

23 Jittéralement “ceux qui tombent sur [sa construction]®
24 1¢ verbe grec suggére un examen minutieux, pas a pas.
25 sans doute interpolé.

26 ¢f. formulation du probléme.

27 Buclide, Données, 2.

28 Données, 4.

29 Données, 1.

30 Données, 5.

31 Données, 1.

32 par hypothése.

33 Données, 41.
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droite x{); que la droite 60 est 4 la droite 07 et la droite 10 2 1a droite 8¢ comme la droite k8 est 3

la droite 60; tandis que la droite Mo est a la droite o et la droite ;0L & la droite 1,8 comme la
droite A est 2 la droite pa, il s'ensuit que la droite 1, sera plus grande que la droite 8¢ (car cela
sera aussi démontré dans la suite). En conséquence, la droite restante ,PA est plus petite que a
droite restante ¢x.
D'autre part, puisque la droite oA est donnée (car on a démontré qu'elle est égale a la droite
donnée (x), et que la droite Ap est donnée aussi (parce que la droite k8 est donnée aussi), il
s'ensuit que le rapport de 1a droite At 2 1a droite o est donné aussi. De plus, la droite wp est 3 1a
droite y,00 comme la droite Al est 2 la droite u, et la droite wy est donnéé; donc, la droite o est
donnée. Pour les mémes raisons d'ailleurs la droite u,B est donnée aussi; de sorte que le point ,f
est donné aussi34; et que ce point soit supposé ol il veut, soit entre les points &, [t ol il se trouve
maintenant, soit entre les points & et ,0. en supposant que la droite &A est égale a chacune des
droites kp, aff. Au reste, sl dit que le point ,f tombe au point &, il n'en prend pas moins ce que
l'on cherche pour ce qu'on a concédé. D'ailleurs, il parait prendre encore une fois la droite donnée
de position pA, sur laquelle est donné un point &, les points ® et & entre les deux points [& et A],
et faire en sorte que la droite O soit & la droite 1,0, et la droite .0 2 Ia droite L& comme la droite
AL est a la droite pw; ce que personne ne lui concédera. Au reste, les Anciens qui ont recherché
cela ont été aussi dans I'embarras de Ie trouver au moyen des plans, comme je le ferai voir en
considérant leurs discours d'une maniére comparative3’, et nul ne pourra nous objecter quelque
chose lorsque re s lui dirons: “si & est nécessairement le point de section en troisiéme
proportionnelle, montrez nous qu'il ne peut tomber ni entre les points & et o ni entre les points i
et & ”; car nous avons démontré au début que ce point peut tomber au-dessus et au-dessous du
point p.38 Il en est de méme si I'on fait dériver la solution du fait que le triangle &.B.y, est donné
d'espéce et de grandeur, méme si le point de section ,B est situé entre les points & et o, et du fait
que le triangle ,8wA est donné aussi. Enfin, si, comme pour les droites précédentes, la droite §,¢
est donnée aussi, le rapport de la droite n 2 la droite ne, c'est-a-dire de la droite ,en 4 la droite
1,&, c'est-a-dire de 1a droite ,{n a la droite 1,9, sera donné aussi. Mais, au contraire, il n'en sera
pas ainsi du rapport de la droite &7 4 la droite n", en supposant maintenant auss; que la droite §"
soit égale a la droite xp, c'est-a-dire & la droite aff, méme s'il veut que le point 8 tombe entre les
points L et "; car personne n'aura ainsi d'objections 2 faire si on nous entend dire: “ montrez que
ce point ne tombe ni entre les points ", M i entre les points " et ,{ ”. Mais si, par pure
concession, il veut que le point de section en question soit au point ", il prend encore une fois ce
qu'on cherche pour ce dont on a convenu. D'autre part, si on ne Iui conceéde pas que Ia section est
au point ", puisque, en faisant la démonstration sur la droite k6, nous n'avons pas concédé que
cette section fiit au point p, et s'il veut prendre, entre les points ,¢ et T un autre point tel que ,{ , il
prend le point ,8 apres avoir été induit en eITeur je ne sais comment. Mais posons que le point soit,

34 Données, 27.
35¢f, plus loin pour I'explication de cette allusion.
6 interpolé: "il tombe en effet d'aprés la supposition du rapport".
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comme il le prétend, distinct du point "; Dés lors menant la droite de jonction ,8y; menant les

droites ,{,k et ,&,A paralleles 2 la droite v,0, et menant par les points ,k et ,A les droites ,K,| et
LV paralleles 2 la droite oy, il montre manifestement qu'il n'a pas compris le projet.

En effet, la droite ,0y n'étant pas paralléle 2 la droite en, I'angle compris sous les droites
v,8 et ,0m est obtus si le point ,8 tombe entre les points 7, " et il est aigu si le point ,0 est entre
les points " et ,{ . Car, I'angle au point " est droit, condition unique suivant laquelle le projet
surgit, si, comme nous l'avons déja dit souvent , il est concédé qu'on puisse prendre, sur la droite
&1 donnée de position, et le point " étant donné aussi, deux points, tels que ,€ et ,G , de maniére
que la droite € soit 2 la droite 1, et la droite 1§ 2 la droite 1" comme la droite &1 est  la droite
1,€. Or, si cela n'est pas donné, ce qu'il propose sera impossible a trouver par I'intermédiaire des
plans, comme ceux qui utilisent le Canon de Ptolémée relatif aux lignes droites situées dans le
cercle pourront du reste s'en persuader au moyen des nombres mémes en suivant [la démarche de]
notre résolution. D'ailleurs, plutdt que de vouloir trouver de cette maniére, il valait mieux en
douter3”, comme nous allons le faire pour d'autres propositions; et nous allons exposer maintenant

les choses que nous avons différées.

Aprés avoir exposé quelques lemmes qu'il avait laissés a plus tard pendant la critique de la

construction de l'éléve de Pandrosius, Pappus reprend:

Telles sont donc les choses que je devais dire au préalable; il te reste 2 toi, ainsi qu'a ceux
qui sont exercés en géométrie, a examiner38 d'abord ce qu'il a €crit au sujet de la construction,
puis ce que nous y avons quant & nous objecté. Mais il me semble bon d'exposer aussi ce que les
anciens pensaient du projet susdit, et de dire, tout d'abord, quelques mots sur les projets de
géométrie ; et je commencerai ainsi :

De projets de géométrie, les anciens disent qu'il y en a trois genres, et ils appellent les uns
plans, les autres solides, et d'autres encore linéaires3®. Les premiers, en effet, sont ceux qui
peuvent étre solutionnés#C par des droites ou des circonférences de cercles, et qui sont dits a juste
titre étre plans; c'est qu'en effet les lignes par lesquelles on résout de tels projets ont leur origine
dans le plan. Ensuite tous les projets qui sont solutionnés en faisant appel pour leur invention4! &
une ou plusieurs des sections du cone, ceux-1a sont appelés solides; c'est qu'il est en effet
nécessaire, pour leur construction, de faire usage de surfaces de figures solides, je veux dire des
[surfaces] coniques. En troisi¢éme enfin, il reste le genre qu'on appelle linéaire; ce sont d'autres
lignes, en effet, que celles qu'on vient de dire qu'on y utilise pour la construction — elles ont une

9 €

37 Pappus emploie ici le terme aporein, “étre dans I'embarras”, “ne pas pouvoir fournir”,
38 krinein : juger.
Ie grec dit grammika, de grammé, qui veut dire courbe, ou plutot dessin (cf. graphein, écrire, dessiner).

0 je distingue solutionner, qui existe en frangais quoique rarement employé, et résoudre, ceci pour rendre la
différence qu'il y a en grec entre luesthai et ana-luesthai, lusis et ana-lusis, "soudre” et “ré-soudre”. Cf. plus
loin au sujet de la “résolution” ou “analyse” ainsi que I'entend Pappus la trad. du début du livre 7 (p.18).

41 peuresin, cf. heurein, trouver, heuréka, j'ai trouvé; “trouvaille” serait la traduction la plus proche.
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génération plus variée et plus forcée, ainsi celles des hélices#? et des [lignes] quadratrices3 et des

cochloides* et des cissoides®S, lignes qui ont des propriétés# nombreuses et inattendues’. Telle
étant la différence entre les projets, les anciens géométres ne furent pas 4 méme de construire en
suivant un raisonnement géométrique le probléme qu'on a dit des deux droites*8, qui est par nature
solide, et puisqu'il n'était pas facile de décrire dans le plan les sections du cone en tant qu'il faut, deux
droites inégales étant données, prendre deux moyennes proportionnelles en proportion continue ils I'ont conduit
d'une maniére admirable en faisant usage d'instruments propres a un usage manuel et 3 une
construction commode, comme on peut le Voir 2 partir des compilations systématiques que nous gardons
d'eux, ainsi dans la moyennatrice*® d'Eratosthéne et dans les Mécaniques de Philon et de Héron ou
Catapuites. Convenant en effet que le projet était solide, ils ont accompli sa construction seulement
de maniére instrumentale en accord avec Apollonius de Perge, lequel a aussi conduit sa résolution par les
sections du cdne, et d'autres encore par les Lieux solides d'Aristée; mais personne par celles qui sont appelées, en

propre, planes; Nicomeéde quant 2 lui a solutionné [le projet] par sa ligne conchoide, par laquelle il a
également fait la trisection de I'angle.

42

7
48
9

ou spircfles; le ‘t‘erme hélice est la translittération directe du terme qu'emploie Pappus, helikes
qua}dramces ou quarrantes”, cest-a-dire qui permettent de quarrer le cercle. '
littéralement “lignes en forme de conques, de coquille”, “coquilloformes”.

45 littéralement “lignes en forme de lierre”, “lierroformes”.

tradu;non apgroximative du grec sumptdma, “ce qui tombe avec”, d'oll nous vient symptome
p'ara\ oxa, <'1u1 vorllt contre ou a cté (para) de la doxa, de ce 4 quoi on s'attend.
c'est-a-dire I'insertion de deux moyennes proportionnelles.

en grec mé “ ine a ti 2 é
gr ésolabos, “machine 2 tirer des moyennes”, ou mésolabe (mes8, la moyenne, labein, prendre)
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Extraits du quatriéme livre de la Collection de Pappus d'Alexandrie

Ce livre comprend, entre autres choses, la description de la génération et des propriétés de ces
lignes “inattendues” auxquelles faisait allusion Pappus dans la classification des problémes, a avoir
la spirale, la quadratrice, la conchoide, etc. Cette description commence au chapitre 21 avec celle

de la spirale, ou hélice dans le plan:

Le spectacleS? de I'hélice décrite dans le plan a d'abord ét¢ avancé par Conon de Samos le
géometre, mais c'est Archiméde qui 1'a démontré en faisant usage d'une superposition admirable.

Cette ligne a la génération suivante: ‘
Soit un cercle de centre B, et que la droite

L [partant] du centre soit BA. Que la droite BA soit
mue de telle sorte que le point B reste [fixe], et
que [le point] A soit transporté uniformément le
long de la périphérie du cercle, et que
simultanément 2 elle, un point quelconque
partant de B soit transporté le long d'elle
uniformément de telle sorte [qu'elle aille]

A jusqu'en A, et que dans le méme temps le point

parti de B parcoure la droite BA et le point A la périphérie du cercle; le point mu s?lon BA
dessinera alors dans son transport une ligne telle que BEZA, et son origine sera le point B, le
début du transport sera BA, et la ligne elle-méme est appelée une hélice. Et sa principale
propriétéS! est la suivante: .

Si I'on méne au travers, vers elle, une droite telle que BZ et qu'on la prolonge, la droite AB
sera 2 BZ comme la circonférence entiére du cercle sera a la [portion de] circonférence A?G.

Cela est facile 2 voir  partir de la génération; c'est qu'en effet ce dans quoi, d'un coté, le
point A parcourt la circonférence entiére du cercle, dans le méme, le point B [parcourt] BA, et par
ailleurs ce dans quoi le point A [parcourt] la circonférence A?G, dans le méme, le point B
[parcourt] la droite BZ. Et les mouvements sont eux-mémes 3 eux-mémes uniformes>2, de sorte
qu'il y a aussi proportion. Et il apparait tout aussi clairement que si les droites qu'on méne au

travers depuis B vers la ligne comprennent des angles égaux, elles se surpassent l'une l'autre du

méme.
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Les chapitres suivants exposent quelques propriétés de la ligne: que la figure comprise sous

la spirale et la droite initiale de transport est la troisiéme partie du cercle qui l'entoure (ch. 22); que

r la propriété reste vraie de n'importe quelle
portion de spirale, c'est-a-dire [figure ci-contre]
que la figure comprise sous la spirale ZEB et la

droite ZB est la troisiéme partie de la figure
comprise sous l'arc ZHQ et les droites ZB, BQ
(ch.23) ; enfin, que le cube de la droite AB est
au cube de la droite BZ comme la figure
comprise sous la spirale entiére et la droite AB
est a celle qui est comprise sous la spirale ZEB et
la droite BZ (ch.24). Le chapitre 25 expose une

conséquence triviale de ces propriétés.

Dans les chapitres 26 & 29, Pappus décrit “ une certaine ligne [qui a] été introduite par
Nicoméde en vue de la duplication du cube . Il s'agit de la fameuse ligne conchoide, c'est-a-dire
“semblable a une coquille”, dont Pappus s'emploie ensuite & décrire la génération. 1l en donne
quelques propriétés (ch.27), puis il montre comment elle peut servir a l'insertion de deux
mavennes proportionnelles (ch.28) , et de 1a & la duplication du cube (ch.29).

Ceest a partir du chapitre 30 qu'il est question de la ligne quadratrice.

XXX En vue de la quadrature du cercle33 a été adoptéeS une certaine ligne par Dinostrate,
Nicomede et certains autres [auteurs] plus récents ; elle tire son nom de la propriété3S qui
l'accompagne : ils 1'appellent en effet quadratrice et voici sa génération:
Qu'on pose un carré ofyd et autour du centre o qu'on trace la A
circonférence Bed; et qu'on meuve la [droite] af de telle sorte
que o reste fixe et que B soit transporté selon la circonférence
Bed ; que par ailleurs la [droite] Py restant toujours parallele &
d suive le point B transporté le long de o ; et dans le méme
temps ol o mue réguliérement parcourt l'angle Pod (c'est-a-
dire le point B la circonférence Be8), que Py elle aussi, suive la
droite ot (c'est-a-dire que le point B soit porté de long de o).
Ce mouvement engendr, les droites By, Pot se coupent J'une I'autre dans le transport selon

7

o F y 4

un point qui les accompagne continuellement, par lequel point est tracée une certaine ligne [qui se
trouve] dans le lieu compris entre les droites Bad et la circonférence Bed, toujours inclinée du

méme c6té, et qui est BLn ; ligne qui semble &tre utile pour trouver un carré égal a un cercle

53 tetragonismon tou kuklou, d'ot: ligne “tétragonisante” ou quarrante, ou encore quadratrice.

54 paralambanein, qui sous-entend que ces mathématiciens I'ont regue, l'ont adoptée de quelqu'un d'autre.
S sumptdma, ce qui tombe avec.

50 thédréma comme précédemment (cf. page 1); Ver Eecke traduit “la théorie™.
51 sumptdéma; cf. plus haut le livre III (page préc.).
52 fittéralement “d'égales vitesses”.
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donné. Par ailleurs sa principale propriété est telle: qu'on méne en travers [une droite] qui

rencontre la circonférence, telle que 0. ; comme toute la circonférence sera 2 [la portion de
circonférence] €8, la droite o, sera 2 [la droite] {8. Cela ressort>6 de la génération de la ligne.

XXXI Mais Sporos a été mécontent de cette ligne, et a juste titre, pour les raisons

suivantes:

Tout d'abord, elle prend pour supposition cela & quoi elle parait étre une chose’7 utile.
Comment cela est-il possible, en effet : que deux points mus et partant de {3, I'un selon la ligne
jusqu'en o, l'autre selon la circonférence jusqu'en 8, se co-stabilisent58 dans le méme temps, si
on ne sait%® pas au préalable quel est le rapport de la droite o 2 la circonférence Bed ? Car il faut

nécessairement que les vitesses des mouvements soient elles aussi dans le méme rapport. Par
suite, comment une co-stabilisation est elle possible si on use de vitesses indistinctes6?, & moins
que cela n'arrive soudain par hasard ? Et cela, comment n'est-ce pas irrationnel 261

Ensuite, quant i l'extrémité [de cette ligne] dont on se sert pour la quadrature du cercle,
c'est-a-dire ce selon quoi elle coupe Ia droite o8, elle ne sera pas trouvée. Qu'on congoive ce que
nous disons sur le dessin qu'on a proposé62. Lorsque les lignes transportées yB, Pa se co-
stabilisent, elles se superposent63 4 od et elles n'ont plus du tout de section l'une avec l'autre ; la
section cesse en effet avant la superposition, laquelle section deviendrait 4 son tour extrémité de la
ligne, extrémité selon laquelle elle tomberait sur la droite a.3. A moins qu'on dise qu'il faille
concevoir que la ligne est prolongée, de la méme fagon que nous établissons les lignes droites,
jusqu'a 08 ? Mais cela ne découle pas de ce qui a été supposé au débutb4, entre autres que le point
7 soit pris en prenant au préalable le rapport de la circonférence 2 la droite. Et, sauf si I'on donne
ce rapport, il ne faut pas qu'on se fie 4 la réputation des hommes qui l'ont trouvée, et qu'on
admette cette courbe en quelque sorte trop mécanique et utile aux mécaniciens pour beaucoup de
projets. Mais tout d'abord, il faut exposer le projet qui est montré6? par cette ligne.

56 a prendre dans le sens quasi esthétique, comme lorsqu'on dit que quelque chose ressort d'un tableau : le grec est en
effet phaneron.

57 “chose” traduit pragma, c'est la chose en tant qu‘aboutissement d'un acte, d'une praxis.

58 1e verbe grec dit “revenir ensemble 2 la position initiale, 2 une position fixe”.

59 1e grec dit mé épistamenon: 1 s'agit bien en effet ici de savoir, mais avec une nuance trés nette de maitrise, de
domination, epi-stasthai.

60 akrita, indéfinies, désordonnées. Cf. krinein, distinguer, juger.

61 touto de pbs ouk alogon; formule ambigué, qui désigne aussi bien l'absence de rapport euclidien que
I'absence de fondement pour ces mouvements.

62 prokeimené (posée au préalable) katagraphé (dessin au sens actif; ce qu'on s'est appliqué a dessiner). Ver
Eecke traduit par “représentons-nous les choses que nous avons dites sur la délinéation proposée.”

63 méme terme que pour la “superposition‘ euclidienne des figures (cf. Eléments 1.4): epharmozdesthai.

64 tais hupokeimenais archais, “des débuts supposés”.

65 démontré, comme le traduit Ver Eecke ? Le grec dit simplement deiknumenon, montré.

* “arc” traduit ici periphereia,
chose dans toute la suite.

— Avant un carré ABTA, I’a.rc*BEA déeric
autoer du centre I’ et la quadra-
A rtrice BHO étant sttenue comne
nous i'avons dit préiécdemment,
on . moatre que la droite
BI’ est & la droite I'© comme
Farc®AEB est 4 la droite BT
En effet, sil n'en est pas
aimsl, la droite BI" sers A une
droite plus grande ou plus patice
que la droite 'O,
X Qu'elle soit d'abord, si pos-
T 8 A sible, & une droite plus grande
I'K. Décrivons, autour du centre
T, l'arc ZHK qui coupa la ligne  au poiat H; menons la perpen-
diculairs HA et prolongeors la drofte de jonction I'H jusquaa
point E. Dés lors, puisque la droite BT, c'est-d-dire Ja croite
A, est & Iz craite TK comme l'arc AEB est a la droite BD
et que l'arc BEA est A I'arc ZHX
comme la droite TA et L la B
droite TK {car une circonférence \ £ A
de cercle est i une circanférence &
comme le diamitre de ce cercle
est an diameétre) |, il est clair
que l'arc ZHK est égal 4 la
droite BIN Et puisque, en raison
de la propriété de la ligne, la
droite BI" est 4 la droite HA
comme I'arc BEA est & 1'are E4, | \
il s'ensuit que la droite BT est
aussi 34 la dreite HA comme d A ® X 4
Larc ZHK est & I'arc HK Or, on 2 . montré qus Tars ZHK est
égsl A la droite BI'; donc, l'arc HK est avssi égal A la droite HA ;
ce qui est absurde. En conséquence, 1o droite BI' n'est pag & une

droite plus grande que la draite ['Q commse T'arc BEA est A la
droite B, .

que nous avons traduit auparavant par “circonférence”. Méme
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T e ' 32 rne droite plus .. . . . )
Mais, je dis quelle a'est pas non plus La génératian de la igne est, comme on l'a cit, rop mécanique, mais
patite,

En effet, qu'elle soit, i possi i ivon e . ésoudre! par les lieux en sorface de la manisre
i it, = ble, & une droite XT. Décrivons géométriquement, on peut r.
effet, q it, le,

Yare ZMK autour du cenzre I';-menons, i angles droits sur ls suivante:

droite T'A, la droite K.H qui

L A coupe la quadratrice au point H,
et prolongecns la droite de jonc-
tion I'H jusqu'an point E. Dés
lors, pareillernent 4 ¢e que nous
avons écrit précédemrgent, nous
montrerons ¢ue 'arc ZMK est
égal a la droite BI, et que la
droite BI' est & ia droite HK
comme I'arc BEA est 3 l'arc EA,
c'est-d-dire camme Yarc ZMK
est & T'arc MK. D'aprés cela, il
est clair que I'arc MK sera égixl
i i ce gai est sbsuzde. Ea conséquenf.e, a

zxoli:e d):;“;e };I:-'[a pas Aqm:.e droite plus petite que la drmte| 11‘1@
comme l'arc BEA est & la droize BI' . Or, on & démoFLtré qdur. ¢ :
n'est pas 3 uce droite plus grande; done, elle est 3 la droite
re ETT ;‘. clair zussi que la droite prise comme troisitme pro-
portionnelle des droites @I, I'B sera égale‘h l'arc BEA &t qx;:
le quadruple de cette droite sera égal & la sircanférence du cerc

entier,

. Or, la droite égale 2 la circonffc'ence _dn
cercle £tant trouvée, on voit clairement que l'on construira facile-

rment le carré équivalent an cercle. _
En effet, le rectangle compris sous le l?énmétr'e fdu cercle et
le rayon est Je double du cercle, camme Aschimide I's démontré &

Soit le cuadrant de cercle ABI' donmé de pesitian ; manons
transversalemen: nne droite BA
quelcongue, et menors, per-
pendiculairement sur la  droite
BT la droite EZ ayant unm
rapport donné avec l’are Al (je
diglque le point E est dans une
ligne,

En effet, qim wapive 13 surcace
de cylindre droit engendré par
T'arc AAT, =t I'hélice TH@, con-
oée de position, décrite dans cette
surface, ¢k soit GA un cdte  qy i

cylindre ; menons les draites El, BA perpendicylaires an plan da
cercle M), et menons par le point © la drojte ©A paralldle A la
droite BA, Puisque [e vapport de la droite ET & Fare AT est donné
BN raison de 1'hdlice, et que la rapport de la croite EZ a 'arc AP
&st donné, le rapport de ls droite EZ 3 la droite EI sera donné
aussi,  De plus, les droites ZE, EI sont ds juxtaposition tos ;
done, Ia droite ZI o} Joine, do jut ' )
Or, cette droite est perpendiculaire gur la droite BI'; done, Ia
droite ZI est dans un pian sécant : en sorte que le paint I
¥ est aussi. Or, ce paint est aussi dams une [surface eylindrique] (v

(car La droite ©A se meut entre Fhélice GHI" et 1a droite AR
donnée elle-mémea de pasition tout en restant continuellement
;:vara.uhle au plan sons-jacent) : dome, le point I est dans mne
ligne ; en sorte que It point E eat aussi dans une ligne

La choge est donc ainsi resbse d'une manitre générale, at
8t le rapport de la droite £Z & l'arc AT est le méme que celui

de la droite BA 3 {'arc AAT, oz obtient Ig ligne quadratrice que
H - i au B - ' .
(“) proposition 1 du traité De ia mesure du carcle ¢'Archimdde: « Tout cercle Equivaat 0us avens dite plus haut,

: ' itetle L . .
al & Jun des cduts adjacents & langls droit 1 c'est-a-dire faire une analyse, analuesthai; pour cette traduction par “résoudre” cf. la traduction
biangls tectangle pour lequef on & le rayon 3 du début du livre VI qui suit. g
périmdue égal A la base. » (*) on n'a pas traduit ici une interpolation: “érigées perpendiculaires”,
(*) Euclide, Données, déf. 15: “ une droite est dite donnée de juxtaposition lorsqu'elle est menée
par un point donné parallélement 3 une droite donnée de position. ”
(6) “surface cylindrique” est une reconstitution conjecturale d'une lacune du texte original. Peut-
etre fallait-il lire (d'aprés Ver Eecke) “surface plectoide” comme dans la page suivante.
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a Y
ARG
On peut woaiddat Sonduaie la ralatia

“Yékce décrite dans le p.ai
di1ne maniéce semblable au meyen Je "hélcedécritedansiep

ue Iz £t de la croite EZ a Yarc AT soir le
mé:;l :éf:! ;eif:h:;edl,];.a?:?;te AB A larc AAT r:ti penﬁ:; q;:liz
ite AB, i poi zourt L'arc AAL,
droite AB, mobile actour du P;:'::t]i;rp::ui. e g peiat
A, parvienne au poiut B. _quand
la droite AB 2 pris la position de
la droite BT, et que ce pomt
produise \ hélizz BHA-, Des
lors, l'arc T'AA est a larc A
corcme Ja droite AB est é la
droite BH, et permutons. Ma;.s. la
droite EZ se présente ainsl au;‘% par
trapport & lare AI'; dane, la drofte BH est é:ga.lih?. la d.rxgx;le éga_]; X
liMenans, perpenéiculairement au plan, la ;:es KH fgre 2
“la droite BH; i1 s’ensuit que le ‘pomt K'est 0 e
lindrolde* qui part de Ia spiraie.. Mais, ce=P°Bi{, s sl
:!yar.s une susface ccrque (car la droite de )?Bﬁt;in B e
une surface conique inclinée sous un demi-angie

i En consé-
plan sous-jacent et menée par le point donné B},

; iEma Menons par le poimt K

¢ K est sur une ligns. )
queace, le poin alldle A la droite EB, et menons les droites BA, El
Ja droite AKI par e la droite AKI est dans

perpendiculaires au plan ; il s'ensuit qu ‘ :
une esﬁ:.ce plectoide (&) (car ele se meut suwn::lt la _d;g;e ?3.
donnde de position et suivaent la ligne, donmée e_:[):sI at'aussi
laguelle sa tronve le point K). En ?onséquence, le pomxa ot
d:.lns cette surface. Mais, il est aussi dans wn plz.n (ca:l e
est égale & Lz droite EI parce gu'ele est susst égaleala d:x:n ] de‘
et la droite ZI, perpendiculaire sur le droite BL, &ﬁ‘tg g
ition) ; onsdquert, le point I est‘sur une .
1::;1:102 ’papizi i’: augsi. Et il est manifeste cg.;e.l du n;;xz:z:
{ i i BT est droit, on
I'angle compris sous les droites A..B,
?: F;ig-m- gquadntfice que nors avons dite précédemment,

* c'est-a-dire “qui ressemble & un cylindre”, “qui a I'aspect (eidos, cf. idée) d'un cylindre”.

(2) “plectoide”, c'est-a-dire littéralement “qui a un aspect tressé” (plektein, tresser).
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es
propriéiés. Puis il poursuit en revenant au chapitre 36 sur la classification des problémes en
genres :

Pappus continue en décrivant dans le chapitre 35 une hélice décrite sur la sphere et s

Couper en trois parties égales un angle rectiligne donné : lorsque les anciens géomeétres ont
voulu faire cela, ils ont été dans l'embarras pour la raison suivante. Il y a, disons nous, trois
genres de projets géométriques, parmi lesquels nous appelons les uns plans, les autres solides, et
d'autres encore linéaires. Ceux qu'on peut solutionner par des droites et des circonférences de
cercles sont appelés 2 juste titre plans ; c'est que les lignes par lesquelles on trouve de tels projets
ont leur génération dans le plan; tous les problémes qu'on solutionne en s'aidant pour leur
invention d'une ou encore de plusieurs des sections du céne, ceux-1a sont dits solides : il est en
effet nécessaire de faire usage, pour leur construction, de surfaces de figures solides — je veux
dire les coniques. En troisiéme enfin, il reste un certain genre de projets, celui qu'on appelle
linéaire ; ce sont d'autres lignes en effet que celles qu'on a dites qu'on y prend, et elles ont une
génération plus variée et plus forcée, qui dérivent de surfaces moins ordonnées et de mouvements
plus compliqués. Telles sont, les lignes trouvées dans ce qu'on appelle les lieux en surface6, et
d'autres encore que celles-13, plus variées et plus nombreuses, [trouvées] par Démétrios
d'Alexandrie dans ses Considérations linéaires, et par Philon de Tyane 2 partir de I'entrelacement
de surfaces plectoides, et d'antres de toutes sortes qui ont été trouvées, et qui possédent des
Propriétés nombreuses et admirables. Et certaines d'entre elles ont

approfondie d'auteurs récents, et I'une d'entre elle est cette 1i
“inattendue”67, D'

paru mériter une étude plus

gne que Menelaiis a appelée
autre du méme genre sont les hélices, les quadratrices, les cochloides et les

cissoides. Il semble du reste que ce ne soit pas de la part des géometres pour ainsi dire une Iégére
erreur, lorsqu'un projet plan est trouvé par quelqu'un au moyen de coniques ou de linéaires, et en
général quand on solutionne par un genre impropre... (plus loin:) Telle
étant donc la différence entre les projets, les premiers géometres, qui cherchaient le projet susdit au
sujet de I'angle par les plans, projet solide par nature, n'étaient pas & méme de trouver : c'est que
les sections du c6ne ne leur étaient pas encore familiéres, et c'est A cause de cela qu'ils étaient dans

I'embarras ; mais par la suite il divisérent en trois l'angle en usant pour I'invention de I'inclinaison
ci-dessous décrite...

Pappus continue en décrivant un certain nombre de résolutions & l'aide de coniques du
probléme de la trisection de | ‘angle droit. Puis il poursuit au chapitre 45 par ces mots:

Cela étant, [le projet de] couper un angle ou une circonférence donné(e) en trois, est,
comme on l'a montré précédemment, solide s par contre, [celui de] couper un angle ou une
circonférence donné(e) dans un rapport donné est linéaire : c'est ce qui est montré par des auteurs

66 titre d'un ouvrage perdu d'Euclide.

67 “paradoxale”, contraire 4 I'attente.
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récents, et c'est ce que nous décrirons nous-mémes de deux manieres.

. , ,
ié ] j uadratrice tout d'abord, puis
Les deux maniéres qu'il expose successivement sont par la q ,

par la spirale d'Archimeéde. Puis il continue et termine en donnant et en démontrant un certain

nombre de problémes qu'on peut résoudre & partir de la. Ce sont: (1) retrancher deis arcs e’gau'.x de
deux cercles inégaux. (2) Etablir un triangle isocéle dont chacun des angl.es Cf la ba:ve fut un
rapport donné avec l'angle restant. (3) Inscrire dans un cercle un poly{,ione e?uzlateral e,t ec;uu\mgle
ayant autant de cbtés que l'on veut. (4) Trouver un cercle dont la ctrconfer.ence est égale fz L'm,e
droite donnée. (5) Une droite étant donnée de position et de grandeur, décrire par les extrémités
un arc de cercle ayant un rapport donné avec la droite. (6) Trouver des angles incommensurables.

Figures correspondant a l'analyse de la quadratrice (ch.33 et 34, pages 14 et 15 ci-dessus):

Septi¢me livre de la Collection de Pappus d'Alexandrie
qui contient les lemmes du résolu.

Ce qu'on appelle “Ie résolu”, mon fils Hermodore, c'est, en bref, une certaine matiére
particuliére qui a été congue aprés qu'on a créé les Eléments communs, et a 'usage de ceux qui
veulent acquérir® dans les lignes la facuité de trouver® les projets qui leurs sont prétendus?0, et
c'est A cela seul qu'elle est instituée utile. Trois hommes en ont traité; Euclide I'auteur des
Eléments, Apollonius de Perge et Aristée I'ancien, et par les procédés?! de la résolution’? et de la
composition”3. La résolution, plus précisément (7), est une voie qui part de ce qui est cherché
comme €tant concédé, et qui, passant par les choses qui s'en ensuivent, aboutit & quelque chose de
concédé par composition. Car en effet, dans la résolution, d'un cdté, aprés que nous avons
supposé ce qui est cherché comme déja advenu, nous examinons ce hors de quoi cela survient, et &
I'inverse, ce qui le précéde, jusqu'a ce que, en remontant de cette fagon, nous tombions sur
quelque chose parmi celles qui sont déja connues ou bien qui sont de 'ordre du principe ; et un tel
procédé, nous l'appelons ré-solution, en tant que “solution en remontant”. Dans la composition,
on suit une marche contraire : ce qui a été surpris en dernier lieu dans l'analyse, nous le
supposons comme déja advenu, et disposant les choses qui s'ensuivent (et qui alors étaient
précédentes) selon un ordre naturel et les composant les unes aux autres, nous en arrivons 2 la fin
a une construction de ce qui est cherché. Et cela, nous 'appelons composition.

Le genre de la résolution est double; il y a d'une part la recherche du vrai’4, qu'on appelle
spéculatif?3, et il y a d'autre part le gain’6 de ce qui est proposé, ce qu'on appelle projectif’”. Cela
étant, en ce qui concerne le genre spéculatif, aprés que nous avons supposé ce qui est cherché
comme étant et comme vrai, ensuite, par 1'intermédiaire des choses qui en découlent, en tant que
vraies et en tant qu'elles sont par supposition, nous parvenons a quelque chose de concédé, et
alors de deux choses I'une : si ce concédé est vrai, ce qui est cherché est vrai aussi, et la
démonstration sera l'inverse de la résolution; si au contraire nous tombons sur quelque chose
concédé comme faux, ce qui est cherché est faux Iui aussi. Par ailleurs, et en ce qui concerne le
genre projectif, aprés que nous avons supposé ce qui est proposé comme connu, ensuite, par
l'intermédiaire ces choses qui en découlent en tant que vraies, nous parvenons 2 quelque chose de

68 analambanein, littéralement “prendre en remontant” ; Ver Eecke traduit “puiser”.
69 littéralement la puissance trouvante, dunamis heuretiké.
70 méme mot que j’ai traduit par “mettre en avant” pour le début du livre ITI.
71 ephodos, qui évoque une démarche minutieuse, pas & pas ; cf ci-dessus note 23.
21e grec dit analusis et on traduit généralement par analyse ; mais je traduis par résolution pour conserver une
correspondance entre ré-solution (analusis) et ré-soudre (analuomai).
3 e grec dit sunthesis, et on traduit généralement par synthése ; mais le sens est bien celui du frangais (ou plut6t
du latin) com-poser. De méme que précédemment cette traduction posséde 'avantage de faire correspondre composer
et composition.
74 to zdététikon, “zététique”.
75 theorétikon, cf. les remarques sur le début du livre 111, note 7.
76 to poristikon, le “poristique”, porizdein, c’est fournir.
77 probiématikon, d’oi projectif, conformément 2 notre parti pris de traduction.
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concédé, et alors, de deux choses I'une : si ce concédé est possible et qu'on peut le gagner’s, ce

que ceux qui s'occupent de mathémes appellent “donné”, ce qui ’a été .propos.é sera également

possible, et de nouveau la démonstration sera l'inverse de la resoluflon ;.S.l par c?ntre nous

tombons sur quelque chose qui est concédé impossible, ce projet sera lui auss.1 1mpos?1ble.
La-dessus, la détermination?® est une distinction préalable qu'on fait au sujet de quand,

comment et en quelle quantité le projet sera possible.
Ceci, au sujet de la résolution et de la composition.
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Spirales 95

André STOLL

"Quelle spirale, que I'étre de I'homme. Dans cette
spirale, que de dynamismes qui s'inversent. On ne sait
plus tout de suite si 'on court au centre ou sj l'on s'en
évade.”

BACHELARD, Poétique de I'espace.

1. Imtroduction

Les spirales ? Elles sont présentes partout. Dans le
% monde animal ou végétal, admirez la forme superbe
d’un nautile ou d’une coquille d’escargot. Admirez
€galement la fleur de la marguerite. Celle-ci est composée d’une centaine de fleurons
¢lémentaires jaunes, disposées en son cceur selon une double gerbe de spirales droites ou
gauches. Vous en trouverez également dans les tableaux de Léonard de Vinci, de Direr et
autres artistes peintres, en architecture, en ferronnerie, en mecanique... Sur une pellicule
photo, un banal escalier hélicoidal devient une spirale. En astronomie, nul ne peut ignorer les
galaxies en forme de spirale.
Cette figure est présente dans toutes les cultures, Elle est chargée de signification symbolique.
C’est un motif ouvert et optimiste. Elle représente les rythmes répétés de la vie, le caractére
cyclique de I'évolution.

Paradoxalement pourtant, dans la langue frangaise, on ne parle
d’elles que pour évoquer un échec, une crise. la spirale du
chémage, Ia spirale de Ia violence.

Paradoxalement encore, si ces courbes sont si présentes dans
notre environnement, elles sont presque complétement
oubliées dans I'enseignement des mathématiques. Pourquoi ?
Difficile de répondre de maniére précise & cette question.
Certains disent qu’elles sont trop difficiles a tracer. Clest
¢videmment une fausse raison. Dlailleurs & Vere des
calculatrices graphiques et autres traceurs de courbes cette
raison ne peut pas expliquer leurs absences.

Dans I'histoire des mathématiques, ces figures sont intervenues
comme solutions de problémes fondamentaux et extrémement
variés. Et trés souvent, elles apparaissent [a ol on ne les attendait pas !

Ou cours de I'exposé ci-dessous, Je souhaiterais d'une part présenter quelques spirales en les
remettant dans leur contexte historique et d'autre part. montrer ce que l'étude de ces courbes
peut apporter a un enseignant de mathématiques.

Léonard de Vinci : I' Annonciation

L 2. Die "Quadratwurzelschnecke" ' ou spirale de Théodore de Cyrene.

2.1. De I'incommensurabilité de Ia diagonale du carré  la spirale de Théodore.

Dans l'ouvrage de Plaron qui porte son nom. 7héétére affirme que son maitre, 7Théodore, a
etudi€ l'irrationalité des nombres +/2 V3,45 ....Jusqua +/17 et qu'il a construit ces nombres
devant tui :

' Die "Quadratwurzelschnecke™: V'escargot de la racine carrée




