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LANGUE DES NOMBRES :
MEMOIRE OU AMNESIE ?

Stella BARUK.

Je voudrais commencer par une petite anecdote destinée a illustrer le
fait que s'il y a langue des nombres, il y a d’abord “langue”, tout court,
matiére premiére & la nécessité évidente quand elle se trouve, en pays
inconnu, faire défaut & propos d’un questionnement consistant 8 demander
son chemin ; mais dont on a tendance a oublier l'existence quand il s’agit de
nombres, supposés étre un ‘langage’ universel. !

Il y a quelques années de cela, j'avais projeté un voyage en ce qui était
encore I'U.R. S. S. ; et, imaginant les quelques échanges qui ne pourraient
manquer de se produire entre la touriste que j'allais étre et les naturels des
lieux, il me parut utile de tenter de m'initier & quelques rudiments de leur
langue. Hélas ! En quinze jours, bien qu‘armée de la talentueuse méthode
Assimil, j’avais & peine consommé quelques mots et l’alphabet. En
revanche, et grice a la numérotation des pages je croyais savoir compter. Je
n’étais arrivée qu’a la page “trente-six” ; mais en connaissant les mots de un
a dix, en ayant repéré leurs racines, et leur mode d‘assemblage pour
fabriquer les expressions de la dizaine, ¢a ne paraissait pas trop compliqué.
Jugez-en :

odin, un, diesiatt, dix, dva, deux, dvatsatt, vingt, tri, trois, trisatt, trente,
apparemment il suffisait de continuer avec

chetyré quatre, pjatj cinqg, chest six, siemj sept, etc.
et “trente-six”, de fagon aussi logique que rassurante se disait trisatt chest.

Or, un jour ol j'avais quelques cartes postales & payer, aprés une
manipulation sur son boulier effectuée & une vitesse qui ne me laissait pas
la moindre chance de comprendre ce qui se passait, la préposée m’annonce
une somme qui me laisse bouche bée : ¢a semblait se monter & un nombre
de dizaines suivi de “sept”, et je n'y comprenais rien ! Petit scandale que la

1 Note des éd. : Le texte de cette conférence est un avant-courrier de 'ouvrage de S. Baruk,
Pour une intelligence du nombre, & paraitre aux éd. du Seuil, coll. “Science ouverte”.
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dame au boulier interpréte autrement. La séquence boulier reprend en
accéléré, suivie du méme énoncé, incompréhensible. Et comme j'avais
toujours 1'air extrémement étonné, la dame en me faisant comprendre qu’il
fallait s’exécuter inscrit la somme & payer sur un bout de papier.

Et alors, je vois irrévocablement écrit 47. Quarante-sept ! Mais j'aurais
dii savoir 'entendre, le comprendre ! Puisque donc, avec trois, fri, on
“obtenait” trisatt pour trente, et que quatre se disait chefyri, quarante aurait
dii étre “chetyrisatt”, et non pas ce mot incompréhensible !

Ce mot incompréhensible, c’était sérok !

Aussitdt éprouvé le choc de sdrok, et puisque comme nous l'a dit
André Cauty, ce sont les irrégularités qui dans une langue sont riches de
sens, bien siir je n‘ai cessé de questionner autour de moi tous ceux qui
étaient susceptibles de me dire le pourquoi de celle-ci. Personne ne savait.
Alors, & peine rentrée, je consulte le merveilleux Menninger-qui-sait-tout
[MK], et qui, évidemment, ici encore, savait.

Il commence par faire état de l'importance de quarante?, chez les
Sémites, puisque, péle-méle, on le trouve dans Ali-Baba et les quarante
voleurs, que le Déluge dure quarante jours et quarante nuits, que Moise
attend quarante jours l'apparition de Dieu sur le Sinai, que Jésus passe
quarante jours dans l'angoisse de la tentation, et ainsi de suite.

Depuis, j'ai trouvé dans un livre d’Annemarie Schimmel qui vaut
mieux que son titre racoleur, The mystery of numbers [SA], de pleines pages
racontant les hauts faits de ce quarante : disparition des Pléiades pendant
quarante jours, fétées & leur réapparition (nouvel an babylonien) ; dans
I’Ancien Testament, la longueur idéale d’une vie, trois fois quarante ans?;
régnes de Salomon et de David, quarante ans; entre I’'Exode et la
construction du temple, douze générations de quarante ans; a
Stonehenge? : quarante pierres sont arrangées en cercle de quarante pas de
diametre ; dans de nombreux lieux, la grossesse serait comptée comme étant
de sept fois quarante jours, et I'Islam considére que le fcetus a une ame apres
trois fois quarante jours.

Donc, soit: “quarante” a une importance considérable de “nombre
rond” ; mais pourquoi sdrok, et qu’est-ce que ce mot veut dire ? Aprés un
suspens & peine soutenable, ol Menninger explique que quarante a enfanté
quadragésime, qui est le quarantiéme dimanche avant le Vendredi saint, qui
a donné quaresima en italien, d’oli notre caréme ; et que, en Greéce, le
caréme est encore appelé sarakosté qui provient de sarakostos, - qui veut

2 Qualifié, dans la traduction anglaise, de prominent and commonly used round number.

3 Ce que semble confirmer Madame Jeanne Calment, dont le 120éme anniversaire a été
fété par toute la France le 21 Février 1995.

4 Ville d’Angleterre, datant vraisemblablement de I'dge de bronze (entre ~2000 et ~1500)
comportant le plus grand ensemble mégalithique connu et probablement voué au culte solaire.
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dire “de quarante” (période de)-; et qu'alors sérok pourrait provenir de
sarak(ostes)... il tranche: impossible. Impossible pour des raisons
phonétiques, ce mot manquant dans les rites de 1’église slavone, pourtant
directement et fortement influencée par les Grecs. Menninger pense donc
que sérok est probablement dérivé de l’ancien norvégien, serk(r) “peau”.
Oui, peau, “fourrure”. Que ce mot se fait un chemin dans la langue
populaire a travers le commerce des peaux, entre les Slaves et
Germains/Norvégiens ou Hommes du Nord : 40 fourrures pour 1 timbr
(Zimmer, chambre) et 5 timbr pour 1 serkr.

Pourquoi est-ce sorok qui colle & la peau de “quarante” ? Et pourquoi
les peaux se comptabilisaient-elles par quarante ? Etait-ce, comme on
pourrait l'imaginer en lisant des récits d’explorateurs ou d’anthropologues
par un croisement de quatre avec dix, ou le contraire, ou encore de deux
avec vingt ? On trouve, selon un auteur [DLG] aux opinions par ailleurs

“pittoresques”> que, en yoruba® quarante se dit ogodzi, qui signifie “cordon”,
parce que les cauris, coquillages qui servaient de monnaie sont attachés par
quarante ; que dans les fles Marqu1ses les insulaires attachent le fruit de
I’arbre & pain par quatre, d’olt pona, “nceud” devient le nom de quatre, et
comme ils comptent ces noeuds par dizaines, takau, qui voulait dire “dix”
est devenu le mot désignant quarante.

Arrachons-nous & ce tout petit aper¢u de la diversité, de la complexité
dans les raisons d’étre des désignations de nombres, pour en venir a la
problématique que je voulais évoquer & partir de l'anecdote que je vous ai
racontée : ce qui colle & la peau non seulement de quarante, mais des
nombres d’'une maniére générale est leur origine supposée concréte,

~ “explication” que parmi bien d’autres vocables, sorok, ou ogodzi ont I'air de
conforter. Or, précisément, si pour ogodzi, je n'en sais encore rien, et qu’il
me faut encore quelques temps pour me faire une opinion?, pour sdrok, en
revanche, étant donnée ce qu’est l'ignorance générale de ses origines, il est
clair que, quelle que soit la raison pour laquelle ce mot I'a emporté sur celui
qui, régulidrement, veut dire quarante, personne ne pense a des fourrures
en disant quarante-sept. Il est alors amusant d’imaginer la sorte de
bégaiement qu’ameénerait la nécessité de devoir dire, en russe, “quarante
fourrures”, bégaiement qui ne peut attirer l'attention et produire
I'amusement que de gens avertis, c’est-a-dire, Menninger, et maintenant
vous, et moi.

* % % ok %

5 Quand il parle des capacités ou incapacités des “sauvages” et de la supériorité en
matiére de possibilités conceptuelles des aryens.

Langue la plus importante du Golfe de Guinée, actuellement parlée par prés de 16
millions de personnes ; cf. [MM].

Je pense qu'elle sera faite dans le livre qui est en préparation, qui paraitra en Octobre 96
aux Editions du Seuil et qui aura comme titre Pour une intelligence du nombre.
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A quoi sert une langue? A dire les choses. Ce en quoi elle est
antérieure A toute écriture, personne nen disconviendra, puisque le langage
aurait 100 000 ans, l’écriture 5000 ans. La langue des nombres s’est
constituée comme une langue tout court, pour se faire comprendre et pour
comprendre autrui. L'idée de “langue naturelle” cache en réalité l'existence
d’une faculté naturelle - 'aptitude au langage - mais qui ne peut s’exercer

ue

B “développée dans un cadre culturel comme le montre l'exemple des
enfants sauvages chez qui l'aptitude au langage s'atrophie, faute
d’exposition & une langue quelconque.” ®

En effet :

“Langue et société sont pour les hommes des réalités
inconscientes, 'une et l'autre représentant la nature, si l'on peut dire,
le milieu naturel et 'expression naturelle, ceux qui ne peuvent pas étre
congus comme autres qu'ils ne sont et qui ne peuveni pas étre
imaginés absents.” °

Comme on pense qu'il y a aujourd’hui au moins 3 000 langues parlées
dans le monde, il y a donc eu au moins 3 000 fagons de dire les mots de la
quantité, fagons de dire qui, comme les mots de la langue tout court, pour
dtre “naturelles”, vont d’abord étre culturelles.

Et 13, pour simplifier, deux conceptions prévalent: soit celle du
modelage de la pensée par la languel?, au point que des locuteurs de langues
différentes penseraient différemment le monde, soit celle d'une expérience

cognitive qui, au contraire,

“peut étre rendue et classée dans n'importe quelle langue existante. La
o il y a des déficiences, la terminologie sera modifiée et amplifiée par
des emprunts, des calques, des néologismes, des déplacements
sémantiques et finalement par des circonlocutions.[...] Les langues
different essentiellement par ce qu'elles doivent exprimer, et non par
ce qu'elles peuvent exprimer. L'hypothése de données ineffables ou
intraduisibles serait une contradiction dans les termes.” 11

Je ne suis pas une adepte des “justes milieux”, mais il me semble qu’en
matiere de langue des nombres, ce que peut nous apporter le
sérok/quarante procéde de ces deux caractéres en apparence contradictoires,
“contradiction” qui pourrait étre une parfaite illustration d'une trés
remarquable spécificité de la langue des nombres ; en attendant de lui en
ajouter encore quelques autres.

8 Cf. [YM].

9 Benveniste, cité par Marina Yaguello, dans Les fous du langage.
10 Hypothese dite de Sapir et Whorf.
11 jakobson, cité par Marina Yaguello, op. cit.
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Ce colloque présente avec beaucoup d’esprit le nombre dans tous ses
états ; c’est-a-dire le propose pour ce qui est de ses multiples désignations,
dans les meilleurs cas, pourvu d'un adjectif et, dans les pires, phagocyté par
ce qui le qualifie. Pour nous, “nombre” tout seul, sans l'appui de termes qui
lui apportent soutien, sens et rigueur, semble, dans la pratique
mathématique, étre tombé en désuétude. Seulement, voila : c’est un mot de
la langue, qui pour autant n'a ni disparu de l'usage courant, ni, semble-t-il,
réussi a acquérir une signification “savante” pour tous ceux qui, au moins
passés par le college et le lycée, l'utilisent. Il m’a donc semblé intéressant
sinon utile de nous interroger ici, sur la ou les signification(s) que pourrait
éventuellement avoir, tout seul, le mot “nombre” ; signification commune,
signification “savante”, avec comme enjeu de leur confrontation pour nous
qui enseignons, la réussite de la tentative consistant & édifier la seconde aux
cbtés de la premiére. Réussite dont la condition numéro zéro est, au moins,
dans l'identification de 1'obstacle qui se révele premier et dernier : & savoir
ce qui est entendu quand le mot “nombre” est prononcé.

Mettons de coté les “profs de maths” et l'infime fraction de population
ayant fait carriére dans les mathématiques, pour nous demander ce que
“nombre” signifie pour les autres.

Inutile en effet de “construire” quoi que ce soit autour de la notion de
nombre, c’est-a-dire de lui adjoindre des adjectifs ou de la sous-entendre en
parlant de rationnels ou de réels sans préalablement s’assurer qu'il n'y aura
pas d’ “autre entendu” - expression que je préfére & malentendu - que celui &
partir duquel on peut “parler le méme langage”. Voici donc au moins deux
décennies que dans les cours, conférences, et plus particuliérement encore
séminaires de formation d’enseignants du primaire je pose la question :
qu’est-ce qu‘un nombre ?

* % % % %

Les réponses montrent que pratiquement la totalité d’entre eux ont
une conception du “nombre” qui est bien celle de la population en général :
soit étonnamment loin du compte et trés souvent marquée par
I’ “impérialisme de 1'écrit”1?, soit qui date de plusieurs siécles, comme en
témoigne cette ‘définition’ prise dans une encyclopédie populaire datant de
184013, (document 1) : pour la majorité d’entre eux, en effet, “nombre” veut
encore, et toujours, dire “quantité”. En voici le texte :

A

12 Parmi les réponses les plus surprenantes : “c’est un code”, “c’est ce qui a au moins deux
chiffres”, etc.

13 Abrégé des Sciences et des Arts, Martial Ardant Fréres Editeurs, Limoges, 1840, p. 204.
Les passages en caracteres gras sont ‘soulignés’ par l'auteur de l'article.
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Document 1. Une page d’une encyclopédie populaire (1840).
‘204 ¢ warebwarigues. o
C2, Mal‘héywt:’quéa’ mixles qui traitent des propriétés
-de la quantité appltqgée i la matiére, telle que 'astro~
nomie , la géographie, la physique, ete.

3. Mathimaliques speculatives qui contermplent. les
proporlions ; les rapports abstraits des corps, - .
4. Mathématiques pratiques ou leur application aux

-usages de la vie. e e
-+ 565, L’ Arithmétique est la science des mombres, 'art -
- de les calculer. ‘ SRR
. Caloulcr . est composer et décorposerles nombres : Ia,"b:is"e'_‘_:
_.des nembres , est Uuniié. S ‘
© L'unitd, estune quantite arbitraire et relative aux opérations *
que P'on fait ; ellz est'le terme de comparaison pour -(oules les
quantités d’'une méme espéee. - T L e
.. Ay a plusieurs sortes d’unités. -

=+ Alnsi s Venitd monétaire est le franc,
- Yunitd lindaire le métre,
LVunité de surface , 1'are
. Vunité de volume , leptére,
Vunité de capacité , le litre ,
Vunité de poids , le gramme:,
Vunité de temps , I'heurs. e
Nous avons dit qu'un rombre élait une ou plusieurs unités ;'
et que 1'unité était upe quaniité refalive. Ln elicl, S0 irapcs;:"
"{60.méires, 12 ares, 25 sleres , 50 liires, 20 grammes, et 5
" heures, sont des nombres , ayant pour base , on terme do com=_
* paraisen , une unité différentc , suivant qu'on s’occupe de comp- .
ter-de Fargent, de mesurer des longueurs, de calculer des sur-
“faces , d'apprécier des volumes , de juger des capacités., d'eza~ "
miner des poids , ou enfin d’exprimer un temps passé ou & venir,
.. L'unité fondamentele de tout systéme des mesures admises en
France, est le métre , qui a 6té obtenn, par la division de la cir-
“conférence: dela tecre en 4o millions de parties. Chacune de ces
partics est appelée métre. Le métre, comparé aux anciennes

e P 296
_meésures, vaul 3 pieds ¢1 lignes ;‘;9;3 .

" Le métre quoique mesure de longneur, a servi par ses mul-
tiples et par ses diviseurs & former 1. la mesure de longueur
. dont il est I'unité; . celle de surface , en formantl'are, qui est
de 100 métres superficiels , ou un carré dont chague coté a dix
matres; 3. celle de volame , en formant le stére, qui esf un mé-~
tre cube ou un métre appliqué en longucur, largeur et hauteur;
4. celle de capacité en formant le ltre, qui est un décimétre
cube, ou un dixi¢meé de métre appliqué en longueur, largeur ct
hauteur , pour faire une capacité; 5. celle de poids, en formant
le gramme, qui n’est autre chose que le poids d’un centiméire
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“Nous avons dit qu'un nombre était une ou plusieurs unités, et
que U'unité était une quantité relative. En effet, 30 francs, 100 metres, 12
ares, 25 steres, 50 litres, 20 grammes, et 5 heures, sont des nombres,
ayant pour base, ou terme de comparaison, une unité différente,
suivant qu'on s'occupe de compter de l'argent, de mesurer des
longueurs, de calculer des surfaces, d’apprécier des volumes, de juger
des capacités, d’examiner des poids, ou enfin d'exprimer un temps
passé ou a venir.”

Mais les encyclopédies “populaires” ne proposent que des notions
devenues communes. J'ai la chance de disposer d'une Arithmétique de
Bezout!4 dont nous dirions aujourd’hui qu’elle a trés longtemps fait un
succes de librairie. Voici ce qu'on y trouve :

“Un nombre qu’on énonce sans désigner l'espéce des unités,
comme quand on dit simplement trois ou trois fois, quatre ou quatre
fois, s'appelle un nombre abstrait ; et lorsqu’on énonce en méme temps
I'espéce des unités, comme quand on dit quatre livres, cent tonneaux!s,
on l'appelle nombre concret”.

‘Problématique’ pédagogique dont nous verrons qu’elle est parvenue
absolument inchangée dans les classes de ce vingtiéme siécle finissant, celle
du “concret” et de I’ “abstrait” : et qui a connu une sorte de ‘pic’ au moment
des “maths modernes”, ol je me suis souvent entendu dire, alors que je
déplorais les ‘ensembles’ d'objets hétéroclites qui faisaient précocement
perdre leur sens aux ‘nombres-de’, que de mettre une étiquette “5” & un
“ensemble” constitué d'un ballon, d'un canard, d'un livre, d’'une pomme et
d’un bonnet “favorisait 'acces a I'abstraction”.

* % % % %

Pour en revenir a la question de la “quantité” en général, et de la fagon
dont elle a pesé sur les nombres négatifs, on pourrait donc croire qu'il ne
s’est rien passé dans I'histoire des mathématiques, par exemple depuis que
d’Alembert, dans 1'Encyclopédie [E], essayait vainement d'interpréter les
“quantités négatives” sous forme de “dettes” ; que cette histoire n'a pas été
traversée par les interrogations des mathématiciens, n’a pas été secouée par
“la crise des fondements”, et n'a pas, aprés toutes ces péripéties, réussi a
donner & la notion de “nombre” forme et visages, parfaitement inconnus a
la masse d'une population - “grand public” y compris - pourtant passée par
colleges et lycées.

14 Ftienne Bezout (1730-1783), académicien des sciences en 1758, et qui a laissé son nom a
deux théorémes, 'un d’arithmétique, l'autre de géométrie analytique. Cf. [BE].
15 Car on parlait encore en livres et tonneaux.
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Remettons nous en mémoire les embrouilleslé qu’entrainent les
interprétations “quantitatives” des nombres négatifs : dans 1'Encyclopédie,
dont le premier tome parait au milieu du XVIIIéme siécle, 'embarras qu'ils
suscitent ne s’est pas encore dissipé. Alors que l'algebre a progressé et que la
théorie des équations de degré supérieur & 1 pousse de plus en plus a
chercher des régles générales de résolution, et donc & accorder le méme
statut 3 des nombres réels - interprétables dans la réalité - ou imaginaires
- qui, pensait-on, ne pouvaient qu’étre imaginés, sans correspondre a des
situations concrétisables -, les auteurs de divers articles sont encore englués
dans les significations “substantielles” attribuées aux nombres négatifs.

L’article “NEGATIF”, qui est de d’ Alembert, commence ainsi :

“Quantités négatives, en algebre, sont celles qui sont affectées du
signe “ - “ et qui sont regardées par plusieurs mathématiciens comme
plus petites que zéro. Cette derniére idée n'est cependant pas juste,
comme on le verra dans un moment. V. QUANTITE .”

Si on obtempeére, et qu'on “va” a l'article en question, qui est de I’Abbé
de la Chapelle, on trouve ceci :

“Puis donc que + est le signe de l'addition, et - celui de la
soustraction, il s’ensuit qu’il ne faut pour produire une quantité
positive, qu’ajouter une quantité réelle a rien: par exemple,
0+3=+3; et 0+a=+a. De méme pour produire une quantité
négative, il ne faut que retrancher une quantité réelle de 0; par
exemple 0-3=-3;0-a=-a.

Eclaircissons ceci par un exemple. Supposez que vous n’ayiez
point d’argent et que quelqu’un vous donne cent écus; vous aurez
alors cent écus plus que rien, et ce sont ces cent écus qui constituent
une quantité positive.

Si au contraire vous n'avez point d’argent, et que vous deviez
cent écus, vous aurez alors cent écus moins que rien, car vous devez
payer ces cent écus pour étre dans la condition d'un homme qui n'a
rien et qui ne doit rien : cette dette est une quantité négative.”

Si donc, un peu consterné, on retourne a la lecture interrompue de
d’Alembert, c’est pour apprendre que

“les quantités négatives sont le contraire des positives : ou le positif

finit, le négatif commence. Voy. POSITIF.”

Il faut avouer qu'il n'est pas facile de fixer I'idée des quantités négatives
et que quelques habiles gens ont méme contribué & l'embrouiller par les
notions peu exactes qu'ils en ont données. Dire que la quantité négative est
au dessous du rien, c’est avancer une chose qui ne se peut pas concevoir. »

16 Jai abordé cet aspect ailleurs : cf. [BS], article “négatifs (nombres)”.
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Certes ; mais alors, faudrait savoir... Les négatifs sont oui ou non “en
dessous de rien” ? On peut déja se demander ce qu'il en est a ce propos de la
cohérence, ou de la cohésion des articles de I'Encyclopédie. Mais ce n’est pas
tout. D’Alembert revient ensuite sur cette controverse qui agitait les
mathématiciens, et qui consistait & débattre de 1'égalité ou de la non égalité
des quotients 1/-1 et - 1/1. Il la trouve sans raison d’étre puisque dit-il, on
est constamment amené en algébre a diviser par - 1, et que d’autre part (avec
nos notations) :

1 -1 2 2
371 e 17 ==~

De plus, ajoute-t-il, les calculs avec les nombres négatifs sont si
simples, qu‘il n’ y a vraiment pas lieu d’aller chercher des choses trés
compliquées pour justifier les nombres négatifs, et renvoie de nouveau a
I’article “"COURBE".

Or, effectivement, entre temps, Descartes avait inventé la ‘géométrie
des coordonnées’, et une courbe -ou une droite - dessinée dans le plan
pouvait étre obtenue -’traduite’- par une relation entre les deux
coordonnées d'un point. Et par exemple, & partir d'une droite d’équation
“y =5-x" telle qu’on peut apprendre & la construire au collége on pourrait
dire comme d’Alembert le fait a l'article “COURBE” que lorsque les
ordonnées sont positives - c’est-a-dire pour x inférieur a 5- elles
appartiennent toutes a la droite, mais quand elles sont négatives aussi ; et
qu’on “voit” bien que la droite passe sous l'axe des x - soit “en dessous de
zéro” - pour des valeurs de x supérieures a 5; et enfin que des valeurs
attribuées & x, et elles-mémes négatives permettent aussi d’obtenir des
points de cette méme droite ; qu’elles sont donc de ce fait justifiées, etc.

Tout semble donc aller pour le mieux, et l'interprétation de ces
nombres qui ici parviennent & déjouer la “quantité” parait claire ; sauf que,
poursuivant la lecture de l'article “NEGATIF” on constate, tout de méme,
que ces nombres négatifs restent parfaitement inconfortables. En effet, il y
apparait que :

*  si un nombre négatif se trouve étre la solution d'un probléme, c’est
que ce probléme est mal posé, par exemple : si on cherche

“la valeur d'un nombre x, qui, ajouté a 100 fasse 50, on aura, par les
regles de 1'Algebre, x + 100 =50 et x=-50; ce qui fait voir que la
quantité x est égale a 50, et qu'au lieu d'étre ajoutée a 100 elle doit en
étre retranchée.”

1l faut donc transformer 1'énoncé

“car le signe- que l'on trouve avant une quantité sert a redresser et
corriger une erreur que l'on a faite dans I'hypothese.”
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* “Il n' y a donc point réellement et absolument de quantités
négatives isolées : - 3 pris abstraitement ne présente a l'esprit aucune
idée ; mais si je dis qu'un homme a donné & un autre - 3 écus, cela veut
dire en langage intelligible qu'il lui a 6té 3 écus.”

On a du mal & suivre d’Alembert pour ce qui est de l'intelligibilité de
cette interprétation. Mais, bien siir, il n'est pas le seul & peiner. Lazare
Carnot (1753-1823) dans des textes bien connus, et postérieurs, dit encore que

“gvancer qu'une quantité négative isolée est moindre que 0, c’est
couvrir la science des mathématiques, qui doit étre celle de l'évidence,
d'un nuage impénétrable et s'engager dans un labyrinthe de paradoxes
tous plus bizarres les uns que les autres” 17 ;

et en effet, plusieurs années plus tard, I’ “impénétrabilité” des négatifs est
intacte, les “paradoxes” qu'ils entrainent aussi. Ainsi, dit-il,
“.3 serait moindre que 2, cependant (- 3)? serait plus grand que (2)? ;
c’est-a-dire qu’entre ces deux quantités inégales 2 et -3 le carré de la
plus grande serait moindre que le carré de la plus petite, et
réciproquement, ce qui choque toutes les idées claires qu'on peut se
former de la quantité.” 18

Dans le commentaire qui est fait par [I] de la citation précédente, il est
dit que

“Carnot préfere refuser l'extension d'un champ opératoire par une

création de nouveaux nombres plutét que d’abandonner des propriétés

usuelles, ici la préservation de la relation d'ordre par élévation au

carré.”

Je ne sais pas si on peut expliquer le comportement de Carnot par du
‘psychologique’ ; il me semble a2 ce moment-la plus siir de prendre en
compte du ‘psycho-linguistique’, & savoir toujours cette fameuse
interprétation en termes de quantité, que j'ai soulignée plus haut, et qui a
une longue tradition derriére elle. En effet, & partir du moment ol on
convoque la “quantité”, il est clair qu'il n’est guere possible d'échapper a
tout ce qu'elle évoque, en particulier pour ce qu’est le “grand”, le “petit”, le
“rien”, les racines “fausses”, les “vraies”, les “imaginaires”, etc. C’est
toujours la “quantité” qui fabrique un ‘zéro-rien’ par soustraction, ‘zéro-
rien’ qui ‘adheére’ encore suffisamment au zéro-repére pour que
I’ “en-dessous de zéro” qui permettrait d’y voir clair, et qui est clairement
établi par d’Alembert & l'article “COURBE” soit hypothéqué par le “moindre
que rien” de “NEGATIF” ; et c’est encore elle qui empéche de désolidariser
les signes “+” et “-” de ceux de l'addition et de la soustraction.

17 Carnot, L.: Réflexions sur la métaphysique du calcul infinitésimal, 1797. Cité par [I].
18 Camot, L. : Géométrie de position, 1803, cité par [I}. C’est moi qui souligne.
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La controverse a laquelle il était fait allusion tout a 1'heure, et qui nous
parait ridicule ou dérisoire, non seulement ne l'est aucunement, mais au
contraire est parfaitement révélatrice de ces impasses - qui se donnent sous
forme de paradoxes ou de défis a l'entendement - dans lesquelles elle
conduit. Quand un quotient de “quantités” de la méme nature est tel que le
dividende est “plus grand” que le diviseur, il est incontestablement “plus
grand que 17, alors que si c’est l'inverse, il est “moindre que 1”. Si donc
nombres positifs et négatifs sont respectivement interprétés comme “plus
que rien”, et “moins que rien”, alors 1/-1 est le quotient de “grand divisé par
petit”, et -1/1, “petit divisé par grand”, il est donc quasiment évident que,
comme le diraient nos éléves, “¢a peut pas faire pareil”, ce qui, bien siir
frappe d’autant plus les esprits que les quotients de ce que nous appellerions
les valeurs absolues, eux, “font pareil”.

On voit donc pourquoi d’Alembert dont les idées et les explications
sont toujours si claires s’enlise dans ces histoires de dettes, se contredit, et
finit par renvoyer les nombres négatifs dans les limbes dont ils auraient
plus aisément pu sortir en se libérant de la quantité. Comme par exemple
lorsque Nicolas Chuquet, trois siécles auparavant, s'il est géné comme il se
doit pour accepter dans les problémes qu'il résout des solutions nulles ou
négatives, utilise avec facilité les nombres négatifs comme exposants pour
justifier et généraliser le calcul sur les puissances.

* % % % %

Curieusement, au plus fort des enseignements “formalistes” du début
de l'ére dite des “maths modernes”, et alors que de nos jours la théorie a
donc donné un statut “mathématique” & ces nombres, dans un manuel de
terminale des années 70, o1 la construction de Z a partir de 'existence de N
est tout ce qu'il y a de rigoureux, et assortie de considérations psycho-
logiques tout 2 fait intéressantes, voici que le démon du “concret” réapparait
pour souffler que ces “étres” diaphanes, apparus de facon si satisfaisante ont
besoin des semelles de plomb de I'exemple classique du déficit, c’est-a-dire
de la dette... (document 2)!19. Ce qui nous raméne aux “problémes
précédents”, A savoir qu'il faudra comprendre ce que soustraire un déficit
veut dire, etc. De plus, dire que “l’ensemble des entiers relatifs doit
permettre d’exprimer qu'une différence est négative” présuppose déja la
“relativisation” des termes d’une différence, c’est-a-dire les suppose déja
tous deux positifs ; sinon, cette différence - entre deux nombres “sans signe”
comme 3 et 5 - ne peut avoir le statut de nombre en tant que tel, et suppose
que 2 reste “en attente” d'étre soustrait de quelque chose & venir.

19 Cf. [PC, pp. 84-85].
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Document 2. Deux pages d'un manuel de Terminale (1968)2.

LES ENTIERS RELATIFS
STRUCTURE D’ANNEAU

Construction de I’ensemble des entiers relatifs.
Structure d’anneau.
Division euclidienne et sous-groupe de Z.

CONSTRUCTION DE L’ENSEMBLE
DES ENTIERS RELATIFS

37 Introduction L’ensemble N des entiers naturels n’est pas un groupe
pour [’addition ; étant donné deux entiers naturels a et b, il
n’existe pas toujours d’entier naturel x tel que @ = b + x, autrement dit a - b n’est pas
défini quels que soient a et b dans N.
Nous voulons, ici, construire & partir de N un ensemble Z :
- contenant N,
- possédant une addition qui prolonge celle de N,
- qui soit un groupe commutatif pour cette addition,
- dont tout élément soit la différemnce (c’est-a-dire le résultat de la loi de
composition inverse de ’addition) de deux éiéments de N.
On ne peut gueére, g priori, devmer comment construire Z ; on ne saif méme pas,
; on a affaire 4 un probléme d’existence et on
pourra donc employer la méthode déja sngnalee au paragraphe 18 : une premiére partie
de I’étude consistera 4 déterminer quelle forme peut avoir un tel ensemble ; ensuite, il
suffira de vérifier qu’un ensemble trouvé posséde les propriétés demandées, ge_qm_c_sj_l_a

seule partie essentielle sur le plan logique, mais ne saurait demander beaucoup

d’invention. La premiére partie peut, comme il a été dit au paragraphe 18, con51ster en
une apalyse de la situation : on_suppose que Z existe,
propriétés qu’il doit posséder ;

ces propriétés peuvent alors permettre de déterminer
un, ou des, Lmsmﬂgs Cette méthode est certainement le plus souvent la meilleure
" pour un esprit exercé aux mathématiques. D’autres esprits préférent cependant une
méthode moins rigoureuse, plus infuitive, permettant plutét de deviner ce que peut étre
I’ensemble cherché ; une telle methode wam_memg elle n’a pas
d’inconvénient logique,
logique (tout au moins si on ne cherche pas a établir I'unicité de I’étre cherché). Nous
proposons ci-dessous d’abord (paragraphe 38) une recherche intuitive de Z tenant

MM_QQMM&L puls (paragraphe 39) une recherche par analyse du
probleme e lecte : ] ]

’

ensemble posséde bien les propriétés imposées (paragraphe 40).

20 Les passages soulignés le sont par 'auteur de article ; ceux en caracteres gras sont dans
le texte original.
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38 Etude intuitive L’ensemble des entiers relatifs doit permettre d’exprimer

qu’une différence est négative, c’est-a-dire, par exemple,
qu’un MMMSQLQMMLQ on peut considérer que [’ensemble des
entiers relatifs est I’ensemble des bilans, mais a condition d’admettre que la seule chose
qui importe est la différence entre les dépenses et les recettes, c’est-a-dire que deux
couples (7, d) et (r’, d’) donnent lieu au méme bilan si

r=d dered’ r<d dred'ep
s g r =r ou e d" r=d'-r

¢’est-a-dire, dans les deux cas,si r+d'=r'+d.

Si, par abstraction de cette situation, nous passons & une situation mathématique,
nous sommes conduits & penser que Z peut étre, non pas I’ensemble N2 des couples
d’entiers naturels (7, d), mais son ensemble quotient par la relation d’équivalence définie
par :

(r,d)~ (r'.d") & r+d'=r'+d.

Dans cet ensemble, nous aurons a introduire une addition, qui peut avoir pour modéle

la_fusion des bilans : la somme des bilans représentés par (r, d) et (r’, d’) serait le bilan
représenté par (r +r', d+d’). []

Déficit et dette ne peuvent étre considérés comme “stables”?1, ils
restent en attente d’étre soustraits d’un avoir futur; ce ne saurait,
évidemment, étre un statut pour un nombre négatif, dont l'existence n'a
pas a étre suspendue a une opération qui de plus, I'annihilera.

Pourquoi le “nombre-quantité”, dont on peut sur ces quelques
exemples mesurer les effets dévastateurs pour la compréhension du
“nombre” tout court dure-t-il et perdure-t-il comme inchangé a travers les
sieécles et les avancées théoriques et conceptuelles qui sont acquises
aujourd’hui ? Je crois que les raisons pour lesquelles I’ “enseignement du
nombre”, lorsqu’il existe, ne prend pas, forment un réseau complexe,
d’autant plus indéchiffrable que I'on ne songe pas a le déchiffrer en tant que
tel : en simplifiant beaucoup, on peut dire que d'une part la signification de
“nombre” que charrie la langue commune est si fortement implantée dans
les esprits que si on n'en tient pas compte, elle hypothéque toute possibilité
d’en avoir en mathématiques ; et que d’autre part cette signification est
nourrie, entretenue par une idéologie depuis trés longtemps mise en place,
qui a procédé aux amalgames qui assimilent un usage socialisé de la
“quantité” & du mathématique ; et ce singuliérement & 1'école primaire, qui
pratique aujourd’hui encore, mais sous le nom de “mathématiques du
citoyen”, le vieux “calcul” cher a Jules Ferry.

21 Qu alors ce sont les huissiers qui entrent en scéne ...



148 LA MEMOIRE DES NOMBRES

Argent et consommation sont supposés mettre en relation le ]eune
enfant avec les “choses de la vie”, et donc avec la nécessxté de “compter”.
“Compter” prendra donc appui sur les “choses de la vie”, ce qui a, en plus de
sa supposée utilité formatrice, le double avantage de fournir pense-t-on “des
mathématiques de tous les jours” et d’emboiter le pas & des présupposés
psychologiques sur la construction du nombre chez les enfants : ceux qui en
appliquant ontogenése sur phylogenése réinventent une double théorie des
origines, et de ce fait proposent de partir du “concret” pour parvenir a
I’ “abstrait”. Je vous propose a ce sujet de lire le trés remarquable Pour en
finir avec les mentalités de Geoffray Lloyd [LG], ouvrage dans lequel les
dégats causés par Piaget en psychologie et Lévy-Bruhl en sociologie et
anthropologie sont mis en paralléle. Malheureusement on n’arrive pas si
vite que ¢a & se débarrasser de “concepts” aussi commodes - commodes pour
toutes sortes de raisons, avouables ou non - que la “théorie des stades” pour
I'un et la “mentalité primitive” pour l'autre.

% % % % %

Ce qu’on voudrait étre un apprentissage du nombre pour l'enfant va
donc s’enraciner dans la “quantité”. Seulement, la quantité n’est pas le
nombre. Si le nombre peut rendre compte de la quantité, la réciproque n’est
pas forcément vraie, et je suis tout & fait d’accord avec ce que disait hier Jim
Ritter & propos de la fameuse boutade de Kronecker : les entiers naturels ne
se trouvent pas plus “dans la nature” que les autres nombres, c’est-a-dire ne
sont pas moins une création humaine que les irrationnels ou les
transcendants. Thomas Crump dans son Anthropologie des nombres [CT]
dit que toute société, aussi primitive soit-elle, dispose d'un modele
numérlque conscient ou inconscient. Pour ma part, ce que jappelle le

“quantitatif” désigne le “produit de la quantité par une société donnée”,
c’est-3-dire la facon dont une société dans son ensemble, et a travers 1es
individus qui la constituent, traite la quantité ; traitement qui généralement
non seulement n’a rien de mathématique, mais de plus, au-deld des
nécessités de vie ou de survie qui sont rarement le fait des enfants qui vont
a l’école, a pour domaine tout un ‘irrationnel’, lié & des ‘pulsions’ de désirs
de biens, de consommations de biens?2.

Parmi les innombrables manifestations de cet amalgame auquel
procede la pédagogie entre du quantitatif et du mathématique, examinons
celle~ci, en apparence parfaitement anodine. Il s’agit d'une “introduction a
la multiplication” en classe de CMj.

22 On pourra voir [BS], articles “quantitatif” et “mathématiques”.
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“Bernard, Caroline, Didier, Eugéne ont gagné chacun plusieurs
agates qu'ils échangent contre des billes de terre en respectant la régle :
une agate donne 5 billes de terre.” 23

Donc il est question de compléter et de dire ce que “multiplier par 5”
fait obtenir, 3 devant produire 15, 5 devant produire 25, etc.

Je voudrais savoir ce que vous pensez de cette introduction a la
multiplication. Il semble bien que, du fait de cette présentation, avec, par
exemple 3 agates équivalant & 15 billes de terre, on ait plutdt

3a=15b.

Document 3. Une page d’un manuel de CE 1 (1986).
- Multiplier par un nombre ™ T

Clnq enfants, Alsin, Bernard, Caroline, Didier et Eugéne ont gagné chacun plusneurs agat{es
lIs les échangent contre des billes de terre en respectant la régle d" échange )

@®—00000]

agates billes

eIl
1= ]

[ L]
Compléte [a colonne de droite du tableau ci-contre en y inscrivant

le nombre de billes de terre obtenues aprés échange. : _
: Ccmpiete

i

23 Cf.[ER]
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O est la multiplication ? Or, il y en a bien une ! Elle s’effectue sur le 3
qui est multiplié par 5 ; mais sur les objets ? Il n’est pas supposé y en avoir,
puisque les enfants échangent des “biens”, supposés équivalents. C’est-a-
dire qu’il se passe ici la méme chose que celle qui a lieu quand vous écrivez
2 métres = 200 centimétres, et d’ailleurs & une convention implicite prés qui
consiste simplement & écarter, précisément, le cas “concret” ot un affreux
Jojo de service, & qui on dirait que 200 centiméres de ruban sont lz méme
chose que 2 métres se mettrait en mesure de constituer 200 fois 1 centimeétre
en lieu et place des 2 métres en question. -

Donc, dans cette situation dont on essaie de faire croire & l'enfant
qu'elle est une situation de réalité, la multiplication ne vaut que pour les
nombres, mais non pour ce que j'appelle les nombres-de. Les ‘nombres-de’
ne sont pas des nombres : 5 agates, ce nest pas un nombre, c’est un nombre
d’agates ; 3 pommes ce n'est pas un nombre, c’est un nombre de pommes.
Dong, pour arriver a faire comprendre aux enfants le traitement différent
que supposent des entités différentes, il est trés important justement de
pouvoir procéder A ce que jappelle un repérage épistémologique : en
mathématiques, des nombres ; dans la vie courante, des ‘nombres-de’. Il y a
donc lieu de distinguer la facon dont on va traiter les nombres en
mathématiques et les ‘nombres-de’ dans la vie courante : ce ne sont pas les
mémes conditions de sens.

Alors pourquoi, avec un exemple pris parmi tous ceux qui de I'école
au college foisonnent, je vous fais faire ce détour par ce qui est proposé “aux
enfants” ? Parce que ce sont eux qui sont les révélateurs de cette confusion
qui est dans la téte des adultes, qui, par exemple, acceptent volontiers qu'un
enfant 2 qui on demande ce que valent 7 kilos de pommes de terre & 5 francs
le kilo vous donne comme réponse, 5 fois 7, sous prétexte que “la
multiplication est commutative”. Mais ce qui est commutatif, c’est la
multiplication en nombres, pas en ‘nombres-de’! Pour un restaurateur,
installer 7 fois 5 personnes n’est pas la méme chose qu‘installer 5 fois 7
personnes, méme si ¢a fait, dans les deux cas, 35 personnes a nourrir. Vous
pouvez acheter un objet en 2 versements de 1 000 francs, mais pas en 1000

versements de 2 francs, etc.

Dans la mesure méme ou dire 5 fois 7 vide de son sens la réponse a
I’énoncé précédent, il ne faut pas s'étonner de voir, a force, les enfants
renoncer au sens, et répondre aussi bien “5+7”, ou “7 + 5”, puisqu’on a
recours 2 une situation “concréte” pour ensuite la nier par l'expression qui
en sera donnée.

Evidemment, ‘nombres-de’ et nombres entretiennent des relations?4 ;
mais elles seraient d’autant plus claires que la distinction entre eux serait
plus clairement définie, surtout & un niveau élémentaire. Bien sir, les
enfants jouent aux billes, et font des échanges. Mais les voir constituer ou

24 [BS], articles “nombre” et “nombre-de”.
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consulter un ‘tableau de conversion’ serait pour le moins étonnant. Et 1a je
voudrais préciser un aspect ‘psychologique’ de cette problématique & partir
de laquelle j'essaie de mettre en jeu un enseignement du nombre - au sens
large - avec les éléves ou les enseignants. Il ne s’agit en aucune facon de
préner une quelconque ‘supériorité’ des nombres sur les ‘nombres-de’ ; et si
quelques termes utilisés plus haut donnent & penser que la quantité
‘étouffe’ le nombre, ou l'empéche d’advenir, c’est précisément parce qu'on
la sollicite 1a ol elle n'a que faire. Dans leurs domaines respectifs, c’est-a-
dire le quantitatif pour la quantité, et le mathématique pour le nombre,
aussi bien l'un que l'autre peuvent exciter l'imagination, ou produire de
Iinvention ; ce qui n'empéche ni la quantité de “poser des problémes” aux
mathématiques, ni les mathématiques de se nourrir et d’extrapoler pour
leur propre compte certaines des questions ainsi proposées, d’ou les
incursions bien connues des mathématiques dans les choses de la vie. Mais
plutét qu’a l'amalgame producteur d’absurdités c’est & leur co-existence
pacifique, ou a leur tolérance mutuelle qu’il s'agit d’arriver.

* % % k%

Donc, ce qui est trés important & repérer, ce sont ces différences de
statut entre nombres et ‘nombres-de’, et les enfants y sont trés sensibles.
Mais indépendamment de la pédagogie ol cette distinction s’aveére aussi
essentielle que féconde, j'ai donc l'intention d’examiner ultérieurement ce
que pourrait apporter comme éclairage sur I'histoire du nombre I'hypothése
d’une différence de statut entre nombres et ‘nombres-de” portée par leurs
formulations diverses, formulations qui me paraissent elles-mémes devoir
étre distinguées dans des finalités différentes. Je crois pour ma part que cette
différence de statut a toujours accompagné des entités distinctes, et que
l'idéalité qu’est un nombre a existé aussitdt qu'il y a eu des mots pour dire la
“quantité pure”: mots permettant tout autant la spéculation, que
’'expression de “quantités” effectives, la réciproque n'étant pas vraie. Des
mots done, d’abord, mais il est vrai, 4 certaines conditions. Par exemple,
'auteur dont je disais qu'il était pittoresque tout a I'heure, s’exclame ainsi :

“Quand on apprend que les Yancos, sur les bords du fleuve des
Amazones, pour exprimer 3, disent Poettarrar-orincoaroac, on est tenté
de s'écrier : Heureusement que leur arithmétique ne va pas plus
loin 1" 25

Effectivement. Les mots du quantitatif, ‘originellement’, ne
désigneraient, au coup par coup, et par des expressions éventuellement
hétérogenes entre elles que ce dont il a besoin. Pour donner une idée
analogique et approximative de ce que je ne peux développer ici, un mot
francais comme “grosse”, par exemple, désigne un quantitatif courant d’une

25 Cf.[DLG].
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douzaine de douzaines ; mais il n’est rien pour désigner onze douzaines, ou
treize douzaines. Et pour en revenir au sérok dont je vous ai raconté
Virruption, s’il s’est substitué a quarante, on ne le retrouve nulle part
ailleurs - dans quatre-vingts, ou cent vingts, ou méme vingt.

Nulle contradiction, donc, entre l'éventuelle naissance “concrete”
d'une désignation, et son utilisation “abstraite” : le matériau langagier,
quelle que soit son origine, a vocation a “abstraire”, pourvu, dans le cas de la
langue des nombres, qu’il obéisse & certaines conditions, comme par
exemple que les paroles utilisées soient d’abord douées du pouvoir de
‘phagocyter” du “un de plus” indéfiniment réitérable, sans pour autant que
juxtaposition ou réitération soient ‘matérialisées’ par les sons.

Les paroles-nombre constituent une partie d'une langue que jappelle
“langue numérale”. Elles peuvent donc ‘passer’ & I'écriture comme le reste,
sans, dans un texte, se distinguer des autres mots. Mais l'invention du
chiffrage fait que les mots numéraux sont les seuls mots d’'une langue a
avoir deux écritures?6, cette écriture seconde prenant son matériau oui elle
peut, et s’en débrouillant comme elle peut : encoches, lettres, idéogrammes,
ou chiffres & proprement parler. Quand l'écriture s’est trouvée étre
concentrée dans une fagon de signifier économique & son tour, je dirai que
le nombre a trouvé sa ‘vraie’ matiére, ‘matiére a penser’, & manipuler : car ce
qui est essentiel & la possibilité de penser le nombre dans sa spécificité, qui
lui est consubstantiel, c'est la répétition, la réitération, qu’elles mettent en
jeu “une pluralité innombrable ou une grandeur incommensurable”??,
l'une comme l'autre n’étant nulle part “observables” dans la matérialité
d’'un dénombrement ou d’une mesure, mais “pensables” comme processus
indéfiniment réitéré. Autrement dit, et pour en arriver directement & une
de ses caractéristiques essentielles, le nombre est ce qui permet de penser et
mettre en jeu l'infini, dont le quantitatif non seulement n'a que faire, mais
qui ‘secréte’ des ‘nombres-de’ qui sont par définition “a quantité limitée”, et
qui emprisonnent le pensable dans le vraisemblable.

% % % % %

Que l'écriture chiffrée, - que, par abus de langage j‘appelle “langue
numérique”, par opposition & langue numérale - puis symbolique, ait une
“consistance” qui en fait la “matiére” du nombre, c’est grice aux enfants, et
aux mathématiciens que j'en ai pris vraiment conscience. Les premiers
m’‘ont donné les preuves de ce que pouvait étre son ‘étrangeté’, sa
‘résistance’ & exprimer par un matériau étranger a la langue des expressions
d’abord langagiéres, les seconds ce que désignations, formalisations,

26 Pparfois plus, quand on dispose, comme avec les chiffres romains, d’'un mode de chiffrage
geu usité, mais familier, qui a subsisté pour des raisons culturelles.
7 Cf[CL].
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resserrement et économie d’écriture pouvaient représenter comme
dynamique de sens, relangant la pensée aussitdt qu'un objet numérique ne
pouvait plus se dire dans, toujours, cette spécificité du réitérable. Euler, dont
ses contemporains disaient qu’il était “I'analyse incarnée” et dont
Condorcet, dans l'éloge qu'il en fit dit qu'il “cessa tout a la fois de vivre et de
calculer”?8, en donne d’extraordinaires exemples dans I'Introduction a
I'analyse infinitésimale. Je ne peux résister & la tentation de vous faire
partager la sorte d’émotion que produit cette page oli un certain nombre, qui
ne peut se concevoir qu'en relation avec une réitération infinie s’incarne
littéralement (document 4)29.

“122. Comme on peut prendre a volonté la base a pour établir un
systéme de logarithmes, nous pourrons la prendre telle, que k
devienne = 1. Supposons donc k =1 la série trouvée ci-dessus (art. 116)

1 1 1
deviendra a = 1+1 Tttt 4+€7‘C, dont les termes convertis en

décimales, & ajoutés donnent pour a cette valeur
2,71828182845904523536028, dont le dernier chiffre est encore exact. Les
logarithmes calculés sur cette base, s’appellent Logarithmes naturels ou
hyperboliques, parce qu’ils peuvent représenter la quadrature de
I'hyperbole. Au reste, pour abréger nous désignerons constamment ce
nombre 2,718281828459 &c. par la lettre e, qui indiquera par conséquent
la base des logarithmes naturels ou hyperboliques, a laquelle répond la
valeur de k= 1 ; cest-a-dire, que cette lettre e exprimera la somme de la
série 1+ + 1;3+1234+&c continuée a l'infini.”

Enfermer un infini d'écriture dans une seule lettre, voici qui est un

. extraordinaire tremplin pour en inventer - ou en découvrir ? - d’autres. Par
1
exemple ¢°, 7%, ec, etc. Et de découvrir - ou d'inventer ? -, comble de la
1
réitération, qu‘une fonction telle que f(x) = x* est définie sur [e"’, ef]. On

connait aussi la trés célébre série 2—1—2 qui avait résisté a Jacques Bernouilli.
n=1

_Aprés avoir trouvé par intégrales une valeur ’approximative’ - soit

1 n?

+ 4=l
3——2—

1,644 934 - Euler, qui veut une valeur ‘exacte’ arrive a 1+?1[ -

“exactitude” qui ne peut manquer de donner a penser.

Il y a donc une “matiére” des nombres, qui, méme ‘élémentairement’
constituée de chiffres, inspire aux mathématiciens des jeux combinatoires...
innombrables, qui fait dire que le nombre de Champernowne - c’est-a-dire
0,1234567891011121314...30 - est normal®! en base 10, ce qui parait ...

28 Cf. [BET].
29 Cf. [EL, p. 89].
30 . obtenu a partir des entiers consécutifs.

3% Chaque chiffre apparait avec la méme fréquence.
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Document 4. Une page d'Euler (1748, éd. fr. 1796).
BT LOGARITHMIQUES N SiRriEs. 8

E:p% " av a7 : o e 4%
-k-(—l- o -—3—-{-——;—-—-{— —7-+ &C) Soit niaintenant b —-.d,

2 (::: -+~ S—E‘z: 3—: - gd(::_):), -+ &c. ); éqbafic;n élli donhé
Ia valeur du nombre k , lorfqu'on connolt celle de la bafe a.

Ainfi en faifant g == 10, onaura k = 2 (% - 2.5 %
’ ' i +3°”'+5.1r‘

9’ - e (Lela
T A &c.) ; férie aflez convergente, pour qu'on en

puifle tirge promptement la valeur approchée de k.

r2z. Comme on peut prendre 4 “volonté la ‘bafe a.pour
érablir un {yftéme de logarithmes, nous dpourrans la prendre
telle, que & devienne = 1. Suppofons donc & = 1; la férie

trouvée ci-deflus (arz. 116) deviendrag =1+~ -+ = 4= o=

b o :3_ 4--*-&C,dom: les termes convertisendécimales, & ajou-
tés donnent poura cette valeur 2,7182818284590452373 6028,
dont le dernier chiffre eft encore exatt. Les logarichmes
calculés fur cette bale, s'appellent Logarithmes nacurels ou
hyperboliques , parce qu'ils peuvent tepréfenter la quadrature
J)e/ Phyperbole. Au refte, pour abréger nous défignerons
conftamment ce nombre 2,718281828459 &c. par la lettre ¢,
qui indiquera par conféquent la bale des logarithmes naturels
ou hyperboliques, 4 laquelle répond la valeur de & =13
Ceft-1-dire, que cette lettre e exprimera la fomme de la
férie 1 4 —:- + ;’-;-—l— ;——I-;-i- l-z—l;-; ~ &c. continuée 4 l'infini,
123. Telle eft donc la propriéeé des logarithmes hyper-
boliques, que celui du nombre 1 4 @ == o ; o fignifiant une
quantité infiniment petite, &, comme en vertu de cette
ropriété, k =1, on pourra obtenir les logarithmes hyper-
goliques de tous les nombres. Ainfi, en écrivant ¢ & 12 place

. . t
du nombre trouvé ci-deflus, on aura roujours ¢ == 1 = -f-

EvLgR, [niroducion i L Anal. infin, Tomel. M

. : : £—1 : '
_de: maniere que x == ~——, A caufe de ld: 'y k =

(9)
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Document 5. Une page de Nice-Matin (25 octobre 1992).

René

DABERNAT
Dimasche soir sajourd’bel  Londres : par |
dizaince de les minears défileat dass :

économiques |
Elle éclaire susst les problémes qui se posest
- am veste du Marché commun ef de I'Occldent.
LLe choc ational que provoquent lee gueales
nolres révile ume réalité fondamentale : PAn-

Le chioe est sf rede que, e 21 octobre, le *
Premier misfstre Major p'e évité la ceasure .

travallliste gue par trois cent vingf voix costre |
MM% [l (&8 conservateurs ot
avec .

Certes, les mineurs ont obtens que le gos- -
versemesnt limite & dix la fermeture de
charbonnlers, au kiew des (reate ¢ .
wﬂ&ablugmnheleml‘mén
. révolue & une ére mouvelle pour 'ensomble des’
écomomies occidentales. )

Newcastle, Birmisghsm, Cardiff ¢én septem-
bre 1991, En deux ans, un willien :

de
crive
techai- .
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normal, mais que 0,23 571113 17 19 23...32 I'est aussi, ce qui semble moins
naturel. Eh bien cette méme matiére, dont ces quelques exemples attestent
la ... matérialité, est absolument transparente & la plupart des adultes
alphabétisés ; et elle leur parait si naturelle, que lorsqu'il s’agit d’exprimer de
la “quantité”, on trouve sous leur plume, et de maniere semble-t-il
totalement indifférente, tantdt du numérique et tantét du numéral.

% % % % %

Vous avez ici un exemple?? tout a fait significatif parmi tous ceux que
vous pouvez trouver tous les jours dans la presse et dans toutes sortes de
publications de cet arbitraire qui montre & quel point cette écriture n’est pas
pergue dans sa spécificité (document 5). En voici deux extraits34 :

a) “Quant au <«king coal», la crise tient en deux chiffres: le
Royaume-Uni produisait 226,4 millions de tonnes de charbon en 1973 ;
il n'en produit actuellement que 72.000.” [..]

b) “Les petites et moyennes entreprises, les grandes firmes sont
touchées aussi. L'an dernier, 47.777 entreprises ont fermé (cent trente
par jour en moyenne), et la baisse du produit intérieur brut a été, avec
2,5 %, la plus forte depuis 1931. En deux ans, les ventes de voitures
neuves ont chuté de 52 %.” [..]

Ici, en a que faut-il comprendre: “le Royaume-Uni produisait 226,4
millions de tonnes de charbon en 1973 ; il n'en produit actuellement que
72 000” : 72 000 quoi ? Tonnes, ou millions de tonnes ? A moins qu'il ne
s’agisse, ce qui parait plus vraisemblable, de 72 millions. “Mille”, “millions”,
mots numéraux écrits ou non écrits avec des zéros, et qui finissent eux-
mémes par ne plus savoir ol ils en sont. Et en b, quelle logique d’écriture
fait que “47 777 entreprises” sont proposées en numérique, et, “cent trente”
en numéral ? Est-ce parce quon est 1 entre parenthéses, et qu’on baisse le

ton?

Cette indistinction acquise aprés coup entre numéral et numérique est
particuliérement dommageable quand il s'agit d’enseigner la numération
aux enfants. Car on oublie l'antériorité des mots numéraux par rapport a
leur écriture chiffrée, et les précautions a prendre pour établir une
correspondance entre un capital linguistique qui a ses arbitraires et ses
singularités, et un systeme, ‘lisse’, cohérent, et ordonné.

* % % o %

32 obtenu a partir des nombres premiers consécutifs.
33 Exemple qui m'a été fourni et commenté par Jean-Marc Lévy-Leblond.
34 Les passages en caractires gras sont ‘soulignés’ par l'auteur du présent article.
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Un exemple particulidrement frappant de cette non-conscience de ce
que représente l'irruption de I'écriture chiffrée décimale dans un contexte
ou elle n'est pas encore un donné allant de soi - exemple qui présente
certaines analogies avec ce qui se passe avec les enfants - m’a été fourni par
une traduction en francais d'une version latine du Calcul indien d’al-
Khwarizmi3®. On dispose en termes ordinaires d’un bilingue, latin et
frangais. Mais en termes d’écriture des nombres, je dirais que le texte latin
(voir le document 6a, en double page suivante) nous propose un trilingue, a
savoir : dans une mise en scéne oli, par la grice de son traducteur, al-
Khwarizmi va expliquer les avantages de ce nouveau calcul, figurent le
numéral latin, le numérique contemporain en chiffres romains, et celui du
“nouveau calcul”, indissociable d'une nouvelle écriture qui en est la
condition nécessaire, celle bien siir des chiffres inconnus jusqu’alors des
interlocuteurs auxquels s’adresse al-Khwarizmi, chiffres dont on dira plus
tard qu'ils sont arabes.

On pourra donc déja constater (dans le document 6a) que le mélange
numérique/numéral latin n'est pas moins arbitraire qu'aujourd’hui: les
‘petits nombres’ comme unum,duo et tria sont en numéral, - comme
presque toujours dans la plupart des textes de problémes aujourd’hui - mais
aussi des ‘grands’: voyez ligne 6 (doc. 6a) un “XC” et ligne 14 (6a), un
nonaginta ; et toujours ligne 14 (6a), ol un “X” préceéde nonaginta, et ligne
17 (6a), avec un “mille in IX M”, la tranquille coexistence des deux maniéres.

Mais c’est donc la traduction qui est révélatrice de la transparence dont
je parlais tout & I'heure, transparence qui rend le texte tout a fait ... opaque
(document 6b) ; car ce trilingue d’écriture des nombres est restitué par un
bilingue qui, je vous le disais tout & I’heure, en faisant comme si 1'histoire
de 'humanité s’était écrite depuis toujours dans le systéme décimal, me fait
penser & tous ceux qui dans leur enseignement procédent comme si ils
disposaientdepuis toujours de cette écriture, alors qu'elle est seconde par
rapport & l'écriture numérale, elle-mé&me seconde par rapport a la parole.

Dans ce premier paragraphe al-Khwarizmi rappelle donc pour situer
son propos ce qu’est le mode d’écriture présent, soit X pour “dix”, XX pour
“vingt”, C pour “cent”, CC, puis CCC, pour “deux cents”, “trois cents”, etc. Et
c’est par opposition que cette écriture familiére, rassurante, devra apparaitre
incommode 13 ot la nouvelle, certes inconnue, voire étrange, s’avérera
néanmoins d’un naturel “astucieux” et d’'un maniement aisé ; maniement
dont al-Khwarizmi va précisément expliquer les principes, préconiser
I'emploi et louer la facilité. Or que voit-on dans la traduction francaise, qui
par ailleurs reproduit fidélement le mélange de numérique et de
numéral ...: X remplacé par 10, XX par 20, C par 100, etc. L’arrivée
révolutionnaire et fracassante du “petit cercle en ressemblance avec la
lettre O” ne fait alors méme pas l'effet d'un pétard mouillé : circulum, y a
rien & voir, rien & savoir, puisqu’on sait déja.

35 Cf. [KM].
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Document 6ad.
Deux pages d’al-Khwarizmi (version latine du XIIéeme siécle).

“Inveni, inquit Algorizmi, omne quod potest dici ex numero et esse
quicquid excedit unum usque in IX, id est quod est inter IX et unum. Id est
duplicatur unum et fiunt duo, et triplicatur idem unum fiuntque tria, et sic
in ceteris usque in IX. Deinde ponuntur X in loco unius, et duplicantur X ac
triplicantur quemadmodum factum est de wuno, fiuntque ex eorum
duplicatione XX, ex triplicatione XXX, et ita usque ad XC. Post hec redeunt C
in loco unius, et duplicantur ibi atque triplicantur quemadmodum factum
est de uno et X, efficiunturque ex eis CC et CCC et cetera usque in DCCCC.
Rursum ponuntur mille in loco unius, et duplicando et triplicando ut
diximus, fiunt ex eis II milia et III et cetera usque in infinitum numerum
secundum hunc modum. Et inveni quod operati sunt Yndi ex his
differentiis. Quarum prima est differentia unitatum, in qua duplicatur et
triplicatur quicquid est inter unum et IX, secunda differentia decenorum, in
qua duplicatur vel triplicatur quicquid est a X in nonaginta, tercia differentia
centenorum, in qua duplicatur vel triplicatur quicquid est a C in DCCCC.
Quarta vero est differentia milium, in qua duplicatur ac triplicatur quicquid
est a mille in IX M. Quinta differentia est X hoc modo : quocienscumque
ascenderit numerus adduntur differentie. Erit dispositio numeri ita: omne
unum quod fuerit in superiori differentia erit in inferiori que est ante ipsam
X, et ‘quod fuerit X in inferiori erit unum in superiori que precedit eam. Et
erit initium differentiarum in dextera scriptoris, et hec erit prima earum, et
ipsa posita est unitatibus. Cum autem ponerentur X in loco unius et fierent
in secunda differentia, essetque figura eorum figura unius, necesse fuit eis
figura decenorum eo quod similis esset figure unius, ut scirent per eam
quod essent X. Preposuerunt igitur ei unam differentiam et posuerunt in ea
circulum parvulum in similitudine O litere, ut per hoc scirent quod
differentia unitatum esset vacua et nichil numeri esset in ea preter
circulum parvulum quem diximus occupare eam, et ostenderent quod
numerus qui est in sequenti differentia esset decenus et quod hec esset
differentia secunda que est differentia decenorum. Et posuerunt post
circulum in predicta differentia secunda quicquid voluerunt ex numero
decenorum de hoc quod est inter X et XC., Et he sunt figure decenorum :
figura X est hec 10, figura XX, 20, et similiter figura XXX est ita 30. Et ita
usque ad IX erit scilicet circulus in prima differentia et caracter pertinens ad
ipsum numerum in secunda differentia.

36 Les passages en gras sont ‘soulignés’ par I'auteur du présent article.
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Document 6b?%.
Deux pages d’al-Khwarizmi (traduction frangaise).

“I'ai trouvé, dit al-Khwarizmi, tout ce qui peut étre dit par le nombre et
qu’existe tout ce qui excede un jusque 9, c'est-a-dire qui est entre 9 et un.
C'est-a-dire qu’on double un et on obtient deux, on triple le méme un et on
obtient trois, et ainsi de suite jusque 9. Ensuite, on pose 10 a la place de un,
et on double 10 et on triple comme on l'a fait pour un, et on obtient 20 de ce
doublement, 30 de ce triplement, et ainsi jusque 90. Apres cela arrivent 100 a
la place de un, et on double et on triple comme on l'a fait pour un et pour
10, et on obtient de ces opérations 200 et 300 et ainsi de suite jusque 900. On
pose de nouveau mille a la place de un, et en doublant et triplant comme
nous l'avons dit, on obtient de ces opérations 2 milliers et 3 milliers et ainsi
de suite jusqu'un nombre infini selon cette maniére. Et j'ai trouvé que les
Indiens ont opéré a partir de ces positions. Dans celles-ci, la premiére
position est celle des unités, o est doublé et triplé tout ce qui est entre un et
9, la seconde position celle des dizaines, oit est doublé ou triplé tout ce qui
est de 10 a quatre-vingt-dix, la troisieme position celle des centaines, ou est
doublé ou triplé tout ce qui est de 100 a 900. La quatrieme position est celle
des milliers, o est doublé et triplé tout ce qui est de mille a 9 000. La

- cinquieme position est 10 000 de cette maniére : autant de fois que croit un

nombre s'ajoutent les positions. La disposition d'un nombre sera la
suivante : tout nombre qui se trouve en position supérieure sera 10 dans la
position inférieure qui se trouve avant la premiere, et tout ce qui est 10 en
position inférieure sera un en position supérieure qui la précéde. Et le début
des positions sera a la droite de celui qui écrit, et ce sera la premiere, posée
elle-méme pour les unités. Mais comme on pose 10 a la place de un et qu'ils
arrivent en seconde position, et que leur représentation est la représentation
de un, une représentation de dizaines a été pour eux nécessaire puisqu'elle
était semblable a la représentation de un, afin que l'on sache par elle qu'il
s'agissait de 10. Ils ont donc posé devant celle-ci une position et posé en elle
un petit cercle en ressemblance avec la lettre O, pour savoir par la que la
position des unités était vide, qu’il n'y avait en elle rien d'un nombre sinon
ce petit cercle dont nous avons dit qu’il 'occupait, et pour montrer que le
nombre qui se trouve en position suivante était une dizaine et que c’était la
la seconde position qui est la position des dizaines. Et ils ont posé aprés le
zéro dans la seconde position susdite ce qu’ils ont voulu de nombre de
dizaines qui est entre 10 et 90. Et les représentations des dizaines sont celles-
ci: la représentation de dix est 10, celle de vingt 20, et de méme la
représentation de trente est 30. Et ainsi jusque 9 il y aura un zéro en
premiere position et un chiffre convenant au nombre lui-méme en seconde
position.

37 Les passages en gras sont ‘soulignés’ par l'auteur du présent article, et renvoient aux
passages latins soulignés dans le document 6a.
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Hoc autem sciendum est quod {40 Or il faut savoir qu'un_ chiffre

caracter qui significat in prima 4l qui ‘szgm,.fze”un en premicre
42 position signifie 10 en seconde,

differentia unum in secunda signi- l43 100 en troisieme, 1000 en
,fz_'cat X, in tercia C, atque in quarta |44 gquatrieme. Et de méme un
I. Et similiter qui significat in |45 chiffre qui signifie deux en
prima differentia duo in secunda |46 premiere position signifie 20 en

e . : . 147 seconde, 200 en troisieme, 2 000
significat XX, et in tercia CC, et in f,q quatrieme. Comprends ainsi

quarta T1. Et sic de ceteris intellige; 149 pour le reste, mais nous,
nos autem redeamus ad librum. |50 revenons au livre. Apres la
Post differentiam  decenorum 51 position des dizaines suit la

sequitur differentia centenorum in |52 position des centaines oi est
1 ff 53 doublé et triplé tout ce qui est de

qua  duplicatur ac triplicatur Ys4 700 5 900, et sa représentation est
quicquid est a C in DCCCC, et ejus |55 comme la représentation d'un
figura est sicut figura unius in §56 un posé en troisiéme position
tercia differentia posita ita 100, et |57 ainsi: 100, et la représentation de

, . . 58 deux cents est comme la
torum est sicut a .
figura ducentorum es figur 59 représentation de deux posée de

duorum posita similiter in tercia oo pame on  troisieme position
dlffefmtia itu 200.” 61 ainsi: 200.”

Et ici, le traducteur, qui avait jusqu’alors respecté le mélange
numérique/numéral, et tout de méme géné de devoir livrer un texte qui va
devenir complétement tautologique, est amené 2 travestir le texte original :
au lieu - ligne 36 (doc. 6b) - de la représentation de X est 10, qui sur la lancée
précédente I'aurait amené a écrire “la représentation de 10 est 10”, il traduit
“la représentation de dix est 10”, ce qui court-circuite quelque chose
d’essentiel : remplacement, non d'un numéral par un numérique, mais
d’un numérique par un autre. Et aussitot 'écueil dépassé, revient - lignes 41
A 44, ci-dessus - & “un” qui signifie 10 en seconde position, 100 en troisieme,
expliquant le non connu par lui-méme, perdant l'apport du nouveau, et le
sens de ces pages, tant pour qui les aurait lues hier, que pour qui les lirait
aujourd’hui en voulant comprendre de quoi hier était fait.

On voit que 'amnésie de ce qu’a pu étre pour soi l'apprentissage d'un
savoir peut empécher de reconnaitre ce que peut étre dans l'histoire une
rupture dans le savoir, c’est-a-dire un essentiel moment de son histoire, et
de sa spécificité. Et il me semble, pour conclure, que si nous étions attentifs
aux réactions de nos éléves, quelque chose de cette mémoire perdue des
nombres pourrait leur étre restituée, en méme temps que leur attrait.
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