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DE LA THEORIE DES PROPORTIONS
A LA THEORIE DES NOMBRES REELS.

Eliane COUSQUER.

Lors des journées de Cherbourg, j'ai présenté un atelier ou1 nous avons
commenté des textes consacrés essentiellement a la théorie des proportions,
cadre dans lequel ont été traitées pendant deux mille ans, les questions qui
pour nous relévent des nombres réels. Depuis, en formation initiale et en
formation continue, j’ai eu l'occasion d’approfondir ce théme et j'ai utilisé
ces mémes textes. Je présente donc ici une version plus rédigée du travail
que j'avais fait & Cherbourg, les textes utilisés seront largement cités et non
pas reproduits.

I. - Un probleme d’enseignement.

I.1. - Qu'est ce qu'un nombre réel ?

Demandons nous a quel moment un éléve trouve la réponse a la
question : “Qu’est ce qu'un nombre réel ?”. A l’école primaire, il découvre
les entiers, les décimaux et les fractions. Au collége, il découvre les nombres
relatifs, et la calculatrice devient le recours constant dés qu'il s’agit
d’activités numériques, au point de lui faire parfois oublier ses
connaissances antérieures : est-ce que 13/7 est un nombre pour un éléve de
college, ou n'est-ce que le signe d'un calcul a effectuer sur la calculatrice,
calcul qui donne le nombre 1,8571429 ? Apres avoir vu des étudiants de
CAPES de mathématiques utiliser leur calculatrice pour répondre oui a la
question : “est-ce que 13/7 est un décimal ?”, je ne doute pas de la réponse &
la question précédente.
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Il faut dire que les programmes eux-mémes sont tout a fait
contestables. Lors de sa premiére apparition, le nombre 2 est présenté
comme ce qu’on obtient en appuyant sur les touches 2 et |/~ de la calculette.
Ce qui explique parfaitement ensuite la démarche d’éléves, qui, voulant
utiliser la réciproque du théoréme de Pythagore, vérifient sur leurs
calculettes que le carré de I'hypoténuse est a peu prés égal a la somme des
carrés des cotés.

La définition des nombres réels, la question de l'irrationalité de
nombres est un non-dit qui traverse tout l’enseignement secondaire.
Autrefois, dés la premiére année de l'université, les nombres réels étaient
construits, soit par la méthode des coupures de Dedekind, soit par les suites
de Cauchy selon la méthode de Cantor. Ensuite les propriétés des nombres
réels étaient démontrées et tous les calculs avec les radicaux justifiés.
Aujourd’hui ces questions ont été abandonnées comme trop difficiles pour
les étudiants de premier cycle de l'université, et la construction des nombres
réels n’est plus faite nulle part. De sorte que la critique que Lebesgue
adressait vers 1910 a l’enseignement secondaire dans son livre La mesure
des grandeurs!, est valable pour tout le cursus secondaire et universitaire.

* % % ¥ &

1.2. - Le point de vue de Lebesgue.

[..] “Ma principale critique porte sur ce qu’on dit, ou plutdt sur ce
qu'on ne dit pas au sujet des nombres irrationnels.”

“Dans les plus hautes classes de ['enseignement secondaire,
comme dans la plus basse, on ne parle des nombres irrationnels que
par prétérition. On reprend ce qui est déja clair dans l'esprit pour
enseigner aux éleves a le formuler en mots; on n’essaie pas de leur
préciser ce qui est resté plus que vague, bien que ce soit ce qui leur a le
plus servi depuis quatre années et dont, cependant, on ne leur a jamais
parlé : le nombre rationnel ou irrationnel. On le rencontre partout ;
partout on évite d'en parler nettement. En arithmétique, a l'occasion
de la mesure des grandeurs on reprend la comparaison des longueurs,
mais on ne s'étend que sur les cas de commensurabilité. Les autres, on
les escamote avec plus ou moins d’habileté. On se livre aussi 4 un
véritable tour de passe-passe a l'occasion des valeurs approchées. On ne
peut parler que des wvaleurs approchées des nombres rationnels,
puisque c'est des nombres rationnels seuls que l'on a parlé; or, pour
eux, ces valeurs approchées sont infiniment moins intéressantes que
pour les autres nombres. Mais ceux-ci n'existent pas en quelque sorte ;
c’est bien simple, on va parler de valeurs approchées qui ne seront
approchées de rien.”

i Lebesgue, H. : La mesure des grandeurs. Lib. A. Blanchard. Paris, 1975 (nouv. tir.), p. 18.
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La question de l'irrationalité et de la définition des nombres réels est
donc au cceur de la critique de Lebesgue, critique qui est toujours d’actualité :
on peut se demander quel sens ont des développements savants en analyse,
si cette question est escamotée comme actuellement.

* % % % ¥

1.3. - Ma pratique d’enseignement.

Depuis quelques années, j'enseigne en DEUG premiére année, et je fais
des compléments de cours en parallele a la préparation du CAPES. J'ai pu
constater que des étudiants de maitrise butaient sur des questions simples
sur les nombres, mais aussi que les constructions des nombres réels les
intéressaient vivement et leur apportait un éclairage important sur leur
futur enseignement. Leurs difficultés m’ont amené a réfléchir sur
I'ensemble du cursus d’enseignement sur les nombres et a constater son
incohérence. Ma conviction est que depuis la derniére grande réforme des
mathématiques, dite réforme des mathématiques modernes, il a été procédé
pour les programmes des colléges et lycées, & des ajustements locaux
successifs, allégements par ci, modifications par la et que I'ensemble n’a pas
été discuté. Dans l'enseignement supérieur, nous nous sommes adaptés de
la méme fagon a l'arrivée des nouveaux étudiants. Certaines questions sont
supposés connues a un moment donné, sans avoir jamais été enseignées.
Les exemples les plus frappants a Lille concernent les nombres réels, les
structures quotients, et l'intégrale de Riemann parfois escamotée en
premiére année, et définie par les étudiants de maitrise comme un cas
particulier de l'intégrale de Lebesgue. En premiere année le corps des
nombres réels est introduit de fagon axiomatique, & 1'aide par exemple de
I'axiome de la borne supérieure ou de tout autre axiome équivalent. Il n'y a
rien & reprocher sur le plan de la rigueur formelle. On peut toutefois se
demander si cette méthode est satisfaisante et éclairante pour les étudiants.
Mais, aprés tout, on pourrait aussi envisager qu’avec la pratique numérique
acquise par les étudiants avec leurs calculatrices, ces constructions et
justifications des nombres réels soient devenues superflues.

Nous allons suivre au cours de I'histoire cette question de
'irrationalité et des nombres réels, afin de comprendre 1'élaboration du
concept de nombre réel et éclairer par cette histoire notre questionnement.
La difficulté que nous allons rencontrer est la suivante: suite a la
découverte de l'irrationalité, pour faire des démonstrations rigoureuses
concernant ce que nous appelons maintenant la mesure des grandeurs, les
Grecs ont élaboré une théorie entiérement géométrique appelée théorie des
proportions, qui utilise des rapports géométriques de grandeurs.
Reconnaitre que ces rapports sont des nombres, est un processus qui a duré
deux mille ans. En quoi ceci peut-il nous intéresser directement pour
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l'enseignement ? Un éléve ou un étudiant ne peut avec sa calculette
qu‘approcher certaines quantités. Est-il si évident pour lui que ce sont des
nombres ? Bien siir, les enseignants le disent, mais est-ce donc si évident
quand on voit les difficultés que cette question a posé aux mathématiciens
des siécles passés ?

II. - La découverte de l'irrationalité.

_Les nombres sont issus de deux activités, le dénombrement et la
mesure. Ce qui a posé dans la civilisation grecque le probléme du discret et
du continu. Les autres civilisations antiques, bien qu’elles aient développé
des mathématiques comportant de nombreux résultats géométriques et
numériques, n‘ont pas laissé de traces écrites de réflexions sur ce théme.

* % % % F

IL.1. - Les civilisations antiques.

La civilisation babylonienne, civilisation antique la plus avancée en
mathématiques, disposait d’un systéme de notation de nombres trés
performant en base soixante ; nous avons retrouvé des calculs de racines
carrées extrémement précis, a3 l'aide de l'algorithme appelé plus tard
l'algorithme de Héron, mais nous n’avons retrouvé aucune trace de
distinction entre rationnels et irrationnels. La seule distinction qui est faite
est celle entre nombres qui s’expriment exactement en base 60 et nombres
“qui n’existent pas”, ou qui sont remplacés par une valeur approchée, sans
donner d’explications.

La civilisation égyptienne est restée, en mathématiques, trés
dépendante d’un systéme de nombres peu adapté avec écriture des parties
fractionnaires a l'aide de “fractions égyptiennes” de numérateur 1, systéme
limité et peu performant.

La civilisation grecque est I'héritiére en mathématiques de ces
civilisations. Les Grecs ont disposé d’un systéme de notation des entiers en
base dix a l'aide des lettres de l'alphabet. Bien que limité sur le plan de
I'écriture des grands nombres, ce systéme était utilisé pour la notation des
nombres parallélement a I'utilisation d’une abaque pour les opérations.
Pour noter les parties fractionnaires, les Grecs avaient recours, soit aux
fractions égyptiennes, soit a l'utilisation des soixantiemes adaptée a leur
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notation avec des lettres. Puis plus tard une notation des fractions a 1'aide de
couples d’entiers est apparue. Tous les calculs pratiques étaient désignés
sous le terme de logistique par les Grecs et considérés comme une activité
réservée aux artisans et aux marchands. La “partie noble” des activités
numériques, concernant les réflexions sur la nature des nombres relevait de
lactivité des mathématiciens et était désignée sous le nom d’arithmétique.

Dans les textes de mathématiciens de 1’époque classique la notion de
nombre recouvre exactement celle de nombre entier naturel. Plus tard, a la
fin de la période classique chez des mathématiciens comme Archimeéde,
Héron ou Diophante, la notion de nombre englobe aussi celle de fraction.

LI

I1.2. - La découverte de l'irrationalité.

Dans l’école pythagoricienne se sont développées les techniques de
démonstration initiées par Thalés. Le nombre entier joue un rdle central
dans la philosophie pythagoricienne : “Tout est nombre”. On n’a pas gardé
de trace écrite de leur ceuvre, mais on sait que beaucoup de démonstrations
en géométrie ont été faites dans cette école en supposant que deux
longueurs quelconques étaient commensurables, c’est-a-dire que le rapport
de deux longueurs se ramenait & un rapport de deux entiers.

La découverte de l'irrationalité, probablement & propos de la diagonale
et du cdté du carré bouleverse leur philosophie. On connait deux
démonstrations de cette irrationalité. L'une d’elles est désignée par Aristote
comme “la démonstration par le pair et l'impair”, c’est-a-dire que si la
diagonale était commensurable au c6té on pourrait montrer qu'un méme
nombre est & la fois pair et impair. L’autre démonstration utilise une
méthode appelée “antiphérese”, ou soustraction réciproque. Elle est
essentiellement celle de l’algorithme d’Euclide appliquée & des longueurs.
Elle distingue le cas commensurable ol cet algorithme est fini et le cas
incommensurable ol cet algorithme ne s’arréte pas; dés les origines, la
notion d’irrationalité est donc associée a celle d'un processus infini.

* % % % %

IL.3. - La nature du continu, la nature de l'infini.

A la fin du Véme siécle avant notre ére, un débat sur la nature du
continu divise différentes écoles philosophiques grecques. Une ligne est-elle
indéfiniment divisible ou est-elle constituée de lignes insécables ? Méme
probléme pour le temps, les aires et les volumes.
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Contre les tenants des deux écoles, partisans des lignes insécables ou
partisans du continu indéfiniment divisible, Zénon d’Elée a avancé
quarante paradoxes dont quatre nous ont été conservés par Aristote. Ils
mettent en question l'usage de l'infini et alimenteront les débats des
philosophes pour longtemps.

Aristote a établi une théorisation de V'infini, théorie qui fera autorité
pendant deux mille ans. Aristote applique & l'infini sa distinction entre
I’existence en acte et I'existence en puissance. Il montre que le seul usage de
l'infini dont a besoin le mathématicien est l'infini en puissance, ou infini
potentiel, comme possibilité d’accroissement (par exemple que pour tout
entier, on peut en trouver un plus grand), ou comme possibilité de
division, (par exemple la possibilité de diviser toute longueur). Une
grandeur n’est pas infinie en acte.

“L’infini n'est pas ce en dehors de quoi il n’y a rien, mais au
contraire ce en dehors de quoi il y a toujours quelque chose”.

L’infini est donc associé & l'inachevé, a l'indéterminé, et a une
connotation négative. Toute la rigueur mathématique des Grecs s’est
exercée pour éliminer le recours a l'infini dans les raisonnements
mathématiques.

Ceci a une grande importance pour notre propos. Si le rapport de deux
grandeurs incommensurables ne peut étre défini comme le rapport de deux
entiers, comment le définir ? Nous avons gardé trace d’une premiére
définition de ce rapport comme la suite infinie des quotients qui
apparaissent dans le processus d’antiphérése, définition inacceptable, si
linfini est & éviter en mathématiques. La solution sera trouvée par Eudoxe
et exposée dans le Livre V des Eléments d’Euclide qui traite des rapports de
grandeurs.

IMI. - La mesure des grandeurs chez les Grecs.
II.1. - La mesure des grandeurs chez Euclide.

- Les grandeurs.

Le terme grandeur n’est nulle part défini dans I'ceuvre d’Euclide. Par le
contexte, nous comprenons qu’il s’agit de longueurs, d’aires, de volumes,
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d’angles, d’arcs de cercle, mais sans mettre derriére ces termes de notions
numériques. Les seuls nombres utilisés sont les entiers. Le terme mesurer
est employé dans le sens suivant: une grandeur en mesure une autre de
méme nature si la seconde est obtenue en juxtaposant un nombre entier de
fois la premiére. L’opération associée est donc une opération de
juxtaposition, de longueurs mises bout & bout, de surfaces planes, de
volumes.

- Les criteres d’égalité.

Un instrument indispensable est celui de critéres d’égalité de
grandeurs. Ceux-ci sont purement géométriques. Pour les segments, les
angles et les arcs, il s’agit de la possibilité d’amener en co-incidence. Pour les
triangles, les trois cas d’égalité montrent que l'égalité de trois éléments, cotés
ou angles bien choisis, entraine I'égalité des trois autres éléments et I'égalité
des triangles. On comprend que cette égalité de triangles désigne ce que nous
appelons égalité des aires des triangles, (mais en utilisant ici une notion
numérique qui n’existe pas chez Euclide), en lisant l'énoncé de la
proposition 37 du Livre I des Eléments d’Euclide :

“Des triangles de méme base et entre les mémes paralleles sont
égaux”.

Cela montre que cette notion de “triangles égaux” est un correspondant
purement géométrique de notre notion numérique d’'égalité d’aires de
triangles. Les égalités d’autres figures planes sont montrées par des procédés
 de découpage. Des notions analogues sont aussi développées pour les
volumes : par exemple, les parallélépipédes de méme base entre les mémes
plans paralleles sont égaux.

- Quadratures et cubatures.

L’expression “problémes de quadrature” (respectivement “cubature”)
désigne la construction a la régle et au compas d’un carré (respectivement
d’un cube), égal & une surface donnée (respectivement un volume donné).
Les plus célebres de ces problémes concernent la quadrature du cercle et la
duplication du cube, problémes qui ne trouveront leur “solution” qu’au
XIXeme siécle ot 'impossibilité de ces constructions sera montrée dans le
cadre de la théorie des nombres.

La notion de quadrature au sens d’associer un nombre a une grandeur
et une unité n'existe pas chez les Grecs. On ne trouve donc dans Euclide
aucune formule de calcul d’aires ou de volumes, bien que de nombreux
probleémes de quadrature et de cubature soient traités. A titre d'illustration
de ce point donnons le théoréme dit “de Pythagore” qui figure a la fin du



302 LA MEMOIRE DES NOMBRES

Livre I Il est & comprendre ainsi : le carré construit sur I’hypoténuse d'un
triangle rectangle peut étre décomposé en deux rectangles “égaux” (en aire)
respectivement aux carrés construits sur les cotés de l’angle droit.

- La méthode des aires.

Cette méthode consiste & passer, pour démontrer des égalités de lignes,
par des égalités d’aires. Elle est abondamment utilisée par Euclide. De
méme, la démonstration d’égalité de rapports entre des lignes sera
démontrée en utilisant des rapports entre des surfaces. Elle sera critiquée
plus tard par des mathématiciens comme les mathématiciens de Port Royal
comme ne respectant pas le “vrai ordre de la nature”, qui selon eux
hiérarchise les grandeurs en longueurs, surfaces. et volumes et demande de
ne pas faire appel, contrairement & Euclide, & des surfaces pour démontrer
des théorémes sur des longueurs.

- Les opérations sur les grandeurs.

Les opérations de juxtaposition portent sur des grandeurs de méme
nature dites homogenes par les Grecs, et donnent un résultat de méme
nature. Cette juxtaposition n’est pas notée comme une addition. Par contre,
on en déduit explicitement une multiplication des grandeurs par les entiers,
obtenue en répétant I'opération de juxtaposition de grandeurs égales.

Une multiplication de grandeurs existe de fagon limitée : Le produit de
deux longueurs donne le rectangle construit sur ces deux longueurs. Le
produit de trois longueurs donne le parallélépipéde rectangle construit sur
ces trois longueurs. Le produit de plus de trois longueurs n’a donc pas de
sens. De méme pour le produit de deux aires, ou d’'une longueur et d'un
volume, ou d’une aire et d'un volume, etc.

On désigne sous le nom d’algébre géométrique grecque, toute une série
de problémes qui figurent dans le Livre II et le Livre VI des Eléments
d’Euclide, qui sont exprimés et résolus géométriquement, et que nous
pouvons associer maintenant a des identités remarquables, ou a des
résolutions d’équations du second degré, portant sur des nombres, mais qui
dans le livre grec n‘ont rien de numérique.

LR B 2
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IMI.2. - La théorie des rapports de grandeurs d’Eudoxe-Euclide.

- Les rapports de grandeurs dans le Livre V des Eléments.

Les premiéres définitions du Livre cinq portent sur les raisons (ou
rapports) de grandeurs et sur les proportions (égalité de raisons). On ne peut
établir de raison qu’entre deux grandeurs homogénes, (définition 3), qui de
plus vérifient une propriété désignée maintenant sous le nom d’axiome
d’Archiméde ; c’est la définition 4: “les grandeurs étant multipliées doivent
se surpasser mutuellement”, c'est-a-dire qu’on ne peut établir un rapport
entre A et B que s'il existe deux entiers n et p tels que nA>b et p.B> A.

Une proportion est une identité de raisons, (définition 5). En notations
modernes, la définition 6 donne un critére d’égalité de raisons: A esta B
comme C est & D si, pour tous les entiers n et p possibles :

iy  SinA > pB alors nC > pD ;
et ii) sinA =pBalors nC =pD ;
et iii) sinA <pB alors nC < pD.

La définition 6 est une définition opératoire, en ce sens qu’elle
intervient effectivement dans les démonstrations, par exemple pour
montrer que des triangles entre les mémes paralléles sont entre eux comme
leurs bases, proposition qui servira a établir le théoreme que les manuels
francais désignent sous le nom de théoréme de Thales.

De méme est définie une relation d’ordre entre les raisons. Dans la
suite du Livre V sont établies des relations sur les proportions ; il faut
remarquer qu’on n’‘opére pratiquement pas sur ces raisons. Seule une
composition (produit) limitée au carré d’un rapport (appelé rapport double,
définition 10) et au cube d'un rapport (appelé rapport triple, définition 11)
figure. Un seul théoréme du Livre VI (proposition 18) utilise une
composition de raisons, nulle part définie :

“Des parallélogrammes €équiangles ont entre eux une raison
composée de celles des cbtés”.

Une lacune des Eléments concerne l’existence d’une quatriéme
proportionnelle a trois grandeurs, abor.damment utilisée par Euclide pour
des aires et des volumes dans le Livre XII et démontrée seulement dans le
cas de longueurs.

- La mesure des grandeurs et la méthode d’exhaustion.

Tous les théorémes qui pour nous relévent de la mesure des
grandeurs, des aires et des volumes, seront exprimés dans le langage des
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proportions dans le Livre XIL La plupart de ces théorémes se présenteront
sous une forme analogue a celui ci:

“Proposition 2. Les cercles sont entre eux comme les carrés de leur
diametre”.

La démonstration se fait par une double réduction a 1’absurde, appelée
plus tard “méthode d’exhaustion”. Pour montrer que A/B = C/D, on
montre que A/B > C/D est impossible et que A/B < C/D est impossible ; on
en déduit 1'égalité des rapports.

L'outil utilisé pour ces démonstrations par l'absurde est le théoreme 1
du Livre X qui dit que:

“Deux grandeurs inégales étant proposées, si on retranche de la
plus grande une partie plus grande que sa moitié, si l'on retranche du
reste une partie plus grande que sa moitié, et si on fait toujours la
méme chose, il restera une certaine grandeur qui sera plus petite que la
plus petite des grandeurs proposées”.

La théorie des rapports de grandeurs fournit donc un procédé pour des
démonstrations rigoureuses en géométrie. Elle restera la référence obligée
pour deux mille ans. Elle est le seul moyen trouvé par les Grecs pour traiter
dans un cadre géométrique la question du rapport de grandeurs
incommensurables.

* % % % *

II.3. - Les approximations d’irrationnelles.

Il importe de remarquer que le terme d’irrationnel désigne pour nous
un nombre irrationnel. C’est pour cette raison que nous parlons
d’irrationnelles pour indiquer que cette notion n'a chez les Grecs rien de
numérique et reste dans un cadre géométrique.

La théorie du rapport des grandeurs fut un instrument remarquable
entre les mains d’Archiméde pour démontrer rigoureusement des
quadratures et des cubatures qu'il avait trouvées en utilisant des analogies
mécaniques. En particulier il montra des encadrements célébres du rapport
de l'aire du cercle au carré du rayon. D’autres mathématiciens comme
Héron, ont beaucoup développé les calculs de valeurs approchées de
quantités irrationnelles.

Parallelement cette théorie des rapports de grandeurs développée dans
le Livre V pour les grandeurs et dans les Livres VII, VIII et IX
d’arithmétique pour les rapports de nombres, fournit un développement de
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la logistique, en proposant des théorémes applicables aux fractions, ce qui
explique I'élargissement de la notion de nombre aux fractions,  la fin de la
période classique de la mathématique grecque.

* % % % %

II1.4. - Proclus, sur les rapports.

Nous conclurons cette partie consacrée au probléme de l'irrationalité
dans la mathématique grecque par des citations de Proclus extraites du
prologue des Commentaires sur le premier Livre des Eléments d’Euclide?.
Les calculs numériques développés ont posé la question: que sont ces
rapports de nature géométrique que I'on peut encadrer, approcher par des
nombres ?

“Le fait que le rapport est toujours rationnel appartient a
Uarithmétique seule, et pas entierement a la géométrie, car il existe
aussi des rapports irrationnels dans celle-ci [...] la o il y a division 2
Uinfini, il a y aussi l'irrationnel. [...]

Quant aux théorémes qui leur sont communs, l'un se transporte
de la géométrie dans Iarithmétique, d’autres, au contraire de
I'arithmétique dans la géométrie ; enfin d'autres, qui leur sont dévolus
de la méme maniére par la mathématique toute entiére, les intéressent
toutes les deux. C'est en effet de cette maniere que la permutation, les
inversions, les compositions et les divisions de rapports sont
communs aux deux sciences; que larithmétique est la premiere a
considérer les choses commensurables; que la géométrie les considere
apres avoir pris l'arithmétique comme modele, et établit par la méme
que les choses commensurables sont toutes celles qui ont entre elles le
rapport d'un nombre 2 un nombre, parce que la commensurabilité
existe primordialement dans les nombres. Car partout ou il y a nombre
il y a aussi du commensurable et partout oi il y a du commensurable,
il y a aussi du nombre”.

2 Proclus de Lycie: Les Commentaires sur le premier Livre des Eléments d'Euclide, trad.
du grec, introd. et notes par P. Ver Eecke. Ed. Desclée de Brouwer. Bruges, 1948, prologue,
pp- 51-52.
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IV. - Les apports des mathématiciens arabes.

IV.1. - Réflexions sur la théorie des proportions.

Nous savons que les mathématiciens arabes ont beaucoup travaillé sur

le texte d'Euclide, en particulier sur la théorie des proportions et sur la
théorie des paralleles. Nous avons un exemple avec le travail d’Omar
Khayyam (1048-1123), oi1 il cherche & définir I'égalité de deux rapports.

“Etant [données] quatre grandeurs [telles que] la premieére soit
égale & la seconde et la troisieme égale a la quatrieme, ou bien [telle
que] la premiere soit une partie de la seconde, et la troisieme cette
méme partie de la quatriéme, ou bien [telle que] la premiére soit des
parties de la seconde et la troisieme ces mémes parties de la quatrieme,
alors le rapport de la premiere a la seconde est nécessairement comme
le rapport de la troisieme 4 la quatrieme, et ce rapport est numérique.”

Ce paragraphe énumeére donc les cas suivants d’égalité de rapports :
i) A=BetC=D;
ou ii) A=BmetC=D/n;
ou iii) A=pBmetC=p.D/n;

pour conclure que dans ces cas A/B=C/D (en langage moderne). Notons
bien la conclusion : ce rapport est numérique.

“Si les [grandeurs] ne sont pas selon ces irois formes et que,
lorsqu’on retranche de la seconde tous les multiples de la premiere
[contenus dans la seconde] jusqu'a ce qu’il reste un résidu inférieur a la
premiére, et si de la méme maniere, lorsqu’on retranche de la
quatrieme tous les multiples de la troisieme jusqu'a ce qu’il reste un
résidu inférieur & la troisieme, et que le nombre de multiples de la
premigre contenu dans la seconde est égal au nombre de multiples de
la troisieme [contenu] dans la quatriéme. Et si apres [cela], on retranche
[de la premiere] tous les multiples du résidu de la seconde par rapport a
la premiere, de telle sorte qu'il reste un résidu inférieur au résidu de la
seconde, et que de la méme [maniére], on retranche [de la troisiéme]
tous les multiples du résidu de la quatrieme par rapport a la troisieme
jusqu'a ce qu'il reste un résidu inférieur au résidu de la quatrieme, et
qu’alors le nombre de multiples du résidu de la seconde est égal au
nombre de multiples du résidu de la quatrieme; [..] Et si, lorsque de la
méme maniére, on retranche tous les multiples des résidus
successivement les uns des autres, comme nous l'avons montré, le
nombre des résidus de la premiere et de la seconde est égal au nombre
correspondant de la troisieme et de la quatrieme, [et ce] indéfiniment,
alors le rapport de la premiere a la seconde sera, nécessairement,
comme le rapport de la troisieme & ia quatrieme. Et c'est cela le rapport
véritable pour le type géométrique [des grandeurs].
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Ce texte est extrait de la “Seconde Epitre sur les proportions, de l'idée de
proportionalité et de leur sens véritable”3. On voit ici décrire en mots
I'algorithme d'Euclide appliqué aux grandeurs ; la définition de 1'égalité des
rapports est donc donnée par 1'égalité, & tous les stades, des quotients. On
voit opposer ce type de rapports aux précédents, comme rapports de type
géométrique. C’est 1a la définition pré-eudoxienne des rapports a l'aide de la
suite des quotients dans le processus d’antiphérése.

LR

IV.2. - Développement de l'algébre.

Nous ne développerons pas ce point, mais l'invention de l'algébre fut
une contribution essentielle des arabes ; en désignant l'inconnue, par un
mot “la chose”, en utilisant son “carré”, les arabes ont explicité la résolution
de l’équation du second degré, en distinguant différents cas, puisqu'’ils
n’utilisaient que des coefficients positifs. Les algébristes italiens de la
Renaissance ont résolu les équations du troisiéme et du quatriéme degré.
Parallélement commence en Europe le développement du symbolisme
algébrique dont 'unification sera trés longue a réaliser. Cette algébre et ses
développements en Europe jouent aussi un rdle dans le développement de
la notion de nombre réel, en amenant un calcul uniforme, que l'inconnue
porte sur des nombres (rationnels) ou sur les grandeurs.

LR

IV.3. - L'invention des décimaux.

Cette invention faite a différentes époques, par Al Samawal et par
Al Kashi en particulier, ne semble pas avoir joué un role important dans les
mathématiques arabes. Pourtant, elle conduit & une graduation sur les
nombres, graduation aussi fine qu’on veut, et permet des comparaisons
entre nombres beaucoup plus facile que par l'usage des représentations
fractionnaires. La redécouverte des décimaux en Europe & la fin du XVIéme
siécle par Stevin, sera suivie de leur usage généralisé dans les tables de
calculs, en particulier les tables de logarithmes. Elle a une importance
considérable pour l'unification du champ numérique.

3 Traduction de l'arabe par Ahmed Djebbar.




































