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A Digby, il pose dans une lettre du 15 aoiit 16571° la question, évoquée ci-
dessus, de la multiplicité de la décomposition d’une somme donnée de deux
cubes en une autre telle somme (a3 + b3 = x3 + y3), question qu'il réitére dans
une lettre au méme Digby du 7 avril 165820 en y ajoutant celle sur le triangle
rectangle d’aire égale 2 un carré et celle sur la somme de deux cubes valant un
cube.

En fait, la contribution originale et certaine de Fermat  la résolution de sa
conjecture est réduite & son commentaire du probléme 20 posé par Bachet a
propos de la proposition 26 du livre VI des Arithmétiques de Diophante :
“Trouver un triangle rectangle [en nombres entiers] dont 'aire soit un nombre
[entier] donné”, passage que Fermat annote en marge dans les termes suivants :

“ Area trianguli rectanguli in numeris non potest esse quadratus.
Hujus theorematis a nobis inventi demonstrationem, quam et ipsi tandem non
sine operosa et laboriosa meditatione deteximus, subjungemus. Hoc nempe
demonstrandi genus miros in Arithmeticis suppeditabit progressus [...]”.21

Fermat fournit en effet une démonstration trés condensée (“la marge est
trop étroite pour recevoir la démonstration complete et avec tous ses développements”,
précise-t-il derechef !) fondée sur la méthode de descente infinie dont il expose le
principe et l'usage dans une lettre & Carcavi d’aoiit 1659%2. Le résultat sur l'aire
permet de prouver alors aisément I'impossibilité de décomposer un carré (et
donc un bicarré) en somme de deux bicarrés. Toutefois cette conséquence n’est
pas explicitement exposée par Fermat.

Le travail de mise en forme et d’explicitation des résultats obtenus ou
préparés par Fermat est effectué par Bernard Frénicle de Bessy (1605-1675)
dans son Traité des triangles rectangles en nombres (1676). Il y démontre d’abord
de fagon compleéte 1'équivalence entre :

a) (e, B, v) est un triplet pythagoricien.

b) il existe A et B entiers tels que o.= A2-B2, B =2AB, et y=A2+B2 (2
'ordre prés sur a et f).

Dans la derniére partie de l'ouvrage, Frénicle résoud la question des
bicarrés en montrant successivement la proposition 39 :

“Il n'y a aucun triangle rectangle en nombres dont l'aire soit un nombre
quarré”23,

19 Ibid., t. 2, pp. 344-346 et t. 3, pp. 313, 314 pour la traduction.
20 Ibid, .2, p.376.
21 bid, t. 1 p. 340. Traduction, t. 3, p. 271 :

“L’aire d'un triangle rectangle en nombres ne peut étre un carré.

Je vais donner la démonstration de ce théoréme que j'ai découvert ; je ne I'ai pas trouvée au reste
sans une pénible et laborieuse méditation ; maic ‘e genre de démonstration conduira @ des progres
merveilleux dans la science des nombres [...]".

22 bid., t. 2, pp. 431-436.
23 B. Frénicle de Bessy, Traité des triangles rectangles en nombres, Paris : chez Estienne
Michallet, 1676, pp. 100-103.
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puis la proposition 40 :

“Il n'y a aucun triangle rectangle en nombres dont 'aire soit un double
quarré”?4,

en ayant recours a la méthode de descente infinie de Fermat. Il tire en
conséquences de la proposition 40 les résultats suivants :

“I Il n'y a aucun triangle rectangle qui ait un quarré pour chacun de ses
moindres costés ; |...]
II. Un quarré ne peut étre la somme de deux quarrez quarrez ; [.. J' B

Hormis Frénicle, dont I'apport concerne plus la forme que le contenu,
Fermat n’aura pas sur ces sujets de successeurs immédiats. Les mathématiciens
de la fin du XVIIéme siécle et du début du XVIIIéme sont sans doute plus
intéressés A la mise en place et aux applications fécondes de la nouvelle
Analyse des infiniment petits qu‘aux spéculations plus gratuites sur les entiers.
Peut-étre fallait-il I'esprit encyclopédiste de Léonard Euler pour que soient
relancées les études d'arithmétique supérieure.

LA CHASSE AUX EXPOSANTS :
D’EULER A KUMMER (exclu).

Léonard Euler (1707-1783) a laissé plusieurs écrits traitant de la
décomposition de puissances d’entiers en sommes (ou différences) de
puissances d’entiers, dans les cas n =3 ou 4. Il rédige en 1738 un mémoire
intitulé “Theorematum quorundam arithmeticorum demonstrationes”, publié par
I’ Académie des Sciences de Saint-Pétersbourg en 1747, o1 I'introduction fait
référence aux travaux d’arithmétique de Fermat ainsi qu’au Traité des triangles
rectangles en nombres de Frénicle. Aprs trois lemmes portant sur les sommes de
carrés, Euler énonce et démontre au théoréme 1 :

“Summa duorum biquadratorum ut a* + b* non potest esse quadratum,
nisi alterum biquadratum evanescat.” 26

24 [bid., pp. 103-106.

25 Ibid., pp. 110, 111.

26 L. Euler, Opera omnia, édité par les soins de F. Rudio, A. Krazer et P. Stickel, série I,
vol. I, Commentationes arithmeticz, vol. 1, Leipsig/Berlin: B. G. Teubner, 1915, pp. 42, 43.
Traduction du rédacteur : “La somme de deux bicarrés comme a% + b4 ne peut étre un carré, sauf si
I'un des bicarrés s'annule”.
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La démonstration est obtenue par descente infinie : I’existence de a et b tels
que a? + b# est un carré implique celle de deux autres entiers x et y, strictement
plus petits que a et b, jouissant de la méme propriété ; alors, un nombre
d’étapes, au plus égal au plus petit des deux nombres a et b, du méme
processus conduit & un couple dont I'un des termes est nécessairement nul ; de
plus les relations d’itération de la descente “infinie” pratiquée ici, entre un
couple, comme (a, b), et le couple suivant, comme (x, y), assurent que la nullité,
par exemple, de y implique celle de a ou de b. Cette démonstration est plus
directe que celle de Fermat-Frénicle, puisqu’elle n’utilise pas le résultat sur
l'aire d"un triangle rectangle en nombres. Les théorémes 2 & 6 portent sur des
sommes ou différences de multiples déterminés de bicarrés dont Euler montre
qu’elles ne peuvent étre des carrés, sauf cas particulier trivial. Le théoréme 7

, . . . n(n+1)
montre qu’aucun entier triangulaire, du type 3

I’exception de l'unité. Les théorémes 8 et 9 reviennent sur des sommes ou
différences de bicarrés affectés de coefficients ; le mémoire s’achéve sur un
dixiéme théoréme selon lequel :

, ne peut étre un bicarré, a

“Nullus cubus, ne quidem numeris fractis exceptis, unitate auctus
quadratum efficere potest praeter unicum casum, quo cubus est 8. ”. %7

Euler rameéne la démonstration a celle de I'impossibilité pour a®b + b4
d’étre un carré sauf si a = 2b.

Il reprend en partie la matiére de ce mémoire, sous une forme plus
organisée et plus détaillée dans le tome 2 des Elémens d’Algebre (1770, trad. fr.
1774) : “De I’ Analyse indéterminée”, dont le chapitre XIII s’intitule “De quelques
expressions de la forme ax* + by* qui ne sont pas réductibles a des quarrés”. Les
paragraphes 202 a 209 s’attachent & prouver que ni la somme ni la différence de
deux bicarrés ne peut étre un carré?® par des méthodes identiques a celles du
mémoire de 1738. Le chapitre XV du méme ouvrage, intitulé “Solutions de
quelques questions oi I'on demande des cubes” donne, au § 243 le théoréme :

“Il n'est pas possible de trouver deux cubes dont la somme ou bien la
différence soit un cube”.?

Toutefois la démonstration présentée en 1770 souffre d’un abus : Euler y

applique dans Z(i+/3) (ou Z(+/-3)) un résultat3® qui, bien que correct, n'a été
établi que dans Z ; cependant une premiére démonstration, correcte mais plus
longue, datant de 1753, est fondée sur la factorisation dans Z de la forme
quadratique X2 +3Y2. Pour les cubes, comme pour les bicarrés, les
démonstrations sont effectuées par descente infinie, mise en ceuvre sous une

27 Ibid., pp. 56-58. Traduction du rédacteur : “Aucun cube, méme de nombres fractionnaires,
augmenté de I'unité ne peut donner un carré sauf dans I'unigue cas ois ce rube est 8.”

28" L. Euler, Elémens d’Algebre , t. 1, De 'analyse indéterminée, Lyon : chez Bruyset, an III (1794
1795), pp. 242-258.

29 Ibid., pp. 343-351.

30 Ibid., p. 347, § VIL
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forme assez touffue au moyen de calculs de factorisation de formes
quadratiques et de distinction de cas. En dépit des lourdeurs de calculs, il reste
qu'Euler est le premier vainqueur attesté de 1'exposant 3.

Le sort de I'exposant 5 sera réglé conjointement par Lejeune-Dirichlet et
Legendre dans la période 1825-1830. Dans sa séance du 11 juillet 1825,
1’ Académie Royale des Sciences de Paris recoit un “Mémoire sur l'impossibilité de
quelques équations indéterminées du cinquiéme degré” de Peter Gustav Lejeune-
Dirichlet (1805-1859), jeune professeur de mathématiques & Berlin. Elle confie a
Lacroix et Legendre le soin d’examiner ce mémoire3! ; leur rapport est présenté
a I’Académie la semaine suivante, lors de la séance du 18 juillet et porte
approbation du travail de Lejeune-Dirichlet, tout en relevant que ce mémoire
ne démontre pas l'intégralité de la conjecture de Fermat pour le degré 5,
comme le reconnait Lejeune-Dirichlet lui-méme (voir infra): en outre , les
rapporteurs proposent que ce mémoire soit imprimé dans le recueil des
mémoires des savants étrangers32. Cette publication ne sera jamais effectuée et
le mémoire de Lejeune-Dirichlet ne sera publié qu’'en 1828 & Berlin dans le
Journal de Crelle.3® Le résultat fondamental de ce mémoire est le théoréme V
selon lequel :

“Les nombres m et n étant positifs, plus grands que zéro, et le second de
plus différent de 2, et le nombre [A]3* n'étant divisible ni par 2 ni par 5, ni par
aucun nombre premier de la forme 10k + 1, il sera impossible de trouver deux
nombres x et y premiers entre eux, tels que x5 £ y5 = 2m5nAz5,"35

Ce théoreme, prouvé par factorisations de formes quadratiques et descente
infinie, permet a Lejeune-Dirichlet d’examiner I'équation x° & y5 =2°. En raison
des considérations antérieures, il est nécessaire que l'une des trois
indéterminées, par exemple z, soit divisible par 5; les trois indéterminées
pouvant étre posées premiéres entre elles, I'une est paire et les deux autres sont
impaires. Si z est paire, z peut s’écrire 2.5 .t et I'équation étudiée devient

x° +y° =2%5%t> ce que le théoréme V interdit. Ainsi, “il ne resterait donc qu'a

traiter le cas ont l'indéterminée divisible par 5, seraif impaire”, précise Lejeune-
Dirichlet pour ajouter aussitot :

“mais la méthode exposée dans ce Mémoire parait insuffisante pour ce cas, et je ne
vois pas comment on pourrait compléter la démonstration du cas particulier du
théoreme de Fermat, dont il vient d'étre question” 36

31 Proces-verbaux des séances de I' Académie tenues depuis la fondation de I'Institut jusqu’au mois
d’aont 1835, tome VIII, années 1824-1827, p. 239.

32 Ibid, pp. 240, 241.

33 Sur cette question de la publication du mémoire de Lejeune-Dirichlet et de ses relations
avec les travaux de Legendre, voir la notice historique en fin d’article.

34 Le texte imprimé donne “B” au lieu de “A”.

35 P.G. Lejeune-Dirichlet, “Mémoire sur 'impossibilité de quelques équations indéterminées du
cinquieme degré”, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, dit Journal de Crelle, Berlin :
1828, pp. 362-366.

36 Ibid., p. 368.
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Toutefois, entre 1825, date de présentation du mémoire, et 1828, date de sa
publication, Lejeune-Dirichlet va parvenir & combler cette lacune, ce qu'il
expose dans une “Addition au Mémoire précédent” publiée a sa suite, et débutant
en ces termes :

“Depuis que le Mémoire précédent a été présenté a I Académie, M. Legendre
a publié un second supplément a sa Théorie des Nombres, dans lequel il démontre
impossibilité de I'équation x>+ y5 =2°,

Le cas de l'indéterminée divisible en méme temps par 2 et par 5, est traité
dans cet ouvrage [celui de Legendre] comme dans le Mémoire précédent, et
I'auteur [Legendre] prouve ensuite l'impossibilité de l'autre cas au moyen d'une
analyse nouvelle. L'objet de cette addition est d'établir deux théorémes nouveaux
sur les équations indéterminées du cinquieme degré et qui comprennent, comme
cas particulier, le théoreme de Fermat pour les cinquiemes puissances. |’y
parviens en partant des résultats obtenus dans ce qui précede et en faisant usage
d'une analyse qui differe a plusieurs égards de celle de M. Legendre et
entierement analogue i la méthode qui est exposée dans le Mémoire précédent” 37

En effet, le théoréme VIII énonce :

“La lettre n désignant un nombre positif autre que 0 et 2, et le nombre A
n’étant divisible ni par 2 ni par 5, ni par aucun nombre premier de la forme
10k + 1, il sera impossible de trouver deux nombres x et y premiers entre eux, et
tels que x5 £ y5 = 5nAz5.” 38

Ce théoréme permet la preuve du théoréme de Fermat pour les
~ puissances cinquiémes, indépendamment de la parité de l'indéterminée
divisible par 5.

Les premiéres interventions d’Adrien-Marie Legendre (1752-1833) sur la
conjecture de Fermat apparaissent dans son Essai sur la théorie des nombres
(1%re édition : an VI, soit 1798-1799 ; 2éme &dition : 1808)%°, ot il se contente
d’exposer les résultats déja établis sur l'aire d'un triangle rectangle en nombres
entiers, la somme de deux bicarrés et la somme ou la différence de deux cubes,
en les démontrant par descente infinie, et, pour le dernier résultat, en suivant la
méme méthode qu'Euler. Son apport original & cette question, évoqué par
Lejeune-Dirichlet dans I’Addition au mémoire présenté en 1825, citée plus haut,
figure dans V'Essai sur la théorie des nombres, second supplément, daté de
septembre 1825. Legendre y fait état des travaux et des résultats obtenus par

37 bid.

38 Ibid., pp. 372-375.

39 A.-M. Legendre, Essai sur la théorie des nombres, Paris : Duprat, anVI (1798-1799). 2éme
éd : Firmin Didot, 1808. Cette deuxi®me édition sera successivement augmentée d'un
Supplément & I’Essai sur la théorie des nombres, seconde édition en 1816, supplément qui est aussi
parfois relié  la suite de la premire édition, puis d’un Essai sur la théorie des nombres, second
supplément, daté de septembre 1825.
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Sophie Germain, dont il avait été le rapporteur devant I’Académie (ou les
femmes n’étaient pas alors autorisées a intervenir), puis donne une
démonstration compléte de la conjecture pour le cinquiéme degré4l, ainsi
qu’une nouvelle démonstration pour le troisiéme degré42.

Pour le cinquiéme degré, Legendre, s’appuyant sur le fait qu‘alors I'un
des trois nombres x, y ou z est divisible par 5 (et méme par 25), décompose la
preuve en deux cas selon la parité de ce nombre. Le premier cas: “oi l'on
suppose x pair” est résolu selon les procédés employés par Lejeune-Dirichlet, ce
dont témoigne une note de Legendre 2 la fin de I’étude de ce premier cas, en fin
du§43:

“Par une analyse semblable & celle dont nous venons de faire usage, on
pourrait démontrer 'impossibilité de I'équation x5 +y®> = Az> , pour un assez
grand nombre de valeurs de A ; c'est ce qu’a fait M. Lejeune-Dieterich [sic] dans
un Mémoire présenté récemment 4 1'Académie, et qui a obtenu son
approbation.”*3

Les démonstrations du second cas : “oit I'on suppose x impair” reposent sur
des calculs, de style trés eulérien, de factorisation de formes quadratiques, et
sont conclues par des descentes infinies. A la suite, Legendre traite du degré 3 en
deux parties : De I'Equation x3 +y®=2mz (§§ 49, 50), puis De I'Equation
x3 +y® = Az 3(§§ 51-56).

Le Second supplément de 1825 sera republié en 1827 sous le titre “Recherches
sur quelques objets d'analyse indéterminée et particulierement sur le théoreme de
Fermat” dans les Mémoires de ' Académie Royale des Sciences pour I'année 1823
avec des modifications sur la résolution du troisiéme degré#. Le § 49 traite de
I'équation x3 + y3 + z3 = 0 en trois parties : les trois nombres x, y et z pouvant
atre posés premiers entre eux, deux étant impairs et le troisiéme pair, Legendre
démontre successivement :

“Ire, L'un des nombres x, y, z, doit étre divisible par 3.
IIe. Celle des indéterminées qui est paire, est en méme temps divisible par 3.
IITe. L'équation x3 + y® = 23m330u3 est impossible.”

Le troisiéme point est démontré par une descente infinie qui repose sur le
fait que, si x, y et z, entiers non nuls, satisfont & x3 + y3 + z3 = 0, alors il existe X/,

40 A.-M. Legendre, Essai sur la théorie des nombres, second supplément, septembre 1825, p. 13,
note .

41 [bid., pp. 23-29 (dans la pagination propre au Second supplément).

42 Ibid., pp. 29-34.(dans la pagination propre au Second supplément).

43 Ibid., p. 26.

44 A.-M. Legendre, “Recherches sur quelques objets d'analyse indéterminée et particuligrement sur
le théoréme de Fermat” in Mémoires de 1’Académie Royale des Sciences, année 1823, t. VI,
Paris : Firmin Didot, 1827. La note sur les travaux de Sophie Germain est p. 17, § 22; I'étude de
I'équationxS + yS = z5se trouve pp.31-41, §§ 38-48, avec une note en fin du § 43, p. 35, identique
a celle du Second supplément de 1825 ; la nouvelle démonstration pour le troisieme degré se
trouve pp. 41-51, §§ 49-56.
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y’ et z’ entiers non divisibles par 3, tels que x'3 + y’3 = 23, ce qui est contraire
au premier point.

Les démonstrations de la conjecture de Fermat pour les degrés 3 et 5 sont
4 nouveau publiées par Legendre dans sa Théorie des nombres (1830), qui
constitue une troisiéme édition trés augmentée de 1'Essai de 1798-99 ; en effet,
les résultats sur l'aire d’un triangle rectangle en nombres entiers, la somme de
deux bicarrés et la somme ou la différence de deux cubes y figurent a la
quatriéme partiet5, commune aux trois éditions, tandis que les nouveautés
mentionnées se trouvent dans la sixiéme partie, qui est propre & 1'édition de
18304. Toutefois la note renvoyant au mémoire (1825) de Lejeune-Dirichlet, qui
figurait en fin du § 43 du Second supplément (1825) comme des Recherches sur
quelques objets d’analyse indéterminée ... (1827), n’apparait plus dans la Théorie des
nombres de 1830%.

Lejeune-Dirichlet intervient & nouveau sur la grande conjecture de Fermat
en 1832 par un mémoire publié par le Journal de Crelle, mémoire intitulé
“Démonstration du théoréme de Fermat pour le cas des 14#%mes pyissances”*8.

L’égalité dont il faut prouver I'impossibilité étant t14 = ul4 + v14, Lejeune-
Dirichlet en organise la démonstration selon deux cas :

* v non divisible par 7, oil la preuve est obtenue par mise en évidence de
facteurs communs a des nombres supposés premiers entre eux ;

* v divisible par 7 ot la preuve a recours a une descente infinie.

Dernier chasseur aux exposants isolés, Gabriel Lamé (1795-1870) présente
a I’Académie des Sciences un “Mémoire sur le dernier théoréme de Fermat”, dont
font état les Comptes rendus de I’ Académie des Sciences de 183949, oix se trouve
aussi le rapport favorable & ce mémoire rédigé par Liouville et Cauchy50. Le
travail de Lamé parait I’année suivante dans le Journal de Liouville, sous le titre
“Mémoire d’analyse indéterminée, démontrant que 1'équation x7 +y7 =27 est
impossible en nombres entiers”51. La démonstration est spécifique au cas n=7;
elle n'utilise pas notamment la théorie sur les factorisations des formes
quadratiques, mais a recours a la descente infinie.

PR R N

45 A.-M. Legendre, Théorie des nombres, Paris : Firmin Didot Fréres, 1830, t. 2 ; pp. 1-12.
46 Ibid., pp. 357-360 pour le 3*™me degré, pp. 361-368 pour le 5™, '
47 Voir notice historique en fin d’article. )
48 P.G. Lejeune-Dirichlet, “Démonstration du théoréme de Fermat pour le cas des 14i¢mes
puissances”, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik (dit Journal de Crelle), Berlin : 1832,
. 390-393.
g Comptes rendus hebdomadaires des séances de I’ Académie des Sciences, t. IX, juil.-déc. 1839,
g .45, 46.
Ibid., pp.359-363.
G. Lamé, “Mémoire d'analyse indéterminée, démontrant que I'équation x” +y7 =27 est
impossible en nombres entiers”, in Journal de mathématiques pures et appliquées (dit Journal de
Liouville), t. V, 1840, pp. 195-215.
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EN GUISE DE TRANSITION.

Le bilan de prés de deux siécles d’efforts reste maigre, non pas tant par le
petit nombre d’exposants “vaincus”, que par l'absence d'une idée
démonstrative qui puisse étre généralisable ; seule la méthode par descente
infinie, due au génie de Fermat, revét ce caractére mais sa mise en ceuvre
nécessite la capacité de transmettre une propriété considérée & un rang donné a
un rang strictement inférieur et c’est dans la procédure de transmission que
réside la difficulté.

Peut-étre encouragées par les résultats prometteurs obtenus en théorie des
nombres et sur la résolution des équations algébriques, qui présentaient un
caractére de généralité supérieur par rapport aux résultats antérieurs, les
recherches sur la conjecture de Fermat, & partir de la moitié du XIXeme siecle,
s’orientent aussi vers la voie de la généralité la plus large possible. Dans un
Meémoire sur la théorie des nombres complexes composés de racines de l'unité et de
nombres entiers52, publié dans le Journal de Liouville en 1851 aprés celle dans le
Journal de Crelle en 1850 de trois articles sur ces sujets, Ernst Kummer (1810-
1893), introduisant la notion de nombre complexe idéal, qui est & l'origine de
celle, plus générale, d’idéal d'un anneau, parvient & des décompositions et
factorisations nouvelles dans I'anneau des entiers cyclotomiques Z[(p], ot {p est
une racine pi¢me de l'unité. Ces résultats lui permettent d’assurer la conjecture
de Fermat pour tous les nombres premiers p dits réguliers, c’est-a-dire tels que

p ne divise le numérateur d’aucun des —p;—S premiers nombres de Bernoulli ;

dans la premiére centaine, la conjecture de Fermat est donc démontrée de cette
fagon sauf pour les exposants 37, 59 et 67 qui sont irréguliers. Hélas, le pas
important accompli par Kummer restera insuffisant, car si on ignore encore si
le nombre de premiers réguliers est fini ou infini, il est prouvé depuis 1915 que
celui des premiers irréguliers est infini, ce qui ruine tout espoir d’une
démonstration vraie dans tous les cas, sauf un nombre fini, quitte a la
compléter par I'étude particularisée de ces exceptions en nombre fini.

Nous savons aujourd’hui qu’un siécle et demi d'efforts environ sera
nécessaire pour parvenir 3 une réponse globable satisfaisante au défi
involontairement lancé par Fermat ; pour continuer dans l'histoire de ces
recherches, vous &tes invité a suivre les pas d’Yves Hellegouarc’h qui a
contribué de fagon notable aux travaux sur cette conjecture®3,

52 E.E.Kummer, Collected papers, vol. 1 : “Contributions to number theory”, édité par A. Weil.
Berlin/Heidelberg /Nex-York : Springer-Verlag, 1975. Le “Mémoire sur la théorie des nombres
complexes composés de racines de ['unité et de nombres entiers” est reproduit tel qu'il fut publié dans
le Journal de mathématiques pures et appliquées dit Journal de Liouville (t. XVI, 1851, pp. 377-498)
dans les pages 363-484.

Les travaux d’Y. Hellegouarc'h sur ces questions ont commencé par la communication
qu'il fit en sept.-oct. 1969 aux Journées Arithmétiques de Bordeaux sur les points d’ordre 2p? sur
les courbes elliptiques. IIs ont donné lieu ensuite aux publications suivantes :
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Notice
pour servir & I'histoire du casn = 5.

La résolution du 5éme degré de la conjecture de Fermat, qui est I'ceuvre
conjointe de Lejeune-Dirichlet et de Legendre a connu une histoire assez
embrouillée, comme le furent parfois les commentaires & son propos. Cette
notice voudrait tenter de démeéler au mieux les épisodes de cette histoire.

D’abord, les faits établis chronologiquement.

11 juillet 1825 : mémoire de Lejeune-Dirichlet présenté & 1’Académie, qui
en confie l'examen a Lacroix et Legendre.

18 juillet 1825 : présentation du rapport de Lacroix et Legendre, relevant
le caractére incomplet de la résolution - le cas “x est impair” n’est pas traité -,
mais portant approbation et proposant la publication dans le recueil des
mémoires des savants étrangers.

septembre 1825 : publication par Legendre du Second supplément & I'Essai
sur la théorie des nombres, reprenant la démonstration de Lejeune-Dirichlet pour
le cas “x est pair” et donnant une démonstration originale pour le cas “x est
impair”. Dans une note, Legendre reconnait sa dette & Lejeune-Dirichlet pour le
premier cas.

1827 : Legendre publie dans les Mémoires de I’ Académie Royale des Sciences,
année 1823, un mémoire intitulé “Recherches sur quelques objets d’analyse
indéterminée et particulierement sur le théoreme de Fermat” qui est la reprise, avec
quelques modifications, du Second supplément de 1825, y compris la note sur la
contribution de Lejeune-Dirichlet.

1828 : Lejeune-Dirichlet publie dans le Journal fiir die reine und angewandte
Mathematik, dit Journal de Crelle, son “Mémoire sur l'impossibilité de quelques
équations indéterminées du cinquieme degré” tel qu'il fut présenté en 1825 a
I’Académie, complété d'une “Addition au Mémoire précédent” dans laquelle est
résolu le cas “x est impair” par une voie différente de celle de Legendre.

1830 : Legendre publie sa Théorie des nombres ol il reprend les résultats
déja publiés en 1825 et 1827.

Comment comprendre cette succession parfois hative, de publications
tantdt partielles, tantdt redondantes, le tout donnant une impression de travail
heurté, parfois dans ['urgence ?

I n'est pas douteux que le mémoire de Lejeune-Dirichlet, malgré son
caractére partiel, constitua une avancée dans la démonstration de la conjecture.
Il n’est alors pas invraisemblable de penser que Legendre, peut-étre déja bien

Points d’ordre fini sur les courbes elliptiques, Comptes-rendus de I’Académie des Sciences de
Paris, t. 273, série A, 1971, pp. 540-543.

Courbes elliptiques et équation de Fermat, thése d'Etat, Université de Besangon, 1972.

Points d’ordre 2pPsur les courbes elliptiques, Acta arithmetica, 1975.
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avancé dans sa recherche sur le degré 5, fut aiguillonné par la présentation de
ce mémoire en juillet 1825 qui, par bonheur pour 'académicien, ne donnait pas
une solution compléte. Legendre se serait donc haté de terminer sa propre
étude pour la publier au plus vite, ce qu'il fit dés septembre 1825 et répéta en
1827. Si dans ces deux publications, I'apport de Lejeune-Dirichlet est reconnu
par Legendre dans une note, la formulation méme de cette note pourrait laisser
penser que le résultat obtenu par Lejeune-Dirichlet serait tributaire du travail
de Legendre & l'inverse de la vérité aujourd’hui établie ; en outre cette note
n’apparait pas dans la Théorie des nombres de 1830. Dans l'intervalle, Lejeune-
Dirichlet parvint & compléter son étude par des voies différentes de Legendre
et, peut-étre las d’attendre une publication dans le recueil des mémoires des
savants étrangers qui ne se faisait pas, décida de publier son mémoire complété
dans le Journal de Crelle, en 1828.

Cet épisode quelque peu embrouillé de I'histoire de la conjecture de
Fermat a déja été étudié, notamment par L. E. Dickson dans le deuxiéme
volume de son History of the theory of numbers 34, puis par H. M. Edwards dans
Fermat's last theorem 55. Ce dernier affirme avec raison la priorité de Lejeune-
Dirichlet sur une partie au moins du cas n = 5, et tire argument de la note de
Legendre de 1825, répétée en 1827, qui prouve en effet que la publication de ce
dernier est postérieure & la présentation de mémoire de Lejeune-Dirichlet ;
cependant Edwards mentionne dans une note :

“The second supplement [de septembre 1825]was also published as a
Memoire by the Academy [en 1827]and this publication is, for some reason,
dated 1823 [...]"%,

I'indétermination de “for some reason” pouvant laisser planer le doute sur la
sincérité de la datation. Edwards commet 12 une petite confusion entre les deux
dates figurant sur le tome VI des Mémoires de I’ Académie Royale des Sciences, a
savoir 1823 et 1827. La seconde est la date de parution du tome et doit étre
retenue pour celle de la publication des mémoires que le recueil contient ; la
premiére, 1823, est celle de I’année pour laquelle est exposée dans ce tome
I’histoire de 1’Académie royale des sciences, la partie mathématique étant
rédigée par le Secrétaire perpétuel d’alors, J. Fourier. Cette histoire de
I’Académie pour 1823 ne mentionne aucun travail de Legendre sur la
conjecture de Fermat ; en revanche, l’histoire de la méme Académie pour 1825,
publiée dans le tome VIII des Mémoires de I’ Académie Royale des Sciences, fait
référence au Second supplément a I'Essai sur la théorie des nombres et au mémoire
de Lejeune-Dirichlet’’, dans un ordre qui privilégie le premier sur le second.

54 L.E. Dickson, History of the theory of numbers , New-York : Chelsea Publ. Co, 1966, t. 2,

.734,735.
gg H. M. Edwards, Fermat's last theorem: a genetic introduction to algebraic numder theory,
New-York /Heidelberg/Berlin : Springer-Verlag, 1977, pp. 66-70.
56 Ibid., p. 70, note*.
57 Mémoires de I'Académie Royale des Sciences, année 1825, . VIII, Paris : Firmin Didot, 1829,
pp. x, xi, puis 1, li.
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