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Quelques anciens petits problémes de
probabilités

Michele LACOMBE, Henry PLANE

Il est des monuments historiques aux noms évoqués par tous. Et puis il
existe une liste complémentaire de I"Tnventaire" ol s'inscrivent tel vieux pont
telle petite église ou telle facade d'édifice, dans lesquels I'amateur apprécie une
pile, une votite romane, un colombage.

Des sujets de probabilité il en est un peu de méme: "Problémes des partys",
"Paradoxe de Saint-Pétersbourg”, "Aiguille de Buffon". Mais existent aussi de
petits problemes dont les grands auteurs usérent A titres d'exemples. S'ils
illustrent une époque et ses méthodes ils peuvent renouveler le lot d'exercices

du professeur. Peut-étre méritaient-ils un détour par l'atelier n°6 ?

Cet atelier était destiné & un public de formation initiale, jeunes collégues
n'ayant que peu eu l'occasion de fréquenter les anciens héritiers de la géométrie
du hasard. Il s'avéra que le public fut de formation continue. Cela permit une
discussion d'expériences d'autant que la présence de collégues étrangers enrichit
le débat d'auires situations d'enseignement.

Voici les quelques problémes proposés 2 la discussion.

1) BERTRAND Joseph

On tire au hasard une corde dans un cercle.

Quelle est la probabilité de I'événement : elle est plus grande que le c6té du
triangle équilatéral inscrit ?

2) BUFFON

Sur des carreaux hexagones réguliers de largeur 2d on jette une pidce de
diametre d.

Probabilité de I'événement : elle tombe en entier sur le carreau ? (probleme du
franc-carreau).

3) BERTRAND Louis

Dans une urne il y a 8 boules numérotées de 1 4 8. On les tire une 3 une, sans les
remettre.

Quelle est la probabilité de 1'événement: au moins une fois le néme tirage
coincide avec la sortie de la boule notée n ?
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4) LACROIX

On prend au hasard des pieces dans un tas de 5 pieces.

Quelle est la probabilité d'en dter un nombre impair ? méme question pour un
tas de m piéces ?

5) MOIVRE
Sur 100 jets successifs d'un seul dé, quelle est la probabilité d'obtenir au moins
5"as" de suite ?

6) MOIVRE

Jacques jette deux pieces de monnaie et Pierre, trois. Celui qui améne le plus de
"face" gagne. En cas d'égalité ils recommenceraient. '
Quelle est la probabilité de gain de chacun ?

7) POINCARE

Un ami vous a écrit qu'il y avait une chance sur deux qu'il vienne vous voir un
certain jour. Cet ami ne peut venir que par le train et seuls deux trains desservent
votre ville. L'ami n'étant pas venu par le premier train, quelle est la probabilité
qu'il soit dans le dernier ?

Généralisation : I'ami vient avec une probabilité a et n trains vous desservent, or
il n'est pas dans un des n — 1 premiers.

8) MONTMORT

Pierre se présente & une élection. I y a 12 électeurs. Trois se sont engagés a voter
pour lui et deux contre lui. Les sept autres n'ont rien dit. Le jour de I'élection il y
a trois absents sans savoir lesquels.

Quelle est la probabilité que Pierre soit élu ?

9) AMPERE

Dans chaque parti d'un défi entre Paul et Francois ils ont des probabilités
respectives p et q de gagner. Ils conviennent de déclarer vainqueur celui qui
gagnera 2 jeux de plus que l'autre.

Quelle est la probabilité que le tournoi dure 2n parties ?

I fut également remis aux participants les photocopies de quelques textes dont on
parle souvent mais dont on ne dispose pas toujours sous la forme originelle,
ainsi que du raisonnement de l'auteur. Ils ont leur place dans ce compte-rendu.
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Dans 'encyclopédie (1785) ce curieux article D'ALEMBERT

CRO1X QU _PILE , (analyfe des hafards.) Ce
jeu, qui elt rés—connu, & qui n'a pas befoin de:
definition , nous fournira les réflexions fuivantes.
On demande combicn il y a & parier qu'on ame-
ncra croiz en jouant deux coups confécurifs. La
réponfe qu'on trouvera dans tods les autcurs, &
fuivant les principes ordimaires, eft celle<ci. 1l y
a quatre combinaifons.

Premier coup. Second coup.

Croix. Crofx.
Pile. Croiz.
Croix. Pile.
Pile, Pile.

De ces quatre combinaifons , une feule faig
perdre & trois font gagner; il y a donc 3 contre
I & parier en faveur du joueur qui jere la pigce..
S'il parioit en trois coups, on trouveroit huit’
combinailons , dont une fenle fait perdre, & fepe’
font gagnier; ainfi, il y auroit7 contre I a parier.
Voyez CoMBINAISON & AVANTAGE, Cependant’
ccla eft-il bicn exa&? Car, pour ne prendre ick
que le cas de deux coups, nc faut-il pas réduire
4 une les deux combinaifons qui donnent crotr au
premier coup? Car, dés qu'une fois crolx eft vent,
le jew eft fini, & le fecond coup eft compté pour
ricn. Ainfi, il n'y a proprement que trois combi~
naifons de pofiibles :

Croix ; premicr conp. )
Pile, Croiz, premicr & fecond coup.
Pile, pile, premier & fecond coup.

Doncil n'y a que 2 contre 1'% paricr.i'Dc mémd,
dans le cas de trois coups , on trouvera:

Croix.

Pile , croix,

Pile , pile , croix.
Pjle ; pile, pile.

Doac il 'y a que 3 contre L & parier.
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BUFFON

paraitre en 1995 par 'IREM de DIJON)

ion a

(Reproduct

Je fuppofe que dans unc chambre, dont le parquet
eft fimplement divilé par des joints paralleles, on jette
en 1air une bagueue, & que 'un des joucurs paric que
Ja bagucte ne croifcra aucune des paralltles du parquet,
& que l"autrc au contraire paric que Ja baguette croifera
quelques-uncs de ces EB:LQ. on demande le fort de
ces deux joucurs. On peur joucr ce jeu fur un damicr apce
une aiguille & coucdve ou une épingle fans réve.
Pour lc trouver, je tire d'abord entre les deux joints
panalleles A B & C D du parquet, deux autres lignes

E

C D
parallcles a4 & ¢ o, éloignées des premiéres de la moitié
dela longueur de la baguette £ F, & je vois évidemment
que tant que lc milicu de la baguette fera entre ces deux
fecondes parallcles, jamais elle ne pourra croifer les pre-
mitres dans quelque fituation £ F, ¢ f, qu'elle puiffe (e
trouver; & comme tout ce qui peut arriver au- deflus
de a 4 arrive de méme au-deffous de ¢ 4, il ne s'agit
que de déterminer 'un ou l'autre ; pour cela je remarque
que toutes fes fiwations de la baguctie peuvent Cuc

repréfentées par le quart de la circonférence du cercle
dont la longueur de la baguettc eft le diamétre; appelant
donc z a la ditance C A des joints du parquet, € le
quart de la circonférence du cercle dont la longueur
de la baguette eft lc diaméire, appelant 2 4 la longueur
de la bagueue, & f la longucur A B des joints, jadrai

.\\a i m\ ¢ pour l'cxpreflion qui repréfente la proba-
bilité de ne pas croifer le joint du parquet, ou ce qui eft
Ia méme chofe, pour 'expreflion de tous les cas ol le
milicu dc la Swﬁ:n tombe au-deflous de la ligne a 4
& au-deflus de la ligne ¢ 4.

Mais forfque le milicu de la baguette tombe hors de
Pefpace abdc, compris entre les fecondes parallcles,
ellc peut, fuivant fa fiwation, croiftr ou ne pas croifer
e joint: de forte que le milicu de la bagucte éunt,
par exemple, en ¢, l'arc o e repréfentera toutes les
fituations ou clle croifera le joint, & l'arc & H toutcs

celles ol elle ne le croifera_pas, & comme il cn fera
de méme de tous les pomis de la ligne vo, jappelle dx

les petites partics dv ceue ligne, %lv_ les arcs de cercle
o G, & jui f(fydx) pour 'expreflion de wous les cas

ot la baguctte croifura, %\\\;[\Q \\.«\ pour celle
des cas ot clle ne croifera pas: j'ajoute cetie dernicre

exprefion 4 cclle wrouvée ci- deflus Fla= 4) ¢, afin
d'avoir [a totalité- des cas ot |a baguette ne croifera pas,
& des-lors je vois que le fort du premier joueur cft

N

3 cclui du fecond, comme ac—[ydx:[fydx
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HUYGENS

Trouver le nombre de dés avec lequel on peuc accepeer de
jetera fix du premier coup,

Cela ¢quivanca vouloir favoir en combien de coups d'un feal dé 'on peur
compeer jeter deux fois an 6. ID'aprés ce que naus avons démanré plus hanc *),
celui qui accepreraic de jeter 2 fix en 2 coups, auraic droic i 6™

ol
Quanc & celui qui joucraiten 3 coups, fi lon premicr coup n'érait pas un 6, il
lui refteraic encore 2 coups lefquels devrnient éore des 6 1'un ec aucre; ce que
. .1
nous avoas dit valoir —
36
jecer qu'un feul G dans les deux coups fuivants, ce qui 'aprés la dixitme Propo-

a. Mais {i fon premier coup cltun 6, il ne lui faur plus

. . 11 . . . .
ficion *) lui vaur 3% Or, il eft cerain quil a 1 chance de jecer un 6 du
2
premier coup concre 5 chances de le manquer. Il a done au commencemenc

, L Lr . .1 s s o
1 chance d’obeenir g ees chances d'obteniv =4, ce qui d apres la deuxiéme
)

2
36
5 T 16 a - .
Propoficion *) lui vauc —a ou -=-4. Prenanc ainf; chaque fois un coup de plus
216 a7 ?
ontrouve qu'on peut acceprer avee avantage de jecer 2 fix avee un dé en 1o coups
ou avec 10 dés en un coup 3),

Vérification :

En suivant le raisonnement de Huygens et en notant :

le nombre total de coups possibles avec x dés Ty = 6%

le nombre de coups faisant deux as avec x dés Dy

le nombre de coups sans as avec x dés Zy = 5%

le nombre de coups faisant au moins un as My = Tx — Zy.

La récurrence s'écrit Dy =5.Dy1 + 1.M,4

On peut alors dresser le tableau :

X Tx Ze My Dy
2 36 25 11 1
3 216 125 91 16
4 1296 625 671 171
5 7776 3125 4651 1526
6 46656 15625 31031 12281
7 279936 78125 301811 92436
8 1679616 390625 1288991 663991
9 10077696 1953125 8124571 4608946
10 60466176 9765625 50700551 31169301

Effectivement c'est seulement pour x =10 que D> 1/2 Typ.

Dig

Nous dirions pjg = m
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CONDORCET

Dans une urne, il y a quatre boules. On en tire, quatre fois, une boule, avec remise

chaque fois, et on note la couleur. Le résultat global des tirages donne trois boules blanches et

une noire. Quelles sont les probabilités qu'il y ait dans l'umne une, deux ou trois boules

blanches ?

On effectue ensuite un cinquiéme tirage. Quelle est la probabilité d'amener une boule

blanche ?

Je suppose quil y ait dans une urne
un nombre déterminé de boules blanches ou
noirces, quatre, par exemple ; que je tre une
de ces boules, que je rejette ensuite ; puis
que {en tire une seconde, que je rejette de
nouveau, et ainsi de suite , en marquant &
chaque fois la couleur de la boule que jai
ticte.

Cela posé,imaginons que Jaie tiré trois
boules blanches et unc noire. On peut me
deinander la probabilité qu'il y aitdansl'ume
ou quatre boules blanches, ou ‘trois blan-
ches et une noire, ou deux blanches et deux
noires, ou trois noires et une blanche, ou
quatre noires. ¥

Je fais alors le raisonnement suivant:S'il
z avoit eu quatre boules blanches, la Eroba—

ilitd d’avoir trois blanches et une nowe se-
roit o si trois blanches et une noire, elle

3
4.3._1___108

scroit i~ et deux blanches et deux

3

. 2.2 6 . .
nmres,‘-"—-——‘—-—-z—;—"%; st une blanche et trois

o 4.1?3 . 12 . ,»l N
NOIres ———== ’:‘—5 ;eto,sil yen avolt eu
quatre moires. O’ trouve, cn_ajoutant les
numérateurs de ces fractions , 184 combinai-
sons également possibles’ qui donnent I'éve-
nement arrivé dans les différentes hypathéses,
toutes également probables parla nature de
la question. Donc, +.4} exprimera le rap-
port que le nombre des combinaisons qui re-

ondent au cas ou 'on doit tirer trois cElx)ules

lanches et une noire, a au nombre total.

Eto, - 5%,9.3%% 7 - i, © représenteront

le méme rapport pour les combinaisons qui
appartiennent 4 chaque hypothése sur lenom-
bre des boules. Donc, puisque I'on a tiré trois
boules blanches et une noire, les combinai-
sons qui répondent & cet événement sont lcs
seulespossibles, et 184 représentant le nombre
total de ces combinaisons_possibles, il y en
aura 108 qui répondront a Ihypothése de
trois boules b‘ancies et une noire; 64 & celle
de deux noires et deux blanches; 12 4 celle
de trois noires et une blanche, et aucune
aux deux autres hypothéses. La probabilité de
la premitre hypothése sera donc +3}; celle
de Fa-seconde +2 s celle de la troisieme 5%
Elle doit étre en effet comme le nombre des
combinaisons qui apparticnnent & cette hy-
pothése, et qui donnent le tirage arrivé, est
au nombre total des combinaisons qui don-
nent ce tirage. Ces nombres sont réellemenc
ceux des combinaisons qui arpartiennem aux
trois hypothéses relatives , I'une au rapport
entre les boules qui sont dans 'urne , l'autre
au rapport entre les boules tirées de lurme,
et ils expriment- par conséquent la probabilité
de Pun ou de lautre de ces faits, suivant
qu'on les suppose donnés ou incertains.

St maintenant je demande la probabilité
damener une boule blanche, en tirant une
fois de plus | je dirai, dans la premitre hypa-
thése, cette probabilité seroit 1:Dans la se-
conde elle seroit &, et < dans Ja troisieme.
Mais la probabilité dela premiére est 351,
celle de la seconde £% , celle de la troisieme
22, La probabilité d’avoir une boule blan-
che seradonc. +3.2 4+ 5% f + 55 soupd e

1 84° & 154
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LAPLACE

Une loterie comporte n numéros. Il en sort r au tirage. On veut savoir la
probabilité qu'une combinaison de s de ces numéros sorte au tirage.

"In Théorie analytique des probabilités” (1812)

Supposons que le nombre des numéros d'une
loterie soit n, et qu'il en sorte r A chaque tirage ; on veut
savoir la probabilité qu'une combinaison de s de ces
numéros sortira au premier tirage.

Le nombre total des combinaisons des numéros, pris r a

I, est, par ce qui précede,

n (n-1) (n-2) ... (n-r+1)

I.2.....r

Pour avoir, parmi ces combinaisons, le nombre de celles
dans lesquelles les s numéros sont compris, on observera
que, si l'on retranche ces numéros de la totalité des numéros,
et que l'on combine r—s 4 r—s lereste n— s, Ie nombre
de ces numéros sera le nombre recherché : car il est clair
qu'en ajoutant les s numéros i chacune de ces
combinaisons, on aura les combinaisons r 4 r des numé-
ros, dans lesquelles sont ces s numéros. Ce nombre est donc

(n-s) (n—s-1) ... (n-r+1)

1.2.3.... (=1

en le divisant par le nombre total des combinaisons r & 1
des n numéros, on aura pour la probabilité cherchée

r (r-1) (r=2) ... (r—s+1)

n (n-1) (n-2) ... (n—s+1)
En divisant cette quantité par 1.2.3..s on aura, par ce qui
précede, la probabilité que les s numéros sortiront dans un
ordre déterminé entre eux. On aura le probabilité que les s
premiers numéros du tirage seront ceux de la combinaison
proposée, en observant que cette probabilité revient 3 celle
d'amener cette combinaison, en supposant qu'il ne sort que s
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numéros a chaque tirage, ce qui revient a faire r=s dans la
fonction précédente, qui devient ainsi :
1.2.3....58
n (n-1) (n-2) ... (n-s+1)
Enfin on aura la probabilité que les s numéros choisis
sortiront les premier dans un ordre déterminé, en réduisant
le numérateur de cette fraction a l'unité.
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LEMOINE

ABC est un triangle équilatéral. On prend un point M, intérieur au triangle
et se projetant orthogonalement en A’, B’, C’ sur les c6tés. Quelle est la
probabilité de I'événement : les trois segments MA’, MB’, MC’ peuvent former
un triangle ?

In "nouvelles annales de mathématiques" (1883)

A Pour tout point M :
MA’ + MB’ + MC’ = AA;
AAq hauteur
Aire (ABC)
1
=3 AA1 BC
= aire (MBC) + aire (MCA) + aire (MAB)
1
=5 (MA’.BC + MB'".CA + MC’.AB)

1
=5 (MA’ + MB' + MC’) BC

A Aq C

Le probléme est donc le méme que celui du partage d'un segment en trois parties
remplissant la méme condition.

MA’ < MB’ + MC

Il faut remplir les inégalités triangulaires | MB’ < MC’ + MA’
MC" < MA’ + MB’

Donc chaque segment doit étre inférieur a la moitié de AA;. M doit étre
intérieur au triangle médian: p = %
En fait Lemoine pose le probléme pour un triangle quelconque. Le point

doit étre choisi alors, a l'intérieur du triangle défini par les pieds Aj, By, Cq des
bissectrices intérieures du triangle.
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A

Lorsque le triangle B,
donné est équilatéral,
son triangle médian joue Cy
ce rble, les médianes
étant bissectrices.

B Ay

Tl convient, dans le cas général, de calculer le rapport des aires puisque
B aire (A1B1C1)
P =" aire(ABC)

2abc
Lemoine écrit qu'il est égal a (a+b) (b+c) (c+a) a, b, ¢ étant les longueurs des

cotés du triangle donné.
aire (A1 Bj C1) = aire(ABC) - (aire(AB1 Cyp) + aire (BC1 Ay ) + aire (CA1B1) ;

aire(AB1 Cq) AB1.ACy
aire(ABC) ~ AB.AC
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