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Approches des notions de nombres rationnels et
irrationnels a partir de textes grecs et latins

Michel Ballieu et Jean-Michel Delire
Centre Altair d’histoire des sciences et des techniques,
Université Libre de Bruxelles

INTRODUCTION.

Cet article ne résulte pas, comme tel, d'une expérience d'utilisation en classe de tex-
tes grecs et latins en vue d’éclairer certains points délicats ou fondamentaux du cours de
mathématiques. Il relate cependant des expériences partielles dans ce sens. D'une part,
certains (extraits de) textes, grecs en particulier, ont été abordés en 1991-92 et en 1992-93
comme versions non vues par des éléves de 15-16 ans en section gréco-latine. lls ont pu
Iatre grace a la collaboration de deux professeurs de grec, pour la traduction et le sens
général‘, et du professeur de mathématiques pour leur exploitation dans le cadre de son
cours. Mais ils 'ont été de maniére non thématique, répartis sur 'année scolaire en fonction
de Poccasion, ce qui est souvent inévitable dans un travail interdisciplinaire. D’autre part,
certains outils, développés dans le cadre de l'article en relation avec les textes, comme les
fractions continues, ont été utilisés par 'enseignant de mathematiques parce gu’ils sont
riches a la fois historiquement et pédagogiquement, méme s'ils ne figurent pas au pro-
gramme de mathématiques.

Mais cet article se veut surtout une incitation & tenter de telles expériences. 1l fournit,
pour ce faire, d'autres textes grecs et latins & proposer aux collégues de langues ancien-
nes, ainsi qu'un fil conducteur (rationalité/irrationalité) qu'il ne faut surtout pas prendre au
pied de la lettre, le but recherché étant simplement que les enseignants qui le liront puisent
largement et selon leur got dans cet ensemble (et dans les quelques références que nous
citons) pour donner aux mathématiques cette dimension humaine a laquelle on les associe
trop rarement.

1. LA CLASSIFICATION GRECQUE DES NOMBRES « RATIONNELS ET IRRATION-
NELS ».

Traditionnellement un nombre rationnel est défini comme égal au rapport de deux en-
tiers, mais la manipulation fréquente, en classe, d'approximations rationnelles (comme 1,4;
1,41421; pour V2 par exemple) améne les éléves a des confusions qu'il est nécessaire de
dissiper.

On pourrait, par exemple, démontrer gu'un nombre typique des irrationnels comme N2
nme peut étre exprimé comme rapport de deux entiers. C'est a une telle démonstration, con-
nue déja peut-étre de certains pythagoriciens, que fait allusion le texte ot

Texte o : Aristote, Premiéres analytiques, 1.23,41 a 26-27

Traduction
Mavtec yop of dux 108 advvitov me- En effet, tous ceux qui achévent le rai-
poivovieg T pév yebdog oviroyilovia, sonnement jusqu'a [impossible con-
w & & dpyhic & dnobéoeng Sekvibovory, cluent d'abord a l'erreur et la déduisent
$tav  GdOvordévy Tt ovpPaivn TG ensuite des fondements, de fhypothése,
GvTwphoeng Tebeiong, olov 811 quand une impossibilite survient parce

&ovppetpog  Sdperpog S w0 yivesbo qu'une hypothése contradictoire a été

* Chercheur attaché a Finstitut de Philologie et Histoire Orientales de I'Université Libre de Bruxelles.

' Que soient ici remerciées, pour avoir 0sé inclure ces textes dans leurs cours de grec, Mmes Olivier
et Labrique, professeurs de langues anciennes a I'Athénée Charles Janssens (Bruxelles).

2 Tous les textes grecs présentés ci-dessous proviennent de I'excellent Greek Mathematical Works,
translated by ivor Thomas, 2 vol., Loeb Classical Library, Cambridge, Mass. & London, 1980
(premiére édition 1939).
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0 mep1ttd Yoo ot dptiog cuppétpov posée. De méme que la diagonale est
1efelong. TO piv odv Yoo yivesbor o incommensurable /avec le coté du carré/
neptttd  107¢  Gptiog  cvAroyileton, 10 par le fait que les impairs sont égaux
S'dooduetpov elvor v Sidpetpov &L aux paigs si elle est supposée commen-
{)noeéggwg deikvoory, énel \{!8650@ op- sur{sble . DOHC, ll( est d'abord C.C)nC[UA que
Badver §1o thv aviigaoty. les impairs sont égaux aux pairs et il est

ensuite montré, contrairement a I'hypo-
thése, que la diagonale est incommen-
surable, puisque l'erreur survient du fait
de I'hypothése contradictoire.

La démonstration en question est la suivante (en termes modernes) :

Si V2 = a/b (avec a et b naturels premiers entre eux) alors 2b° = a°, ce qui implique a
pair (et donc b impair). En posant a = 2a!, il vient 2b° = 4a", ou b” = 2a” . b serait donc 4 |a
fois pair et impair, une contradiction.

Ce texte d'Aristote est intéressant a plusieurs égards.

e Il introduit le principe de la démonstration par 'absurde : « 'achévement (rigoureux) d'un
raisonnement jusqu'a I'impossible » oblige de conclure au caractére « contradictoire de
hypothése », c'est-a-dire a la vérité de I'hypothése contraire. Ainsi, supposer que la «
diagonale » (du carré de coté 1, donc V2) puisse étre un rationnel a/b, commensurable
avec le cété du carré, implique que b est a la fois pair et impair. V2 est donc forcément ir-
rationnel.

= |l permet d'expliciter quelque peu cette « bizarre » opération logique qu'est I'implication P

"= Q, fausse seulement quand P est vraie et Q fausse.

e Il rappelle la répartition pythagoricienne du monde en deux classes opposées, représen-
tées ici par le pair et l'impair, ailleurs par I'humide et le sec, voire méme par la femme et
'homme.

C’est d'ailleurs aux pythagoriciens que l'on attribue les premiéres recherches concer-
nant le caractére rationnel ou irrationnel d'un nombre, comme le précise le texte .

Texte B : Euclide, Eléments X, scholie 1, éd. Heiberg v.415.7-417.14.

Traduction
“HiBov 8& v Gpyfv émi mv 11 ovp- Dés l'origine, les pythagoriciens se diri-
petplog LAtnowv ot Tboaydperot mpdrot gérent vers la recherche de la « rationali-
a0ty €Gevpbvieg €k THG 1OV dpopdv té* » aprés l'avoir extraite, les premiers,
KOTOVOTOE®WS.  KOWob  ydp  améviov de l'observation des nombres. Alors
Svtog pétpov Mg povadoc kol mi tdv gu'en effet, la mesure de I'unité est
HEYEOBY  kOwWdV  pétpov  elpelv  odx commune & tous /les nombres/, ils ne
nduviienoav. aitiov 88 10 mhvte pdv purent trouver une mesure commune
kol OmOWVODY  GpBUdY k0B ONo10GODY aux grandeurs. La raison en est que tout

nombre, quel qu'il soit, lorsqu'il est dé-
coupé par des divisions, quelles quelles
soient, laisse quelque plus petite partie
qui n'admet pas de division alors que

Topdg  Swonpodpevov ubépév T koto-
Apndvery ErGyotov Kol TOUAC
Gvenibextov, niv 88 péyeBog ém'tinetpov
Sroupodpevov pul Kotohrdvewy uépiov,

® Nous avons traduit sym-metros et a-sym-metros par leurs équivalents frangais, dérivés du latin,
com-mensurables et in-com-mensurables. De maniére générale, nous traduirons les termes spéciaux
du texte grec par des mots_frangais proches en évitant, quand c'est possible, les expressions
«rationnels» et «irrationnels» puisque, nous le verrons, les concepts grecs ne recouvrent pas parfai-
tement les représentations qu'évoquent ces termes pour nous.

* Nous traduisons ici sum-metria par « rationalité » et non « com-mensurabilité », ce dernier terme,
en effet, ne peut étre utilisé qu'en référence a deux objets que l'on compare.




5 & 1O givar €AGyiotov Toufy odx
EmidéEeton, GAAY kol EKETVO in'Ginepov
Tepvépevoy  TOEly  Gmepa udplo, OV
fxootov  Em@mepov  Tum@ficetol,  kod
e 10 pEv péyebog xoTO pév 10
pepilecton  petéxety  Thg 100 aneipov
dpyfc, kot 88 TRV OAOTMTM g 10D
mépotog, 1OV 88 GpBUdV Kotd MEV 10
uepilecton Tig 08 mépotog, kot 88 ThV
orétnTe THg 10D dmeipov . .. BV yOp
Mubayopeioy AdYog oV np@TOV v nepl
00TV Bewpiov gig TODUPOLVES
gEayoyévio vovoyim TEPLTECETV.

Ce texte introduit la distinction, classique depuis les mathématiques grecques, entre
nombre et grandeur. Elle n'est plus aussi claire aujourd'hui, ol nous
de coupure et ol nous associons aisément un nom
d'un repére. Dans le contexte qui nous occupe, cett
tre nombre rationnel, qui peut étre représenté par u
qui doit étre représenté par un segment (par exemple, la diagonale d'un carré comme nous
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toute grandeur, lorsqu'elle est divisée
sans arrét, ne laisse pas de partie qui

" n'admet pas de division du fait qu'elle

est la plus petite, mais bien une /partie
qui/, divisée sans arrét, donne des par-
ties innombrables, dont chacune pourra
atre divisée sans arrét. En un mot, la
grandeur appartient a ['ordre de l'llimité
pour la division, mais du limité pour la
totalité, tandis que le nombre /appartient
a l'ordre/ du limité pour la division, mais
de Illimité pour la totalité. ... Une histoire
/raconte/ que le premier des pythagori-
ciens qui a rendu publique I'étude de ces
sujets est tombé /a l'eau/ lors d'un nau-
frage.

l'avons vu pour V2) incommensurable avec l'unité.

Plus remarquable encore est ce «

f'algorithme d'Euclide) qui attribue a un nom
caractére illimité, infini. Si I'on se place du point de vue de |
nombres (et c'est ce que feront les éleves, q
pement limité ou illimité périodique et les irra

que), il semble y avoir une contradiction.

La derniére partie du texte rappelle une autre caractéristique des pythagoriciens: le
secret auquel ils étaient tenus au sujet des découvertes de |
cependant si l'indiscret, en « tombant » a l'eau, a été puni par les dieux ou par les hommes.

Texte v : Platon, Théétete, 147 D -148 B

OEAITHTOZ. Iepi Suvéuedv T AUV
©6dwpoc 85 Eypape, TG TE tpinodog
népt kol TEVIEROSOC [dmopaivev] On
pAxet ob odppetpor Th nodoig, xal odte
word ploy k6ot TPOCIPOVHEVOG HEXPL
i émtoxondexémodog &v 88 Tohty TG
gvéoyeto. MUV obv eioTiA8é T tot0bTOV,
¢neldl Gmewpor T wARPog ol Suvbiperg
gpaivovto, mepodfivar ovrAoBeTy elg Ev,
b1 méoog TordTOG TPOGOYOPEVOOHEY THG
duvapes.

SQKPATHE. "H xoi nbpeté 11 To10%70V;

©EAIL Euotye Sokolpev, okdmel 8¢ xol
o¥.

découpage par des divisions » (il s'agit en fait de
bre le caractere limité, fini et a une grandeur le
a représentation décimale des
ui ont appris que les rationnels ont un dévelop-
tionnels un développement illimité non périodi-

Traduction

Théététe : A propos des carrés, Théo-
dore nous décrivait quelque chose a
l'aide de figures, prouvant a propos /du
coté/ de celui de 3 pieds et /de celui/ de
5 pieds qu'ils ne sont pas commensura-
bles en longueur avec le (c6té de lon-
gueur 1) pied, et ainsi de suite Nles/ pre-
nant un par un jusqu'a celui de 17 pieds.
A celui-ci, il fut retenu en quelque ma-
niére.

Ainsi, nous est venue /lidee/, puisque
les /cOtés irrationnels de/ carrés sem-
blaient en nombre illimité, d'essayer de
fles/ rassembler par la pensée en un
/ensemble/ & laide /du nom/ duquel
nous désignerons tous ces /cotés irra-
tionnels de/ carrés.

Socrate : Et avez-vous trouvé un tel
fensemble/ ?

connaissons la notion
bre & un segment sur une droite munie
e distinction équivaut a l'opposition en-
n «vrai» nombre, et nombre irrationnel,

a secte. On ne nous dit pas



TQ. Aéye.

OEAL  Tov  dpudv  wmévio  Siyo
SieddBopev 1oV  piv  Suvvépevov Toov
icbxig  yiyvesar 1§ tepaydve O
oxfipe dnetkcavteg TeTplynvey e Kol
toénievpov mpooeimopey.

TQ. Koi €d ye.
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Thééthete -
toi-méme.
Socrate : Parle.

Théététe : Nous avons réparti tous les
nombres en deux /ensembies/. D'abord,
les /nombres/ capables d'étre égaux un
nombre égal de fois, aprés /les/ avoir
comparés au carré pour la forme, nous

It me semble. Juge /-s-en/,

les avons déclarés carrés et équilaté-
raux.

Socrate : Et c'est bien !

Théététe . Ensuite, les nombres dans
lintervalle de ces derniers, parmi les-
quels 3, 5 et tous les /nombres/ incapa-
bles d'étre égaux un nombre égal de
fois, mais qui sont supérieurs un nombre
inférieur de fois ou inférieurs un nombre
supérieur de fois et que comprennent
des cotés toujours supérieur et inférieur,
apres /les/ avoir comparés a leur tour
aux rectangles, nous /les/ avons décla-
rés nombres oblongs.

Socrate : Bien, mais ensuite ?

Théététe : Des lignes qui construisent en
carré un nombre plan et équilatéral,
nous /les/ avons définies « rationnelles
», et /des lignes/ qui /construisent en
carré/ un /nombre/ oblong, /nous les
avons definies/ « irrationnelles » parce
qu'elles n'ont pas de commune mesure
avec les premiéres en longueur, mais
bien par les surfaces /carrées/ qu'elles
produisent. Au sujet des solides, /on a/
un autre /cas/ analogue.

OEAL Tov toivov petofd tobtov, Qv
kol T Tpior kol T mévie xoi mhg O
adbvatog Toog iodxig yevésOou, GAAR
nTAglwV EAaTToVEKIG b EAGTTOV
nheovikl  ylyveran, ueilov 88 kol
ELGTtov Gel mhevpd adTOV meptAopPhver,
W mpopfdkel od oyfpott OMEKACOVTEG
TPOUAKN PPV ékaréoapey.

ZQ. KéAAioto. GAAG 1 10 uetd ToBTo;

©EAL Goor pév ypoppod v ioénievpov
kol éminmedov  Gpibudv  tetpayevibovot,
pfikog  opodpedo,  Soo 8& 1oV
étepounikm, Svvapers, dg pfAxer piv od
ovppétpoug éxelvong, tolg S'émumédog &
Sdvavion kol mepl th otepedt GAAO TO-
vTov.

Du point de vue historique, nous apprenons ici que Théodore a découvert pour vn (ou
n est un nombre non carré, inférieur & 17) une démonstration dlirrationalité. Cette extension
de la découverte pythagoricienne permet & Platon de se poser la question de l'existence
d'une classe de nombres irrationnels dont le carré est rationnel et il propose pour les dé-
nommer le terme dynamis, qu'il détourne ainsi de son sens premier de « puissance »
(deuxiéme, puisque le verbe associé a dynamai signifie « étre capable en carré », particu-
litrement dans I'expression du théoréme de Pythagore®), pour en faire I'ancétre de notre «
racine carrée ». .

® Diogéne Laerce, viii, 11-12 : (-..) o3 dpBoywviov 1pydvov | broteivovoo nAevpd. Toov
dbvorton toig mepiexotoong. Traduction: Le coté hypoténuse du triangle rectangle est égal en carré
aux /cOtés/ entourant /l'angle droit/; Plutarque, Vie d’Epicure, 11, 1094 B.. (.)) nept  THg
drotetvodong dg Yoov Sdvoron taig neplexoboong v Opbiv (..) Traduction: au sujet de I'hy-
poténuse vu qu'elle est égale en carré aux /cdtés/ entourant I'7angle/ droit . On en trouve aussi une
utilisation & la fin du texte y: totg &'émunédoic & SOvaror. Traduction: par les surfaces qu'elles
produisent en carré. [l est intéréssant de suivre I'évolution du sens du mot dynamis dans le texte vy lui-
méme: en ligne 1, nepl Suvépeny peut étre traduit « au sujet des carrés »; en ligne 2, duvépewne est
sous-entendu, aupres de l'article tfic et des adjectifs tpinoSoc (xol) meviénodoc, comme substantif
introduit par la préposition epi mais il ne peut s'agir encore ici de carrés puisqu'ils sont dits pfixer ob
obupetpor TH modxiq, c'est-a-dire « incommensurables en longueur avec le coté unité (le pied) »,
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Ce dernier texte va plus loin que le précédent dans l'analyse des grandeurs puisque
Théététe y distingue les grandeurs commensurables en ligne (celles qui « construisent en
carré un nombre équilatéral ») qu'il nomme ici mékoi® et non plus simplement summetroi,
des grandeurs incommensurables en ligne, mais commensurables « par les surfaces
Jcarrées/ qu'elles représentent », qulil nomme donc dynameis et non plus simplement
asummetroi.

Cela confirme l'impression que nous avions déja a la lecture du texte précédent, a sa-
voir que les Grecs semblent découper les nombres plus finement que nous, non pas en
deux catégories, rationnels et irrationnels, mais en trois (plus encore si on considére la
derniére phrase comme allusion & la création d'un nouvel ensemble, celui des racines cubi-
ques d’entiers).

Le texte § le montre plus clairement encore.

Texte § : Euclide, Eléments, X, Définitions.

Traduction
o Soppetpo. peyém Aéyeton o @ odTd 1. Sont dites commensurables les gran-
pétpe  petpodpeve, aodupetpo 8, oV deurs mesurées par la méme mesure et
pndEv £vdéyeton KotvOv pétpov yevécho. incommensurables, celles dont une me-
sure commune ne peut exister.
p. EbBelon Svvéyet ooppetpoi  &icy, 2. Des droites sont commensurables en

carré quand les carrés /construits/ a par-
tir d'elles sont mesurés par la méme
Junité de/ surface et incommensurables
quand une mesure commune de surface
ne peut exister pour les carrés
Jconstruits/ & partir d'elles. ,

3. Il est démontré, a partir de ces princi-
pes, que, par rapport & une droite don-
née, existent des droites, illimitees en

brav 10 Gnladtdy Tetphyeve T odTd
yopio petpfiton, dodppetpor 8, Grav
t0T¢  Gmoadtdv  TETpaydVOLg undev
¢vdéynton  ywpiov  kowvdov  pétpov
yevéoBou ’

y'. Tobtov drokeyévov Seixvutor, Ot

~

1 mpotebelon  evleinl Yrbpyovoy

ebdeTon mhfiber dmepor obppetpol e Kl nombre, commensurables et incommen-
GOUHHETPOL O HEV HAKEL HOVOV, Gl 8¢ surables, les unes en longueur seule-
kol Suvipet. KoAeicbo ovV M HEV TpOTE- ment, les autres en carmré. Que la pre-
feloo  evBeTar pnedt, i oi oy miére droite soit donc nornmée « dicible
obupetpor eite piker xoi dvvoper eite » ainsi que (dicibles) les /droites/ com-
Suvéper uévov pnrod, oi 88 tadtn mensurables avec elle, soit en longueur
dobppetpor troyor koheicbooay. et en camé, soit en carré seulement,

tandis que les /droites/ incommensura-
bles avec elle, qu'elles soient nommeées
« indicibles ».

Ici, les grandeurs, qu'Euclide nomme rapidement « droites », sont a nouveau de deux
sortes : les droites commensurables avec une droite de référence, soit directement (les
meékoi de Platon), soit par l'intermédiaire des carrés qu'elles produisent (les dynameis de
Platon), et celles gui ne sont pas commensurables ni directement ni en carré. Les premie-
res sont nommées rhétai « dicibles » par Euclide, les secondes alogoi « indicibles ».

Mais comme il a été déja vu ci-dessus, la classe des « dicibles » ne coincide pas avec
la classe des rationnels (puisque les dynameis Vn y appartiennent), ni celle des « indicibles
» avec les irrationnels (pour la méme raison).

comme I'a montré Théodore (de méme Suvopel; en ligne 8). Par la suite, le texte opposera les lon-
gueurs des cotés qui construisent en carré un nombre équilatéral (carré) aux longueurs des c6tés qui
construisent en carré un nombre oblong (non carré, mais commensurables avec le c6té unité). Ce
sont ces derniers que caractérise le terme d0vojuig et que nous traduisons imparfaitement par (cotés)
irrationnels (de carré) puisqu'il s'agit d'une classe particuliére d'irrationnels.

5 Ce terme signifiait & l'origine « longueur ; mesure » et Théétete le récupére ici pour 'opposer a dy-
namis et exprimer le segment dont ia mesure est commensurable directement avec le segment unité.
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Essayons maintenant de voir d'ol provient cette division des nombres chez les Grecs
et, bien que nous sachions qu'il y a a-dessous l'algorithme d'Euclide, posons-nous la ques-
tion (comme se la poseraient peut-étre les éleves) de savoir si une représentation position-
nelle des nombres peut amener une telle division.

En fait, nous aussi, d'une certaine maniére, nous pouvons partager les nombres en
trois classes :
¢ les nombres & développement décimal limité, comme 1/5 = 0,2;

e les nombres a développement décimal illimité péeriodique, comme 1/3 = 0,333...:

o les nombres a développement décimal illimité non périodique comme V2, .

mais ces trois classes ne sont pas les mémes que chez les Grecs et, en fait, elles dépen-
dent de la base de numération choisie. En effet,

o enbase 2, 1/5=0,0011 0011 0011... est un illimité périodique ;

e en sexagésimal (base 60), 1/3 = 0,20 est un limité | .

Ce type de classification n'est donc pas vraiment « raisonnable » ; elle n'est d'ailleurs
pas utilisée. Pour en arriver avec les éléves & cette conclusion, il est évidemment souhaita-
ble, dans les années antérieures -car c'est une matiére que l'on peut aborder relativement
tot- d'étudier quelque peu les systémes de numération’.

2. QUELQUES SYSTEMES DE NUMERATION.

Certains concepts « attrayants pour de jeunes éléves » peuvent étre abordés, comme
la numération égyptienne, qui date d’environ deux millénaires avant J.-C. et qui est un des
systemes les plus primitifs. L'écriture de 9 999, par exemple, nécessite I'emploi de trente-six
symboles! Notre connaissance des mathématiques égyptiennes ne repose que sur un trés
petit nombre de documents, parmi lesquels le fameux Papyrus Rhind (BM 10057 et BM
10058), copié vers 1650 av. J.-C. par le scribe Ahmes, a partir d'un texte datant du dix-
neuviéme siécle avant notre ére. C'est I'un des plus intéressants papyrus mathématiques ; il
contient fort probablement quatre-vingt-quatre problémes d'arithmétique et de géométrie
(avec solutions) ainsi qu'une table de décomposition de certaines fractions en somme de
fractions dont les numérateurs valent 1 et dont les dénominateurs sont tous différents deux
a deux (fractions dites égyptiennes). Ce type de fraction est, comme on le verra, lié a la
méthode utilisée par les calculateurs egyptiens pour opérer une division.

Le papyrus fut découvert vers le milieu du siécle dernier dans une petite construction
proche du temple mortuaire de Ramsés II. Il fut acheté & Luxor, avec d'autres antiquités
égyptiennes -- notamment le Rouleau de cuir des Mathématiques égyptiennes (BM 10250) -
- en 1858 par I'écossais Alexander Henry Rhind (1833-1863). Ce jeune avocat était venu 1a
pour raisons de santé. Les deux documents précités furent vendus en 1865 au British Mu-
seum ou on peut toujours les voir.

Le systéme de numération égyptien est décimal non positionnel. En lecture de droite
& gauche, les symboles suivants sont utilisés :

I=1 M=18 9D=100 %-——1000 >=10000

/C:? = 100 000 @ = 1000 000

" Il n'est nullement question, bien sir, de faire un exposé historique complet de ces systémes: ceux
qui désirent en savoir plus consulteront entre autres

G.Ifrah, Histoire universelle des chifires, Laffont, 1994,

G.Guitel, Histoire comparée des numérations écrites, Flammarion, 1975.
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Exemple: || npy O 99D ii D =3

Fractions: ] = &
ractions : 3

&>  seprononce 7¢ et signifie ouverture, bouche, porte.

2 1
1l existe d tions : - 2 et ™ = —
existe deux exceptions '(i:?' 3 3

Les Egyptiens opéraient la multiplication par « duplications » successives. Le pro-
bleme 32 du papyrus Rhind illustre cette « technique » pour calculer 12 x 12.

WA { 112
NN " 2 24
RINaT! o
AN H | 448

HONG) oy v eonn W 7 1 8 %6lerésultat est 144

Le scribe coche les « composantes » en base 2 du multiplicateur.

== Ce symbole signifie: « le résultat est ».

Quant a la division, le scribe la réalise en utilisant le fait que c'est l'opération inverse
de la multiplication. Considérons le probléeme 24 du Papyrus Rhind, qui s'énonce . une

quantité plus son septieme fait 1 9; que vaut la quantité? .
Pour le résoudre, le scribe utilise -on est en tout cas tenté de le croire- la méthode de

fausse position simple ; il suppose que la solution est 7 (pourquoi ?), ce qui donne
1
quantité + 7 quantité = 8 (et non 19)

et ainsi, autant de fois il faut multiplier 8 pour obtenir 19, autant de fois il faudra multiplier 7
pour obtenir la réponse au probléme. Ceci conduit le scribe & devoir diviser 19 par 8.

Voyons comment il procede :

-
s o]

—
(0]

i  ~ /
m

EN

3¢

" T <
T -

=R T SR R

——
-
- ——

=== ! 1 / 1 le résultat est 19.
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~ 11
Le résultat de la division de 19 par 8 est ainsi Zzg Nous remarquons le rdle des

«fractions égyptiennes». Maintenant, il reste au scribe & muitiplier 7 par ce résultat : il ob-

11
tiendra 165§aui est |a solution du probléme 24 °

Intéressons-nous & un passé plus récent. Chacun de nous a entendu parler de numé-
ration «littérale», entre autres chez les Grecs et les Latins. Considérons donc Fexemple le
plus connu, celui des «chiffres romains» en oubliant bien sar tout & fait notre systéme a

nous et essayons d'opérer - sans tricher - I'addition suivante :

CCCLXXI + MCCVII + MDCXXXVI + DVIII

Méme avec I'écriture ci-dessous, la réponse correcte semble tenir du « miracle »

c ¢ ¢ L X X 1

M C C Vv I I

M D C X X X Vv I

D Vv 1I I I

M M M D C C X X I I
Le systeme de numération utilisé par les Grecs T o 20 o
n'était pas, lui non plus, positionnel. Les unités de 1 a 9, 2| B 80| =
dizaines de 10 & 90 et centaines de 100 & 900 étaient 3 . 90| <
simplement représentées par les lettres de l'alphabet 1§ —
grec, comme le montre le tableau ci-contre. Cet alpha- 4 6, 1001 p B’
bet ne comptant que vingt-quatre lettres, les Grecs re- 5 £ 101 po
prirent de I'alphabet phénicien les lettres qu'ils n'avaient 6 5 102] pp
pas encore utilisées. Ainsi le waw, qui n'‘avait servi que 7€ 200] o
dans certains alphabets grecs trés archaiques, nota le 8 n 300y v
6. Il prit plus tard le nom de stigma, du fait de sa res- 9| & 4001 v
semblance avec la ligature byzantine de sigma et tau. 10 ¢ 500| ¢’
Le goppa, qui dérive du gof phénicien sert a noter 90 et 11w’ 600 y
le sade, qui servait dans certains alphabets archaiques 12 f 700 v’
a noter le son « s» mais fut supplanté rapidement par le 13| v 800| o
sigma dérivant du sin phénicien, a été réutilisé pour 14} W& 900| #»”
noter 900. Son nom actuel de sampi provient de sa res- 151 « 1000| o
semblance avec la ligature byzantine entre sigma et pi. 16| 2000 B
Les «mots» ainsi formés étaient pourvus d'un si- 17| 3000| v
gne diacritique (') en haut & droite ou surmontés d'une 18] w’ 4000] 5
barre horizontale pour les distinguer du texte grec lui- 19| w’ 5000| ¢
méme. Au-dela de 1000, on recommengait avec o, 201 % 6000| ¢
pourvu cette fois d'un signe en bas a gauche. Ce sys- 211 xo 7000| [
téme aurait pu étre appliqué jusqu'a 999.999, mais la 22| xp 8000|
myriade (10.000) etait la «grande» unité de base pour 30| A 9000| o

les Grecs. C'est pourquoi les nombres supérieurs a une 40 . 10000 ’

. o R ) R . n R
myriade étaient plutdét notés de fagon & mettre en évi- s0| v 20000|
dence le nombre de myriades. Ainsi, 424.281 était noté: . ’
up 60| & 100000] »

M,8ono’, soit quarante-deux myriades et quatre mille deux cent quatre-vingt-un. Cette nota-
tion facilitait la lecture, comme le fait notre point quand nous fisons quatre cent vingt-quatre

mille deux cent quatre-vingt-un.

® Pour d'autres exemples, on se reportera au livret accompagnant le film vidéo Les comptes de

Bastet réalisé par I'lREM de Toulouse.
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Ces exemples permettent de mettre en évidence quelques réalités historigues :
» le peu de progres effectué dans l'art du calcul;
» la raison des techniques de muitiplication et division par « duplications» successives (cf.
Egypte);
o la nécessité d'utiliser des auxiliaires de calcul (abaque, poulier, ...) méme pour résoudre
des problémes qui nous paraissent élémentaires,
o la considération que le commun des mortels avait pour les « abacistes », etc...

La découverte du principe de position n'a manifestement pas été évidente puisqu'elle
a échappé & pas mal de civilisations. Le monde occidental a di attendre qu'il lui fat trans-
mis par les Arabes, qui etaient eux-mémes allés le «pirater» chez les Indiens. Avant cela,
on trouve ce principe positionnel chez les savants de Babylone (-2000 av.J.-C.), chez les
astronomes Mayas, sans doute a I'époque dite classique, entre le troisieme et le neuvieme
siecle de notre ére, ainsi que chez les savants chinois, un peu avant le début de notre ere.
Ces trois systémes étaient cependant assez imparfaits en comparaison de la numération
indienne d'otl est issue la ndtre.

G.Ilfrah signale que la premiére numération positionnelle écrite de base 10, dont les

symboles ont préfiguré nos chiffres actuels, est née en Inde septentrionale voici prés de
quinze siécles; on trouve ces symboles, dit-il, dans des gravures sur cuivre (chartes légales
rédigées en sanskrit). De nos jours, rauthenticité de ces documents sur cuivre est contes-
tée. La prudence et I'honnéteté de I'historien des sciences (modéle fin de vingtieme siecle)
I'engagent plutdt a situer cette numération dans une fourchette allant du cinquiéme au hui-
tieme siecles.
C'est probablement Abdaliah Mdhammad ibn MQsa al-Khwarizmi al-Magsi (v.780--v.850),
savant d'origine persane ayant vécu a la Cour du Calife abbasside al-Ma'mun, qui contribua
le premier & faire connaitre, aux Arabes d'abord, aux peuples de 'Occident chrétien en-
suite, la numération indienne positionnelle. Son traite d'arithmétique (al-Hisab al-Hind c'est-
a-dire le Calcul & l'indienne) est en effet le premier ouvrage arabe connu dans lequel sont
développés cette numération et le calcul selon la méthode des Indiens. La seule copie
qu'on en connaisse a 'heure actuelle est le manuscrit Cambridge 1i.Vi.5 (XIVé siecle) con-
servé a la Bibliothéque de I'Université de Cambridge. Nous donnons ci-dessous la traduc-
tion francaise du folio 104 de ce manuscrit, établie a partir de la traduction anglaise. Une
des caractéristiques du manuscrit est que les «chiffres nouveaux» ne sont en général pas
transcrits: il y a des «blancs» dans le manuscrit. Pourquoi?

Chez nous, cette numération ne s'est imposée que fort lentement: il est toujours tres
difficile de bouleverser les habitudes. De plus, fusage de ces nouveaux chiffres est désap-
prouve par le «Pouvoir», peut-étre simplement parce qu'ils nous viennent tout droit de chez
les «Infidéles», Une autre raison, sans doute de la méfiance & leur égard: leur forme n'est
pas bien fixée! La responsabilité en incombe peut-étre a Gerbert d'Aurillac. Né en Aquitaine
vers 945, ce dernier étudia les mathématiques et fastronomie lors d'un séjour en Espagne.
Moine, il termina sa vie comme pape (celui de I'an mille!) sous le nom de Sylvestre |l (de
999 a 1003). Il est notamment «l'instigateur» d'un abaque a jetons (apices) ou les calculi de
valeur 1 étaient remplacés par lesdits apices sur lesquels il y avait un chiffre (indo-arabe).
La forme ronde de ces jetons leur permettait d'accomplir des rotations si bien que l'ecriture
des chiffres en devenait imprécise. Signalons encore, pour terminer, qu'en ce qui concerne
les chiffres dits arabes, il existe deux graphies différentes:

- Ia graphie hindi ( (J"..{J-b ) utilisée par les arabes d'Orient :
VXY Y E TNV A7

A
- 1a graphie ghubar (/ L_L_C' y utilisée par les Occidentaux :

1234567890
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Le mot arabe ghibar signifie «poussiére:» et fait allusion a la poussiére dont on
remplissait une tablette pour s'en servir comme d'une ardoise (on tracait les chiffres avec
les doigts dans la poussiére de la tablette.)

Texte | : Thus Spake al-Khwarizmi: A Translation of the Text of Cambridge University Libra-
ry Ms.Ji.Vi.5, by John N. CROSSLEY & Alan S. HENRY, Historia Mathematica, 17 (1990),
103-131

Traduction frangaise du folio 104:

[Fol. 104r] Algorizmi a dit: Louange & Dieu, notre guide et défenseur, Lui qui mérite d'une
part, qu'on lui rende Son dd, d'autre part, qu'on Le loue sans réserve: supplions-le de nous
guider dans fe chemin de la rectitude, de nous faire approcher la vérité; de plus, qu'll nous
aide, dans Sa bienveillance, a présenter et 3 révéler ce qui suit: a propos de la numération
des Indiens au moyen de IX symboles (literae) grace auxquels ils proposent leur systeme
général de numération, dans un souci de facilité et de congision, (...)

Algorizmi a dit: ayant remarqué que les Indiens avaient congu X symboles pour leur sys-
teme général de numération, afin de les disposer selon un schéma établi, j'ai voulu révéler,
a propos de leur usage, quelque chose qui peut aider ceux qui apprennent, si Dieu le
veut.(...)

Ainsi, ils ont congu IX symboles, dont les formes sont: <9876 5432 1 >.(...) Et déja, jai
signalé dans le livre d'algébre et d'al-muqabala, c'est-a-dire de restauration et d'opposition
[Rosen 1831], que tout nombre est composé et obtenu a partir-de I'unité. Ainsi, on trouve
un dans tout nombre et c'est ce qui est dit dans un autre traité d'arithmétique [Aristote, Mé-
faphysique, 987b]. Car un est la racine de tout nombre et est un nombre «a part». C'estla
racine du concept de nombre parce qu'on trouve tout nombre gréce a lui. Mais c'est un
nombre «a part» parce qu'on le trouve & partir de lui-méme, c'est-a-dire sans l'aide d'aucun
autre nombre. Mais le reste des nombres ne peut étre trouvé sans le «un». Car lorsqu'on
dit un, puisqu'on le trouve a partir de lui-méme, il ne depend d'aucun autre nombre. Mais le
reste des nombres nécessite {nécessite} un, parce qu'on ne peut pas dire deux ou trois si
I'on de dispose pas, a priori, de un. Un nombre n'est ainsi rien d'autre qu'une collectic
d'unités et, comme nous l'avons dit, on ne peut dire ni deux, ni trois si un ne précéde: nous
n'avons en fait pas discuté d'un mot mais d'un objet. Car [Fol.104v] deux ou trois ne peu-
vent exister si on ignore un. Mais un peut exister sans le deuxiéme ou le troisieme. Ainsi,
deux n'est rien d'autre que le double ou la répétition de un; et de la méme maniére, trois
n'est rien d'autre que le triple de cette méme unité; et c'est ainsi que tu dois I'entendre pour
le reste des nombres. Mais maintenant, revenons-en au traité.

J'ai trouve, a dit Algorizmi, que tout ce qui peut s'exprimer en termes de nombre, est éga-
lement ce qui va depuis un jusqu'a IX, c'est-a-dire ce qui est entre IX et un; ainsi, un est
doublé et il en vient deux et de la méme maniére, un est triplé et il en vient trois; et ainsi de
suite pour le reste jusqu'a IX.

i Alors on met X a la place de un et on double et on triple X comme on I'avait fait pour un;
de son double, il vient XX, de son triple, XXX, et ainsi de suite jusgu'a XC . Aprés ceci, C
(cent) recule a la place de un et est doublé, triplé, exactement comme il a été fait dans le
cas de un et de X; et il en viendra CC et CCC etc. jusqu'a DCCCC (neuf cents). De nou-
veau, mille est mis a la place de un et en doublant et triplant, comme nous {'avons dit, il
vient limille et llimille etc. jusqu'a l'infini, en utilisant cette méthode. Et j'ai remarqué que les
Indiens travaillaient selon les positions ci-dessous: la premiére de ces positions est celle
des unités, ...

Fibonacci (Léonard de Pise) a, lui aussi, donné une description de la notation déci-
male positionnelle des nombres dans son célébre Liber Abbaci:
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Texte Il : Liber Abbaci compositus a Leonardo filiorum Bonaccif pisano inanno mcc i et
correctus ab eodem in (m cc) Xx Viii.

Incipit capitulum primum.

Nouem figure yndorum hee sunt .98 7 6
54 32 1. Cum his itaque nouem figuris
et cum hoc si(n)gno .0. quod arabice
zephyrum appellatur scribitur quilibet
numerus ut inferius demonstratur. Nam
numerus est unitas perfusa collectio siue
congregatio unitatum que per suos in
infinitum ascendit gradus. Ex quibus
primus ex unitatibus que sunt ab uno
usque in decem constat. Secundus ex
decenis que sunt usque in centum sit.
Tertius sit ex centenis gue sunt ad cen-
tum usque in mille. Quartus sit ex mil-
lenis que sunt a mille usque in decem
milia et sic sequentium graduum in infini-
turn quilibet ex decuplo sui antecedentis
constat. Primus gradus in descriptione
numerorum incipit a destera. Secundus
uero uersus sinistram sequitur -primum.
Tertius secundum sequitur. Quartus ter-
tium. Et quintus quartum. Et semper sic
uersus sinistram gradus gradum sequi-
tur. Figura itaque que in primo reperitur
gradu se ipsam representat hoc est siin
primo gradu fuerit figura unitatis unum
representat. Si binarii duo si ternarii tria.
Et ita per ordinem que secuntur usque si
nouenarii .nouem. Figure quidem que in
secundo gradu fuerint tot decenas re-
presentant quot in primo unitates. Hoc
est si figura unitatis secundum occupat
gradum denotat decem si binarii viginti si
ternarii triginta et si nouenarii nonaginta.
Figura namque que in tertio fuerit gradu
tot centenas denotat quot in secundo
decenas uel in primo unitates ut si figura
unitatis .centum. ...

Traduction
Ici commence le chapitre un.

Il existe neuf figures indiennes 98765
4 3 2 1. Et ainsi, avec ces neuf figures et
avec le symbole .0. que les Arabes ap-
pellent zéphyr, on écrit n'importe quel
nombre comme il est montré ci-dessous.
Car tout nombre est unité ou collection
abondante c'est-a-dire ensemble d'uni-
tés qui s'éléve jusqu'a linfini par la posi-
tion de celles-ci.

La premiére de ces positions est consti-
tuée des unités qui vont depuis un jus-
qu'a dix. La seconde se compose des
dizaines qui s'étendent de dix a cent. La
troisieme, des centaines qui vont de
cent a mille. La quatrieme, des milliers,
depuis mille jusqu'd dix mille et ainsi,
dans linfinité des positions suivantes,
nimporte quelie figure représente le dé-
cuple de son antécédent. La premiere
position dans [l'écriture des nombres
commence a droite. La seconde, en fait,
suit la premiére dans la direction de la
gauche. La troisiéme suit la deuxieme; la
quatrieme, la troisiéme, la cinquieéme, la
quatriéme et ainsi, toujours vers la gau-
che, une position suit une position. C'est
ainsi que la figure qu'on trouve en pre-
miére position est limage d'elle-méme,
c'est-a-dire que si, en premiere position,
on a mis la figure de l'unité, elle repré-
sente un: si on a mis celle des deux
unités, deux; si c'est celle des trois uni-
tés, trois et ainsi, elles se suivent dans
l'ordre jusqu'a neuf unités; mais ces neuf
figures, mises en deuxieme position,
représentent autant de dizaines que
d'unités en premiére position c'est-a-dire
que, si la figure de l'unité occupe la
deuxiéme position, elle désigne dix; si
c'est celle des deux unités, vingt; si c'est
celle des trois unités, trente; si c'est celle
des neuf unités, nonante.

Et de fait, la figure qu'on a mise en troi-
siéme position désigne autant de cen-
taines que de dizaines en deuxieme
position ou d'unités en premiére; ainsi, si
la figure est celle des unités, elle repré-
sente cent
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3. REPRESENTATIONS DES FRACTIONS (CONTINUES ET UNITAIRES) ET ALGO-
RITHME D’EUCLIDE DANS QUELQUES TEXTES LATINS MEDIEVAUX.

Les textes grecs o a 8 nous avaient introduit & la problématique de la classification
des nombres en Gréce ancienne. La raison de cette classification, différente de la nétre
exprimée dans les systémes positionnels, réside dans Palgorithme d’Euclide dont nous
aborderons la description & l'aide des fractions continues. Les textes grecs qui utilisent des
fractions étant rares’, nous utiliserons encore des extraits du Liber Abbaci pour illustrer
certaines représentations historiques de fractions continues et unitaires (égyptiennes).
Disons tout de suite que la notation des fractions chez Fibonacci peut, a priori, sembler as-
sez curieuse. En fait, elle est li¢e a la technique de calcul utilisée pour opérer des divisions.
par exemple, pour diviser 224 par 75, Fibonaccicommence par rechercher la regula de 75
c'est-a-dire une espece de décomposition de 75 en facteurs premiers (décomposition qui
privilégie cependant les puissances de 2 constituées d'un seul chiffre, de méme que le
facteur 10).

75 = 3x5x5

100
ce que Fibonacci note 5—5—5— (Attention: les points séparent, ils ne multiplient pas)

La division de 224 par 75 se présente alors ainsi;

224+3 =74 reste 2
74+5 =14 reste 4
14+5=2 reste 4

244
Fibonacci note le résultat; 3—5—5— 2, qui signifie;

4+2
4+ 3

2+—Ai+-—él—+ 2 =2+
S 5x5 3x5x5 5

(Ici, les x indiquent bien des multiplications)
C'est ce que Léonard de Pise appelle fractiones in gradibus.

5+*2-
57 Tt

5.7 6
2610 10

Un autre exemple:

Texte lll: Liber Abbaci.
Traduction

...ltem si sub quadam alia uirgula sint .2.
et .6. et .10. et super .2. sit .1. et super
.6. sint .5. et super .10. sint .7. ut hic

tendit 1.7
r
ostenditu 2610

septem que sunt super

10 in ca.pi.te uirgule _representant
.septem decenas. et .5. que sunt super

...De méme si sous un certain trait, on a
2, 6 et 10 et que, au-dessus du 2 soit 1,
au-dessus du 6, 5 et au-dessus du 10, 7

15..7
comme on le montre ici
2610

, le sept

qui se trouve au-dessus du 10 au début
du trait représente sept dixiémes: le 5

® Sur ce sujet, on consuitera avec profit les articles de Fowler et Vitrac dans P.Benoit, K.Chemia,
J.Ritter (éd.). Histoires de Fractions, Fractions d’Histoire, Birkhatser, 1992.




6 denotant 5 sextas unius decime partis
et quod est super 2 denotat medietatem
sexte unius decime partis et sic singu-
lariter de singulis intelligatur. Tamen
monendum est ut semper minores nu-
meri sint uersus sinistram sub eadem
uirgula. Sed si plures fuerint uirgule rupti
unius uirgule non respondent ruptis alte-
rius et illa uirgula que est maior pars
integri semper est ponenda uersus
dexteram manum. Dicuntur quidem frac-
tiones que sunt in una uirgula esse in
gradibus. Et est primus gradus earum
fractio que est in capite uirge a dextera
parte. Secundus est fractio sequens
uersus sinistram partem. Uerbi gratia in

15.7
suprascripta uirga scilicet in 5——- sunt
7 o 5
B in primo gradu ipsius uirge. Et g

1
sunt in secundo. Et -2_ est in tertio hoc

est in ultimo gradu eiusdem uirge et sic
quot sunt numeri sub uirga tot sunt gra-
dus eiusdem...

La décomposition d'une fraction en fraction dite égyptienne est longtemps restée bien
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qui est au-dessus du 6 indique cing
sixiemes d'une dixiéme partie; le 1 qui
est au-dessus du 2 signifie la moitié du
sixieme d'une dixiéme partie et c'est
ainsi qu'il faut 'entendre isolément pour
chacun des nombres. Cependant, fai-
sons remarquer que les nombres les
plus petits sont toujours & gauche sous
un méme trait. Mais s'il y a plusieurs
traits, les morceaux de l'un des traits
n'ont aucun rapport avec les morceaux
de lautre: le trait qui représente la plus
grande partie de 'unité doit toujours étre
placé & main droite. En fait on dit des
fractions qui comportent un seul grand,
trait, qu'elles sont «en degrés». Le pre-
mier degré de ces fractions est celui qui
se trouve au début du trait, du coté droit.
Le second est la fraction qui suit vers la
gauche. Par exemple, dans le trait ci-

. o157 7
dessus, a savoir , — est le pre-
2610 10
5
mier degré du grand trait, -, le

67
deuxieme et 5 le troisiéme, c'est a-dire

le dernier degré de ce trait; ainsi, il y a
autant de nombres sous un trait que de
degrés dans ce trait...

ancrée dans les moeurs; dans le Liber abbaci, on trouve encore .

Texte IV: Liber Abbaci.

...est huius differentie regula ut diuidas
maiorem numerum per minorem et cum
ipsa diuisio integra non fuerit considera
inter quos duos numeros illa diuisio ce-
ciderit, Si inter 3 et 4 ceciderit scies quia
minor numerus de maiori est minus

1 1
quam —3~ et plus quam Z ipsius. Et si
1
inter 4 et 5 ceciderit erit minus 7 et plus

1
quam g et sic intelligas de omnibus

duobus numeris inter quos illa diuisio
ceciderit deinde accipe maiorem partem
que minor numerus fuerit de maiori et
residuum quod inde remanebit serua
quod si fuerit ex aliqua supradictarum
differentiarum operare per eam. Et si
illud residuum non fuerit ex aliqua su-

Traduction

... la régle de ce «type» est de diviser le
plus grand nombre par le plus petit, et
jorsque cette division ne donne pas un
entier, tu dois constater entre quels deux
nombres elle se situe. Si c'est entre 3 et
4, tu sauras que le plus petit nombre

1 1
vaut moins que 5 et plus que Z du plus
grand. Si c'est entre 4 et 5, il vaudra
1 1
moins que Z et plus que —5~; c'est ainsi

que tu dois l'entendre en ce qui con-
cerne les deux nombres qui encadrent le
résultat de la division; ensuite prends la
plus grande partie multiple du plus petit
nombre dans le plus grand et ce qui
reste, mets-le de c6té; ce qui correspond
a un des «types» décrits plus haut, tu le
traiteras comme il Ya été enseigné. Et si



prascriptarum differentiarum. Tunc ex
ipso residuo accipies maiorem partem et
hoc facies donec remanebunt partes
alicuius suradictarum differentiarum uel
donec habueris omnes singulares partes
que minor fuerit de maiori.

17
...tem hunc eumdem modum de ;5

uolumus demonstrare diuisis quidem 29
per 17 exit 1 et amplius quare co-

17
gnoscimus Eg magis esse medietate
unius integri et notandum est quia tres

5 6
tertie uel quatuor quarte uel g uel g

29
faciunt unum integrum similiter 5——9— faci-
unt unum integrum ex quibus si acce-

1.14
perimus medietatem scilicet 55 et ex-

17 1.2
i de — remanebunt —
traxerimus eas 2 remanebun 559

hoc est —5- uare _11 sunt —5~— l de qui
oc estsg auare o9 58 2 “° 9

5
bus TS oportet facere singulares partes

scilicet per hanc eamdem differentiam
quare divide 58 per 5 exibunt 11 et

amplius. Unde cognoscitur quod 1~12- est
maior singularis pars que sit in §5§ unde
accepiatur -—!— de —SE scilicet de integro
12 58
erunt >4 a quibus usque in 2 deest
658 58

1.0 hoc est ! et sic habebis pro 17
=2 hoc est —— 17

cc et ous LY
1
12

N3

1
tres singulares partes —
g Pares 3us
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ce qui reste ne correspond & aucun des
«types» precités, alors prends la plus
grande partie de ce résidu; tu agiras
ainsi jusqu'a ce qu'il reste des parties
d'un des «types » traités ci-dessus ou
bien jusqu'a ce que tu aies les parties
unitaires du plus petit nombre dans le
plus grand

De méme, par cette méthode, nous
voulons préserjter %;— Aprés avoir divisé
29 par 17, il vient 1 et plus; c'est pour-
quoi nous savons que % valent plus
que la moitié d'une unité; remarquons
que trois tiers ou quatre quarts ou i— ou
6

6

-y 29
font une unité; semblablement, ?9~ font
une unité de laquelle, si nous prenons la

114
moitié, a savoir —— et si nous lex-
229

trayons de 17 il restera 1.2 'est
—, il restera ~—— ——: c'es
y 29 229 58
ourquoi 17 font > ] > il
urquoi — font — —: avec ces — |
pourquot og font =2 5 58

faut faire des parties unitaires, bien en-
tendu, en utilisant le méme type de mé-
thode; pour cette raison, on divise 58
par 5; il viendra 11 et plus. D'ol on sait

1
que E est la plus grande partie unitaire
5
qui se trouve dans gg et ainsi, on prend

58
E de —5—8 a savoir de l'unité; il viendra

- pO f Ie qu l j q '3 ‘ man
u S els usqua { -

1.0 1
ue —— c'est-a-dire — et ainsi, t
g 348 b

658

17
auras pour -23 trois parties unitaires :

N

348 12

N | —

Venons-en maintenant a l'algorithme d'Euclide qui est une procédure basée sur des
soustractions successives et réciproques et qui se raméne, en fait, & une suite de divisions.
Ce processus porte le nom d' anthyphérése, (du grec dvovponpéwn,®: dvii -idée d'échange,
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en face de-, b -sous, en dessous- et oipén,® -enlever, supprimer, soustraire-) c'est-a-dire
soustraire graduellement et réciproquement.

Cette idée est développée dans les propositions 1 et 2 du Livre VIl des Eléments d'
Euclide. On retrouve encore panthyphérése au Livre 10, mais elle est appliquée la aux
grandeurs géometriques.

Le texte V est extrait de la version |I d'Adelard de Bath des Eléments d'Euclide; il date
du douziéme siécle; c'est I'un des textes les plus connus parmi Adelard de Bath, version |,
Hermann de Carinthie et Gérard de Crémone. A I'heure actuelle, certains historiens des
sciences attribuent cette version a Robert de Chester (vers 1140). Le texte qui suit a été
établi a partir de soixante-et-un manuscrits (Birkhatser, 1992, edited by Busard & Folkerts).

Texte V: Euclide, Eléments (version latine)
Traduction

<Vil.1> Si a maiore detrahatur minor
donec minus eo supersit, ac deinde de
minore ipsum reliquum donec minus €o
relinguatur, itemque a reliquo primo reli-
quum secundum quousque €o minus
supersit, atque in huiuscemodi continua
detraccione nullus fuerit reliquus qui
ante relictum numeret usque ad unita-
tem, eos duos numeros inequales contra
se primos esse necesse est.

i ! [
| - [ ™

—

1
b I ]

Ut autem non solum intellectui, verum
eciam oculis pateat quod dicitur, huius-
modi numeri inequales duabus lineis
figurentur, maiorque illorum numerorum
ubicumque minoris numeracionem defi-
cere per ypotesim proponi libeat resece-
tur. Similiter et minor secundum men-
suracionem eius quod de maiore super-
fuerit, puncto signetur, sed et reliqguum
primum ad modum reliqui secundi et ad
hunc modum donec libeat finem detrac-
cionis facere ponendo tandem reliquam
porciunculam esse unitatem. Hac igitur
disposicione premissa indirecta racioci-
natione proposicio roboretur, scilicet
numeros illos esse incommensurabiles,
hoc modo. Si enim fieri potest, sit nume-
rus UNUS amborum mensura communis
qui et ipse lineuncula indivisa subnote-
tur. Hic igitur si minorem numerat, tunc
et de maiore quantum minor numerabat.
Sed si totum maiorem numerat

<VIL.1> Si d'un plus grand (nombre), on
eniéve un plus petit jusqu'a obtenir un
reste plus petit; ensuite, du plus petit, on
retranche ce reste jusqu'a un reste plus
petit et de méme, du premier reste, on
ote le second jusqu'a ce que le reliquat
soit plus petit et si la soustraction conti-
nuelle de la méme maniére ne laisse
aucun reste qui mesure le reste qui le
précéde et cela, jusqu'a ce qu'on attei-
gne ''unité, nécessairement, les deux
nombres inégaux sont premiers entre
eux.

Ainsi, pour ouvrir non seulement a lintel-
ligence, mais certainement aux yeux ce
qui vient d'étre dit, représentons les
nombres inégaux, de cette maniére, par
deux lignes; que le plus grand de ces
nombres soit toujours diminué du plus
petit et que, par 'hypothese proposeée, la
mesure du plus petit fasse toujours de-
faut. Semblablement, avec le plus petit,
selon sa mesure, on marque d'un point
ce qu'il reste du plus grand et on conti-
nue ainsi & passer du premier reste a la
mesure du second et & cette mesure qui
marque la fin du retranchement tout en
sachant bien que la petite portion qui
restera sera l'unité. Alors, a partir de
cette disposition préalable, gréace a un
raisonnement indirect, on démontre la
proposition, & savoir que les nombres
sont incommensurables. En effet, s'il
peut arriver gqu'un nombre soit commune
mesure des deux, notons-le par une
ligne non divisée. Ainsi donc, puisque
celui-ci’ mesure le pius petit et que le
plus petit mesurait une partie du plus
grand mais que celui-ci mesure le plus

10 celui-ci» désigne systématiquernent le nombre représenté par la figne non divisée.
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(concessum est enim ambos numerare),
numerabit et reliquum. Quare et de mi-
nore quantum reliquum ipsum maioris
numerabat. Sed quia totum minorem,
numerabit et reliquum. Quare et de reli-
quo maioris primo videlicet quantum
minoris reliquum numerabat. Sed quia
totum maioris reliquum, numerabit et
reliquum reliqui. Sic igitur ex necessitate
convincitur unitatem numero illo nu-
merari et esse numerum. Quod est im-
possibile. Necesse est igitur numeros
propositos esse incommensurabiles.

<VI.2> Propositis duobus numeris ad
invicem compositis maximum numerum
communem eos numerantem invenire.
<Corollarium> Unde eciam manifestum
est quia omnis numerus duos numeros
numerans numerat numerum maximum
ambos numerantem.

i 3 i
i i i

Si minor illorum maiorem numeret, patet,
quia ipse est quem queris, quoniam et
ipse se numerat, nec maior eo eum nu-
merare posset. Quodsi minor maiorem
non numerat, fiat mutua eorum predicto
modo defraccio. Eritque necessarium
aliquem ante unitatem reliqguum inveniri
qui proximum antea relictum numerat,
quoniam positi sunt commensurabiles
esse. Alioguin incommensurabiles es-
sent, ut premissa asserebat. Hic igitur,
qui primus occurret, ipse est quem que-
ris. Alioquin eo maior per premisse ar-
gumentacionis similitudinem ipsum eum
numerare convicetur. Quod est impos-
sibile....

316 - 88
228 - 88
140 - 88
88 - 52
52 - 36
36-16
20- 16

Exemple : pgcd(316,88) = 4 car

[

it

grand tout entier (car on I'a supposé
mesurer les deux nombres), il mesurera
le reste (du plus grand). Et parce que le
reste du plus grand mesurait une partie
du plus petit, mais que celui-ci mesurait
tout le plus petit, it mesurera aussi le
reste (du plus petit). Et parce que le
reste du plus petit mesurait une partie,
évidemment du premier reste du plus
grand mais que celui-ci mesurait tout le
reste du plus grand, il mesurera aussi le
reste du reste. Ainsi donc, on en arrive
a constater que l'unité est mesurée par
ce nombre et (en fait) c'est un nombre,
ce qui est impossible. Il faut donc né-
cessairement que les deux nombres
proposés soient incommensurables.

<VIl.2> Etant donnés deux nombres non
premiers entre eux, trouver le plus grand
nombre qui en soit une commune me-
sure. <Corollaire> D'ou, de plus il est
évident que tout nombre mesurant deux
nombres mesure le plus grand nombre
mesurant ces deux nombres.

Si le plus petit de ces nombres mesure
le plus grand, il est clair que c'est celui
que tu recherches, puisque lui-méme se
mesure et quil n'y en a pas de plus
grand qui puisse le mesurer. Mais si le
plus petit ne mesure pas le plus grand,
opére le retranchement entre eux selon
la méthode qui vient d'étre exposée. Et
nécessairement, on trouvera un reste
avant l'unité qui mesure celui qui le pré-
céde puisqu'on a supposeé les nombres
commensurables. Sans quoi, ils seraient
incommensurables, comme on lavait
montré plus haut. Ainsi donc, celui qui le
premier se présente est celui-la que tu
cherches. Sans quoi, on en arriverait a
montrer, en utilisant une argumentation
semblable & celle qui précéde, qu'un
plus grand {(nombre) mesure celui-la. Ce
qui est impossible.

228
140
52
36
16
20
4 (<16)

(< 88)
(<52)
(< 36)




N
\I
(6]

16 -4
12-4
8-4

o N

4 FRACTIONS CONTINUES, REDUITES ET EXPLOITATION AU COURS DE MATH.

Considérons encore I'exemple suivant emprunté a Aristarque de Samos (env. -310 & -
230). Appliquons donc anthyphérése a 7921 : 4050.

7921 = 1 X 4050 + 3871
4050 = 1 X 3871+ 179
3871 = 21 X179+ 112
179 = 1X112+67
112 = 1X67+45
67 = 1X45+22
45 = 2X22+1
22 = 22X1+0
1
Clest-a-dire 7921 : 4050 = {1,1,21,1,1,1,2,22] = 1 + 1
1+ 1
21+ S T
l-i-‘1 ‘M__l__—w
L
i 2+WL
22

lorsqu’on exprime Panthyphérése en termes de fraction continue.
Si on tronque 'anthyphérése (calcul des réduites de ia fraction continue),

1
M]=1 [MA=1+ =2
[1171]—1+~—l—ﬂ—1+“L.~y+El,f§
n 1~ "2 T2 22
14— adad
21 21
1 1 22 45
[1,1,21,1]= 1+ 1+ 1422
1 1 23 23
I+ 1 l+£
21+'1‘

Les réduites d’une fraction continue (ou d’un nombre quelconque développé en frac-
tion continue) convergent vers la valeur exacte de cette fraction alternativement par défaut

et par excés. On a ici:

On peut aussi s'attaquer a V2 par exemple. On arrive a 1+ V2 = [2,22,.] ou V2
=[1,2,2,...] notamment gréace a la technique du gnomon illustrée ci-dessous:

P représente l'aire du carré unité et le «grand» carré est celui de cote V2

P P ' ! = gnomon
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A B C
QIR AB=1 AC=+2 BC<AB
car si BC = AB, le gnomon vaut

P1s 3P, ce qui est trop.

—
>
Ley]
9}

TI1Qo1IR AD=AB doncDC=1++2 DC/AB=(1++2):1=1++2
o Or DC - 2.AB = BC avec BC < AB

S Ainsi, DC/AB = 2 + BC/AB = [2,AB/BC]
Mais AB/BC = DC/AB (Clest-a-dire AB°=DC.BC),

et finalement:
AB?=P=DCBC=T+Q+R=S+Q+R (car T=S)

Le «grand» carré a une aire dont la mesure est le double de celle de P: ceci achéve la dé-
monstration,

En classe, les fractions continues constituent un excellent moyen d'amener les éléves
a manipuler les approximations, les suites de nombres ou encore les équations du second
degré.

La machine a calculer permet trés facilement, a l'aide de deux opérations seulement -
oter la partie entiére et inverser ensuite- de trouver le développement en fraction continue
d'un nombre rationnel ou de prédire celui d'un irrationnel solution d'une équation du second
degré (dynamis de Théététe).

Ainsi, on calcule aisément a la machine le développement en fraction continue de V2,
obtenu plus haut par le gnomon. Pour V3, il vient :

1
V3=1+ i ={1,1,2,1,21,...]
1+ R T—

I+...
Remarquons que %/5 =[1,3,1,5,1,1,4,1,1,8,1,14,1,7,1,..] pas de période!

Les réduites de ces fractions continues permettent de construire des suites conver-
gentes de nombres rationnels, que I'on pourra utiliser par la suite pour étudier les notions
de limite ou de convergence de suites. Ainsi, on calcule aisément que la fraction continue

7 17 41
(du développement devV2), supposée périodique, a pour suite de réduites 1, E ,—5*,1—2- ,5—9-
mais trés vite, il s'avére nécessaire (par exemple pour prouver la convergence vers V2 de la
suite) de trouver une «formule» permettant de calculer directement une réduite a partir de la
précédente. Ce défi, que les éléves d'aujourd'hui ne manquent jamais de relever, a bien
entendu aussi été envisagé par les Grecs, comme le montre le texte suivant:

Texte e: Proclus, Commentaire & la République de Platon, éd. Kroll, ii.27.11-22.

Traduction
MpoetiBecav §¢ oi IMuBaydpeot tovtov Les Pythagoriciens proposaient (de ce-
To10vde Bedpnuo  Yropupdv  mepl TV la), & propos des diagonales et des co-
Swpétpov kol  mhevpdv, Jtt B pdv tés, le théoreme élégant que voici~: la
Sibuetpog npociofolon thv mhevpdy, fig diagonale, lorsqu'elle s'est adjointe le
EoTLV Stéugtpog’ y{vg':ca nkgupd’ f] & coté dont elle est la diagona|e, devient

coté, tandis que le coté, lorsqu'il a été
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rhevpd SovTh ovvtedeTloo Kol TPOGAL- ajouté a iui-méme et s'est adjoint sa dia-

BoSoa Thv Sbuetpov THY touTiig yiveton gonale, devient diagonale.

Siépietpog. kol 10010 deikvvton S v Et cela est démontré & laide des
gv T Sevtépe  royeiov YPORULKDG VEléments, dans le deuxieme /livre/, par
dm'ékeivov. &av  edBeta  tunli  Sixe, lui (Euclide).

Si une droite est coupée en deux et /si/
on ajoute une droite, les carrés
/construits, I'un/ & partir de la /droite/
entiere avec la /droite/ ajoutée et /l'autre/
a partir de cette derniere seule /sont/
doubles des /carrés construits, I'un/ &
partir de la moitié /de la droite de départ/
et /lautre/ a partir de /la droite/ compo-
sée de la moitié et de la /droite/ ajoutee.

npocAdBn 88 ebdeloy, 0 &nd Mg hng
obv TH mpookeyévy kol T 6md To0TNng
pévng tetphymvae Simhéooio 700 1€ QAnd
g Muoelog Kol 100 &nd TG
cvykeyévng gk Thg foelog xoi TG
nPOcANEOeEioNng.

La premiére partie du texte concerne ce que jes Grecs nommaient les valeurs ration-
nelles de la diagonale du carré et permet de construire une suite de «carrés» dont le rap-
port ae la diagonale au cbté approche V2. Ainsi, si un «carré» initial a co = 1 pour coté et do
= 1 pour diagonale, le «carré» suivant aura ¢ =1+1=2 pour cdté et d,=1+2=3 pour diago-
nale, le suivant c,=2+3=5 pour coté et d,=2+5=7 pour diagonale. On reconnait les réduites
de V2 avec en prime les relations Cpsq = Gy + dq et dpet = 2.0, + dy,. Les «carrés» en question
ne sont pas des vrais carrés bien entendu (leur diagonale d et leur coté ¢ ne respectent pas
la relation ¢? = 2.¢?) mais ils s'en approchent aussi pres que possible" (avec des nombres
entiers) puisqu'ils réalisent l'égalité o? - 2.¢* = +1. Une telle équation est aujourd'hui appelée
équation de Pell:Fermat (forme générale x* - D.y* = +1) du nom du premier mathématicien
qui les a résolues, Fermat, et de celui qui les a diffusées, Pell. )

On montre que 'équation de Pell-Fermat n'a pas de solutions entiéres x,y si D est un
carré parfait et en a une infinité si D n'est pas un carré parfait (ce qui démontre définitive-
ment que Théététe avait raison dans son classement des nombres). Plus précisément, on
démontre que I'équation x* - D.y* = +1 a une infinité de solutions entiéres si le développe-
ment en fraction continue de JD a une période impaire (c'est le cas de V2 puisque seuls
des 1 apparaissent sous les barres de fraction). Par contre, si la période de VD est paire,
alors seule 'équation x*- D.y*=1a des solutions entieres; c'est le cas de N3, .

La seconde partie du texte fait réféerence a un théoréme (I1.10) des Eléments d' Eu
clide qui permet de démontrer que des nombres construits selon les relations Cow = €y + dy
et dpq = 2.0, + d, satisfont toujours la relation ¢%.q - 2.cPnq = 1 si G et b la satisfont.En
effet, si 'on nomme 2x la longueur de la premiére droite et y la longueur de la seconde, le
théoréme est équivalent a:

(2x + Y2 + Y2 = 2 + (x + Y], Cest-a-dire y? - 2x* = 2(x + y)? - (2x + ¥
Sicy = 1 joue le role de x et dp = 1 celui de y, alors on a y? - 2x* = -1 et donc:

(2 Co + do)? - 2(Co+ o) =di* -2 ¢4 =

On remplacera alors x et y par ¢, = 2 et d, = 3, ce qui permettra de démontrer que ¢; et d;
satisfont I'équation de Pell-Fermat, et ensuite, par récurrence, que Cn+ et d.. 1a satisfont
pour toute valeur de n.

1 En fait, on démontre que les réduites d'un nombre irrationnel sont, d'une certaine maniére, les
meilleures approximations rationnelles de ce nombre. pour plus de détails, on peut consulter C.D.
Olds, Continued Fractions, Random House, Yale University, 1963.
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On peut aussi, & un niveau plus élémentaire, envisager de «démontrer» (mais sans
entrer dans le probléme de la convergence) que la fraction continue [1.2,2,..], supposée
périodique, est bien égale & V2. Cela se fait a I'aide d'une équation du second degré.

En effet, six= 1+ (x est > 0 mais est-il égal a2 ?), alors x= 1 +

2+
2+

ou encore x* - 1 = 1, équation dont la seule solution positive est x = V2.

x+1

De méme, pour x = 1+ ,onax=1+ T d'ol I'on déduira

b+ 1 x+1

bien entendu x2 = 3.

1
D'autres fractions continues plus simples comme 1 + T donneront des équa-

I+
I+...
tions du second degré plus faciles a établir mais nécessitant des éléves I'application de la
résolution compléte (b* - 4ac, etc.). En 'occurrence, il s'agit de 'équation x* = x + 1, dont le
nombre d'or et son inverse sont les solutions. Les réduites successives de cette fraction
continue sont les rapports de deux nombres consécutifs de la suite de Fibonacci
1,1,2,3,5,8,13,21,...

Enfin, il n'est pas inutile d'aborder aussi en classe la «bonne vieille» méthode d'ex-
traction de racine carrée «a la main», ne serait-ce que pour déstabiliser quelque peu la trop
grande confiance que les éleves ont parfois en leur machine a calculer, faire une comparai-
son entre la maniere imprévisible dont les décimales apparaissent et la belle régularité que
présentent les fractions continues et montrer finalement que les systémes de numération
que nous employons, aussi parfaits qu'ils soient, ont aussi leurs limites.

Cette méthode d'extraction est lice aux systémes positionnels, puisque les Indiens
Font utilisée (elle est decrite dans un texte d’Aryabhatta daté du 5éme siécle d.n.é., dans
des termes (le mot sanskrit sthana ‘position’ y apparait) qui font supposer aux historiens
des mathematiques (modéle indianiste fin de vingtiéme siécle) que c'est a cette époque au
plus tard qu'il faut faire remonter I'invention du systéme positionne!l décimal par les Indiens)
ainsi que les Grecs de I'époque alexandrine, lorsquils commencérent a utiliser le systéme
de numération sexagésimal babylonien. Théon, dans le texte suivant, exprime en mots le
fonctionnement de cette méthode pour la base 60.

Texte ¢: Théon d’Alexandrie, Commentaire & la Syntaxe (Almageste) de Ptolémée, i.10,
éd.Rome, Studi e Testi, Ixxii (1936), 469.16-473.8.
Traduction

“Qote xoi kabdrov édv {ntdpev Gp1dpod
VoG TRV TETPOYOVIKAV  TAEVPAY
émioyicocBoy, Aopfavouev mpdtov 10D
olveyyvg  tetpoydvov  GpiBpol TRV
mhevplv. elte OOV SITAQCIACOVTEG
kod  mopd  TOV  ywvluevov  dpidpdv
pepicavieg oV Aowmov OpLopoV
avalvdévto el nplBta éEnkootd, kol
and 10V éx THg mopoPorfc yevouévov
dperoBuey TeTpiymvov, kol &vaidovieg
néiv  1t&  Omolewnbpeva el dedrepo

De sorte que, en général, chaque fois
que nous cherchons (& considérer) le
coté «carré» d'un certain nombre, nous
prenons d'abord le c6té du nombre carré
tout proche. Ensuite, aprés avoir doublé
ce dernier et avoir divisé par le nombre
obtenu le nombre restant résolu en
premiers soixantiemes, nous enlevons le
carré du rapport obtenu. En exprimant
encore le reste en deuxiémes soixan-
tiémes et divisant par le double des par-
ties et soixantiemes, nous aurons au
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gEnkootd, kol pepilovieg mopl 0oV B1- plus prés le nombre recherché du coté
mooiove v powpdv kol EEnxootdv, de l'aire carrée.
Fiouev Eyyioto 1OV Emdnrodpevov iRg
TAEVPBC T0D TETPOYBVOL Y@PIov BPIBUGY.

Voici, traduit er base décimale, le procédé décrit par Theéon, appliqué a lextraction de
200:

calculs extraits du texte (« dixiémes » remplace « soixantiémes »)
200 « coté du nombre carré tout proche » = 14
-196 soustraction du carré (non décrite par Théon, mais sous-entendue par
« nombre restant »)
40 « nombre restant résolu en premiers dixiemes »
-1x28 « aprés avoir doublé ce demier (2x14 = 28) et avoir divisé par le nom-

bre obtenu le nombre restant résolu en premiers dixiemes (40/28 =
1) », étape12 qui permet d’'obtenir 1, mais la soustraction n'est pas
décrite par Théon, comme ci-dessus. L’'approximation devient 14,1.

120
-1 « nous enlevons le carré du rapport obtenu »
1190 « nombre restant résolu en premiers dixiemes »
-4x282 « aprés avoir doublé ce dernier (2x141 = 282) et avoir divisé par le
nombre obtenu le nombre restant résolu en premiers dixiéemes
(1190/282 = 4,...) ». L’approximation devient 14,14.
620
-16... .« nous enlevons le carré du rapport obtenu »...

2 cette étape se présente géneralement sous la forme d'un « essai-erreur » dans notre proceédé,
mais Théon cherche & exposer sa méthode de maniére systématique, comme en témoigne aussi Ia
répartition de chacune des étapes de notre procédé (« on ajoute deux zéros, etc. ») en deux étapes
de « résolution en premiers dixiémes », 'une pour évaluer le chiffre additionnel de I'approximation

suivante et soustraire le double produit, 'autre pour soustraire le carré du chiffre additionnel.




