REFLEXIONS EPISTEMOLOGIQUES
A PROPOS DU CONCEPT
DE TANGENTE A UNE COURBE

M. Grand'Henry-Krysinska et C. Hauchart

1. Présentation du groupe et du projet AHA.

AHA signifie Approche Heuristique de I'Analyse. Ce sigle est la copie quasi conforme
de HAHA par lequel M. Gardner (1979) désigne I'éclair de compréhension mathématique.
L'adjectif heuristique est emprunté 4 1. Lakatos (1976), qu'il utilise pour qualifer un
enseignement dans lequel on ne construit techniquement les concepts que quand cela devient
nécessaire ou rés utile dans les démonstrations.

Le groupe AHA est composé de P. Bolly, A. Chevalier, M. Krysinska, C. Hauchart, D.
Legrand, N. Rouche et M. Schneider. Le travail du groupe s'inscrit dans le cadre d'une
collaboration entre les Facultés Notre Dame de la Paix & Namur et le Groupe d'Enseignement
Mathématique de Louvain-La-Neuve. :

1.1. Idées directrices.

En rédigeant ce projet d'enseignement de l'analyse, ce groupe est parti de 'observation
suivante : concentrer I'enseignement de l'analyse sur des calculs routiniers masque la substance
des concepts et de la théorie. Nous avons voulu produire un ensemble de situations-probiémes
qui montrent le sens des concepts et de la théorie. On y trouvera donc peu d'exercices de "drill"
(que l'on trouve par ailleurs sans peine dans beaucoup d'ouvrages).

Notre idée est de partir des notions er des intuitions premiéres, méme si ces derniéres
peuvent apparaitre incomplétes ou imparfaites 4 I'égard de la théorie achevée. Au contraire,
nous voulons les laisser émerger, et batir sur elles pour ne les mettre en question que plus tard,
sur des exemples significatifs. C'est ainsi que les objets mentaux et les notions se transforment

progressivement en concepts. En ce sens, nous luttons contre un formalisme prématuré,

On peut dire que le groupe AHA cherche 2 comprendre pourquoi un concept de I'analyse
s'est construit (soit dans I'histoire, soit chez l'individu) et cherche ensuite des situations-
problemes & proposer aux éléves qui, d'une part s'énoncent simplement, si possible dans un
contexte, et d'autre part forcent A théoriser (exhibant ainsi le sens de la théorie).

Parmi les personnes qui nous ont inspiré d'une fagon ou d'une autre, on peut citer

- P. Hilton qui fait la distinction éclairante entre illustration et application. 11 diten
substance : une illustration est quelque chose qui aide 4 comprendre la théorie; une application
est quelque chose que la théorie aide & comprendre.

- M. Kline, au sens ol il lutte contre une formalisation prématurée. "Avant qu'on
puisse apprécier la formulation précise d'un concept ou d'un théoréme, on doit savoir quelle
idée y est formulée er quels piéges sa formulation méme essaie d'éviter. Donc, on doir étre
capable de s'appuyer sur une grande richesse d'expérience acquise avant de s'attaquer 4 la
Jormulation rigoureuse. Comment la découverte peut-elle se produire quand on demande aux
éuudiants de travailler avec des idées déja surchargées de sophistication et de raffinement ?"
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- H. Freudenthal qui montre l'intérét et la nécessité de travailler d'abord avec des
objets mentaux, des notions, avant de passer aux concepts plus formalisés.

- 1. Lakatos qui montre que les différents concepts se construisent 'un par l'autre et
I'un pour l'autre pour les besoins de la démonstration. Par exemple, il n'y a pas d'abord le
concept de nombre réel qui s'installe puis celui de limite, puis celui de dérivée, ... La théorie
toute faite et linéairement présentée telle qu'on la trouve dans les traités ne correspond pas 2 la
fagon dont une théorie s'est construite : C'est notamment avec la formulation du concept de
limite que l'on voit apparaitre dans I'histoire la théorie des nombres réels.

1.2. Un enseignement en spirale.

L'enseignement rédigé par AHA est congu en deux boucles d'apprentissage. Les
problémes de la premiére phase sont posés dans un contexte familier; on 'y travaille davantage
les objets mentaux que les concepts. A la fin de la premiére phase, on se pose de nouvelles

questions, le stock de fonctions envisagées est plus grand, l'intérét s'est déplacé de questions

plus restreintes 2 des questions plus générales et plus abstraites.

1.3. Un parallele avec l'histoire.

Notre projet d'enseignement s'éclaire d'un jour intéressant si on le situe par rapport au
développement historique de l'analyse. On peut y voir en gros trois étapes.

Depuis Eudoxe jusque vers le milieu du XVIIéme siécle, les problemes de quadratures (et
cubatures) n'avaient pas de rapport avec la recherche des tangentes, ni avec celle des maxima et
des minima ou 'étude des vitesses. Il s'agissait 1a de secteurs distincts des mathématiques.
Qui plus est, 2 l'intérieur de chaque secteur, chaque probléme recevait une solution particuliére
méme si certains principes de raisonnement tels que I'exhaustion ou la méthode de Cavalieri
revenaient éventuellement d'un probléme 2 l'autre. 11 s'est ainsi constitué au fil des siecles un
stock de résultats situés dans des contextes divers.

Avec la découverte du théoréme fondamental par Newton et Leibniz dans la deuxiéme
moitié€ du XVIIéme sidcle, on réalise la parenté profonde quoiqu'insoupgonnée jusque-la des
résultats antérieurs. 1ls sont dorénavant justiciables d'une méthode unique et routiniere qui
éclipse I'exhaustion et la méthode de Cavalieri. Mais cette méthode nouvelle mobilise, en un
certain sens, plutdt des objets mentaux que des concepts : le rapport ultime, l'approximation
linéaire, les aires qu'on ne définit pas mais qu'on calcule 2 I'aide de primitives, etc. Pendant un
sidcle et demi, les résultats s'accumulent tandis que s'approfondit le malaise sur les fondements
du nouveau calcul.

Au début du XIXeme sidcle, le stock de fonctions prises en compte par I'analyse s'est
considérablement augmenté (les études sur la corde vibrante et la propagation de la chaleur y ont
beaucoup contribué) et les difficultés théoriques s'accumulent. Une troisieme phase du
dévelop-pement de I'analyse débute avec Bolzano et Cauchy. Les concepts de fondement
apparaissent : la limite au sens de Cauchy qui sera formalisée par Weierstrass, la continuité
techniquement définie et qui va etre discernée de la continuité uniforme, l'intégrale qui se
constitue de Cauchy 2 Riemann et fournit la définition de l'aire.

1.4. Introduction a l'exposé proprement dit.

Dans ce qui suit, nous regarderons plus en détail le chapitre de notre projet qui donne une
premigre préfiguration de la dérivée : ony aborde la notion de tangente et dapproximation
affine d'une fonction. Comme on 'observera, il n'y est nullement question de quotient
différentiel. Ce dernier apparaitra dans un chapitre ultérieur dans un contexte de mouvement : il
s'agira alors de vitesse instantanée ou de débit instantané, cet instantané qui sera 2 la fois source
de difficulté ontologique (quel espace peut-on bien parcourir en un instant ou quel volume peut
bien s'écouler en ur instant? On se tetrouve 13 avec la difficulté du "zéro sur zéro") et qui nous
aménera trés proche de la dérivée comme quotient différentiel.
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Le plan de l'exposé est le suivant : dans un premier temps, nous observerons le concept

de tangente & différents moments de I'histoire; dans un second temps, nous exposerons
l'approche de la tangente telle qu'elle se trouve dans notre projet d'enseignement.

2. La tangente 4 quatre moments de son histoire.

2.1. Le cas du cercle. Chez Euclide : la tangente en un point P du cercle est la droite par P
qui est perpendiculaire au rayon (Fig.1).

Fig.1.

2

Cette droite est 2 la fois la droite qui rencontre le cercle en un seul point, celle qui "frole” le
mieux le cercle en ce point, celle sur laquelle le cercle "atterrit en douceur”, ...

2.2. La méthode de Fermat. On trouve dans la Méthode pour la recherche du maximum et
du minimum de Fermat une approche de la dérivée dont nous nous sommes inspirés.

Voici un exemple :

Fig.2

"Soit & partager la droite AC en E, en sorte que AE x EC soit maximum (Fig.2).

A E ¢

Posons AC = b; soit a un des segments, l'autre sera b-a , et le produit dont on doit trouver le
maximum : b.g - ¢°. Soit maintenant g + ¢ le premier segment de 4, le second sera b-a-e, et le
produit des segments : b.a-a? + b.e-2. ae- e? ;

11 doit étre adégalé au précédent : ba - a2 ;
Supprimant les termes communs : be~2ae + e ;
Divisant tous les termes : b =24 + ¢;
Supprimez e : b=2a.
Pour résoudre le probléme il faut donc prendre la moitié de b, 11 est impossible de donner une méthode

plus générale”.

Fermat décrit sa méthode de la fagon suivante :

"Toute Ia théorie de la recherche du maximum et du minimum suppose la position de deux inconnues
et la scule régle que voici :

Soit @ une inconnue quelconque de la question (qu'elle ait une, deux ou trois dimensions,
suivant qu'il convient d'aprés I'énoncé). On exprimera la quantit¢ maxima ou minima en a, au moyen
de termes qui pourront ére de degrés quelconques. On substitucra ensuite a + ¢ 3 linconnue
primitive a, ct on exprimera ainsi la quantité maxima ou minima en termes oi entreront g ¢t ¢ A des
degrés quelconques. On adégalera, pour parfer comme Diophante, les deux expressions de la quantitd
maxima ou minima de part et d'autre. Cela fait, il s¢ trouvera que de part et d'autre tous les termies
scront affectés de e ou d'une autre de ses puissances. On divisera tous les termes par ¢, ou par une
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puissance de e d'un degré plus élevé, de fagon que dans 'un au moins des termes de I'un quelconque des
membres e disparaisse entizrement. On supprimera ensuite tous les termes oll entrera encore € ou
l'une de ses puissances et l'on égalera les autres, Ou bien, si dans I'un des membres il ne reste rien, on
égalera, ce qui revient au méme, les termes en plus aux termes en moins. La résolution de cette
dernizre équation donnera la valeur de a, qui conduira au maximum ou au minimum, en reprenant sa
premiére expression”.

En quoi cette méthode de recherche des maximas et minimas d'une

fonction rejoint-elle la tangente a une courbe? On trouve dans Montucla
(Histoire des mathématiques-Tome II), le commentaire suivant :

[...] Laméthode de maximis et minimis de Fermat, est fondée sur ce principe déja apergu par
Kepler dans sa Stereometria dolorium, savoir que lorsqu'une grandeur, par exemple l'ordonnée d'unc
courbe, est parvenue A SON maximum Ou Son minimun, dans une situation infiniment voisine, son
accroissement ou sa diminution est nulle. En faisant usage de ce principe, dont il est facile
d'apercevoir ia vérité, nous allons voir naitre la régle de Fermat. Car supposons qu'une ordonnée y,
exprimée par une équation en x, soit parvenue & son maximum, il s'ensuivra qu'en supposant dans
cette équation l'abscisse x augmentée ou diminuée d'une quantité infiniment petite comme e, ces deux
valeurs de y seront égales. Par conséquent si on les égale, qu'on en retranche les termes communs,
qu'on divise par e autant qu'il est possible, et quenfin on supprime les termes oll e se trouve (car ils
sont nuls A I'égard des autres a cause de la petitesse infinie de e) , on aura enfin la valeur de x, &
Jaquelle répond la plus grande ordonnce.

[...] De méme que la régle de Descartes pour les questions de maximis et minimis, est sujette
2 quelques limitations particulires, celle de Fermat a aussi les siennes. Sa nature étant de donner les
points d'une courbe ot deux ordonnées infiniment proches sont égales, elle donne tous ceux oit la
tangente est paralltle a I'axe. [...] 1l faudra donc, aprés avoir déterminé ces points, les examiner
chacun en particulier, et voir si au-dela l'ordonnée continue 2 croitre ou a diminuer; [...]

Relevons, pour terminer cette section, la remarque de Fermat concernant
la généralité de sa méthode : selon lui, "on ne peut trouver de méthode plus
générale”, alors qu'elle ne convient en fait que pour des fonctions telles que le

passage 2 la limite dans le quotient différentiel, ﬂﬁi—fg);—f—(—a—)- , se résolve par

une simple simplification, (ce qui est le cas pour les polynémes).

2.3. La tangente chez Descartes. Pour calculer la tangente en un point P d'une courbe,
(Fig.3), Descartes suggére de considérer le cercle passant par P et centré en un point (¢,0)
quelconque de 'axe des x. On calcule les intersections, {(en général deux), du cercle et de la
courbe, puis on détermine la valeur ¢ de ¢ pour laquelle les points d'intersection sont
confondus. Le cercle centré en c( est alors tangent & la courbe en P et le calcul de la tangente &
la courbe est ramené 2 celui de la tangente & un cercle. Cette méthode est algébrique au sens ol
elle se raméne 2 la recherche de la condition sur ¢( pour que les deux points d'intersection
soient confondus. Les limitations de cette méthode sont évidentes : si I'équation de la courbe
est compliquée ou de degré élevé, il sera généralement impossible de résoudre les équations
ultérieures auxquelles elle aboutit.

Fig.3. T
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2.2.4. La tangente au sens de Chilov. Faisons maintenant un saut dans le temps et
considérons un point de vue beaucoup plus sophistiqué de la tangente, comme on trouve par
exemple chez Chilov. Selon ce point de vue, une droite d (sopposons qu'elle soit de pente p)
sera tangente en un point d'abscisse a  une courbe d'équation y = f{x) si

au voisinage de a, la courbe y = f{x} est "bien approximée” par la droite d
c'est-a-dire si

quelle que soit I'oaverture de "I'étau” que I'on se donne, il existe un voisinage de a sur lequel le graphe de
fest entidrement dans I'étau.

#“

@(‘} ............
Fig.4.

P -, e e . -

2,
En d'autres termes si,

pour tout £ positif, il existe un voisinage de a sur lequel les indgalités suivantes sont vérifiées
fla) +p.(x-a)-€(x-a) < fix) Sfla)+p.(x-a)+¢€(x-a)
ou encore, en posant (x - a) égald A,
pour tout £ positif, il existe un voisinage de a sur lequel les inégalités suivantes sont vérifides
fla)+p.h-e hs flavh) Sfla)j+p.h+eh

ce qui s'écrit encore

pour tout £ positif, il existe un voisinage de a sur lequel les inégalités suivantes sont
vérifiées

e sllerhi flo)

soit

lim fla+h)-fla) =
h—s0 (—~T-— ph)=0

c'est-a-dire

lim fla + h) - fla) _
h—0 h =P

Ce dernier point de vue est celui de I'approximation affine d'une courbe. Pour en arriver 13, les
premiéres intuitions de tangente comme droite qui rencontre la courbe en un seul point ou de
droite qui frole la courbe ont dii évoluer au sens ot il a fallu affiner ce que l'on entendait
précisément par fréler, atterrir en douceur ou encore bien approximer.
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3. L'introduction de la tangente dans notre projet :

Dans cette section, on lira le fil conducteur de la démarche proposée aux éleves. Les
parties du texte qui se trouvent dans un cadre sont extraites, en substance, du document pour

les éléves.

Juste froler une courbe.
(Tangentes et approximations affines.)

3.1 Vers les tangentes.
Partie invisible d'un mit.

On considére une montagne stylisée surmontée d'un mét vertical (Fig. 5). Le mitest
suffisamment haut pour qu'on puisse en voir la partie supérieure depuis Vorigine des
coordonnées. Mais quel en est depuis cet endroit la partie invisible?

Fig.5. >
g3 To0 200 300 400

Cette question qui est davantage une illustration qu'un probléme, améne l'idée de tangente en
un point comme celle de la "premiére” droite passant par ce point et ne rencontrant la courbe
qu'en ce point (Fig.6).

Fig.6. >

100 200 300 400
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3.2, Tangente en x = 0.
3.2.1. La tangente a l'origine 3 y = x2.

Les trois courbes a), b) et ¢) apparaissant A la fig.7. semblent représenter des fonctions
différentes. En fait, il n'en est rien : il s'agit chaque fois du graphe de la méme fonction y = x2
mais dans des €chelles différentes. Les figures a), b) et ¢) peuvent €tre obtenues l'une 2 partir
de l'autre par agrandissement ou réduction. On peut les voir aussi comme les graphes de la
méme fonction vue de plus ou moins loin.

1.5 38

ago;,
X b2

2.5 * 609

1.8 15 400

-3 -1 1 2 -1¢ -ie 1¢ k] ~43¢ 240 206 408 ~
a) 4 j C‘./
Fig.7.

Méme si la notion de droite qui "fréle une courbe” n'est pas encore nette, nous posons tout de

méme la question suivante : que peut-on accepter comme droite qui "frole la courbe” y = x2 a
l'origine?

L'axe des x est évidemment un candidat. Quant & savoir si d'autres droites (y =ax avec
a > () pourraient faire l'affaire, la perception varie selon la fagon (a), b) ou ¢)) dont on regarde
le graphe de la fonction : certaines droites qui sembleraient convenir & premitre vue (Fig.8.c)),
s'averent inadéquates quand on les regarde selon le point de vue b) ou a).

1660 & &

EKH 3.5

ase
39 b}

25 .
440 2.5

a0 2

16 b3
60

~488  -2064 300 600 -20 ~10 ° 10 20 -2 -1 ° 1 2

¢) I 2)

Fig.8.

Cette observation graphique améne 4 conserver I'axe des x comme seule candidate tangente,
observation confortée par le calcul. Aussi petite que soit la pente a (positive pour fixer les
idées) de la candidate tangente, cette candidate traverse la parabole en deux points,

x=0oux=aqa

points entre lesquels la droite est franchement au-dessus de la parabole.
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3.2.2. La tangente 2a l'origine a y = kxZ .

Que deviennent ces considérations dans le cas des paraboles y = kx2? Par exemple,y
= J000 x2? Remarquez que les graphes qui ont ci-dessus (Fig.7.) représenté y = x2 peuvent
tout aussi bien représenter y = 1000 x2.

Les deux axes de chacun des graphes de la Fig9. portent la méme unité, mais la
longueur de cette unité differe selon les graphes. Indiquez sur chacun d'eux la longueur a

donner 2 l'unité pour qu'ils représentent la fonction y = 10x2.

@) 6) <)
Fig.9.

Des réflexions sur 3.2.1. et 3.2.2., il résulte que pour y = kx2 aussi, seul l'axe des x
reste comme candidate tangente & l'origine.

3.2.3. La tangente a la courbe "somme" d'une parabole
et d'une droite.

La Fig.10. montre la droite y = I + x et la courbe y = x2. Tracez la courbe
déquationy = I +x + *2. En déduire la tangente en x = 0 2 cette courbe.

4

Fig.10.

Le point 3.2.3. rappelle la construction graphique d'une somme de deux fonctions : cela revient
ici 2 aligner les "indivisibles” qui constituaient le graphe de x2 non plus sur l'axe des x, mais
sur la droite y = I + x (voir Fig.11.). Puisque la courbe y = x2 “atterrissait en douceur" sur
l'axe des xen x = 0, on en déduit que la courbe y = 1 +x + x2 “atterrit " de méme en
douceur sur la droite y =  + x. On a donc établi moralement la conservation de I'"atterrissage
en douceur” d'une fonction "atterrissant en douceur” sur I'axe des x par sommation avec une
fonction du premier degré.




v

Fig.11.

3.2.4. La tangente a la courbe y = x3.

Ol se trouve la courbe y = x3 par rapport aux deux courbes y = x2 et y=-x27
Déduisez-en la tangente 3 y = x3 au point (0,0).

Avec cette question on traite moralement le résultat suivant : si on intercale le graphe
d'une fonction entre une courbe et sa tangente A T'origine, alors ce graphe aura la méme tangente
a l'origine. On pourrait paraphraser ce résultat de la fagon suivante : si entre deux objets déja
proches, on en intercale un troisiéme, il sera forcément proche des deux premiers.

Dans le cas de la question posée, on déduit que I'axe des x est la tangente a la fonction y
=x3 puisqu'elle est dans la zone hachurée de la Fig.12.

Fig.12.

3.2.5. La tangente a la courbe "somme" y=x3 + 22,

Construisez la courbe y = x3+ x2 par sommation des graphes de y = x2 et y = x3,
Déduisez-en la tangente a 'origine de la fonction somme.

Apres avoir effectué la sommation des graphes, nous réalisons que la courbe se trouve

dans la zone hachurée 2 la Fig.13. : elle est ainsi coincée entre x2 et sa tangente 4 l'origine et
possede donc la méme tangente (I'axe des x) & l'origine.




440

,§

3.2.6. Encore la tangente 2 une courbe "somme".

b
U

N
T

Fig.13.

Soient les courbes d'équations y =/ -x ety = x5 + x2. Quelle est la tangente a
Y'origine de la courbe somme y = -x + (x3 + X2 )? '

Cet énoncé met A nouveau {voir 3.2.3.) en oeuvre la conservation de "l'atterrissage en
douceur" par addition d'une fonction du premier degré : si une courbe "atterrit en douceur” sur
l'axe des x alors en "ajoutant” cette courbe 4 une droite, on a encore l'atterrissage en douceur de
la courbe-somme sur cette droite (Fig.14.).

&

3

2

Iy
T T ———,

-3 1 <3.5 3.5 1‘\1.5

-1

Fig.14.

3.2.7. Vers une définition de la tangente a l'origine &
une courbe polynomiale.

Toutes les courbes que nous avons traitées jusqu'ici ont une équation de la forme

y=ap+ajx+ayxl +a3x’
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ot les a; sont des coefficients réels parfois nuls. Dans chaque cas, nous avons observé que la
tangente en x = 0 avait pour équation

y=ap+ajx.

Ce n'est pas 1a le fait du hasard, puisque a2x2 + a3x3 atterrit en douceur sur T'axe des x.

Jusqu'ici nous ne cernions la tangente (mise a part celle du cercle) qu'au travers de
constatations intuitives : la droite qui "frole le mieux" la courbe, la droite sur laquelle la courbe
“atterrit en douceur”, ... Adoptons maintenant en plus une définition : nous dirons que la
tangente & la courbe

y=ap+ax+ax2 + a3 %3

au point (0,ap ) est la droite
y=a0+alx.

a) Considérons maintenant la courbe
y=a2x2 +a3x3+ .. +aph

ol # est un naturel et les aj, des coefficients réels. Le probléme serait résolu si on pouvait
coincer cette courbe entre une parabole y = kx2 et sa tangente ou entre deux paraboles de méme

tangente 4 I'origine (voir Fig.15).

A .\“Q
Fig.15. \\\\\

Cherchez donc un nombre k > 0 tel que \

¢

k2 < apx? +a3xd+ . raph < kA2,

b) Déduisez-en la tangente en x = 0 de la courbe a2 x° + a 35+ ... +apx™ et celle en
x=0delacourbe ap+ajx+ap X% + a3 S+ ... +auh.

Nous terminons ici la relation détaillée du document. Aprés avoir ainsi établi que
I'équation de la tangente 2 l'origine d'un polyndme se réduisait 2 la somme de ses termes de
degré O et de degré 1, on passe dans le document 3 la tangente en un point quelconque. L'idée
principale y est de se ramener au cas précédent par une translation (Fig.16.).

4

[

»~

Fig.16.

3 -2 .y / 1 2 3
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La suite du chapitre passe aussi par une section intitulée "Mais qu'est-ce donc qu'une
rangente?" ot l'on discute de l'acceptabilité d'énoncés comme par exemple "la tangente & une

courbe est une droite qui ne rencontre la courbe qu'en un point”, ou encore "la tangente A une
courbe en un point est une droite qui frole la courbe en ce point et qui ne la traverse pas”, ...
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