SPHERE ET DUALITE

Le réle joué par la sphére dans la maturation de l'idée de dualité au début
du XIX° siécle
Les articles de Gergonne entre 1811 et 1827

Karine CHEMLA REHSEIS-CNRS

1. Introduction

Dans le journal qu'il a lancé en 1810, les Annales de mathématiques pures et ap-
pliquées, Joseph-Diaz Gergonne! rassemble, entre autres articles, des travaux mettant en
évidence une propriété formelle commune a plusieurs domaines de la géométrie. Cette
propriété que nous connaissons aujourd'hui sous le nom de dualité, il la dégagera dans un
article synthétique qui vient couronner ce parcours éditorial, en 18262. Voici comment il
I'introduit alors :

"...nous croyons en avoir dit suffisamment pour mettre hors de toute contestation ces
deux points de philosophie mathématique, savoir 1°) qu'il est une partie assez notable de
la géométrie dans laquelle les théorémes se correspondent exactement, deux a deux, ainsi
que les raisonnements qu'il faut faire pour les établir, et cela en vertu de la nature méme
de l'étendue; 2°) que cette partie de la géométrie, qui prendrait une trés-grande étendue, si
l'on voulait'y comprendre les lignes et les surfaces courbes, peut étre développée indé-
pendamment du calcul et de la connaissance d'aucune des propriétés métriques des gran-
deurs que l'on considére..." (p.230-1)

Il précise la nature de cette correspondance entre énoncés dans ce méme travail :

"Mais un caractére extrémement frappant de cette partie de la géométrie qui ne dépend au-
cunement des relations métriques entre les parties des figures, c'est qu'a l'exception de
quelques théorémes symétriques d'eux-mémes, (...), tous les théorémes y sont doubles;
c'est-a-dire que, dans la géométrie plane, & chaque théoréme il en répond toujours néces-
sairement un autre qui s'en déduit en 'y échangeant simplement entre eux les deux mots
points et droites, tandis que, dans la géométrie de l'espace, ce sont les mots points et
plans qu'il faut échanger entre eux pour passer d'un théoréme a son corrélatif."(p. 210)

Et il précise, pour ce qui concerne les démonstrations :

"Nous pourrions fort bien nous borner a démontrer seulement une moitié de nos théo-
remes, et a en déduire 'autre moitié, a l'aide de la théorie des pbles. Mais nous préférons
les démontrer directement les uns et les autres (...) pour avoir l'occasion de faire remar-
quer qu'il existe entre les démonstrations de deux théorémes d'un méme
couple la méme correspondance qu'entre leurs énoncés. Nous aurons méme
soin, afin de rendre cette correspondance plus apparente, de présenter les théorémes ana-
logues dans deux colonnes, en regard l'une de l'autre (...) de telle sorte que les démons-
trations puissent se servir réciproquement de controle." (p. 211, je souligne)

1 on peut sur la biographie de Gergonne consulter [D. J. Struik]. [A. Dahan], [L. Giard], [M. Otero] sont
chacun consacrés 4 un aspect de son oeuvre. Pour ce qui concerne I'histoire de la géométrie a cette période,
on peut se reporter & {M. Chasles] ou [A. Schoenflies].

2 Voir [Gergonne 3].
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Gergonne s'intéresse donc 2 la dualité en tant que relation se manifestant systéma-
tiquement entre des propositions de la géométrie ainsi qu'entre leurs démonstrations. Et,
pour mettre en évidence ce sujet, il rassemble dans le journal qu'il édite des présentations
de domaines variés de la géométrie (polyedres, trigonométrie sphérique, géométrie plane,
géométrie dans l'espace...) qui ont pour particularité d'étre rédigées de maniére symé-
trique. Il va jusqu'a réécrire les articles dont des auteurs lui confient 1a publication pour
accentuer cette propriété de la forme. Parfois il insiste sur ce point en recourant, comme il
le décritici, 4 un artifice de présentation qui consiste a présenter les théorémes duaux et
leurs démonstrations, face a face, dans deux colonnes en regard 1'une de 'autre.

Le probléme se pose de savoir comment Gergonne en est arrivé a considérer cette
propriété formelle que partagent les présentations de diverses disciplines et a le prendre
pour sujet d'investigations mathématiques. Nous savons aujourd’hui & quel point l'ex-
tension de ce phénomene de dualité est importante en mathématiques. Nous lui associons
plusieurs types de pratiques. Mais au détour de quel chemin la question de la dualité en
tant que teile a-t-elle commencé 2 se poser ? Quelles en furent les sources d'inspiration et
comment furent-elles mises en oeuvre ? Cet article fournit quelques raisons de penser
que les travaux de géométrie concernant la sphére ont pu, au début du XIX° siécle, jouer
un role dans cette maturation.

Pourquoi la sphére ? Parce que, comme nous avons déja eu I'occasion de le dé-
montrer3, un intérét semblable a celui que Gergonne développe en toute généralité se ren-
contre dans des travaux de trigonométrie sphérique qui, a la fin du 18° siecle, proposent
des traitements analytiques de cette discipline. Le projet auquel travaillent leurs auteurs
consiste A présenter une organisation systématique du corpus de formules, d'énoncés et
de démonstrations, concernant les triangles sphériques. Et dans ce contexte, ils rencon-
trent une symétrie dans le corpus, liée 2 1a question de la dualité. Il était donc naturel de se
demander s'ils n'avaient pas été une source d'inspiration pour notre mathématicien. Plu-
sieurs indices, que nous présenterons ici succintement, incitent effectivement a abonder
dans ce sens. Mais, avant de les exposer, esquissons ce qu'il en est mathématiquement de
la dualité sur la spheére.

2. Dualité sur la sphére, quelques travaux du XVIII® siécle.

Nous considererons ici pour l'essentiel le phénomeéne de la dualité tel qu'il se ma-
nifeste en trigonométrie sphérique. L'objet élémentaire en est le triangle, qu'on peut défi-
nir comme formé par les plus courts chemins entre trois points. On parle de droites sur le
plan, de grands cercles sur la spheret. On peut aussi considérer le triangle sphérique
comme l'intersection d'une sphere et d'une pyramide triangulaire dont un sommet occupe
le centre de la sphére (voir figure 1). Six grandeurs lui sont attachées : les mesures des
trois angles au centre qui sous-tendent ses cotés (angles sur les faces de la pyramide); et
les mesures des trois angles que forment les tangentes en un sommet du triangle aux deux
cbtés qui le déterminent (angles que font entre ellesles faces de la pyramide). C'est Euler
qui, en 1753, introduit des notations devenues depuis lors standard> pour traiter de la tri-
gonométrie sphérique, a savoir qu'il nomme a, b, ¢, les cbtés, soit les angles sur les faces
de la pyramide, et A, B, C, les angles au sommet qui leur sont respectivement opposés.
Trois quelconques de ces grandeurs permettent d'obtenir toutes les autres et, comme on le
sait, la trigonométrie sphérique traite des expressions de ce calcul.

3 Voir [Chemla, Pahaut]. Je tiens & exprimer ici ma dette a 1'égard de Serge Pahaut, dans la mesure ol
mon travail en collaboration avec lui a été décisif pour pouvoir avancer certaines idées que je développe ici.
4 La premiére présentation de la trigonométrie sphérique, au XVHI° siecle, qui donne de ce domaine une
construction analytique, [Euler 1], utilise le calcul des variations pour établir, sur la base de cette défini-
tion, toute la trigonométrie sphérique.

5 Sur ce point, voir [Braunmiihl 2]
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fig. 1

. AO}r il se trouve qu'on peut, sur la sphére, associer, a un triangle donné dont les
trois c,otes sont a, b, ¢, etles angles A, B, C, un autre triangle, appelé triangle polaire (ou
supp}ementaue ou dual), dont les trois cdtés ont pour mesure les suppléments des angles
du triangle donné et les trois angles pour mesure les suppléments des trois cotés a, b, c®.

Par construction, les c6tés de ce triangle polaire sont situés sur les équate7u1:s des
sommets du triangle donné. Inversement, les c6tés du triangle donné sont sur les équa-
teurs des sommets du triangle polaire. Pour analyser les rapports entre ces deux triangles
nous aurons a nous servir de la propriété, illustrée par la figure 2, que les angles du tri-
a13gle ABC, A par exemple, ont méme mesure qu'un arc de cercle que découpent, sur
I'équateur, les plans contenant les cotés qui les forment, AB et AC en ['occurrence. ,

6 . . . . L .

‘ Le triangle polalre était connu de Amathematncxens arabes, qui I'ont introduit dans le cours de démonstra-
tions d(: certains cas de i gonomém¢ sphérique. On peut se reporter pour ce point & I'article de M. T. De-
barnot "Introduction du triangle polaire par Abu Nasr b. Iraq", Journal for the History of Arabic Science

vol. ’2, n°1 (.1978), pp- 126 a 136 (et plus généralement, a son livre Al Birini, Kitab Magalid ‘Ilm al-
Hay a, La trigonométrie sphérique chez les arabes de I'Est a la fin du 10° siécle, Damas 1985, Institut
Fran9a1§ de Dama_s. On y trouvera une bibliographie du sujet. Signalons aussi l'article de Mme I,)ebarnot
sur la trigonométrie sphérique chez les auteurs de langue arabe (2 paraitre dans le recueil sur 'histoire des
sciences arabes, sous presse chez Sinbad), dans lequel celle-ci montre I'évolution au terme de laquelle le tri-
ang]g devint, aprés le quadrilatere, I'objet de base de la trigonométrie). C'est au 17° siécle que le triangle
polaire sera mis en relation avec la présentation symétrique de formules (cf. [A. von Braunmiihl, 1 et 2])

Pour la comparaison de traités arabes et latins sur le sujet, on pourra se reporter 2 N.G. Hajretdi7nova "Or.l

?5231'60211 Trigonometry in the Medieval Near East and in Europe", Historia Mathematica, 13 (1986), p.

59




A

‘l
Sz
M

fig. 2

Mais construisons tout d'abord le triangle polaire d'un triangle _do’nné ABC.
Chacun des cbtés d'un triangle sphérique est situé sur un équateur. Considérons, dAans
chaque cas, le pole correspondant a cet équateur et qui se trouve dans le méme

hémisphére que le troisiéme sommet du triangle. C'est le cas, sur la figure 2'3, 'du pf")le\ o
corespondant 2 1'équateur BC et situé dans le méme hér’ngsphere que A. Si l'on répete
cette construction pour chacun des cdtés du triangle sphérique ABC, le triangle polaire

‘sera justement le triangle oy, que montre la figure 4. La figure 5 va nous permettre
d'étudier les relations que présentent ces deux triangles. y étant pole de AB et B pdle de
AC, A est pole de By. Considérons ce qui se passe dans ce plan équatorial fy. Le plan qui
contient le coté AB, équateur de y, coupe ce plan en OA', tandis que le plan contenant
l'afc AC le coupe en OA". Les arcs de cercle A'y et A"f ont tous deux pour mesure /2.
A'A", lui, mesure A, en vertu de la remarque illustrée par notre figure 2. Le coté fy du

triangle polaire a donc pour mesure 2.7/2 - A, supplémentaire de l'angleA A a l'un des
sommets du triangle de départ. C'est ainsi que s'effectue cet echange'grace auquel les
mesures des cotés d'un triangle sont les supplémentaires des angles de l'autre.

fig. 3 Fig. 4
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fig. 5

L'existence de ce triangle polaire d'un triangle T est liée a I'existence d'une symé-
trie dans I'ensemble des formules que l'on peut énoncer 2 propos de T. En effet, une for-
mule (A), démontrée pour tout triangle, est donc applicable a son triangle polaire, et
I'énoncé de cette formule pour le triangle polaire peut &tre lu comme une autre formule
pour le triangle initial.

Prenons I'exemple de la formule

cos a=cos b. cos ¢ + sin b. sin c. cos A (A)
La méme formule, énoncée pour le triangle polaire, donne:
-cos A =cos B. cos C - sin B. sin C. cos a (A"

qui fournit une autre relation entre les six quantités attachées au triangle initial ; la formule
(A") constitue donc simultanément la formule (A) énoncée sur un autre triangle et une
autre formule, dite alors duale de (A), pour le triangle donné.

La correspondance ainsi établie associe des formules "symétriques” 'une de
I'autre : on peut donner une régle simple de transcription (involutive) dont I'application a
(A) donnera (A"), ou, plus généralement, une régle dont F'application & une formule
donnée donnera la formule "duale". Cette régle prescrit de remplacer chaque angle par le
coté opposé, chaque coté par I'angle opposé, et de changer le signe des cosinus. Notons
qu'avec les notations introduites par Euler, cet échange des cotés et des angles se traduit,
pour ce qui est des formules, par un simple échange des majuscules et des minuscules.
C'est I'existence d'une telle régle qui induira une symétrie dans I'ensemble de formules
énongables pour un triangle, symétrie que les artisans d'une organisation de la tri gonomé-
trie sphérique vont rencontrer dans la seconde moitié du XVIII® siecle. Leur projet
consiste a identifier un nombre minimal de principes, un nombre minimal de formules, A
l'aide desquels, par le simple calcul analytique, déduire 'ensemble des formules néces-
saires a la solution de tout probléme de trigonométrie sphérique. Ce sera l'occasion pour
eux de faire apparaitre des paralléles entre formules et méme entre démonstrations,
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puisque celles-ci, dans le contexte de ces travaux analytiques, se présentent comme
constituées de suites de transformations algébriques.

Euler apparait comme l'initiateur de ces travaux, et il proposera successivement
deux édifices pour I'ensemble de la trigonométrie sphérique ([Euler 1 et 2]). De
nombreux travaux reprendront ce programme, parmi lesquels ceux de De Gua, de
Lagrange, de Lacroix... Or la trigonométrie sphérique est un des domaines dont
Gergonne, avant sa récapitulation de 1826, donne une présentation mettant en valeur la
symétrie. Pour ce faire, il publie un mémoire présenté par Sorlin en 1817 a 'Académie
des Sciences, et il semble bien qu'il en retouche le texte pour mieux faire apparaitre le
phénomeéne de dualité qui l'intéresse —c'est pourquoi nous le désignons par l'appellation
de [Gergonne 2-Sorlin]”.

3. Le premier article des Annales de mathématiques pures et appliquées en
deux colonnes

Du fait de la publication de cet article, associé au nom de Sorlin, nous savons
donc avec certitude que Gergonne est conscient deés 1825 de la présence d'un phénomeéne
de dualité en trigonométrie sphérique. Mais, en fait, cette discipline est associée dans les
Annales de Mathématiques Pures et Appliquées a un événement beaucoup plus important
en relation avec la dualité : le premier article a s'y présenter sous forme de double
colonne, cet artifice qui sera spécifiquement mis au point pour mettre en valeur la
symétrie des présentations que permet la dualité, est un article de Servois, publié€ en 1811
et qui traite de problémes de trigonométrie sphérique ([Servois 1]). )

Celui-ci reprend les notations introduites par Euler, c'est-a-dire des notations par-
ticulierement bien adaptées pour faire apparaitre la dualité, et se propose de démontrer des
formules dannées sans justification par Gauss. Or sa démonstration présente des calculs
duaux l'un de l'autre, dans des colonnes qui se font face, et son texte insiste dans son
phrasé sur la relation de symétrie qui existe entre ces deux colonnes. On peut remarquer
que Servois y semble conscient des travaux analytiques antérieurs en trigonométrie s;_)hé—
rique puisqu'il mentionne: "Les équations fondamentales de la trigonométrie sphérique
sont, comme l'on sait...". Suit 'énoncé de formules dont une série de travaux de la fin
du X VIII° si¢cle montre que l'ensemble de la trigonométrie sphérique s'en déduit.

Si, en revanche, on ne sait pas a quel point Gergonne est, lui, averti des travaux
de trigonométrie sphérique de la fin du 18° siecle, il est aisé de prouver qu'il connait cet
article de Servois. Non pas seulement parce qu'il I'inclut dans ses Annales mais aussi
parce que l'année suivante, il écrit lui-méme un article ([Gergonne]) ou il met en valeur
I'analogie entre trigonométries plane et sphérique, sur cet ensemble méme de formules
démontrées par Servois dans l'article précité, qu'il mentionne a cette occasion.

Ainsi il semble probable que la présentation en double colonne, ou les formules
comme leurs démonstrations se correspondent, se manifeste pour la premiére fois dans
un article de trigonométrie sphérique, sans que I'on puisse préciser pour l'instant si c'est
du fait de Gergonne, qui réutilisera ce mode de présentation ultérieurement, ou de celui de
Servois, qui pourrait donc alors se retrouver a l'origine de ce qui deviendra le "tic de ré-
daction" de Gergonne. Mais a cela il faut ajouter que, dans le méme temps ol son journal
recourt ainsi a une présentation en double colonne pour la premicre fois, Gergonne s'in-
terroge, au sujet méme du contenu de l'article, sur 'analogie plan/espace, via la compa-
raison de leurs trigonométries. Il se trouve, de plus, que ce méme ensemble de formules
constituera la partie Il de 1'article de 1825 dont Gergonne nous dit qu'il constitue un ex-
trait d'un mémoire de Sorlin et qui, de fait, sera la référence dans les Annales, en matiére
de trigonométrie présentée de maniere symétrique. '

L'analogie entre plan et sphére est un leit-motiv de la littérature de cette période
(on la retrouve soulignée a de multiples reprises a propos de la théorie des transversales

7 Sur tous ces points, voir [Chemla, Pahaut].
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de Camnot8). Elle est souvent explorée sur la base des deux trigonométries. Une fois de
plus Gergonne fait allusion 4 ce théme en 1825, dans l'extrait qu'il donne du mémoire de
Sorlin. II est probablement important qu'elle soit ici mise en lumiére alors méme que la
dualité sur la sphére est en jeu.

De ce premier faisceau d'indices, on peut tirer une conclusion provisoire et faible,
sur le role joué par la spheére dans la prise en considération de la dualité : la trigonométrie
sphérique figure parmi les sujets traités par Gergonne au titre de la dualité, et celui-ci
connaissait l'existence de la possible transformation des propositions et des démonstra-
tions dés 1811. Nous verrons, par la suite, qu'il considére cette dualité en trigonométrie
sphérique comme connue de tous, ce qui permet d'inférer que ce domaine fut au moins
parmi les premiers qu'il considéra sous ce rapport .

Nous voici donc confrontés simultanément a une dualité en trigonométrie sphé-
rique, dont Gergonne est conscient, et 2 des premiers travaux sur 'analogie plan/ sphere.
I1 est donc tentant de se demander si le role conceptuel joué par la sphere s'est limité,
simplement, a 1a reconnaissance de cette dualité, au méme titre qu'on a pu la rencontrer
dans d'autres domaines, ou si la prise en considération de la dualité a pu bénéficier des
comparaisons entre sphére et autres supports géométriques. Il semble bien en fait que
nous ayons a choisir cette seconde branche de I'alternative. En effet, les différents sujets
que Gergonne rassemble parce qu'ils manifestent cette propriété de dualité interférent
mathématiquement dans ses travaux. Nous nous proposons d'analyser ces interférences,
en nous intéressant spécifiquement  la maniére dont la géométrie sphérique interfére avec
les autres domaines, sous le rapport de la dualité. Et pour ce faire, nous allons examiner
l'article de synthese publié en janvier 1826.

4. La sphére dans 1'article de synthése de janvier 1826

Répétons-le, dans cet article, Gergonne décrit en toute généralité le phénomene de
dualité en mettant en évidence sa présence dans différents domaines de la géométrie. De
plus, il y recourt, de part en part, a cette présentation en double colonne, appliquée cette
fois non plus 2 des formules, comme dans l'article de Servois, mais 3 des énoncés. Ce
sont des objets de base qu'il introduit au début de son article qui vont permettre la com-
munication entre les différents substrats de la géométrie que peuvent étre la sphere, le
plan, l'espace. '

4.2 Introduction des objets de base

L'article débute par la définition des configurations de la géométrie dont il va trai-
ter : différents objets (droite, point ou plan), en position générale, déterminent des é1¢é-
ments géométriques. Gergonne les introduit en les couplant deux a deux dans des situa-
tions duales relativement 4 la géométrie de I'espace.

Clest ainsi qu'on trouve au départ, dans la colonne de gauche, affectée du numéro
1, I'énoncé€ suivant : "deux points, distincts l'un de I'autre, donnés dans l'espace, défi-
nissent une droite indéfinie qui, lorsque ces deux points sont désignés par A et B, peut
étre elle-méme désignée par AB."

Y fait écho dans la colonne de droite, affectée du méme numéro, I'assertion: "deux
plans, non paralléles, donnés dans l'espace, déterminent une droite indéfinie qui, lorsque
ces deux plans sont désignés par A et B, peut étre elle-méme désignée par AB." On peut
apprécier la syntaxe commune aux deux phrases, ainsj que le jeu des notations duales.

Suivent nombre d'énoncés, a droite et & gauche, qui se répondent de la sorte. Un
peu plus loin, les neuvieémes retiendront notre attention dans la mesure ou ils s'avéreront
Jjouer un rdle central dans le lien qui sera établi entre tous les phénoménes de dualité. Ce-
lui de gauche introduit les polygones :

8 voir [Chemla].
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"9. Des points en nombre quelconque, situés dans un méme plan, peuvent étre considérés
comme les sommets d'un polygone, dont les cotés sont déterminés par ces mémes points,
pris consécutivement deux a deux, et dans un ordre quelconque, du premier au dernier et
de celui-ci au premier."

Celui de droite, lui, par dualité, introduit les angles polyédres :

"9. Des plans, en nombre quelconque, issus d'un méme point de l'espace, peuvent étre
considérés comme les faces d'un angle polyédre dont les arétes sont déterminées par ces
mémes plans, pris consécutivement, deux a deux et dans un ordre quelconque du premier
au dernier et de celui-ci au premier."

Ces éléments, polygone et angle polyédre, sont en fait définis antérieurement dans
les Annales de Mathématiques Pures et Appliquées, a l'occasion d'un article anonyme de
1819 ([anonyme]), dont nous savons que Gergonne en est 'auteur et oit il traite symétri-
quement de problémes concernant les polyédres. Le but de cet article est d'établir quels
sont les polyédres réguliers et les polyédres semi-réguliers, en un sens qu'il précise. Si
leur recherche est présentée d'une maniére entiérement symétrique relativement a la dua-
lité, aucune explication n'est donnée pour cette symétrie, pas plus qu'elle n'est commen-
tée, ou annoncée.

L'article en question débute par des analyses symétriques des polygones et des
angles polyédres. Ces deux notions fourniront respectivement les faces et les sommets
des polyeédres cherchés, qui regoivent ainsi une définition ot les éléments qui s'échange-
ront par la dualité sont mis en évidence. Aprés, donc, avoir défini les poly¢dres de ma-
niére symétrique pour ce qui concerne la dualité, comme formés de faces et d'angles po-
lyédraux, Gergonne introduit la notion de polyedres conjugués : "Nous dirons de deux
polyédres qu'ils sont conjugués l'un a l'autre, lorsqu'ayant le méme nombre d'arétes, le
nombre de faces de chacun sera égal au nombre de sommets de l'autre et qu'en outre, le
nombre des cdtés de chaque face de l'un quelconque sera égal au nombre de faces du
sommet homologue de l'autre."

La conjugaison peut ainsi étre introduite comme un échange face/sommet, donc
comme un échange des éléments mis en évidence comme constitutifs des polyédres. Ces
éléments apparaissent conditionner l'introduction de polyédres duaux 'un de l'autre, et
c'est leur correspondance qui permettra un traitement en deux colonnes des propriétés des

polyedres.

4.b Théorémes sur les triangles et les amgles triedres damns la se-
conde partie de I'article de 1826

De fait, en 1826, polygones et angle polyedres sont au coeur de l'article. Les tri-
angles et angles triédres fournissent la matiére des premiers théorémes duaux 1'un de
l'autre qui y sont présentés, dans une seconde partie qui s'intitule : "Théorémes sur les
triangles, les quadrilatéres, les angles triedres, les angles tétraédres." Trois de ces théo-
rémes et leurs duaux retiendront ici notre attention, car ils concernent directement notre
problématique. Donnons tout d'abord leurs énoncés

A gauche, "16. THEOREME : Si deux triangles sont tellement situés dans l'espace que les
droites que déterminent leurs sommets correspondants concourent toutes trois au méme
point, leurs cOtés correspondants concourront en trois points qui appartiennt a une méme
ligne droite." (On reconnait 14 le théoréme relatif aux triangles homologiques, voir figure
6)

...

A droite, " 16. THEOREME : Si deux angles triedres sont tellement situés dans l'espace
que les drgztes que déterminent leurs faces correspondantes soient toutes trois situées
dans unméme plan, leurs arétes correspondantes détermineront trois plans qui se coupe-
ront suivant une méme ligne droite." (Voir figure 7) i

1;\ gauche, "17. TT}EORI_EME : 81 deux triangles, situés dans un méme plan, sont tels que
es droites que déterminent leurs sommets correspondants passent toutes trois par un

méme point, les points que détermineront leurs cotés corres i
o )4 . X ondants apparti
trois a une méme droite." (voir figure 6) P ppartiendront tous

9 droite, "17; THEOREME : Si deux angles diédres de méme sommet sont tels que les
roites que déterminent leurs faces correspondantes sont toutes trois dans un méme plan

2.

les plans que détermineront leurs arétes

7 ’ correspondantes se couperont t s sul
une méme droite." (voir figure 7) i i putes rots sutvant
A gz;uch?, enfin, " 1,8. THEOREME : Si deux angles diédres de méme sommet sont tels
que les plans que déterminent leurs arétes correspondantes passent toutes trois par une

méme droite, les droites que déterminent le
t : urs faces correspondantes seront to ]
dans un méme plan." (voir figure 7) P uies frois

A ceci ;épond a droi.te : "18. T}HEOREME : Si deux triangles, situés dans un méme plan
sont tels que les points que déterminent leurs cotés correspondants appartiennent tous

trois a une méme droite, les flroites que détermineront leurs sommets correspondants pas-
seront toules trois par un méme point." (voir figure 6)

fig. 6 fig.7

! . P N
C'est sur cet ensemble de six théorémes —nous les noterons respectivement

16g, 16d, 17g, 17d, 18g, 18d— que va se nouer, pour la premiére fois dans cet article,
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issant les phénoménes de dualité sur le plan, dans l'espace et sur la sphere.

gnnz;gtc,lgﬂlrgonne pozrsuit : "La correspondance entre ces c’iiver’s théoremes estlz_a tege
que l'exige la géométrie de 'espace”. Cependant, dans la géométrie Plane, le§ iens d le
dualités sont différents : 17g est le dual de 18(!. Et ces deuzc thf:oyemes, p\recxse-t—l >
permettent de résoudre les problémes suivants, qui fondent la géométre dff laregle et \qin
sont, par ailleurs, duaux I'un de l'autre (lqlg f(iptrr)nssent donc & la géométrie de la régle

ement symétrique relativement a la dualité) : A
o fon;i:r]rseux z)ointsqdétenninant une droite inconnue, qu'un obstacle empéche de tra-
cer, trouver sur une droite donnée, en ne faisant usage que de la régle, un troisieme point

droite. _
de cetteH : Un point inconnu devant étre déterminé par deux droites, qu'un obst\acle em-
péche de prolonger, mener, par un point donné, en ne faisant usage que de la régle, une

isieéme droite qui passe par ce point.

trmswnlidais, po?irsé)it Gelzgonng, si I'on suppose que le sommet commun des dlelcllx
angles diedres devient le centre d'une sphére quelconque, alors l,7<5} devient le dua le
18g, en fournissant sur la sphére des théorémes analogues aux preced'el}ts dans lesque s
les droites se trouveront remplacés par des arcs de grands cercles. D'oll la pOSS}bllllte,
conclut Gergonne, de résoudre surdla s‘.ghére des \prlol'?iémes analogues aux deux énoncés

t, en ne faisant usage que du "Compas-regle". o »
pls hal(l)n trouve aifnisi une ggégmétﬁe de situation sur la sphére, qu pres'ente une dualité
dans la mesure ol les deux théorémes qui la fondent sont dua1/1x 1‘1}11 del autre. Ces théo-
réme sont, par ailleurs, les mémes que ceux qui fondent la géométrie de la régle sur le
plan- On a donc ici un schéma d'intrication des propriétés de dualité qui 'ménte ‘d'etre
noté : les quatre théorémes 17 g et d, 18 g et d, sont duaux respectivement I'un de | autre
dans I'espace ; mais on peut les regrouper autrement, en ql}el cas 17g et }Sd, Syn(ll?—
triques I'un de 1'autre dans le plan, y fournissent la base a la géométrie dela rt:,gle, tandis
que 17d et 18g, symétriques 1'un de I'auntre sur la sphere, y fo_u,n}lssent la méme bals'e a
une géométrie de situation. Ce schéma d'intrication des propriétés de' dualité dans I'es-
pace, le plan et la sphére est reproduit, dans la partie suivante de l'article, en ce qui
concerne les quadrilatéres et les angles quadm_éc’iraux. .

Ainsi, d'une part, les dualités sont reli€es entre elles,.et ce, non pas ;de maniére
formelle, comme des propriétés partagées par les corpus, mais de maniére géométrique,
sur les éléments et les théorémes fondamentaux. D'autre part, les géométries de situation
sur différents supports sont articulées {'une a J'autre. Dei plus, une lumiére paftlcuher_e est
jetée sur la relation entre géométrie de situation et dualité. On voit, enfin, le rol\e que joue
dans cela les éléments fondamentaux que sont les polygones et les angles polyédres.

La fin de l'article concernera pour l'essentiel les polyedre\s. Gergonne poursuit en
effet par I'étude de propriétés des tétragdres, puis d'autres Rolyedres 3 il obtient en pas-
sant des propriétés sur les hexagones. Enfin, il évoque des résultats qu'il a obtel'l_llls anté-
rieurement (I'article [Anonyme] de 1819 et [Gergonne 1] de 1825) et suggeére qu'ils pour-
raient étre insérés i cet endroit. On peut noter, entre ces deux moments de 1'819 et 1_825,
une évolution dans le traitement de la dualité. Dans l'article 'de 1819, nous I’avons dlt: la
symétrie est présente dans la mise en forme du texte, mais n'est pas explicitée. Dans l'ar-
ticle de 1825, Gergonne prolonge des résultats de Legendre en insistant sur le fait que
celui-ci n'a pas tenu compte de la symétrie possible des travaux sur les polyedres. La re-
lation de conjugaison entre polyedres, qui était 1,nt_rodu1te_ex abrupto en 1819'cst ici intro-
duite en relation avec une transformation géométrique qui permet de passer d'un polyédre
a un poly&dre conjugué, la transformation par polaires remproqugs..Dans 'le prenéller ;r—
ticle, Gergonne travaillait sur les polyédres en se servant (}e la symétrie de 1 ensemble des
polyedres. Dans le second, Gergonne établit des thgoremes sur 'les polyedres, symé-
triques les uns des autres. Dans le premier cas, la symétrie affecte I'ensembile des objets ;

dans le second l'ensemble des énoncés.
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Cette analyse nous améne donc 2 une seconde conclusion provisoire, pour ce qui
concerne la relation entre sphére et autres supports, en matiére de dualité ; Gergonne met
en évidence le fait que les différents domaines (plan, sphére, espace) présentent des pro-
priétés de dualité interagissant les unes avec les autres. De plus, c'est en recourant aux
éléments duaux qui constituent les polygdres qu'il passe du plan 4 la sphere et lie leurs
propriétés de dualité.

Mais, si ces dualités sont présentées comme articulées les unes aux autres, cela ne
nous permet pas encore de savoir comment Gergonne congoit cette liaison, comment i} 1'a
faite travailler réellement. Or on peut préciser ce point : il suffit pour cela de se pencher
sur 1a maniére dont il rend compte de la dualité (point sur lequel il s'oppose a Poncelet) et
sur un autre des thémes de sa querelle avec Poncelet, qui, prenant la trigonométrie sphé-
rique comme enjeu, nous apportera des informations historiques.

§. Comment rendre compte de la dualité ?

Pour Gergonne, l'intention de l'article de 1826 est clair. Il s'agit de mettre en évi-
dence les relations de symétrie systématiques qu'entretiennent énoncés et démonstra-
tions. Il précise que, d'un point de vue mathématique, la présentation qu'il choisit est re-
dondante : "nous pourrions nous borner & démontrer seulement une moitié de nos théo-
rémes et a en déduire l'autre moitié a l'aide de la théorie des pbles." Certes, on passe d'un
énoncé a l'énoncé dual au moyen d'une transformation géométrique. Il y insiste ici
comme dans tous ses articles. La transformation par polaires réciproques peut rendre
compte de la dualité dans les polyedres par exemple, o elle sous-tend la relation de
conjugaison entre les solides ({Gergonne 1]). Ailleurs, en trigonomsétrie sphérique, c'est
le triangle polaire ou supplémentaire qui joue ce role ([Gergonne 2-Sorlin]). Transforma-
tion par polaires réciproques et triangle supplémentaire mettent tous deux en évidence
qu'il est une propriété qui transcende les frontiéres entre les disciplines et qui, dans
chaque cadre, peut étre mise en relation avec un événement particulier.

Mais ces différents expédients géométriques ne jouent, pour Gergonne, que le role
de révélateur de propriétés qui, en fait, se rapportent 2 I'espace lui-méme et qui se mani-
festent dans les discours mathématiques, pour peu qu'ils recoivent la mise en forme adé-
quate. En effet, ces différentes transformations géométriques ne rendent pas compte de la
relation particuliére et permanente qui se noue entre les propriétés ainsi mises en liaison
I'une avec 'autre, et c'est ce lien, avec son aspect linguistique, qui intéresse Gergonne.

En fait, si aucun d'entre eux ne songe a nier qu'il y ait une relation entre ces trans-
formations et la dualité, Gergonne et Poncelet sont en désaccord sur la maniére dont il
faut I'interpréter. Ils sont tous deux intéressés par la dualité en tant qu'elle est un moyen
de transformer des énoncés. Mais, pour Poncelet, la transformation par polaires réci-
proques exprime une analogie qui est constatée sur les énoncés, elle en fait la théorie ri-
goureuse. Elle permet de comprendre cette analogie, de méme que les principes des pro-
jections et de continuité rendent compte d'autres types d'analogies qui se présentent en
géométrie. En revanche, pour Gergonne, si ces transformations rendent compte de la
dualité, elles ne font que la mettre en évidence : celle-ci est une propriété de 'espace, in-
dépendante des supports qui la révélent. De fait, il peut y avoir plusieurs moyens géomé-
triques de mettre en évidence cette dualité, aucun d'entre eux n'en donne l'essence.

Or, dans la livraison du Bulletin de Férussac de février 1826, Gergonne, signant
du nom de Saigey un compte rendu qu'il écrit lui-méme de son propre article de janvier
1826 ([Gergonne 4]), s'il faut en croire Poncelet, loin de rapporter le contenu de l'article,
le prolonge. Et cetie suite nous intéresse ici dans la mesure ot Gergonne s'y attache a
donner une deuxiéme maniére de rendre compte géométriquement de la dualité dans le
plan, et explicite, ce faisant, un moyen géométrique d'articuler dualité sur la sphére et
dualité sur le plan. Donnons-lui la parole :




" Soit une figure plane tracée en encre noire sur un plan, et dont la propriété
consiste en ce que plusieurs groupes de pAoints y sont en ligne droite, tandis que plusieurs
groupes de droites y concourent en un méme point.. .

Concevons que l'on fasse, aussi en encre noire, une perspective de cetle figure sur
la surface d'une sphére, l'veil étant supposé au centre. ‘ .

Cette perspective sera une figure sphérique dans l_alquelle gilvers groupes d'e points
seront distribués sur des arcs de grands cercles, tandis que divers groupes d'arcs de
grands cercles'y concourront en un méme point. .

Concevons que, sur la méme sphére, on des;vzne en encre rouge tous les grands
cercles dont les poinis de la premiére seront les poles, ainsi que les poles de tous les
grands cercles de celle-ci ; comme les arcs de grands cerclgs_ qui concourent en un méme
point ont leurs pdles sur un méme arc de grand cercle et réciproquement : il arrivera que
la figure en encre rouge offrira autant de groupes de points dzs'trzbues sur des arcs la’e
grands cercles que la figure en encre noire offrait de groupes d arcs de grands cercles
concourant en un méme point et que la figure en encre rouge® offrira, & l'inverse, autant
de groupes d'arcs de grands cercles concourant en un méme point, que la figure en encre
noire offrait de groupes de points appartenant a des arcs de grands cercles. ’

En outre, il y aura autant de points ou d'arcs dans chaque groupe‘de l'une des fi-
gures qu'il y aura d'arcs ou de points Elans le groupe correspondant de lgzutre' Jigure.Or
la figure en encre rouge peut toujours étre consqur?e comme la perspective d'une figure
plane tracée sur le plan de la figure primitive ; et si l'on y trace, toujours en encre rouge,
cette nouvelle figure plane, on aura sur un méme plan, deux figures de couleurs diffé-
rentes, qui auront évidemment entre elles les mémes relqtzons| que nous venons de remar-
quer dans les figures sphériques correspondantes, si ce n'est que les arcs de grands
cercles s'y trouveront remplacés par des lignes droites. )

Ll résulte évidemment de ces considérations que si une figure p{ane composée de
points assujettis a étre distribués sur des droites et de droites assujetties & concourir en di-

vers points est possible, une autre figure dans lAaquelle_ les points en ligne droite seraient
remplacés par des droites concourant en un méme point, et réciproquement, sera aussi

ssible.
i D'ou il suit que les théorémes relatifs a de telles ﬁgures‘sont toujour’s doubles ; de
telles sorte que les deux d'un!? méme couple ne différent uniquement qu'en ce que les
mots point et droite y Sont permutés entre eux. 11 faut seulement excepter ?e cas ou l_e
théoréme serait symétrique par rapport aux points et aux droites, car alors il serait lui-
méme son correspondant..."

L'expédient géométrique rendant ici compte de la dualité sur le plan recourt a une
projection de la sphére, et articule dualité sur le plan et dua'hté_ sur la sphére, en montrant
leur parallélisme. Nous retrouvons donc, comme d.ans: l'article de 1826, la sphére au
centre du dispositif de la dualité, et ceci jette un jour intéressant sur une terminologie in-
troduite, par Servois justement, dans les Annales de Mathématiques Pures et Applt-
quées : ce sont les termes de pdle et polaire qui sont choisis pour démgpe’r les éléments
qui se correspondent par la transformation géométrique associée 2 la du:’ahye. Rerpz}rquons
aussi que dans ces deux textes, a la dxffé_rqnce du cas de la tngonome.t,ne spl}egxque, fa
sphére intervient par ses propriétés de position et non plus par ses propriétés métriques.

Dans la suite de son "compte rendu", Gergonne recourra a un autre type de révéla-
teur géométrique de la dualité : la théorie des poles et polaires. Il précise ?lors son avan-
tage sur la projection sphérique : elle va lui permettre de rendre compte également de la
dualité dans I'espace, et non pas seulement dans le plan.

9 En fait, Je texte comporte ici l'adjectif "noire", qui est évidemment inexact.
10 yne coquille met ici "une”, dans le Bulletin de Férussac.
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Le role de la sphére se dessine donc plus précisément. Une question cependant
demeure : quel est le statut de cette explication de la dualité qui recourt 2 la sphére ? Un
élément de la querelle Gergonne-Poncelet va nous permettre de le préciser plus avant.

6. Dualité des propriéiés métrigues ou dualité des propriétés de sitmation

De plusieurs maniéres, Gergonne insiste sur I'indépendance entre les caractéres
des propriétés et les caractéres de leurs démonstrations. C'est cela qui est en jeu dans la
relation de la dualité avec la transformation par polaires réciproques : la maniére de mettre
en évidence géométriquement la dualité n'est pour rien dans la propriété elle-méme, qui a
lieu "en vertu de la nature méme de l'étendue". C'est encore cela qui est en jeu quand il
énonce, toujours dans son article [Gergonne 3], que les propriétés susceptibles d'étre
duales sont des propriétés de situation. Peu importe si leur démonstration recourt ou non
a des relations métriques, ne seront duales, selon Gergonne, que des propriétés par
nature "de situation".

Or Poncelet va montrer que les propriétés métriques sont aussi susceptibles d'étre
mises en dualité. Il présente un mémoire 2 1'Académie  ce sujet, le mémoire sur les po-
laires réciproques, en 1824, et 3 la demande de Gergonne, lui adresse une lettre résumant
les conclusions du mémoire, le 10 décembre 1826. Clest le point de départ d'une suite
d'événements qui vont nous ramener 2 la sphere. En effet, Gergonne publie en mars
1827 un extrait de cette lettre dans ses Annales . En mai 1827, cet extrait est recensé dans
le Bulletin de Férussac : Poncelet s'y trouve présenté comme poursuivant la lignée de tra-
vaux inaugurés par Gergonne. De plus, la dualité des propriétés métriques qu'il a intro-
duite est mise en relation avec la dualité en trigonométrie sphérique. On y lit en effet: "A
la page 112 de notre Bulletin de février 1826, nous avons rendu compte d'un mémoire de
M. Gergonne [il s'agit de [Gergonne 3] et du compte-rendu que nous avons présenté]
ayant pour but de prouver que tous les théorémes de la géométrie qui ne sont relatifs qu'a
la situation respective des parties d'une figure, et non a leur grandeur, doivent nécessai-
rement étre doubles, comme le sont en effet les théorémes relatifs aux hexagones inscrits
et circonscrits aux lignes du second ordre et comme le sont aussi tous les théorémes de
trigonométrie sphérique. Dans un mémoire présenté récemment & I'Académie Royale des
Sciences, M. Poncelet a repris ce sujet avec de plus amples développements ; il a trouvé
qu'un grand nombre de théorémes relatifs a des relations métriques, soit d'angles, soit de
longueurs, étaient, comme les théoremes de situation, susceptibles de cette sorte de dua-
lité signalée par M. Gergonne..."

Pour Poncelet, ce sera 'amorce de la crise. Aofit 1827 : il explose dans le Bulletin
de Férussac. 11 souligne que Gergonne ne s'est penché que sur la dualité des propriétés
de situation et voit, dans la mention faite 2 1a trigonométrie sphérique, une tentative de ce
dernier de s'approprier la paternité de propriétés métriques duales les unes des autres. On
lit dans sa réponse : "Le lecieur remarquera que ces recherches de M. Gergonne ne com-

prennent que les relation de situation du point, de la ligne droite et du plan, dont la réci-
procité ou la dualité est de premiére évidence, et que c'est par erreur que l'auteur de l'ar-
ticle cité du Bulletin mentionne aussi tous les théorémes de la trigonoméirie sphérique,
puique Monsieur Gergonne ne s'en est pas occupé."

Novembre 1827 : Gergonne reprend dans ses Annales (tome XVIII) cet article de
Poncelet et I'annote, en guise de défense. Voici la note qu'il introduit en réponse a
I'énoncé de Poncelet cité : "Dire que les théorémes dont Je me suis occupé sont doubles,
comime le sont ceux de la trigonoméirie sphérique, ce n'est point dire (...) que je me sois
occupé de ces derniers ; ce que disent la MM. les rédacteurs [du Bulletin de Férussac ] me
paraient n'étre que la suite des idées qu'ils avaient mises en avant dans un autre article."
Et1a de renvoyer au soi-disant compte rendu de son article de Jjanvier 1826 dans ce Bulle-
fin, que nous avons longuement cité et qui mettait la sphére au centre de considérations
sur la dualité. Il poursuit : "I aurait été fort inutile d'ailleurs que je m'occupasse de la
dualité des théorémes de la trigonométrie sphérique, car il n'est, Jje pense, aucun géométre
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pour qui cette dualité soit un mystére." Et 13, 2 nouveau, de renvoyer au mémoire de Sor-
lin qu'il a inclus dans les Annales.

Deux points peuvent étre retenus ici. Le premier n'est pas pour nous étonner :
Gergonne pense connue de tous la dualité qui se manifeste en trigonométrie sphérique. Le
second est plus révélateur. Lorsque Gergonne se défend contre le fait que la mention de la
trigonométrie sphérique, dans le compte-rendu de I'article de Poncelet, ait pour but de
s'assurer la paternité des propriétés métriques duales, il éprouve le besoin d'expliciter une
raison au fait de rapprocher la dualité en général de celle qui se manifeste en trigonométrie
sphérique en particulier. Or la raison qu'il donne alors est de renvoyer le lecteur au
compte rendu de son propre article, paru en février 1826 dans le Bulletin de Férussac. Il
s'agit 12 justement du texte qui vise a rendre compte de la dualité dans le plan par un pas-
sage  la dualité sur la sphere. Ceci nous raméne 2 lire tout autrement 'énoncé incriminé
par Poncelet : "nous avons rendu compte d'un mémoire de M. Gergonne ayant pour but
de prouver que tous les théorémes de la géométrie qui ne sont relatifs qu'a la situation
respective des parties d'une figure, et non a leur grandeur, doivent nécessairement étre
doubles, comme le sont en effet les théorémes relatifs aux hexagones inscrits et cir-
conscrits aux lignes du second ordre et comme le sont aussi tous les théorémes de tri-
gonométrie sphérique" (je souligne). Si I'on suit ce qu'en dit Gergonne, on peut étre tenté
de comprendre que la phrase renverrait 2 la relation géométrique entre les diverses
dualités que la projection sphérique permet d'établir. La sphére apparait ici moins comme
un des modeles sur lequel on a de la dualité que comme la raison fondamentale. Elle serait
ce & partir de quoi les propriétés de dualité sur d'autres supports se seraient greffées, et
semble ainsi avoir contribué & permettre de prendre en considération le phénomene pour
lui-méme.

Conclusion

Récapitulons-nous. Nous avons pu tout d'abord montrer que Gergonne a travaillé
sur la dualité en trigonométrie sphérique, dans le méme temps qu'il travaillait 2 I'analogie
entre le plan et la sphére, via la comparaison entre leurs trigonométries. De plus, nous
avons vu qu'a l'occasion d'un travail sur les polyedres, il introduit des éléments géomé-
triques qui permettent une présentation symétrique de recherches sur ces objets mathéma-
tiques et les reprend dans son travail de synthése sur la dualité pour metire en évidence
I'intrication des relations de dualité dans le plan, sur la sphere et dans l'espace, intrication
qui va de pair avec la constatation d'une analogie des géométries de situation sur le plan et
sur la sphére. Le commentaire qu'il donne lni-méme de cet article montre qu'il pense de
maniére trés concrete a la relation entre dualité sur le plan et dualité sur la sphere. Clest
une transformation géométrique qui lui permet de passer de 'une a l'autre : la dualité sur
la sphére met en évidence la dualité sur le plan de méme que le faisait la transformation
par polaires réciproques. Le rdle que joue la trigonométrie sphérique dans la querelle avec
Poncelet permet enfin de montrer la prééminence, pour Gergonne, du cas de la sphere
dans la question de la dualité.

On est ainsi passé de 'analogie entre sphére et plan sur les relations métriques de
la trigonomérie a l'analogie de leur propriétés de situation, on est passé du calcul a la
géométrie. En fait ce passage du calcul, qui accompagne le traitement analytique, 2 la
géométrie de situation, est celui-12 méme que manifeste le texte de trigonométrie de Ger-
gonne-Sorlin lorsqu'en le compare aux textes de la seconde moitié€ du 18° siécle. De la
sphére au plan, du calcul 2 la géométrie, la dualité a suivi, qui intervient de maniére fon-
damentale dans l'instauration de la géométrie de situation.
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MATHEMATIQUES ET RETHORIQUE

Les algébristes parisiens avant Vidte

Giovanna CIFOLETTI

Je présenterai ici ma recherche dans son sens général. Par conséquent, au lieu

d'expliciter les détails, comme souvent il serait souhaitable, je me bornerai 2 indiquer
comment plusieurs histoires différentes sont les aspects d'une méme histoire.
. En outre, je me bornerai ici 4 prendre en considération l'algebre aprés sa trans-
mission du monde arabe en Occident. L'élément principal de la reconstruction historique
de la transmission est le traité de Leonardo Fibonacci da Pisa, le Liber Abbaci de 1202.
Ce texte contient de I'algébre d'Al Kwarizmi, Al Karaji et Abu Kamil. L'histoire dont je
m'occupe commence quand Luca Pacioli, aprés avoir consulté le manuscrit de Fibonacci,
publia un texte de mathématiques abacistes, la Summa de arithmetica, geometria, propor-
tioni et proportionalita, publiée 4 Venise en 1494.

1 - La "révolution algébrique"”

Une des certitudes de I'histoire de I'algébre est que cette partie des mathématiques
connilt une période de grand développement entre 1a fin du XVI€ et le début du XVIIe
siécle.

Ce développement permit a I'algébre de se constituer en discipline et de devenir
arsanalytica, selon 1'expression de Viéte, ou, selon notre terminologie, I'algeébre symbo-
lique et théorie des équations. Par conséquent, ce développement changea la facon
d'écrire non seulement la géométrie, mais I'ensemble des sciences mathématiques, dé-
terminant ainsi la naissance du calcul infinitésimal et de disciplines dérivées, comme la
mécanique rationnelle.

Cette perspective, partagée par les historiens, est souvent interprétée d'une ma-
niére plus radicale, selon laquelle la transformation de I'algébre pendant cette période doit
€tre considérée comme une véritable révolution, et une partie fondamentale de la révolu-
tion scientifique. L'algebre de Descartes et de Viéte, ou plut6t l'algébre de Viéte vue a
partir de I'algebre de Descartes, acquiérent le statut de modéle de I'algebre, et 1a dénomi-
nation d'algeébre symbolique. De ce point de vue donc, I'al gebre qui préceéde ne peut rien
expliquer des oeuvres de Viéte et de Descartes, car elles n'appartiennent ni a un genre ni,
plus généralement, 2 une tradition. Ce qui les précéde n'est qu'algebre cossique, c'est-a-
dire un simple calcul avec l'inconnue (cosa). En effet, la transformation de l'algébre fut
telle qu'elle la rendit méconnaissable. I faut dire que ce méme probléme fut probablement
a l'origine du fait que les oeuvres de Viéte ne furent pas comprises pendant quelques dé-
cennies.

D'autre part, on admet I'appartenance, ou du moins un rapport direct, de 1'algébre
ala tradition des arithmétiques commerciales, dont I'al gébre cossique serait I'héritage au
XVI€sigcle. On parvient ainsi 2 une thése historiographique analogue 2 celle qui concerne
le processus d'autres "arts" devenues disciplines (de la dissection a la balistique). Dans le
cas de ces derniéres, la transformation remarquable qui eut lieu dans cette période est pré-
cédée par un grand développement des techniques par les artisans.

La thése affirme donc que les découvertes qui marquérent un grand développe-
ment de l'algébre occidentale, comme les formules pour les équations du troisiéme et
quatrieme degré, furent faites & l'extérieur du cadre de I'université, dans les écoles
d'abaque. Par conséquent, I'algébre symbolique de Viéte et Descartes serait constituée de
la fusion des résultats de I'algébre abaciste, de la redécouverte de Diophante et du regain
de I'analyse grecque, et du génie des deux auteurs, tandis que les universités s'occupaient
d'enseigner uniquement les Eléments d'Euclide. Ma recherche modifie cette thése de plu-
sieurs fagons, mais surtout en soulignant les changements qui eurent lieu pendant le XVIe
siécle. Avant de nous occuper des algébristes parisiens avant Viéte, il faudra donc traiter
brievement du rdle de I'algebre abaciste.




