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LE THEOREME DE GODEL
ENJEUX ET SIGNIFICATION

Gilles FERREOL Institut de Sociologie,

Université de Lille |

En 1931 paraissait dans une revue scientifique allemande un article d'une trentaine
de pages, intitulé "Uber formal unentscheidbare Sitze der Principia Mathematica und
verwandter Systeme" (Sur les propositions formellement indécidables des Principia
Mathematica et des systémes apparentés). Son auteur - un jeune mathématicien viennois :
Kurt Godel - mettait alors en évidence l'incomplétude de tout systeme axiomatique conte-
nant la théorie des nombres!.

Ce théoréme, relatif aux limitations internes des formalismes, a fait I'objet de
nombreuses discussions. Les principales interrogations sont d'ordre 3 Ia fois théorique
(critique du programme de Hilbert) et philosophique (problématique du fondement). La

compréhension des controverses ainsi mises 3 Jour prendra appui sur différentes contri-
butions2,

QUELQUES RAPPELS

Né a Brno (en Moravie) et naturalisé autrichien en 1929, Kurt Godel (1906-1973)
émigra aux Etats-Unis en 1940 pour s'établir & Princeton, rejoi gnant entre autres Einstein
et Von Neumann 3 1'Institute Jor Advanced Study. Ses recherches, pour la plupart in-
édites, se rapportent 2 différents champs du savoir : logique mathématique, cosmologie
relativiste, histoire, théologie... Mais ce qui fait de Godel "le plus grand logicien depuis
Aristote" (l'expression est de Von Neumann), c'est incontestablement son théoréme de
1931 : "Si une théorie T est non contradictoire, et si les axiomes de | arithmétique sont
des théoremes de T, alors T n'est pas complétement formalisable, c'est-g-dire traduisible
dans un systeme formel ois seuls les moyens finis ou finitaires sont permis",

Autre présentation : "Dans tour systéme formel consistant contenant une théorie
des nombres finitaires relativement développée, il existe des propositions indécidables, la
consistance d'un tel systéme ne pouvant étre démontrée a l'intérieur de ce systéeme". Ces
théorémes d'incomplétude (cf. €galement l'antinomie du menteur ou le paradoxe de
Richard) remettent en cause 19déal hilbertien de la "codification" ("m est richardien si et
seulement si n n'est pas richardien", de sorte que le Jugement "n est richardien" est vrai
et faux a la fois).

Résumons : "Une arithmétique non contradictoire ne peut constituer un systéme
complet et comporte nécessairement des énoncés indécidables. L'affirmation de la non-
contradiction du systeme figure précisément parmi ces énoncés indécidables".

Pour R. Blanché, "ce résultar apparemment négatif, obtenu par des méthodes

Jormelles strictes, et bientot corroboré par des résultats analogues sur des problémes
connexes, a une grande portée. Il est plus qu'un simple épisode dans I'histoire de la mé-
tamathématique. Celle-ci reprenait, sous une Jorme neuve, le vieil idéal d'une démonstra-
tion absolue, en visant a constituer un Jormalisme qui fir susceptible de s'achever en se
refermant, en quelque sorte, sur lui-méme. Un terme est mis maintenant  cet espoir.
Méme dans la science formelle par excellence, a savoir la mathématique axiomatisée, il
Jaut se résigner & la séparation qu'on pensait avoir effacée, entre vérité et démontrabilité,
La premiére notion déborde la seconde"3,

Explicitons cette derniére affirmation : "Puisque l'une des plus élémentaires des
théories mathématiques comporte déja non seulement des propositions indécidées mais
aussi des propositions essentiellement indécidables (i.e. pour lesquelles on peut établir
que sont également indémontrables I'énoncé P et l'énoncé contradictoire non-p ), puisque

1S.G. Shanker, 1988.

2Celles -notamment- de Ladriere, Nagel/Newman ou J-Y. Girard
3R. Blanché, 1970, pp. 68-69,
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- d'autre part - le principe du tiers exclu assure que de dewx propositions contradictoires
l'une est nécessairement vraie, méme si nous ne pouvons savoir laguelle : il faut bien
conclure qu'il y a la, & l'intérieur d'une mathématique axiomatisée, du vrai non prou-
vable"*. Conclusion jugée tout A la fois "stupéfiante" et "aniristante" car les méthodes
employées possédent certaines limites internes qui excluent la possibilité de formaliser
entiérement ne serait-ce que l'arithmétique ordinaire des entiers.

La nouveauté des procédés de démonstration utilisés (concept de projection, nu-
mérotation spécifique) mérite, par ailleurs, d'étre soulignée : lorsqu'en 1952 Godel se
voit décerner le titre de docteur sonoris causa de I'Université de Harvard, sa nomination
mentionne le travail effectué comme "I'un des apporis les plus importants & la logique
moderne".

Afin de faire le point sur ces différents enjeux, trois étapes seront privilégiées :
réflexion sur la notion de systéme formel, discussion du programme de Hilbert, réexa-
men des théorémes de limitation.

LA NOTION DE SYSTEME FORMEL

Au-dela durdle des personnalités créatrices et des contingences de Ia recherche, le
devenir des mathématiques est endogéne et correspond, par le biais d'opératenrs, a une
exigence interne de dépassement. Conformément au projet initial des logiciens, 1l s'agit -
de fagon plus abstraite- d'étendre la production et le champ de validité des inférences, de
telle maniere que I'essence du raisonnement reste indépendant du contenu particulier des
propositions émises.

Définissons avec J. Ladriére un sysi¢me formel comme une entité idéale qui en-
gendre, selon des procédures canoniques, a partir de certains objets posés comme
"valables", d'autres objets qui seront également reconnus comme "valables"S. Le but de
la formalisation est donc de permettre une étude rigoureuse et systématique des aspects
structuraux (purement "formels") des théories scientifiques.

Quelle que soit la perspective retenue (syntaxique ou sémantique), on fera appel a
des "axiomes", des "symboles" ou des "propositions". Des régles de formation ou de
dérivation complétent ce dispositif. Sont en outre imposées des conditions d ‘effectivité.
Rappelons ici, 2 la svite de Church, qu'"une propriété effective est une propriété que l'on
peut représenter au moyen d'une fonction récursive d'entiers"s. Les valeurs de cette
fonction (songeons 2 l'addition) peuvent &tre calculées de proche en proche, de telle sorte
que, pour chaque valeur de 'argument, on soit en mesure de déterminer en un nombre
fini d'étapes la valeur correspondante de la fonction (cf. la machine de Turing). On exi-
gera ainsi que I'ensemble des théorémes du systéme soit "récursivement énumérable" (un
ensemble d'entiers est dit récursivement énumérable s'il existe une fonction récursive
dont les valeurs, pour les entiers successifs 1, 2, 3..., sont précisément les éléments de
cet ensemble).

I1'y a donc bien "auio-monstration du formel dans son effectivité, et non descrip-
tion d'une forme qui serait dornée ailleurs ef par avance". D'autant que la formalisation
impose aux différents modéles certaines conditions relatives 2 leur cardinalité, leur type
d'ordre ou leur structure algébrique. Conséquence immédiaie - lorsque nous élaborons
une axiomatique, nons n'agissons pas de maniére totalement arbitraire car nous sommes
généralement guidés par la visée d'vne certaine interprétation. C'est, en effet, 3 partir de
la connaissance que 1'on posséde déja d'un certain domaine d'investigation que l'on
construit progressivement une formalisation adéquate”.

Tout systéme formel précontient, 3 cet égard, une grande variété de structures -

dont les potentialités interprétatives permetient d'éclairer certaines sitnations longtemps
msoupgonnées. C'est ainsi par exemple qu'il a £té possible de découvrir l'existence de
systémes de nombres tout 3 fait singuliers, bapiisés pour la circonstance "non normaux "

4Ibid. p. 65.

31. Ladrizre, 1967, p. 312.
6A. Church, 1944.

73. Ladriere, 1957.
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i. €. des systémes d'objets ohéissant, comme les nombres entiers, aux axiomes de Peano
mais dotés par ailleurs d'antres propri€iés ordinales. Retenons de ceite premiére discus-
sion que le formalisme appartient an domaine de l'opératoire : il est "opération inces-
sante", "matrice infinie de transformations "8,

¥, DE HELBERT

LA PHILOSOPHIE FORMALISTE ET LE PROGRAM

Les mathématiques, dans cefte optique, doivent étre congues comme une activité
d'un genre particulier: il s'agit, un peu comme dans un jeu d'échecs, au moyen de régles
formelles fix€es & 'avance, de construire certains assernblages de symboles (les énoncés
mathématiques et leurs démonstrations).

Pour Hilbert?, 1"ontologie formalisie" peut dire envisagée 2 un triple niveau :

- les seuls objets qui existent sont des objets finitistes (ou encore élémentaires),
essenticllement des entiers ;

- parmi les propriéiés mathématiques, il en est certaines (toutes celles qui se rap-
portent a des entit€s de "second rang") qui n'ont pas de sens, et d'autres qui ont une si-
gnification (et que 'on appellera -selon les cas- "réelles”, "basiques" on "protocolaires").
Ces énoncés doués de sens, Hilbert propose de les considérer comme des identités, 2 sa-
voir des égalités qui ont liev pour toute valeur des variables ;

- les principes utilisés dans les démonstrations doivent étre eux-mémes "directs"
ou "immédiats". :

On notera que les mathématiques (et, notamment, celles du XX° siecle) sont loin
de se réduire a ce noyau délimité par Hilbert. Pensons notamment aux objets abstraits ou
idéaux (ultrafiltres, magma, espaces complexes...). Ceile "tentation mécaniste” repose
sur la conviction suivante : il est possible, en théorie du moins, de recourir 4 des procédés
strictement élémentaires et de se passer d'objets ou d'énoncés abstraits. "Vrai" signifie
"démontrable", "faux" est utilisé pour "réfitable”. Dans ces conditions, la "solution finale
du probléme de la consistance" passe par 1'adoption d'un programme "finitiste" (principe
de la "pureté des méthodes", Hauptsatz). Selon cette conception, il importe - 4 chaque
étape du raisonnement - de ne se référer qu'aux expressions ou aux axiomes préalable-
ment définis. D'ot I'idéal d'"objectivation" ou de "complétude"10.

Qu'il s'agisse de la thése de l'extensionnalité, du critére de vérification ou de la
pertinence du "rasoir d'Occam’”, l'influence des PrincipiaMathematica et - plus générale-
ment - du Cercle de Vienne est ici manifeste! 1.

LES THEOREMES DE LIMITATION

Prenons comme grille d'analyse la distinction syntaxique/sémantique :

TYPEDELIMITATION | THEOREMES ASSOCIES

Syntaxique Godel (1931), Church (1936),
Kleene (1943)...

Sémantique Lowenheim (1215,

Skolem (1933-1934),
Henkin (1950) ...

Considérons tout d'abord ia version syniaxique. Le théoréme de Godel
(proposition 6 du Mémoire de 1931) s'inscrit dans cette perspective et s'applique 2 tout

8], Ladridre, 1967, pp. 312-314.
21862, Konigsberg ; 1943, Gottingen.
10).y  Girard et alii, 1983.

HG. Ferréol, 1989,
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formalisme satisfaisant aux conditions d'effectivité indiquées ci-dessus. On peut alors af-
firmer qu'il existe des propositions indécidables (qui ne sont ni dérivables ni réfutables).
Church, de son cdté, fait valoir que le probléme de la décision est insoluble pour la lo-
gique des prédicats du premier ordre et, a fortiori, pour des systémes plus puissants. Il
est clair que le théoréme de Church a un contenu plus étendu que celui de Gbdel, et que
ces deux approches peuvent étre généralisées de diverses maniéres!2.

Examinons, a présent, la variante sémantique. Les travaux de Tarski ont mis en
avant la propriété d'irréflexivité : pour toute structure assez vaste (contenant au moins une
représentation de I'arithmétique ordinaire), la notion de vérité ne peut €tre formalisée a
I'intérieur du cadre conceptuel initial!3. Avec Lowenheim puis Skolem et Henkin, la non-
catégoricité est & I'honneur!# : il est donc impossible de formaliser adéquatement la théo-
rie "naive" des ensembles, telle qu'elle a été formulée par Cantor (axiomatique de
Zermelo-Fraenkel ou de Von Neumann-Bernays-Godel).

Il y a, entre les différentes sortes de limitation, des rapports étroits!5. Ce n'est
pas par hasard. Les difficultés rencontrées découlent de certaines propriétés inhérentes
aux formalismes. Tous ces théorémes font ainsi intervenir le célébre argument de la dia-
gonale (utilisé par Cantor pour montrer que I'ensemble des parties d'un ensemble a une
puissance supérieure 2 celle de cet ensemble). Mais en agissant de la sorte , la pensée
opératoire "laisse échapper ce qu'il y a de proprement illimité dans l'infini, tout en
conservant cependant quelque chose de cette puissance mystérieuse par laquelle cet infini
transgresse irrésistiblement toute limite". Conclusion : "On ne peut parler adéquaterment
de la transcendance dans le langage de l'effectuable, c'est-a-dire du fini"16,

Malgré toutes ces critiques, l'approche formaliste n'a pas totalement démérité et
recueille encore de nombreux suffrages. Pour J-Y. Girard, "il n'y a rien d'étonnant a ce
que le Programme de Hilbert ait survécu a son éreintement par Godel : Hilbert donnait
des réponses simples et définitives aux principaux questionnements relatifs a l'activité
mathématique, et la simplicité d'une réponse l'emporte de beaucoup sur sa plausibilité" 17,
Ce qui est par contre plus inattendu, c'est que la poursuite de ce programme a donné des
résultats trés féconds (cf. les recherches de J. Herbrand ou G. Gentzen).

Signalons, par ailleurs, un certain nombre d'incompréhensions. Les théorémes
d'incomplétude ne signifient pas que la science ne puisse se penser elle-méme. Ce genre
d'extrapolation pose probléme et doit étre dénoncé. Que penser, en effet, du raisonne-
ment suivant : "Du jour ot Godel a démontré qu'il n'existait pas de démonstration de
consistance de l'arithmétique de Peano formalisable dans le cadre de cette théorie, les
politologues avaient les moyens de comprendre pourquoi il fallait momifier Lénine et
I'exposer aux camarades "accidentels” sous un mausolée au centre de la communauté na-
tionale"18 2 S'il semble justifié d'appliquer les résultats obtenus au domaine de la pensée
mécanique (ordinateurs, jeux...), la référence aux activités bumaines est a proscrire.

Il convient toutefois de ne pas dramatiser & l'exces, l'introduction du calcul des
séquents permettant d'établir la cohérence des constructions les plus usuelles. La

"sémantique des régles sans coupures" se révele fort utile et donne naissance a de nou-
veaux langages de programmation (Prolog, notamment). Certains problemes subsistent
néanmoins : "Si l'univers mathématique se résume a4 un sous-univers élémentaire, ce
dernier n'est pas plus simple que l'univers tout entier"19 .

Contrairement & ce qu'avangaient Frege et Russell, la notion de vérité (ou d'évi-
dence) ne peut se réduire i des aspects purement formels. Pour reprendre le vocabulaire
de Husserl, l'axiomatique ne constitue pas un systéme "nomologique". La "raison" n'est

125 C. Kleene, 1971, chap. 5 et 6.
13A. Tarski, 1956.

141 Henkin, 1950.

15R. Fraissé, 1975, chap. 5.

165 Ladriere, 1967, pp. 331-332.
175y . Girard, 1989, p. 161.

18R Debray, 1980, p.70.

191,y Girard et alii,1983, p. 47.
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Plusz(():e rocher (rockbottom) sur lequel prennent appui les fondements de la démonstra-
tion<Y.

Ainsi que le soulignent Nagel et Newman, "il ne faut pas interpréter le théoréme
de Gddel comme une invitation au désespoir, ni y trouver excuse pour s'entourer de
mystere. La découverte de l'existence de vérités arithmétiques formellement indémon-
trables ne veut pas dire qu'il y ait des vérités qui nous resteront & jamais inconnues, ni
qu'il faille remplacer une démonstration rigoureuse par une intuition mystique". Un tel
constat n'implique pas que le progrés des connaissances comporte des limites insurmon-
tables : il signifie plutt que 1'"on ne peut pas axiomatiser entiérement les ressources de
l'entendement" et que "de nouveaux principes attendent encore d'étre inventés et décou-
verts". Deés l'instant o "la structure et les capacités de l'intelligence humaine sont bien
plus complexes et subtiles que celles de n'importe quelle machine congue jusqu'ici, l'oeu-
vre de Kurt Gddel - loin de nous inciter au découragement - devrait nous apprendre Q es-

- timer encore davantage larichesse de laraison créatrice"?1.

' D'ou le jugement de J-Y. Girard : "Formulée comme un programme de type
Jivaro - réduire, réduire, réduire -, une partie de la tradition hilbertienne a sombré dans le
ridicule mais, débarrassée de ses exagérations, qui sont - dans une large mesure - le fruit
de l'époque, il reste l'idée d'objectiver, de géométriser les manipulations logiques, et cet
aspect n'a pas fini de porter ses fruits"22.

Deux remarques pour conclure :

- "L'incomplétude n'a pas eu des conséquences profondes en mathématiques. Les
mathématiciens ont décidé tres 16t (avec un certain bonheur) d'ignorer les problémes de
fondement. Le résultat de Godel était considéré comme une bizarrerie : "Bien sir, il y a
c?es énoncés indécidables, mais pas dans les mathématiques de tous les jours". La critique
était pertinente (...). C'est seulement a la fin des années soixante-dix que Paris et
Harrington ont pu exhiber un énoncé combinatoire trés naturel qui ne peut pas se démon-
trer dans Larithmétique de Peano; depuis, beaucoup d'autres résultats du méme genre ont
suivi. L'incomplétude est, pour ainsi dire, descendue sur terre"23,

- "La gédélite est une maladie non reconnue par la Sécurité sociale" mais dont
les ravages demeurent préoccupants: n'est-il pas regrettable de voir Godel "ramené au
role d'un sous-Lewis Caroll" ? "Comment, dés lors, vulgariser sans étre vulgaire ? That
is the question"?4.
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LE TEMPS CIRCULAIRE D'ARISTOTE
Gaston FRAYSSE

Il s'agit de rendre compte d'un texte d'Aristote! (cf. Appendice), en lequel se
trouve répétée l'affirmation qui remonte aux Milésiens, que "le temps parait étre le mou-
vement de la sphére", que "le temps parait étre un certain cercle ", "qu'il y a un cercle du
temps", la derniére affirmation étant a prendre en un sens existentiel autant que cosmique.
Dire que le temps est un cercle, "qu'il y a un cercle du temps", c'est énoncer qu'on ne
peut en sortir, que les "affaires humaines" sont un cercle2. C'est bien ce double aspect
qui nous intéresse : la nature du temps et I'existence dans le temps, deux points de vue
qu'Aristote ne sépare pas. Surprenant pour nous, modernes, qui nous donnons du temps
une représentation lin€aire, comme d'une droite, et qui valorisons 1'avenir, en lieu du
présent, en héritiers du christianisme que nous sommes, ce méme christianisme qui a cru
que le temps pouvait s'abolir et s'abimer dans 1'éternité : "praeterit Jigura hujus mundi",
elle passe lafigure de ce monde3. Entendez : elle change comme un décor de théatre.

LES MILESIENS

Si I'on veut comprendre quoi que ce soit a cette conception du temps, il faut re-
monter aux Milésiens, a Thalés (-625, -547) et & Anaximandre (-610, -540), le premier
pour avoir mis en place un schéma de la sphere céleste qui ne variera plus jusqu'a Aris-
tote, le second pour avoir introduit le gnomon. Thalés divise la sphere céleste en cing
cercles : l'arctique, le tropique d'été, I'équinoxial, le tropique d'hiver, l'antarctique, le
premier cercle étant encore nommé le "toujours apparent", le dernier "l'invisible" (selon
Aetius?). Thalés est encore connu pour avoir mis en place le cercle du zodiaque, celui
qu'on nomme cercle oblique (loxos kuklos) en raison de son inclinaison de 23°27 sur
I'équateur céleste (1'équinoxial). Le cercle du zodiaque intercepte 1'équateur en deux
points, les deux équinoxes, et rencontre tangentiellement les deux tropiques en un solsti-
cial d'été et un solsticial d'hiver. Ce cercle sera dit plus tard écliptique, car c'est dans sa
bande que se situent les éclipses.

Anaximandre, est, dit-on, 'inventeur du gnomon?, le style planté perpendiculai-
rement en terre (kata gndmona signifie "selon la perpendiculaire"), ce qui permet de dé-
terminer sur une méme ligne horaire, I'ombre 1a plus longue et I'ombre la plus courte,
soit les deux solstices, et par bissection de 1'an gle formé par ces deux points et le sommet
du style, au point de rencontre de la bissectrice et de la ligne horaire, le point équinoxial ;
de construire la méridienne par le tracé de la bissectrice de l'angle formé, a partir du pied
du style, par deux ombres égales un méme jour, avant midi et aprés midi ; de s'orienter,
puisque la méridienne, ou ligne des XII, correspond a 1'axe Nord-Sud. Mais surtout, et
avant tout, le gnomon nous fait connaitre I'heure diurne, comme douziéme partie du
cours diurne du Soleil, concrétisée au sol par chaque ligne horaire, le tracé de l'extrémité
de 'ombre étant une conique, une hyperbole, tandis que les lignes horaires a partir du
pied du style constituent en termes projectifs un faisceau. Le mouvement circulaire du ciel
s'inscrit donc 2 méme le sol en quelques figures simples, selon une triple périodisation :
Journaliére, saisonniére, annuelle.

Comment fonctionne cette machinerie cosmique dont nous est donné le dessin
projectif ? D'abord la rotation de la sphere des fixes d'Est en Ouest en 24 heures, ce
mouvement premier qui entraine non seulement les fixes, mais le Soleil et les planétes, ce
qui rend compte du circuit journalier du Soleil. Ensuite une remontée annuelle en sens in-
verse, d'ouest en est, le long du cercle du zodiaque, du soleil et des planétes, le soleil
demeurant un mois en chacun des douze signes, dont les noms sont empruntés aux

1 Aristote, Physique, IV, 223b 21 - 224a

2 Aristote, Physique, 1V, 223b 21

3st Paul, Corinthiens, 1,7, 31

4Dumont et als, Les Présocratiques, Bibliothéque de la Pléiade, Gallimard, Paris 1988, p.17
5LesPre’socmtiques, p- 25




