L'UNIFORMITE,
UN CONCEPT IMPLICITE EFFICACE CHEZ CAUCHY

Henri LOMBARDI IREM de Besangon

Résumé : Nous analysons plusieurs définitions et preuves du cours d'Analyse de Cauchy en relation avec
la notion d'uniformité (fonction uniformément continue sur un intervalle, uniformément dérivable sur un
intervalle, suite uniformément convergente de fonctions).

Les preuves de Cauchy sont réputées fautives, mais elles sont parfaitement correctes si on utilise
l'interprétation "uniforme" des définitions. En outre, les preuves sont particuliérement simples et claires.
Enfin, les définitions uniformes ont, contrairement aux définitions "ponctuelles", un réel caractére
opératoire, constructif.

Le probléme épistémologique suivant se pose donc: Pourquoi a-t-on, & un certain moment, décidé de
faire compliqué quand on pouvait faire simple ?

En d'autres termes : pourquoi a-t-on choisi comme concepts de référence des concepts qui d'une part sont
non opératoires et, d'autre part, rendent les preuves inutilement subtiles et compliquées ?

Introduction
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Le but de cet article n'est pas de "réhabiliter" les preuves de Cauchy, ni de
soutenir la thése selon laquelle Cauchy "pensait uniforme”, au sens moderne de la
chose. Les preuves'de Cauchy peuvent aussi bien étre rendues correctes par une lecture
"non-standard" que par notre lecture "uniforme" !. Mais la thése selon laquelle Cauchy
aurait pensé ceci ou cela est futile et de peu d'intérét. L'état des mathématiques a son
époque, avant toute définition claire des nombres réels, avant l'introduction des
quantificateurs et bien avant l'invention d'une analyse non-standard formalisée, ne
permettait tout simplement pas de penser "uniforme" ou "non-standard" au sens ol
nous l'entendons aujourd'hui.

Cauchy passait 4 'époque aux yeux de certains pour un coupeur de cheveux en
quatre et un dangereux faiseur de contre-exemples, mais la clarté de son exposition
finit par convaincre. 11 eut I'immense mérite de commencer 3 fonder 1'analyse sur des
bases simples, en fournissant des définitions relativement précises pour les notions de
limite, de continuité, de dérivabilité, et surtout en &laborant des preuves pour des
résultats considérés par les uns comme évidents et par les autres comme parfaiternent
obscurs. Bien que certains de ses théorémes " souffraient? des exceptions”, au moins des
preuves relativement précises étaient-elles en place3, qu'il suffirait d'examiner 3 la
loupe pour faire évoluer définitions, énoncés des théorémes, et interprétations
sémantiques des résultats obtenus. :

La these que nous défendons est que la maniére la plus simple de rétablir les
preuves de Cauchy dans les canons de la rigueur contemporaine est de n'y pas toucher
et de procéder au contraire 2 une lecture "uniforme" systématique des définitions qu'il |
donne. - ‘

Les infiniments petits comme "maniére de parler" d'auvire chose

Nous commengons par examiner un premier passage ol Cauchy introduit la
notion d'infiniment petit. Comme on peut le constater, il ne s'agit pas d'un infini ment ‘
_ ;; petit en acte, d'une quantité infinitésimale, mais bien d'une "manidre de parler" d'une
. ’ : quantité variable tendant vers 0. Il s'agit donc plutdt d'une notion dynamique, ol la

C ‘ variable varie effectivement. Notons 2 ce sujet que cette notion si intuitive de variable

LAu sujet de l'intérét et des abus d'une lecture non-standard de Cauchy, on lira "Imre LAKATOS : Cauchy and the Conti- ‘l

Hors-texte : Planche du Mémoire... |l Ilngn%n thleISi%gjﬁc;;ISlieI%fl Non-Standard Analysis for the History and Philosophy of Mathematics” in Math. Intelligencer, ’
. . . 731). »vol 1, n°3, p 151-161.

de Claude-Alexis Clairaut (1731) 2sclon Fexpression T ADel, |

30n consultera Lakatos "Preuves et Réfutations” (chez Hermann) au sujet de la place centrale des preuves, plutdt que les i'
théormes, dans I'activité mathématique, ainsi que sur le sujet plus précis des "théorémes prouvés mais souffyant des excep- o
tions" chez Cauchy.
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n'a pas de contrepartie théorique dans les différents modéles mathématiques abstraits

ayant cours aujourd'hui.
Variable, inconnue, paramétre, sont trois dénominations pour "une lettre

désignant un nombre réel", et c'est seulement depuis 'extérieur de la théorie que
1'utilisateur opie pour l'un des trois termes, conformément 2 ses besoins et & son

intuition.

Cauchy : Cours d'Analyse & 1'Ecole Polytechnique lére partie, chapitre I
QOeuvres complétes, série 11, tome 3 (Le cours date de 1821)

La notion d'infiniment petit vue comme "maniére de parler" d'une suite, (ou plus
généralement d'une quantité variable), convergeant vers Zéro.

§T- Des quantités infiniment petiles et infiniment grandes.

On dit qu'une quantité variabie devient infiniment petite, lorsque sa valeur numérique
décroit indéfiniment de maniére & converger vers la limite zéro. 11 est bon de remarquer
a ce sujet qu'on ne doit pas confondre un décroissement constant avec un
décroissement indéfini. La surface d'un polygone régulier circonscrit a un cercle donné
décroit constamment 3 mesure que le nombre des cotés augmente, mais non pas
indéfiniment, puisqu'elie a pour limite la surface du cercle. De méme encore, une
variable qui n'admettrait pour valeurs successives que les différents termes de la suite.

2 3 4 3 6
T 2z 3 4 3¢

prolongée  l'infini, décroitrait constamment, mais non pas indéfiniment, puisque ses
valeurs successives convergeraient vers la limite 1. Au contraire, une variable qui n'au-
rait pour valeurs successives que les différents termes de la suite

1 1 1 1

e mons apem

1 1 1
i 3 & 5 8 7v

prolongée 2 1'infini, ne décroitrait pas constamment, puique la différence entre deux

termes consécutifs de cette suite est alternativement positive et négative ; et, néan-
moins, elle décroitrait indéfiniment, puisque sa valeur finirait par s'abaisser au-dessous

de tout nombre donné.

Continuité, le global et le local

Nous entrons maintenant dans le vif de notre sujet, en examinant en détail le
paragraphe un peu ambigu ou sont proposées plusieurs définitions pour la notion de
continuité d'une fonction (d'une variable réelle) définie sur un intervalle.

Dans ce que nous appelons la "définition 1", Cauchy s'attaque pour commencer
a la définition pour la continuité d'une fonction sur un intervalle [xg,x1], c'est-a-dire
selon ses termes, "entre deux limites assignées de la variable x".

Cela posé, la fonction f(x) sera, entre Tes deux limites assignées 2 la variable x,
fonction continue de cette variable, si, pour chaque valeur de x intermédiaire entre ces
limites, la valeur numérique de la différence.

f(x+a)-f(x), |

décroit indéfiniment avec celle de a.
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- F:oll'lf comprendre cet eno}n’ce, il faug d'abord rappeler que "valeur numérique"”

g lesq cpoque ce que nous désignons aujourd'hui par "valeur absolue"4
" o i %ous.cherch\ons une tga_nscnption contemporaine fidéle de cetté
", nous a outissons a la définition actuelle de : fonction ¢
I'intervalle, c'est-a-dire avec les quantificateurs :

' "définition
ontinue en tout point de

Vxelxoxi] Ve>0 In>0 Vo Ial<nz>lf(x+a)—f(x)|<e5

gtyeﬁ :\Iflléissmlmaiznt un effort considérable a faire pour obtenir cette traduction
. se comme un golit amer dans la bouch i it
clairement cela en téte, pourquoi n'aurait-i € oy e o achy, vt eu
I , uoi n'aurait- J Sfini inuité
aeent pourq il pas commencé par définir la continuité en
R& . . .
ialique (e:ililrélgnt,sa pensée, soulignant la mise en forme définitive par un passage en
, y enonce ensuite ce que nous appelons la "définition 1 bis". 1 bis parce
?

'

qu'elle est simplement censée répéter plus clairement la définition 1.

End ' '
o d esilélstrii t:rxl'ttrrl:sc, la l]_‘on;tctzonr f(x) restera continue par rappori a x enire les liniiies
, Si, es limites, un accroissement infini j ]
. _ es, Ul ment petit de la varia ]
toujours un accroissement infiniment petit de la fonction ellgménze. e produ

Mais le contenu im

. licite de
"fonction uniformément co P cette phrase en langage moderne est celle de

ntinue sur l'intervalle”. C'est-3-dire avec les quantificateurs :
Ve>0 3n>0 Vxelkoxi] Vo o lof <n=|fx+o)-fx)]<e

Cauchy : Cours d'Anal a1 . N oy
Oenvres complétes, séric I)if(;o ::ni glcole Polytechnique lére partie, chapitre II.

Définitions concer nuité ]
ofi nant la continuité des fonctions d'une seule variable.

4“1] 182() on ﬂ’O’Se pas encore viaiment affllmer q“e 3 est un nombre é part ent]ére Par contre la révol“uoﬂ des mathc‘ ma

tiques modernes a imposé A des éldves trés Jjeunes que -3 est i i
es Moo -3 estun nombre entier (ou entier relatif), et 3 up nom i iti
‘(: oncepﬁon’ gla délpend de la mode). Cela a semblé 2 nos législateurs bourbakistes beaucoupi?)lus intellige; it)m en;'ler Lo
selon laquelle 3 est un nombre entier "tout court” et -3 un nombre entier "al Ebrique” se e Tancieme
Pour ne pas alourdir encore cet énoncé, ni non plus I'éloj o Caucts
gue lui sur le fait que x + a doit encore &tre sur l'intervalle.
' Comme nous le faisons aujourd
tion concemant 1'histoire du conc

gner trop de la formulation de Cauchy, nous n'insiterons pas plus

s L .
ehlln"sans Jamais nous poser le? moindre probléme 2 cet égard (& cause de notre désinforma-
pt 7, ou de notre non-formation & un réel esprit "scientifique”, c'est-d-dire critique 7, ou A

cause de la nécessité de "terminer le programme"” lequel comporte 99% de technique et 1% ds réflexion 4]

Sy

S




De la continuité des fonctions

Parmi les objets qui se rattachent a la copsi@é,ratiog des _inﬁnimept§ geh}s, on
doit placer les notions relatives 2 la continuité ou a la discontinuité des fonc-
té())(g;inons d'abord sous ce point de vue les fonctions d'une seule vanabi:l.
Soit f(x) une fonction de la variable X, et supposons que, pour chaque valeur
de x intermédiaire entre deux limites .donnees, cetvte fonction admette
constamment une valeur unique et finie. Si, en partant d'une valeur de x com-
prise entre ces limites, on attribue 2 la variable X un accr01ssemept infiniment
petit a, la fonction elle-méme recevra pour accroissement la différence

f(x+a)-f(x),

qui dépendra en méme temps de la nouvelle variable a et de la v?leur c'leb? définition 1

3 i imites assignées 2 la vanable
Cela posé, la fonction f(x) sera, entre les. deux limi . I .
X foxfction continue de cette variable, si, pour chaque valeur de X intermé- | valeur numérnque

imi &1 iffé signifie
iai a valeur numériaue de la différence
diaire entre ces limites, | q valgnﬂeur  olue

f(x+a)-f(x)

écroit indéfini ' la fonction f{x) res-
décroit indéfiniment avec celle de a. En d autres tenr}es, : )7 o _
tera continue par rapport a x entre les limites donnee;, si, entre ces lzmzte.s, définition 1 bis
un accroissement infiniment petit de la variable produit toujours un accrois-
sement infiniment petit de lg fonction elle-méme. _ o
On dit en]ciore que la fonction f(x) est, dans le voisinage d'une valeur particu- définition 2
liere attribuée a la variable x, fonction continue de cette \vanables t01}tes les_
fois qu'elle est continue entre deux limites de x, méme trés rapprochées, qui

renferment la valeur dont il s'agit. _ o o
Enfin, lorsqu'une fonction f(x) cesse d'étre continue dans le voisinage d'une définition 3

valeur particuliere de la variable x, on dit qu'elle devifent_a}ors discontinue et
qu'il y a pour cette valeur particuliére solution de continuité.

Vient ensuite ce que nous appelons la définition 2, qui est une définition locale
de 1a continuité. Cette définition venant aprés la définition 1 (vou 1 bis) indique bien que
cette premiére n'avait pas un caractére local, au moins dans l'esprit de Cauchy.

On dit encore que la fonction f(x) est, dans le voi_sinage d'une valeuy part}culiére
attribuée 2 la variable x, fonction continue de cette variable, toutes les fois qu elle est
continue entre deux limites de x, méme trés rapprochées, qui renferment la valeur dont

il s'agit.

Le contenu implicite en langage moderne semble ici étre : la fonction sera dite
continue au voisinage de X si on peut trouver un intervalle contenant x sur laquelle la
fonction est "globalement" continue (c'est-a-dire uniformément continue st on accepte
la traduction proposée de la définition 1 bis). ' _ o _

Insistcl;ns sur le fait que cette définition serait pglrfalteme,nt inutile si on avait a
priori une conception purement locale de la continuité au .depz}rt. Par contre, ellftl
devient indispensable si la premiére forme de continuité envisagée est globale, car 1
faut quand méme pouvoir parler de la continuité d'une fonction comme f(x) = Ux sur
I'intervalle ]0,1] par exemple. _ _ o

Notons agssi que n'apparait jamais dans ce texte la notion de continuité en un

oint, au sens oil nous 1'entendons aujourd'hui. _ « o
P Ce que nous appelons la définition 3, enfin, concerne la dzscant_mplt? _(la
solution de continuité) en un point. La phrase est particuliérement malaisée a in-

terpréter:

Enfin, lorsqu'une fonction f(x) cesse d'étre continue dans le voisinage d'une
valeur particuliére de la variable x, on dit qu'elle devient alors discontinue et quil y a
pour cette valeur particulire solution de continuité.

Un point de rupture de continuité semble donc &tre un point au voisinage duquel
la fonction n'est plus Gontinue, alors qu'elle est continue en tout point voisin distinct,
comme par exemple le point O pour la fonction f(x) = 1/x. Des exemples opposés
fournis par des fonctions tarabiscotées comme : X si x est rationnel, O sinon, ne sont
tout bonnement pas envisagés. Et il semble peu probable que l'on puisse admettre dans
le cadre fixé par Cauchy qu'une telle fonction soit continue au point 0. Bien au
contraire, les points oii la fonction est "continue” semblent nécessairement former un
ouvert.

Pour nous résumer, disons que les notions modernes de continuité qui nous
semblent rendre cohérentes le mieux les notions relativement floues de Cauchy sont
celles de continuité uniforme pour le cas d'un intervalle Jermé borné, et celle de
continuité localement uniforme pour un intervalle arbitraire.

On peut se demander si l'interprétation "uniforme” que nous proposons pour la
définition 1 bis se trouve plutdt renforcée ou plutdt infirmée dans la suite du texte.

Les preuves de continuité qui sont données pour les fonctions usuelles, et que
nous ne reproduisons pas ici, peuvent en fait &tre lues comme rigoureuses, aussi bien
du point de vue de la continuité en tout point que de celui de la continuité uniforme ou
localement uniforme.

C'est plut6t a I'occasion de la preuve d'un théoréme réputé faux que nous
pouvons constater a quel point 1'uniformité semble présente en filigrane, c'est le
théoréme suivant : une fonction de plusieurs variables qui est séparément continue par
rapport a chaque variable est continue par rapport 4 l'ensemble des variables (le texte
de Cauchy est 2 la page suivante). ,

Nous faisons deux remarques concernant la preuve fournie par Cauchy.
D'abord, ce qui est en vue est la continuité locale et non pas la continuité ponctuelle. La
preuve n'est pas écrite pour fonctionner en un point (X, Y, Z...), au contraire il est
explicitement dit que tout se passe de la méme manidre pour un (X, y, z...)
suffisamment voisin de (X, Y, Z...). Ce fait n'apparait d'ailleurs clairement que dans la
preuve et non dans I'énoncé du théoréme.

La deuxiéme remarque est que la preuve fonctionne si on comprend la
continuité par rapport a chaque variable séparément, x, Y, Z... comme devant &ire
chaque fois une continuité uniforme par rapport 2 'ensemble des variables. Cest-a-dire
avec les quantificateurs, et pour I'exemple de la continuité par rapport a la variable x :

Ve>0 3An>0 Vxyz. Vo loz! <n=> if(x + a, Y,Z,...) - f(x,y,z,...)! <e

Ceci en langage savant s'appellerait I'uniforme équicontinuité® de la fonction
par rapport 4 chacune des variables séparément, les autres variables étant considérées

comme les paramétres pour une famille de fonctions d'une seule variable (l1a variable
isolée).

Cauchy : Cours d'Amalyse & I'Ecole Polytechnique lére partie, chapitre IL.
Oeuvres complétes, série I1, tome 3

7 Ces notions sont en fait trés voisines de celles données en mathématiques constructives ou algorithmiques, & savoir la
continuit¢ uniforme pour un intervalle fermé borné et la continuité "uniforme sur tout sous-intervalle fermé borné” pour un

intervalle arbitraire.

8 Sans doute la notion qui s'adapterait le mieux 2 la preuve de Cauchy est celle d'uniforme équicontinuité locale (au voisi-

nage de tout point).
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Continuité des fonctions de plusieurs variables, un théoréme surprenant.

Soit maintenant
f(x,y,z...)

une fonction de plusieurs variables XY, Zoos et supposons que, dans le Vo'ltstn?g?(g:
valeurs particuliéres X, Y, Z... attrll_)uees a ces var!ables, f_(x, Y, Z...) 581 ala
fonction continue de x, fonction continue de y, fonction continue de z... On prot_n;«::ra
aisément que, si 'on désigne par a, b, g... des quantités infiniment p;}lft?s, et si I'on
attribue a X, y, z... les valeurs X, Y, Z... ou des valeurs trés voisines, la différence

f(x+a, y+b, z+g)-f(x,y,z...)

sera elle-méme infiniment petite. En effet, il est clair que, dans I'hypothése précédente,
les valeurs numériques des différences
f(x+a,y,z..)-f(X, y,Z,...),
f(x+a, y+b, z,..)-f(x+a, y, Z...),
f(x+a,y+b, z+g,...)-f(x+a, y+t?, Z,..r), .

décroitront indéfiniment avec celles des quantités Vana,bl.es a, b,g,..., savou‘l, la vale(xilr
numérique de la premiére différence avec la valeur numérique de hS celle de il secc;n e
différence avec la valeur numérique de b, celle de la troisieme avec la valeur
numérique de g, et ainsi de suite. On doit en conclure que la somme de toutes ces
différences, savoir

f(x+a, y+b, z+g,..)-4(X, ¥, Z,...),

convergera vers la limite zéro, si a, b, g, ... convergent vers cette meme limite. En
d'autres termes,

f(x+a, y+b, z+g...)
aura pour limite
P f(x, v, z,...)
............................. o ives los quantités fixes
THEOREME I- Si les variables x, y, Z,... ont pour limites respec . R
et déterminées X, Y, Z, ..., et que la fonction {(X, y, z,.\..) soit continue par rapport a
chacune des variables X, v, z,... dans le voisinage du systéme des valeurs particulieres
x=X, y=Y, z=7,...

f(X, v, Z,...) aura pour limite f(X,Y,Z,...).

Nous terminons ici nos commentaires concernant les questions d?' continuité. I
P " .
est néanmoins intéressant de rappeler qu'un autre fameux théoréme "faux" de Cauchy:

foute série convergente de fonctions continues converge vers une fonction
continue

est rétabli "juste” par une définition uniforme pour la notion de suite convergente de
fonctions.

Fonction dérivée et théordéme des accroissements finis

Commencons par lire la définition de la notion de fonction dérivée.

Canchy : Cours d'Analyse 3 I'Ecole Polytechnique. Oeuvres complétes, série I,
tome 4

Fonction dérivée, définition

alors Ax =1, les deux termes du rapport aux différences

1) %{){_ _ f(x+ii)-f(x)

vers une autre limite, soit positive, soit négative. Cette limite, lorsqu'elle existe, a une

par exemple, si 'on prend f(x) = x™, m désignant un nombre entier, le rapport entre les
différences infiniment petites sera

(x+)mx

: mxm-1 4

_________m({n-l) X2 4 4 jm-1

et il aura pour limite la quantité mxm“l, c'est-a-dire une nouvelle fonction de la

variable x. Il en sera de méme en général ; seulement la forme de 1a fonction nouvelle

f(x+1)-f(x)
i

qui servira de limite au rapport dépendra de la forme de la fonction proposée

y=f(x). Pour indiquer cette dépendance, on donne 2 la nouvelle fonction le nom de
fonction dérivée, et on la désigne, i I'aide d'un accent, par la notation

y' ou f'(x)

Lorsque la fonction y=f(x) reste continue entre deux limites données de 1a variable x, et
que l'on assigne 2 cette variable une valeur comprise entre les deux limites dont il
s'agit, un accroissement infiniment petit, attribué 3 la variable, produit un
accroissement infiniment petit de la fonction elle-méme. Par conséquent, si I'on pose

seront des quantités infiniment petites. Mais, tandis que ces deux termes s'approcheront
indéfiniment et simultanément de la limite zéro, le rapport lui-méme pourra converger

valeur déterminée pour chaque valeur particuliére de x ; mais elle varie avec x. Ainsi,

Remarquons que la valeur de 1a dérivée en un point n'intéresse pas vraiment
Cauchy, mais que c'est plutdt la notion de fonction dérivée qu'il cherche & définir. A
priori, il y a donc au moins deux lectures modernes de cette définition, selon que l'on
demande une convergence en tout point ou une convergence uniforme du taux
d'accroissement moyen vers la fonction dérivée.

Avec les quantificateurs, la définition ponctuelle s'écrit :

Yx ¥e>0 I94>0 Vo [of<n= f(x+<;)—f(x) -

-1'(x)

C'est 1a définition habituellement donnée aujourd'hui.
La définition "uniforme" s'écrit :

Ve>0 I9>0 Vxelxex] Va !ui <n => W -P(X) <e

Clest la définition que 1'on donne en mathématique constructive. Elle implique
que la fonction dérivée est elle méme continue.

Remarquez que la preuve donnée ci-dessus par Cauchy concernant la dérivée de
la fonction puissance fonctionne parfaitement dans le cadre de la définition "uniforme"
(sur un intervalle fermé bormné).

Cauchy : Cours d'Analyse 3 I'Ecole Polytechnique. Ocuvres complétes, série I,
tome 4

Fonction dérivée, théoréme des accroissements finis




i i 1 existe
Mous allons maintenant faire connaitre une relation digne de remarque (1) qu

- Srivé rune fonction quelconque f(x) et 1
entre la dérivée f'(x) d'une fon q i)
h

e rapport aux différences finies

iculie i I'on fait, en cuire
Si dans ce rapport on attribue a X une valeur particuliere xQ, et si I'o

h=%X, il prendra la forme £Q(}%i§-9—)-, Cela posé,\on établira sans peine la proposition
xo+h=X, =
suivante :

i g i les limites Xx=xg, X=X, on
- Si. la fonction f(x) étant continue entre ), X=X, o
gHE(sz él\;l ;}i la glll’ls aIl)etite, et par B la plus g{ande des v:algturs que la fonction dérivee
f‘?;l)greggét dans cet intervalle, le rapport aux différences fimes

fX)A(x0)

@ X0

sera nécessairement compris entre A et B.

& i ier € isi de
Démonstration. - Désignons par 8, = deux nombres t_r:;,js"pgnts, 1eapge111t1e; oe;?né I;:ehov st de
' umériques de i inférneures , €
elle sorte que, pour des valeurs nume
guelconqueqde x comprise entre les limites xo, X, le rapport

f(x+i)—f(x)

1

ey . . i mites xo, X, on
reste toujours supérieur a £'(x)- ¢ et inférieur a f'(x) + e. Si, entre les limites Xg
interpose 7-1 valeurs nouvelles de la variable x, savoir

X1, X250 A0-15

idre 2 divi iffé -Xp en éléments
re 2 diviser la différence X-xg €
de e A1-%0, p S PR X'Xnnlv

L X i A . e ! P . PR f s
qu Ctﬁﬂ 3 . T I'l;q lﬂ.f 11 I 3

fix)f(xo) foxfxy)  f)fxp-1)
5) (X)iz-x((})( = )?2—)(1 o X-Xap-1

i ié imites {’ -¢,f'(xg) + = la s;c’onde entre
oy tl;(')m'lam gom;;nses,i}’?ypir)exin:re‘fn;{gigzi 1tg{11tes st(l);%)rieures ala qu’antltg At - g, gi
}es’d_mnes 3 (lm : rféité B + =. la‘ai]leursu, les fractions (5) ayant des denommaa eulrsm'S
mi:eﬂemies . a_q;in divise la somme de leurs numérat;ur.s par la s_cammet ei e}us
meme S1ENe, 581 on obtiendra une fraction moyenne, c'est-a-dire comprise en reN; 2 n
ﬂeﬁ?@mﬂﬂf mir . orande de celles que I'on considere (voir l’Analy;F qlgebrzquii ore
?}fégjéﬁ@a%ﬁs ﬁ‘expression (4), avec laquelle cette moyenne coincide, sera don
méme renfermée entre les limites A - ¢,

B + &, et, comme cette conclusion subsiste
ner i comprise
quelgue petit que soit le nombre ¢, on peut affirmer que l'expression (4) sera p
entre A et B.

' $mo re, inséré Xlileme
(1) On peut consulter sur ce sujet un mémoire de M. Ampére, inséré dans le

cahier du Journal de I'Ecole Polytechnique.

Sore i is finis donnée
Examinons maintenant la preuve du théoréme des acCroIssements finis don

i &ri e 1 turelle,
ar Cauchy (texte ci-dessus). Elle a l'immense merite d{etre s{;rrgl;gfé niinnt:ircs le,
Eontraimﬂi@m aux preuves actuellement en vigueur dans les co

calenl différentiel.
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On constate sans difficulté que la définition "uniforme" pour la notion de
fonction dérivée rend la preuve éiémentaire de Cauchy parfaitement rigoureuse (alors
qu'elle est souvent considérée comme incorrecte, parce qu'on se réfere a la définition
"ponctuelle").

En outre on constate également que les théorémes usuels concernant la dérivée
de fonctions élémentaires, ou sur la dérivée d'un produit, d'une somme, d'un quotient
(sur un intervalle ou le dénominateur reste de signe constant et en valeur absolue > n>
0 donné), sont de démonstration aussi facile en version "uniforme" (dérivabilité
uniforme sur tout intervalle fermé borné contenu dans l'intervalle de définition) qu'en
version "ponctuelle”.

Terminons ce paragraphe par un commentaire sur une deuxieéme version du
théoréme des accroisse ments finis.

Cauchy : Cours d'Analyse a I'Ecole Polytechnique 12re partie. Oeuvres complétes,
série I, tome 4

Fonction dérivée, théoréme des accroissements Jinis, deuxieme forme

Corollaire. - Si la fonction dérivée f(x) est elle-méme continue entre les Limites X=X(,
x=X, en passant d'une limite 2 l'autre, cette fonction variera de maniére A rester
toujours comprise entre les deux valeurs A et B, et & prendre successivement toutes les
valeurs intermédiaires. Donc alors toute quantité moyenne entre A et B sera une valeur
de f'(x) correspondante 2 une valeur de x renfermée entre les limites X et X=x¢ + h ou,
ce qui revient au méme, A une valeur de x de la forme

X0 + 8 h=x¢ + 8 (X-x(),

6 désignant un nombre inférieur a 'unité. En appliquant cette remarque a I'expression

(4), on en conlura qu'il existe entre les limites O et 1 une valeur de 8 propre a vérifier
I'équation

fX)-f(x0)

X-X0 ={(xo+ 6 (X-x0))

Chez Cauchy, cette deuxieéme forme est prouvée en utilisant la continuité de la
fonction dérivée. Comme nous 1'avons déja signalé, cette continuité est nécessaire
lorsqu'on adopte la définition uniforme.

I est bien connu que la premiére forme du théoréme des accroissements finis se
genéralise aisément en plusieurs variables, ce qui n'est pas le cas de la seconde forme.

La démarche la plus courante aujourd'hui utilise la deuxiéme forme pour
prouver la premiére forme. La deuxiéme forme est prouvée a partir du théoréme de
Rolle. Mais le théoréme de Rolle est lui-méme prouvé en utilisant une technique "non
opératoire” : chercher un point sur l'intervaile ol la fonction atteint son maximum. Or il
n'y a pas d'algorithme général pour cette recherche, méme si la dérivée est donnée
comme fonction uniformément continue sur l'intervalle. Le théoréme de Rolle ne peut
etre réalisé par un algorithme qu'en imposant des restrictions sévéres a la fonction

étudiée, et le point obtenu est un extrémum local, mais non nécessairement global de la
fonction®.

9 La référence pour l'analyse constructive est : Bishop, Bridges "Constructive Analysis" chez Springer (1985) (réédition,
améliorée, d'un livre datant de 1967). Aucun éditeur frangais n'accepte aujourd'hui de publier une traduction de cet ouvrage
fondamental. 1 faut dire que leurs "conseillers scientifiques” sont tous des bourbakistes. La traduction de "Preuves et Réfuta-

tions" de Lakatos avait de la méme maniére été bloguée pendant plus de vingt ans... La désinformation ne s'applique pas
seulement 2 la guerre du Golfe !
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Conclusion

Notre sentiment est donc que la démarche générale de Cauchy concernant la
question centrale des accroissements finis présente d@ nombreux avantages, es-
sentiellement 1a simplicité des preuves et leur caractére opératoire.

Le probléme épistémologique snivant se pose donc

Pourquoi a-t-on, & un certain moment, décidé de Jaire compliqué quand on
pouvait faire simple 7

En d'autres termes : pourquoi a-t-on choisi comme conceptsdde tr«r:‘iferenrcéeil 3::
concepts qui d'une part so;xt non ()opéraﬂ;mr@s et,‘dautr@ part, renaent ies p
inuti iles et compliquées _ o
1nunlergélst nggi:g:j de rgérge nature s'appliquent aussi au traitement de la continuite
5 " M e"‘ ' )
en vers}ggaf;gﬁﬁ? il serait abusif de prétendre que tout est foujours plus ’Slm_}?ﬁ en
version uniforme. Les trois notions : m@gﬁ;m.m’m en tout point ; mm%‘nmte uni t@i'm:
sur tout intervalle fermé borné”, "continuité lc’)cale:ment uniforme”, ne sogespge
équivalentes du point de vue algmithmique-(aperatgzre), mais cirtan@es %)er:l:ia > fe
fonctionnent que dans le premier cadre, tandis que d'autres sont plus simp
& €. _ )
deumenéicsgtrm des fonctions tarabiscotées de tontes sortes se sont 1MpoOsees dans éa
pratique (fonctions inté grables au sens de Lebesgue, espace de Hilbert d?ﬁ ffnc'm‘:rg;eni
carré sommable...) sans gu'on se soit d'emblée rendu compte que Cff'ﬂ je t;; 31' éas tent
pas leur statut le plus naturel en tant gue fanf:tmn& mais en tant qlll§ éments d ep ces
fonctionnels. De méme qu'un pombre réel est un objet idéal nec?ssgum épme
comprendre des calculs dont les entrées-sorties sont des nombres ra_tlonnlg S, ; e méme,
il est nécessaire d'utiliser des fonctions de carré spmmable abstraites, limites en un
sens bien précisé" de fractions rationnelles & coefficients rauqxzmeis, pour comp
des calculs dont les entrées-sorties sont des objets de cette derniére son@.l onctions"
Dans une généralisation ulzéﬁgure, les dist'ribuuon& ces n(mviej1 €s X olrlng ;g s’
ne sont plus définies nulle par; ( %u xlnmnm une fi O?C:;;O;L f:é f@gﬁesg;ngate;&sn—glogiepde
se définie presque partout). Et la "rigueur ir _ ’
E??}nifigﬁleggérgﬁsée%" pour les distributions. Cette mézgie "rigneur” devr)axt en b;)ti::’:
logique bourbakiste frapper d'oukafxse la term:nologne de f@n::u:m;ie %Zﬁedz%r;:gnulle
puisqu'une telle fonction, n’étan; dretﬁme quz l};geggérei gigggls) n'est en
i n sens moins fort que pour . .
part (qul?lgléif I;;,lmble quant a nou% gufe la vraie rigneur devrait se 'pr.eotcg?pzrn((l;ss
questions de fond plus que des questions de forme. Une terminologie in tmr ;r‘;ine us
semble toujours préférable 2 une terminologie a?stralte. Une preuve qui se tet ren% ’
"et ainsi de suite..." est tout aussi rigoureuse qu'une preuve fm:malisee par r?)curcomré
Seul le degré de formalisation est en cause, non 1? fqnd de" la demgnstrgum'}. ar contre
la différence entre théordmes "opératoires” et théorémes "non operatoires ertn a ar);es
est une réelle question de fond qui n'est pratiquement jamais prise en tiomlt)hz grérnes
théoriciens. Enfin, la nécessité d'avoir des preuves simples pour les orome
intuitivement vrais et fondamenfaux, comme lg thgomme des gccrongseglten 8 égle,
devrait étre un critére de discrimination décisif quant au choix du mo

mathématique et de I'exposé pédagogique.

NATURE ET FONDEMENT DES DIFFERENTIELLES
LEIBNIZIENNES

Marc PARMENTIER Université Charles de Gaulle
Vilieneuve d'Ascq

Dans la présentation scolaire 2 I'usage des classes terminales, les différentielles sont
introduites dans le cadre de la théorie des fonctions et dans le sillage de la notion de
dérivée. Bel exemple d'inversion de 'ordre péda gogique par rapport 4 1'ordre historique.
Le bien-fondé€ de cette inversion est cependant hors de doute dans 1a mesure oi la théorie
des fonctions fournit au calcul différentiel une assise solide et cohérente. Or au moment
ou Leibniz introduit son nouveau calcul, la théorie et 'idée méme de fonction ne sont pas
encore constituées, en outre la présentation qu'il en donne n'est nullement liée a une
quelconque prémonition de 1'idée de fonction au sens ob nous 'entendons. La question
est donc la suivante : la conception proprement leibnizienne des différentielles est-elle
capable d'apporter a son nouveau calcul un fondement satisfaisant ?

La nature des différentielles

La difficulté semble d'abord tenir 2 l'introduction d'étres mathématiques d'un type
spécial, pouvant apparaitre tantdt sous forme de rapport, tantét de manidre isolée 1 tant6t
comme de vraies grandeurs, tantdt comme égales A zéro. Cette difficnlté, qui ne tient pas
seulement a leur petitesse, est bien résumée par Lazare Carnot dés les premiéres pages de
ses Réflexions sur la Métaphysique du calcul infinitésimal - « on n'a jamais pu se former
qu'une idée imparfaite de ces éléments, espéces d'étres singuliers, qui tantdt jouent le rble
de véritables quantités, tantdt doivent &ire traités comme absolument nuls, et semblent par
leurs propriétés équivoques, tenir le milieu entre Ia grandeur et le zéro, entre l'existence et
le néant » 2,

Une autre nouveauté du calcul différentiel réside dans les différentielles d'ordre
supérieur 4 un, nouvelle source de difficultés et dincompréhensions. Car si on pouvait se
faire une idée des différentielles d'ordre un par référence aux infiniment petits
traditionnels, utilisés par exemple dans le calcul des tangentes, il n'en va pas de méme
des différentielles d'ordre supérieur ne correspondant 3 aucune réalité géométrique
immédiate 3.

Ces remarques posent deux problémes que la démarche leibnizienne permet de
dissocier : celui de la nature des différentielles et ceiui de la rigueur des démonstrations.

La désinvolture de Leibniz

Ce qui surprend dans les articles publiés par Leibniz a partir de 1682 dans les Acta
Eruditorum, et en particulier dans la Nova Methodus pro Maximis et Minimis de 1684 4,
c'est sa désinvolture a I'égard de ce qu'il nomme la rigueur métaphysique. Que signifie
ici ce terme dont l'usage se prolonge au XVIII€ sitcie 5 7 .

On peut l'interpréter en disant que les mathématiques ont un objet. En particulier
toute courbe géométrique posséde une namre, et n'est pas une construction abstraite,
encore moins la représentation d'une relation algébrique 6. Or le réle d'une équation est

! En particulier dans les équations différentielles.
2 Réflexions sur la Métaphysique du calcul infinitésimal, t6édition Blanchard, 1970, p. 3.

3 Clest précisément le calcul différentiel qui permettra d'élaborer les notions de courbure et de rayon de
courbure.

4 Nova Methodus pro Maximis et Minimis, itemque Tangeniibus, quae nec fracias nec irrationales
quantitates woratur ef singulare pro illis calculi genus, paru en Octobre 1684 (cf.. C.I. Gerhardt, Leibnizens
mathematische Schrifien, Halle, 1850-1863, cité M.S., réédition Olms, 1962, V p. 220).

5 Comme en témoi gne le traité de Lazare Camot.
6 De ce point de vue ce serait une erreur de considérer que la géométrie analytique de Descartes ait constitué




