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Jacob, quittant Bersabée, prit la route de Haran. If arriva dans un endroit od if
passa la nuit parce que le soleil était couché. Il se servit d'une des pierres qui
élaient la pour en faire son chevet, et il s'endormit sur place. Il eut un songe : if
voyait une échelle posée a terre, dont le sommet touchait le ciel ; le long de
cette échelle, les anges de Dieu montaient et descendaient.

Les colloques d’histoire et d’épistémolo-
gie des mathématiques ont un charme trés
particulier que vous avez sans doute
remarqué vous aussi : on 0’y trouve jamais
vraiment ce que 'on y est venu chercher...

Le risque est grand, en effet, d’en repar-
tir avec de tout autres centres d’intéréts que
ceux qui vous y auront amenés et vous
auront guidés dans le choix des différents
exposés ou ateliers. Ici, au vu d’un titre allé-
chant, vous vous attendrez & une réflexion
philosophique et vous vous trouverez
confrontés a d’inextricables questions d’édi-
tions anciennes que vous auriez voulu croire
réservées aux spécialistes... La, vous espére-
Tez au contraire un éclairage historique sur
une question élémentaire et vous vous verrez
asséner un impitoyable exposé mathéma-
tique de tous les arcanes de la théorie... ;
Ailleurs, gottant par avance 'occasion
d’apprendre — et de comprendre — un point
délicat de doctrine, vous sentirez peu & peu
s'obscurcir vos certitudes les mieux établies
dans les méandres forcément imprévisibles
d’une genése progressive.

Genese 28. 10-12.

C'est que Vhistoire, 'épistémologie et les
mathématiques constituent un "coquetdle de
drogues dures” particuliérement difficile &
réussir ! Et encore : a4 la condition de
s’entendre sur ce que doit recouvrir exacte-
ment chacun de ces trois termes. Car — on
Taura compris — si rien n’est plus simple
que de tomber d’accord sans trop dambigui-
tés sur les champs respectifs accordés a
Thistoire et aux mathématiques en matiére
d’histoire des mathématiques, il est loin d’en
aller pareillement dés qu’il s’agit d'épistémo-
logie des mathématiques. Comme si le
champ dévolu & VYépistémologie était par lui-
méme condamné, pour longtemps encore, &
échapper a toute définition satisfaisante.

Si T'on en croit les dictionnaires, le proble-
me est pourtant simple : chargée de préciser
Yorigine, la portée et la valeur des connais-
sances, I'épistémologie n'est rien moins que
théorie de la connaissance... Autant dire :
connaissance de la connaissance.

Peut-étre y a-t-il 14 de quoi réjouir le phi-
losophe ? L'ennui pour le mathématicien rési-
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de précisément dans cette définition impos-
sible, de laquelle il ne saurait manquer long-
temps de rapprocher la kyrielle de paradoxes
attachés depuis belle lurette a I'idée d’un
ensemble qui devrait se contenir lui-méme,
ou A celle de l'ensemble des ensembles ; donc &
cette notion d'une connaissance chargée de
s’expliquer elle-méme !

Prisonnier d’'une telle contradiction,
1’épistémologie n’a plus qu’a réduire ses
ambitions, qu’a relativiser son propos. Il ne
Jui reste qu'a fustiger les errements de jadis
au nom des certitudes d’aujourd’hui, &
s’attendrir sur les balbutiements de 'histoire,
a s’extasier devant la clairvoyance ou la
modernité de quelques grands hommes.

En suivant un invisible fil d’Ariane qui
— pour lul — donne un sens au progres,
I’épistémologue est condamné & survoler en
dilettante les ceuvres du passé...

La ot Phistorien traquera les subtilités
de traduction, il ne remarquera le plus sou-
vent que des images isolées, convulsives,
qui font affleurer — & la maniére d’un
célébre point de capiton — les manifesta-
tions d’un contenu latent de la science d'une
époque. La ol Phistorien s’inquiétera sur-
tout de cerner des priorités dans les
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diverses découvertes, il ne retiendra que les
grandes lignes d’un inconscient scientifique
dont I'unité seule lui parait importante.

Quitte donc, & décevoir les férus d’his-
toire ou de rigueur mathématique — s'ils
se souviennent encore de ce quils y sont
venus chercher... — cet exposé vous pro-
pose une flanerie aux sources de la géomé-
trie de I’espace... A ’époque ol on ne la
considére pas encore comme projective ;
dans le court laps de temps, qui va de
1400 a 1600, ol elle peut encore paraitre
réservée aux architectes et aux peintres ;
avant Viete, avant Descartes, avant
Copernic, avant la Renaissance propre-
ment scientifique qui va ensuite boulever-
ser la pensée occidentale.

Et comme il convient aussi de faire ici
un peu d’épistémologie, je commencerai par
rappeler succinctement les bases d’une
modélisation possible de la notion d’obs-
tacle épistémologique, puis je reviendrai
sur quelques points d’histoire qui ont mar-
qué la découverte de la perspective fuyante.
Je m'intéresserai enfin a la nature de I'obs-
tacle constitué par ce qu’il est désormais
convenu de regarder comme une “actualisa-
tion de linfini” et qui est entré dans les
meeurs sous le nom de point de fuite.

PREMIERE PARTIE : éléments d'une épistémologie structurale

Lors d’un exposé au colloque de Lyon
intitulé “la représentation en perspective
comme obstacle épistémologique”, j’ai présen-
té les grandes lignes d’'une modélisation de
certains obstacles rencontrés dans I’élabora-
tion des connaissances mathématiques{1]
On peut dire, pour simplifier, que I'idée direc-

trice est fondée sur la notion de singularité,
ou — si on préfére — sur une certaine inter-
prétation du concept de catastrophe. Je vais
en décrire ici le principe avant de l'illustrer
sur un exemple qui touche de prés & notre
sujet, puis d’'en développer certaines consé-
quences qui me seront utiles dans la suite.

a. Un germe d'obstacle

Pour comprendre I'idée de base qui
pourrait & mon sens structurer ce que 'on a
I'habitude de considérer comme un obstacle
a la vision claire d’une situation, le mieux
est sans doute de partir d’un exemple
simple. En voici un, choisi — ce n’est pas
complétement un hasard... — en géométrie.

Imaginez la configuration suivante (cf.
fig 1) : on se donne une équerre ABC, isocéle
et rectangle en B, que l'on suppose mobile
dans l'espace. On s’intéresse & sa projection
paralléle sur un plan quelconque g fixé. De
fagon plus précise, on cherche & déterminer

R ~ . . TN
langh? ‘abc , projeté de ABC, en fonction de
la position de I’équerre dans espace.

Une analyse rapide vous convaincra vite
que certains paramétres ont une influence
triviale sur le résultat : les translations de
l'équerre dans lespace, ainsi que les rota-
tions de celle-ci autour d’'un axe perpendicu-
laire au plan f2 se traduisent de fagon simple
sans changer I'angle en b. En revanche, cet
angle projeté dépendra essentiellement des
rotations de l'équerre autour d’'un axe hori-
zontal ou autour de son hypoténuse AC.

Vous en viendrez donc, par exemple, &
traduire la position de ABC dans un repé-
re analogue & celui de la figure 1 et 4 para-
métrer les positions de 'équerre par deux
angles ¢ et 6 exprimant les deux rotations
successives quil suffit d’effectuer pour la
faire passer d’'une position horizentale & sa
position la plus générale : rotation d’un
angle ¢ autour de AC et rotation d'un angle
© autour d’un axe Oy perpendiculaire & AC
et paralléle a p.

Apreés ces considérations, vous calcule-
, )
rez I'angle en b (ou plus simplement son
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fig. 1

cosi.nus) en fonction des coordonnées des
p?ojections a,b,c de A,B, C;cest-a-
dire en fonction de 8 et .

Un caleul facile montre qu’en suppo-
sant AC=2,ona:

- - . .
sin*0 - s 2 2
cosb = 10°Q + sin’6 sin’g

[ (1 + cos’® cos?@) — sin?26 sin’p |2

Bref, avec peu de patience et en vous
bornant & des valeurs de 8 et ¢ pas trop
importantes (comprises par exemple entre
~ 4 et + /4 ) vous pourrez représenter la
quantité cos b en fonction de 8 et ¢ par une
surface telle que celle de la figure 2. Il est
clair que ce schéma rend entiérement compte
de la situation, pour peu que l'on oublie les
parametres inutiles et que 'on ait limité les
amplitudes 6 et ¢ du mouvement de 'équer-
re ABC. On peut dire notamment que la pro-
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jection seule de la surface de la figure 2 sur
le plan 80¢ caractérise les paramétres
importants de la configuration.

Supposez maintenant que vous ne dis-
posiez pas de tous ces paramétres. Suppo-
sez par exemple que vous ne sachiez pas
grand chose d’autre sur la position de
Péquerre que ce que vous pouvez observez
sur la position de sa projection abc...

Les points représentatifs de la situa-
tion (surface (Z) de la figure 3) vous appa-
raitront d’'une fagon qui dépendra des para-
maétres que vous pourrez alors affecter 4 la
vision dont vous disposez, et il y a peu de
chances que des considérations directes sur
abc vous permettent d’établir I'existence et
les valeurs des variables 0 et ¢... Une fagon
simple d'imaginer les phénoménes qui peu-
vent alors se produire et de considérer que
vous regardiez simplement 'ensemble (Z)
de la figure 3, mais ceci au sens littéral du
terme, c’est-a-dire que vous n'en connais-
siez plus que la projection sur le plan de la
feuille de papier ot je I’ai dessinée. En
d’autres termes vous vous seriez alors
construit deux paramétres nouveaux,
dépendants de 0, ¢ et cos b. Ce ne serait
déja pas si mal, mais cela ne vous permet-
trait pas de déduire exactement la position
de Péquerre ABC... Ceci & cause d’un phé-
nomeéne du type de celui que jai entouré
sur la figure 38 et grossi sur la figure 4 : la
surface (Z) fait désormais des plis !

Ces recouvrements vous interdisent de
déterminer de fagon biunivoque les posi-
tions de I’équerre : celles-ci correspondent
toujours — en théorie — a des valeurs de
et de @ ; certains points de la surface (I)
(tels que A; et A, sur la figure 5) permet-
tent encore de retrouver des situations non
ambigiies ; mais 12 o0 plusieurs feuillets se
superposent, ce qui est pour vous une

fig. 2

méme configuration est attaché en réalité a
trois possibilités de fixation du couple (6,0).

Allons plus loin : partant d’'un point tel
que A, bien déterminé, vous pourrez — par

continuité — suivre le feuillet “supérieur”
en conservant une certaine interprétation
de la situation globale, mais arrivé en E,
vous serez obligé de passer sur le feuillet
“inférieur” sur lequel l'interprétation précs-
dente deviendra fautive. Vous pourrez
cependant revenir vers le point F en main-
tenant linterprétation du second feuillet...,
pour retomber ensuite sur le premier, etc.,
ete. Vous n'atteindrez jamais de cette fagon
I’état de la configuration globale qui corres-
pond au point A ! Le seul moyen d’y parve-
nir serait d’aller passer au point y (sl exis-
te), ce qui suppose en particulier de se
dégager d’une analyse cantonnée aux che-
mins voisins de la route menant de A, & A,.

Cet “archétype” d’obstacle est donc
résumé fig. 5 : une situation analysable
théoriquement & partir d’un point de vue
(92) (dans une "projection” qui permet de la
traduire de fagon biunivoque) peut &tre
apréhendée incomplétement d’un point de
vue (1) et donner naissance a des “plis”
interdisant d’accéder a toute la réalits.
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Cela induit, d'une part, une dynamique
d'erreurs qui sont dues aux “changements
de feuillets” et, d’autre part, la nécessité de
réinventer de véritables paramétres a la
situation, en parcourant la surface & partir
du “point de passage” obligé (y sur les
figures 4 et 5) ; point que jappellerai dans
la suite le “point cusp”, ou le point "fronce”
de la situation étudiée.

C'est sur la base de ce “fil d’Ariane”
épistémologique que j’ai détaillé quelques
exemples dans 'exposé cité plus haut. J’ai
notamment tenté d’expliquer comment
pouvait étre interprété dans ce cadre le
fonctionnement d’un exercice comme celui
de la figure 6 ; qui peut &tre modélisé par
le schéma de la figure 7... Disons simple-
ment ici qu'une analyse du probléme en
“déformation” ne permet pas d’atteindre le
point solution (8), alors que le passage par
Y — qui correspond en l'occurrence a la
régle “les milieux sont conservés” — sup-
pose au contraire de raisonner en “démon-
tage” et en “remontage” de la figure, il
fournit alors un cheminement qui aboutit
au dessin cherché.

Je vais développer un peu plus longue-
ment un autre exemple.

A 8
Exercice : compléte le
dessin en reportant la confi-
guration ABCD sur la vue
en perspective de la table.
2] [+]

fig. 7
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b. Le cas Zénon

Il est difficile de trouver une illustra-
tion du probléme de T'infini plus classique
que celle qui tourne autour des paradoxes
de Zénon d’Elée : ils auront fait couler plus
d’encre épistémologique en quelques deux
millénaires et demi que n’importe laquelle
des grandes questions mathématiques.

Rappelons les faits. Zénon, sophiste
grec, c’est-a-dire en réalité enquiquineur
patenté spécialiste du “logos”, aurait sou-
mis timidement & ses contemporains la
remarque suivante :

« Pour aller d’'un point A & un point B, une
tortue doit d’abord effectuer le chemin qui
va de A au milieu de AB, etc., etc. »

L’observation serait aussi pertinente
qu’anodine s’il ne fallait comprendre que
tout est contenu dans le « etc. »... Ce que
s’empressérent de faire les exégétes de
Tépoque, qui traduisirent immédiatement
le propos comme vous le feriez vous-méme,
si un spécialiste actuel du “logo” vous
annoncait :

« Si, pour aller de A & B, vous programmez
votre tortue en lui disant : “va de A au milieu
de AB, etc.”, ... alors Uordinateur se plante ! »

En d’autres termes : le mouvement est
impossible a cause de linfinité d’étapes
qu’il suppose accomplies... Bien qu'ébran-
18s, les contemporains de Zénon n’en conti-
nuérent pas moins — semble-t-il — de se
déplacer comme vous et moi pour aller d'un
point & un autre ; cependant ils brodérent
sur cette remarque quantité de variantes,
connues aujourd’hui sous le nom de “para-
doxes de Zénon” et destinées a prouver
Pimpossibilité de tout déplacement, soit
parce qu'il ne peut aboutir, soit parce qufil
ne peut commencer.
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Le plus connu de ces paradoxes est cer-
tainement celui qui affirme qu’Achille ne
pourra jamais rattraper une tortue, dans la
mesure ou il devrait pour cela commencer a
réduire Pécart de moitié, ete, etc. Pour
changer un peu, je partirai d'une version
plus moderne et plus sophistiquée :

9 ¢ fe-

D —— e R amme ]
1 km/h 3 km/h
AL I B
fig. 8

« Supposons (fig.8) deux points A et B dis-
tants d’un kilométre. Au méme instant une
tortue et une mouche quittent A et B pour
aller Uune vers lautre & des vitesses respec-
tives de 1 km/h et 3 km [ h. Arrivée sur la tor-
tue, la mouche — d’humeur badine — repart
illico vers B pendant que la tortue poursuit
son petit bonhomme de chemin. Arrivée en B,
la mouche repart dare-dare vers la tortue,
puis retourne en B, puis vers la tortue, etc.
Quelle est la distance parcourue par la
mouche lorsque la tortue arrive en B 2 »

Vous vous apercevrez vite que la
mouche parcourt les 3/4 du chemin BA pen-
dant que la tortue en effectue 1/4 ; puis que
la mouche a exactement le temps de retour-
ner en B pendant que la tortue achéve de
rallier le point I milieu de AB (fig. 9).

fig. 9

® .,

A cet instant, I'histoire peut recommen-
cer et 'étape suivante est analogue, a la
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seule condition de remplacer la distance
initiale AB par la distance moitié IB. On
trouve donc sans trop de peine les distances
parcourues par la mouche :

lére étape: 3/2. 1 km
2&me étape: 3/2. 1/2 km
3éme étape: 3/2.« 1/4 km
etc., etc.

Deés lors, si vous admettez que le problé-
me reléve simplement de l'addition de ces
distances successives, vous trouverez :

distance totale =

=(3/2x1)+ (82, 1/2)+(3/2« 1/4) + ...
=32x(1+12+1/4+1/8+...)
=3/2.2km = 3km.

Est-il besoin de préciser que ces 3 km
ne sont rien d’autre que les 3 km parcourus
en une heure par la mouche ?... puisqu'elle
vole exactement pendant le temps que met
la tortue pour épuiser la distance AB, ... a
la vitesse de 1 km/h |

Simplement un peu accentués dans ce
scénario, tous les ingrédients des paradoxes
de Zénon sont en place, et pour en com-
prendre les ressorts, le plus simple est
d’essayer de modéliser la situation sous la
forme d’un pli (cf. fig.10). Je considérerai
pour cela la courbe “en S” oaDJROw chargée
de représenter le pidge mis en place par
Zénon. Les “Images” situées sur la branche
supérieure o correspondront aux faits géo-
métriques décrits par 'énoncé. Les “images”
situées sur la branche inférieure Ow seront
attachées aux sentiments du temps que le
probléme fait naitre.

De fagon plus précise, la figure 10 fonc-
tionne de la fagon suivante :

1 — Vénoncé vous place tout d'abord en D,
(premiére étape), puis en Dy (deuxiéme
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fig. 10

écoulement du temps

étape), puis il vous ameéne a envisager linfi-
nité des aller et retour que la mouche devra
accomplir. Ce faisant, vous étes attiré par un
“attracteur” situé au point “J” et qui corres-
pond & Vimage de cette infinité (de comptage)
attachée aux zig-zag de la mouche. Cet
attracteur pourrait correspondre & ce que
vous pouvez avoir aujourd’hui comme “idée

de N”. Je P'appellerai (parce que c’est plus
joli...) Pattracteur “échelle de Jacob”, en sou-
venir du passage de la Bible cité en exergue.

2 — arrivé au point “J” (& cette image de
l'infinité du dénombrement & accomplir)
vous &tes précipité sur le feuillet Ow du
temps ; et cette image se transfére en un
sentiment de durée immense (pas d’éternj-
té,... mais presque !). Vous voyez certaine-
ment défiler brutalement tous les grains de
Tunivers dans le sablier du destin, vous étes
submergés par les eaux de la création qui
vont s’écouler dans la clepsydre de Chronos,
vous étes assourdis par tous les tic-tac &
venir de la pendule d'argent qui ronronne au
salon,... Bref, vous &tes au point “E” de la
figure 10, parce que vous venez de dire sans
méme vous en rendre compte : « il faut un
temps bien trop long & la mouche pour
accomplir ses aller et retour ! ».
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3 — vous vous rendez alors compte que
cette réponse ne tient pas : pris d’un
remords (mais coincés sur le feuillet infé-
rieur) vous revenez en arriére... et vous
8tes attirés par le seul autre attracteur un
peu intéressant sur le feuillet Ow : cest
celui qui est situé au point O et qui corres-
pond au temps nul. Ce faisant vous serez
précipité en “D” sur le premier feuillet, et
vous aurez dit : « le mouvement est impos-
sible, il ne commence méme pas ! ».

C’est évidemment 1a le paradoxe de
Zénon : il fonctionne dans le cadre de la figu-
re 10, parce que dans ce cadre votre "cur-
seur” ne peut aller que vers la droite ou vers
la gauche et que la configuration du pli vous
interdit d’atteindre le point R ol réside la
réponse. Vous avez suivi Zénon sur un axe
de réflexion que j’ai appelé écoulement du
temps et qui consiste simplement, de facon
naive, & égrener, instant aprés instant,
Paccumulation du temps qui passe...
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Au contraire, pour atteindre la réponse
“R”, il faut passer par le point y de la figure
11, attracteur qui pourrait correspondre a
1'image mentale d'une limite du type :

| | | 11l

Mais cela nécessite de quitter 'axe écou-
lement du temps pour effectuer les calculs
que je vous ai présentés pour commencer. Ce
qui suppose une “modélisation du temps” par
un ensemble du type de celui des nombres
réels. Vous noterez aussi que je vous ai en
fait raconté deux cusp vy possibles : 'un avec
le calcul global trés simple (y;) et Pautre avec
la sommation de la série géométrique (yp).
On pourrait donc trés bien représenter cela
par la figure 12 & deux fronces... Clest 13,
bien entendu, une vision “moderne” du pro-
bléme et elle n’explique pas l'intérét accordé
jusquici au paradoxe de Zénon. J’y revien-
drai au paragraphe suivant.

c. La question du sens

Ces deux exemples vont me permettre
de m’arréter un peu plus longuement sur
quelques questions complémentaires susci-
tées par une telle modélisation.

Sous forme spontanée (cf. [1]), on peut
tout d’abord considérer que les réactions
premiéres sont de nature “sentimentale”.
C’est sans doute le lot d’une fagon de présen-
ter les choses qui s’apparente trés fortement
a ce qu'il est convenu d’appeler la “théorie
des catastrophes”. Or le modéle évoqué ici,
malgré quelques variantes qui résultent
d’un point de vue moins dynamique ou
métabolique et plus statique ou descriptif,
peut légitimement étre considéré comme un
avatar des idées introduites par Thom. Y
compris dans le double aspect que lui affec-
tent désormais certains philosophes : d’une
part sous I'angle de lecture illustré par
Pexemple de la projection de 1’équerre (ot
Von pourrait postuler que les “images” sont
susceptibles d’'une mise en équations effecti-
ve), et d’autre part dans un parti-pris beau-
coup plus abstrait (et moins justifiable a
priori) d’envisager I’épistémologie des
mathématiques tout entidre comme Iétude
d’une (énorme) variété — la “robe de la
mélancolie” de [1] — dont il s’agirait d’étu-
dier les “plis” et leur évolution dans Phistoi-
re ou dans l'apprentissage...

Cela dit, un point d’achoppement non
négligeable me semble relever de I’éternel
débat entre constructivisme et idéalisme
dans la mesure ou la modélisation présente
oblige les deux points de vue a cohabiter de
fagon relativement complémentaire et
contradictoire : idéalisme — voire mysticis-
me forcené — a considérer d’entrée de jeu
un ensemble des images mentales, préexis-
tant quelque peu aux savoirs eux-mémes ;
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mécanisme — voire “mécanicisme” — des
processus de découverte et de compréhen-
sion, qui pourraient presque se résumer a
un balayage aléatoire de la variété des
savoirs.

C’est sans doute sur la question du
sens que se cristallise alors ce genre de dif-
ficulté, car le modéle ne prend pas vrai-
ment parti sur cet aspect des obstacles. Il
consiste en effet seulement & détecter des
singularités qui peuvent apparaitre entre
plusieurs facons de “paramétrer une surfa-
ce” (ou une variété de dimension supérieu-
re) et cela sans fixer nécessairement de
régles régissant la vérité. Ce qui compte,
ainsi, dans exemple de I'équerre, cest le
pli entrainé par la différence de point de
vue sur l'ensemble des états possibles ; cest
le décalage entre les projections sur 1 et

o dans la fig. 5. Dés lors, chacune de ces

deux projections peut étre regardée comme
une fagon de lire la variété des états, c’est-
a-dire de lui donner un sens. Mais ce “sens”
est, en quelque sorte, second et, surtout, il
est libre ; dans la mesure ot de multiples
projections peuvent rendre le méme servi-
ce. Un peu comme s'il s’agissait simplement
de choisir d’autres paramétres pour déter-
miner la position de P'équerre 4 la place des
angles 0 et ¢.

Vous noterez cependant que les
“variables d’interprétation” ne sont pas
complétement neutres. C’est ainsi que sur
T'exemple de la fig. 7 “déformation-démonta-
ge” permettent — & I’observation — de
décrire le mécanisme de Pobstacle en ce qui
concerne I'analogue de la projection 1 de

la fig. 5. En revanche le pendant de la pro-
Jection sur @, laisse libre le choix de la
variable “verticale”... Or c’est dans ce choix
que résidera le sens que l'on veut attribuer
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2 une lecture du probléme dans laquelle
Tobstacle est inexistant (ou surmonté !). On
pourrait par exemple ne voir dans I'exercice
de la fig. 6 qu'un champ correct de transfor-
mations appliqué a la figure. Le seul para-
métre interdit est celui de la déformation ;
mais n’en déplaise aux adeptes du “plaisir
du sens”... il est connu depuis longtemps
que les transformations géométriques ne
déforment pas, puisque leur étude revient
pratiquement a celle de leurs invariants.

Cette question philosophique mise &
part, il convient de préciser quelques aspects
du fonctionnement d’une singularité d’un
point de vue épistémologique, et ceci sur
deux points : la compréhension et la concep-
tualisation. Reprenons pour cela 'exemple
du paradoxe de Zénon (fig. 10 - 11 - 12).

Utilisons le cusp v, (cf. fig. 12) pour

atteindre la réponse située au point R : cela
revient schématiquement a utiliser le
savoir “distance = vitesse x temps” en aller
et retour. Clest-a-dire & calculer le temps a
partir de la vitesse de la tortue, puis &
appliquer cette valeur & partir de la vitesse
de la mouche.

Un tel aller-retour au savoir qui recéle
la solution est analogue & celui que constitue
le “démontage-remontage” de la figure dans
Texercice de la fig. 6. Il ne nécessite pas a
proprement parler une vision différente de
la surface qui constitue le pli, mais il permet
d’en parcourir tous les feuillets et, principa-
lement, d’accéder au feuillet caché... Je dirai
que la pratique approfondie et répétée de
tels cheminements constitue le premier
stade de la compréhension : il permet de par-
courir tous les points de la surface des états
malgré le mauvais paramétrage (foq de la

fig. 5) dont on dispose initialement. On peut
alors imaginer un processus de compréhen-

sion face & une famille de probléemes ana-
logue relevant d'une méme fronce : les che-
mins en seront d’autant mieux explorés et
pratiqués qu’ils seront susceptibles de
mener a des points proches du cusp ; de 1a
une différence naturelle évidente entre des
situations (ou des exercices) plus ou moins
complexes, mais dont la solution demande
de mettre en jeu la méme démarche.

A ce stade de la compréhension (que
Von pourrait qualifier de procédural ou de
mécanique) devrait succéder, de par la
familiarisation acquise avec les points de la
surface des états, une nouvelle cartogra-
phie de celle-ci. Cartographie (ou parame-
trage) qui sera ressentie peu a peu comme
incompatible avec la projection (g0 fig. 5)

entachée d’un pli. C'est un deuxiéme stade
de la compréhension : une nouvelle “projec-
tion”, une nouvelle fagon de voir va succe-
der & la premiére. Un peu comme si le plan
de projection g1 de la fig. 5 tournait peu &

peu vers la position g, en dégageant lente-
ment le voisinage du cusp...

Appliquez ce principe a la fig. 12 en
admettant que les fronces vy et yp soient

explorées simultanément ; c’est 'ensemble
du pli qui disparait peu & peu et qui peut, a
posteriori, étre considéré comme un “faux
pli” dd & Yinvention malicieuse d’'un Zénon.
Clest en tout cas cette interprétation qu’il
convient de garder actuellement & Pesprit si
Ton désire proposer lexercice de la fig. 8 a
des étudiants, afin (par exemple) d’illustrer
le coté “naturel” d’un passage 4 la limite des-
tiné & obtenir la somme d’une série...

Cependant le probléme spécifique au
paradoxe de Zénon n’est peut-étre pas aussi
simple (ne serait-ce que si 'on en croit le
succés qu’il faut bien lui accorder depuis
quelques siécles) et cela tient (& mon avis) &

plusieurs raisons qui invitent & réfléchir
plus profondément sur P'aspect épistémolo-
gique du modéle et & la nature des cusp v;

ety de la fig. 12.

D’abord il n'est pas sir que 'on puisse
parler du point cusp ¥, comme d’'un savoir
anodin, n’ayant posé aucun probléme & ses
découvreurs. Au contraire. Et ceci, pourrait-
on dire, a toutes les périodes de l'histoire.
Pour s’en tenir & Zénon, on pense depuis
Tannery que l'objet méme de son paradoxe
était de mettre en évidence la contradiction
fondamentale qui ruinait le point de vue
(attribué aux pythagoniciens) selon lequel le
monde géométrique aurait pu étre une
réunion de points “matériels”, d'une dimen-
sion trés petite certes, mais susceptible de
servir de commune mesure & toute longueur.
Dés lors, 1a mise en lumiére par Zénon de
“Tattracteur v,”, que Pon peut schématiser
par Iimage d'une suite géométrique comme
celle de la fig. 14, aurait rendu la vie aussi
impossible aux tenants de cette théorie que
la découverte de 'incommensurabilité du
¢Oté du carré avec sa diagonale.
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Cette interprétation me parait a la fois
juste et fausse. Elle est en effet particuliére-
ment séduisante parce qu'elle montre bien
le conflit psychologique qui a pu se manifes-
ter entre ce que fai appelé ’axe du “compta-
ge” et 'axe du “calcul”, entre le sempiternel
retour a l'unité et les techniques sophisti-
quées d'un calcul capable d’englober le cas
des nombres irrationnels. C’est 14 sans
doute un des obstacles originels que la
science a eu a surmonter. C’est aussi un
obstacle “didactique”, toujours présent dans
Vapprentissage, que les pédagogues ont par-
ticulierement tendance a oublier... Et il
n’est donc pas interdit de penser avec Tan-
nery que le “paradoxe de Zénon” symbolise
en grande partie cette étape.

Cependant cet aspect des choses laisse
de coté une composante non négligeable du
paradoxe, qui réside dans 'importance
attribuée au mouvement, c’est-a-dire au
temps. Or s'il semble légitime de penser
que la science grecque a parfaitement mai-
trisé assez tot Pattracteur v, (fig. 14) sur le
feuillet supérieur de la fig. 13, autrement
dit dans le domaine géométrique, il n’en va

fig. 13

fig. 14
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pas du tout de méme en ce qui concerne le
feuillet inférieur qui correspond au domai-
ne du temps. Alors que la perversité de la
situation choisie par Zénon (ou ses exégétes)
est justement d’obliger a faire subir au
temps le méme découpage que celui du seg-
ment AB parcouru par la tortue ; puisque
c’est le seul moyen de rejoindre le point v,

sur le feuillet inférieur.

En d’autres termes, il faut accepter
d’affecter au paramétre temps la modélisa-
tion que nous lui connaissons actuellement :
celle d’un point sur une droite, c’est-a-dire
une modélisation géométrique analogue a
celle qui prévaut sur le feuillet supérieur !
Et je ne suis pas slr qu’une telle vision des
choses n’ait pas di attendre le début du
XVIIé siécle (et Galilée) pour rentrer pleine-
ment dans les meeurs. Je pense au contraire
que c’est Vinexistence de la fronce v, (dans
toute l'acception qu’il faut mettre a cette
notion), qui caractérise les mathématiques
grecques.

Un deuxiéme aspect de la double fronce
Y1, Yz des fig. 12 et 13 résulte du probléme

de leur stabilité. Je le relierai a un autre
des problémes cruciaux des mathéma-
tiques, que vous aurez sans doute reconnu
caché derriére “Iattracteur J”, et que 'on
appelle classiquement le probléme de
“Pinfini potentiel”.

Notez tout d’abord que ce que jai dit
précédemment du processus de “compré-
hension” ne saurait épuiser le comporte-
ment du mathématicien confronté & une
fronce, mais recouvre seulement son attitu-
de face & un type limité de problémes
nécessitant le recours au point cusp. Lacti-
vité mathématique est en réalité — par
nature — généralisante. Cela signifie, en
termes du modéle qui nous intéresse ici,
que la surface des états que je considére
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pour décrire un probléme particulier ne
saurait étre isolée du contexte formé par
les problémes environnants. Lie champ
d’étude de celui qui cherche ne se restreint
évidemment pas a cette surface qui, bien
au contraire, est comme “noyée” dans un
espace a trois dimensions, ou méme dans
un espace de plus grande dimension encore.
J’appellerai “conceptualisation” la phase
qui compléte la compréhension d’'une fronce
(au niveau d’'une strate) pour I’étendre aux
strates environnantes en regroupant au
probléme originel les situations suscep-
tibles de s’y amalgamer.

Considérer une fronce comme “stable”,
c’est alors supposer qu’elle est capable de
traverser cette épreuve de la conceptualisa-
tion. Ou, si I'on préfere, qu'elle survive a
Pexploration d’'un champ suffisant de pro-
blémes analogues, effectivement suscep-
tibles d’atre résolu par recours & un cusp qui
se déduirait du cusp initial par une varia-
tion simple des données. C’'est admettre
qu’une figure comme la fig. 5 n’est en fait
qu’un résumé (un “quotient”) pertinent pour
tout un ensemble de problémes.

En vérité, il y a sans doute peu de cusp
stables si on les rapporte & I'ambition “uni-
versalisante” des mathématiques, et on
pourrait méme, sans trop se tromper,
regarder l'activité mathématiques comme
marquée par une fatalité : déstabiliser un
jour ou lautre les cusp les mieux assurés
par souci de généralisation croissante...
Mais ceci nous emménerait sans doute trop
loin ; nous nous contenterons d’envisager
ici la stabilité de la fig. 12!

L’attracteur vy, (ou si 'on préfere “I'image
mentale” de la fig. 14) a un privilége particu-
lier en mathématiques, qui lui vaut d’ailleurs
I'insigne honneur d’étre le sujet méme du
présent colloque : il s'est toujours révélé trés

acrobatiquement stable... Revenons en effet &
la fig. 12 comme illustration du probléme de
Zénon, et relisons la solution passant par y,.
Le chemin qui méne de Iénoncé & vy, résulte
d’'une “violence” : celui qui réfléchit doit se
détourner de 'attracteur “J” pour en
maitriser “'infinité potentielle” et pour
mettre en place un “passage & la limite” qui
peut &tre illustré par la fig. 14. Il n’y a la rien
d’autre qu'une forme “d’actualisation de
I'infini”, autorisée ici par le recours a la série
géométrique, mais qui est bien loin de ne pas
soulever une foule de questions dont ’histoi-
re des mathématiques vous régalera a
Penvi... Pour peu que vous pensiez au
moindre exemple tiré de 'analyse : du caleul
des indivisibles & Panalyse non-standard, en
passant par tous les balbutiements possibles
de la notion de “filtre”. Pour peu, méme, que
vous remarquiez le simple fait suivant :
Pimportance donnée ici 2 la suite géomé-
trique comme critére de convergence. Cette
importance n’est pas neutre si 'on se sou-
vient de Pomniprésence de cette suite dans la
plupart des passages a la limite effectués par
les grecs, et c’est 14 une raison supplémentai-
re d’instabilité vis-4-vis de nombre de ques-
tions d’analyse qui réclament une “image de
la convergence” plus souple que celle que jai
illustrée par la fig. 14.
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Ce simple “enrichissement de Iimage”
devra attendre des siécle et, pour tout dire,
c’est un des buts de cet exposé d’en mettre en
évidence une étape importante, mais je vou-
drais terminer cette premiére partie en vous
signalant au passage une bizarrerie de ’his-
toire qui devrait fasciner les épistémologues
qui méditeraient sur la fig. 12 : la fronce de
cusp vy, n'est guére plus stable que la fronce
Y2 ! Revenez en effet 4 la solution que je lui ai
attachée... et supposez que dans le probléme
de 1a mouche et de la tortue les vitesses
soient données par des nombres incommen-
surables... La simple opération résumée par
le retour a vy, nécessite alors des prouesses...
Or ce sont précisément toutes ces prouesses
qui ont été en grande partie accomplies par
les Grecs (notamment par ceux que l’on rat-
tache 4 la tradition d'Eudoxe) ; & tel point
que v, peut paraitre plus stable que vy, alors
méme que les difficultés sous-jacentes sont &
peu prés les mémes.

Malgré cela le mathématicien préferera
toujours passer par y; plutdt que par vy,
pour s'éviter un probléme de “passage a la
limite” ! Ainsi le “paradoxe de Zénon” sym-
bolise une singuliére “claudication” de I’his-
toire dont nous rencontrerons les effets,
une fois encore, dans la suite.

DEUXIEME PARTIE : la perspective entre 1400 et 1500

Vous l'avez sans doute remarqué vous
aussi. L’histoire des mathématiques a un
charme trés particulier : c’est que l'on n'y
trouve jamais vraiment ce que 'on y peut
chercher... L'histoire de la géométrie de Pespa-
ce, de la géométrie projective et de la perspec-
tive sont trés frappantes a cet égard, car les
habitudes actuelles dans notre facon d’envisa-

ger P'espace induisent des questions envers le
passé qui sont vite dénuées de sens. Les
réflexes adoptés depuis quelques quatre
siécles pour raisonner dans une géométrie &
trois dimensions semblent si naturels que 'on
a souvent peine & comprendre les véritables
problématiques qui conduisirent les “primi-
tifs” dans leur exploration de terres vierges.
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Cest ainsi que l'invention de la notion de
“point de fuite” pourrait presque passer
aujourd’hui pour un renversement total de
démarche par rapport & une présentation
moderne de 1a question. On ne peut d'ailleurs
guére suivre I’évolution historique sans
connaitre un aspect relativement négligé
actuellement dans les rudiments de perspecti-
ve : les propriétés du “point de distance”.

a. La notion de point de distance

Si 'on s’avise, en effet, d’expliquer a
notre époque les propriétés fondamentales
de la perspective fuyante, il parait généra-
lement assez naturel d’en résumer d’abord
le principe & P’aide d’un schéma comme
celui de la figure 15, montrant un objet, un
observateur, et une sorte d’écran transpa-
rent sur lequel viendra se fixer 'image de
P’objet considéré. Chacun est censé
aujourd’hui retrouver dans une telle figure
un cas particulier de ce que nous appelons
désormais une “projection centrale”.Cela
étant, la propriété essentielle qui structure
Timage de l'objet choisi dans la fig. 15 tient
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dans une régle fondamentale : “les familles
de droites paralléles apparaissent a I'obser-
vateur sous forme de famille de droites
concourantes”. C’est la notion de “point de
fuite” ; elle peut aisément (aujourd’hui !)
&tre jusitifiée par un raisonnement du type
de celui qui accompagne la fig. 16 de l'enca-
dré 1. Je ne rentrerai pas dans les détails,
sinon pour rappeler, d'une part une éviden-
ce : les paralléles au plan de lécran restent
poralléles ; d’autre part un fait général :
pour que les familles de droites paralléles
donnent des images concourantes, il n'est
pas indispensable qu’elles soient contenues
dans le plan horizontal des fig. 15-16 ... (Ce
dernier point revient simplement & signaler
a ceux qui Pauraient oublié que les points
de fuite ne sont pas obligatoirement situés
sur la “ligne d’horizon”, et qu’ils ne le sont
en fait que s’ils correspondent & des direc-
tions du plan horizontal.)

Jointes & un peu de pratique, ces régles
du jeu constituent un bagage estimable en
perspective, suffisant en tout cas pour
tésoudre un exercice comme celui qui était
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Encadré 1. Le principe du point de fuite.
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évoqué précédemment dans la fig. 6, mais
transposé au cas de la perspective fuyante
(cf. fig. 17). De la méme fagon, il n’est pas
indispensable de posséder d’autres connais-
sances pour réaliser une belle illustration
comme celle qui est reproduite sur la fig.
18. On notera seulement au passage que
Pexercice de la fig. 17 ne reléve plus exacte-
ment du modéle épistémologique résumé
par la fig. 7 : il met en jeu deux savoirs qui
demandent a étre utilisés simultanément
et indépendamment 'un de Pautre (Tappel
aux deux points de fuite de la figure). Ici, la
formule rituelle : “je laisse le soin au lec-

Exercice " compléte le -
dessin en reportantla confi- A —

teur de compléter la fig. 17 & titre d’appli-
cation”, pourrait étre agrémentée d’une
phrase comme : “le lecteur en profitera
pour modéliser 'obstacle & P’aide des deux
fronces convenables” ! ... (Le lecteur en
question pourra s'inspirer du § Il.a du pré-
sent exposé.)

Faut-il penser que ce “bagage esti-
mable” dont je viens de faire I'inventaire (et
qui est celui d’'un étudiant d’aujourd’hui
ayant eu la chance de recontrer un peu de
perspective au cours de ses études) est suf-
fisant pour surmonter les obstacles liés & la
perspectives ? Je voudrais vous convaincre
que non, et méme vous faire sentir que les
raisons peuvent en étre rattachées aux
deux aspects épistémologiques que j’ai dis-
tingués au paragraphe précédent : la com-
préhension et la conceptualisation (cf. § L.c).

Une fagon simple de mesurer la com-
préhension que 'on peut avoir de la pers-
pective — et notamment de la notion de
point de fuite — est de se confronter & des
exercices plus ou moins élaborés, comme
(par exemple) ceux qui sont résumés par
les fig. 19-20. Ces problémes ne nécessitent
qu'un seu! point de fuite et on peut estimer
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que leur “modélisation” se réduit d'abord a
une simple “fronce”. Ils demandent en
revanche une excellente compréhension
(c’est-a-dire un large aplanissement du
cusp correspondant au point de fuite) afin
d'éviter les erreurs classiques dues & la pré-
gnance de I'idée de déformation, ou si 'on
préfere, a la force de 1™attracteur” constitué
par l'idée de parallélisme. On peut légiti-
mement penser qu'une pratique suffisante
de ce genre de problémes aide a “domesti-
quer” le passage par le cusp ...

La question de la conceptualisation est
plus délicate. Je vais essayer de lillustrer &
partir du probléme suivant relatif & la fig.
18 : est-il possible de trouver :

1 —le point oit celui qui regarde cette figu-
re doit placer son ceil, pour que 'image qu’il
apergoit soit celle de T'observateur ayant
dessiné ce “paysage” ?

2 - la place de cet observateur originel par
rapport aux objets situés dans ce paysage ?

La solution de ces deux problémes
passe en fait par une seule construction :
celle des points de fuite des diagonales du
carrelage, et ce sont ces points qu’il est
convenu d’appeler les “points de distance”
du tableau (cf. encadré 2). On notera que
jai précisément choisi la fig. 18 pour sim-
plifier la question, et que la solution d’un
probléme analogue & propos de la fig. 17
serait plus délicate : elle a sans doute
attendu 1639 et Desargnes... Il n’est cepen-
dant pas inutile de s’'arréter un instant sur
Putilisation des points de distance.

Alors que la réponse & la premiére des
deux questions précédentes demande
“d’opacifier” I’écran et de ne considérer que
Vobservateur et le dessin (cf. fig. 22), la
réponse a la deuxiéme question améne a
lire sur le dessin, considéré comme “trans-
parent”, les informations concernant le
paysage et Uobservateur (cf. fig. 23). Le lec-

Exercice : compléte le
dessin en reportant la
parabole sur la vue en
perspective de la table.

1 Fig. 19

Exercice : compléte le dessin en
dessinant 'ombre du cube au solei,
sachant que a est 'ombre du som-
met A.

s
Fig. 20 ’
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Encadré 2. Le point de distance.

Fig. 21

Si on considére limage d'un
carrelage placé (au sol) face
a l'observateur, les diago-
nales des carrés élémen-
taires sont paraliéles et leurs
images convergent en un Fig. 21 bis

point t de la ligne d'horizon.

Mais alors la verticale Tt

est ['image d'une paralléle Lo
particuliére a toutes ces dia- X ,,H/
gonales : celle qui passe par S Vs
le point H , projection de I ¥
I'eeil sur le plan de base. iﬁ‘ - A
Ainsi les droites HT et Ot
sont inclindes de 45° sur le '
plan de I'écran. En d'autres N
termes, les triangles HQT
et Oot sont des triangles
isocéles rectangles (en Q
et o), si bien que la distan-
ce Oo est égale a la distan-

= 5 ,
ce of. | N R
De ce fait, le point t s'ap- \QJ\ \P G
pelle le point de distance ; ~——
c'est le point de fuita du des- B A\
sin qui correspond aux hori-
zontales inclinées a 45° sur A

la ligne de base (noter qu'ily
a évidemment deux tels
points, symétriques par rap-
porta o).
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Fig. 22

Utilisation du point de distance pour
déterminer la position de I'eeil par rapport
au tableau : comme le triangle Oot est
isocéle rectangle en O (cf. encadré 2), on
doit avoir Oo = ot (avec évidemment o

projection de O sur le tableau).

Utilisation du point de distance pour
déterminer la position de ['eeil par rapport
au sujet : soit ab I'image du segment AB
situé dans le plan horizontal ; comme le
triangle BAT est isocéle rectangle en A
(cf. encadré 2), on doit avoir AT = AB . En
d'autres termes, l'observateur est tel que
T soit & une distance de l'objet représenté
par a égale a la longueur qui correspond,
dans la réalité a la distance séparant les

objets représentés par a et b.
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teur qui ferait I'effort nécessaire ressenti-
rait aisément le conflit qui s’instaure
immédiatement entre les deux démarches.
Il en serait plus convaincu encore s'il cher-
chait & retrouver, & partir des fig. 22-23, les
explications données dans Pencadré 2...

L'explication de ce phénoméne tient &
ceci : le cusp constitué par la notion de
point de fuite n’est pas stable, au sens o
des variations légéres du probléme, qui
touche aux positions relatives de ’observa-
teur, du décor et du dessin suffisent a per-
turber la compréhension. On le verra
immédiatement si 'on mesure 'importan-
ce, pour la clarté des fig. 16-21-22, du choix
d’un écran solidaire du plan horizontal.
Désolidarisez ces deux éléments, vous per-
drez vite pied sur des questions analogues
aux deux précédentes : le raisonnement se
complique énormément... En termes de
modélisation épistémologique, on peut dire
que le cas particulier retenu raméne ’obs-
tacle 4 une sorte de fronce (cf. §§1I1.b-c),
mais qu'il s'agit 1a d’'une simplification abu-
sive : les problémes voisins débouchent
immédiatement sur une singularité plus
complexe (comme sous le nom d’aile de
papillon) qui traduit la difficulté d’explora-
tion du probléme général. Cette analyse fera
Tobjet d’un exposé ultérieur. Le but de la
présente étude est uniquement de montrer
comment la démarche historique constitue
une résolution partielle de 'obstacle qui
vient d’étre évoqué. Cela va nous amener a
un voyage en Italie, entre 1400 et 1500,
dans un lieu que, pour simplifier, nous pour-
rons imaginer étre Florence...

b. Les deux regles de la perspective

Méme si les historiens ne sont pas tou-
jours d’accord pour savoir & qui attribuer
exactement l'invention de la perspective, il

est incontestable que celle-ci est une des

grandes conquétes de la Renaissance ita-
lienne. La plupart des éléments en ont pris
corps au XVéme siécle, a la suite d’un pro-
bléme posé (et résolu) par des peintres.
Dans un monde ol les traditions picturales
ont subi un véritable bouleversement ; & la
mesure, sans aucun doute, du bouleverse-
ment intellectuel constitué par ce qu'il est
aujourd’hui convenu d’appeler la “naissan-
ce de '’humanisme”. Sans entrer dans les
détails qui intéressaient le plus les histo-
riens, il me semble possible de dresser un
tableau général de la question et de présen-
ter succinctement les grandes lignes d’une
découverte que janalyserai sous un angle
épistémologique au cours de la troisiéme
partie de cet exposé.

19) L'émergence d’une problématiqgue.

11 suffit de comparer un vitrail de cathé-
drale ou une fresque byzantine & un tableau
de Léonard de Vinci pour étre frappé par
une différence structurelle essentielle :
Iimportance, & l'intérieur méme du syujet
représenté, de l'espace modelé par les élé-
ments du décor, autour des personnages
principaux. Indépendamment de toute
approche esthétique ou symbolique ; en
s’affranchissant méme de toute polémique
sur les questions généralement lides au réa-
lisme, c’est 1a un fait objectif indéniable de
T'histoire de P'art 4 la charniére entre XIVe
et XVéme sidcles : la composition d'un
tableau a fait progressivement une place de
plus en plus grande & 'agencement des
volumes, & la disposition relative des lieux,
a linfluence des éloignements sur la taille
des objets ou des personnages. A cet égard
les fig. 24-25 rappellent la différence entre
un sujet traité “sans relief” et un sujet o1 les
volumes trouvent leur importance, ... méme
si observation attentive du personnage de
la fig. 25 améne & classer cette ceuvre dans
une phase de transition !
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Ce sont deux "hiérarchies dans une

vision du monde" qui se sont succédées. La
base méme de iconographie du Moyen
Age, fondée sur des rapports sacrés entre
les différents objets, adaptant le plus sou-
vent la taille d'un personnage & son impor-
tance morale ou religieuse, va céder le pas
& une "logique interne” complétement diffé-
rente, commandée par la géométrie et a
laquelle le peintre devra subordonner toute
la scéne ou la composition. En ce sens, on
peut dire que le probléme de Partiste n’est
plus uniquement subjectif et qu’il doit
désormais prendre en compte une sorte
d’espace objectif, d’espace de nature géomsé-
trique qu’il a la charge de traduire sur la
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surface du tableau. Il serait faux de croire
que le probléme puisse avoir une solution
unique et que celle-ci soit entiérement déte-
nue par ce que on appelle aujourd’hui la
technique de la perspective fuyante. Quoi
qu’il en soit, les peintres du début du quat-
trocento en ont adopté le principe de base
(connu depuis lors sous le nom de “fenétre
albertienne” et sans doute inventé par
P’architecte Brunelleschi) : le “meilleur”
moyen pour que celui qui regarde un
tableau retrouve la sensation du relief est
de se conformer au schéma de la fig. 15. A
condition que I'observateur place son ceil &
Pendroit précis ot le peintre regardait le
sujet initial... En d’autres termes : le des-
sin est le “fantdme” laissé par le sujet sur
une vitre placée entre Partiste et la scéne,
le peintre doit donc déterminer sa composi-
tion en cherchant Vintersection des “rayons
visuels” issus de son ceil avec un plan verti-
cal. Cette problématique clairement expri-
mée n'est rien d’autre que celle de la “pro-
jection centrale” dont jai rappelé les pro-
priétés au paragraphe précédent.

29 La méthode d’Alberti

Le premier a publier un ensemble de
régles permettant de résoudre pratique-
ment le probléme fut Alberti dans son De
Pittura [2]. Sa solution a guidé le travail
des peintres de tout le Quattrocento, elle
repose essentiellement sur le parti pris de
la “mise aux carreaux”, c’est-a-dire de la
construction préalable de I'image d’un “car-
relage” placé sur le sol horizontal, face &
P’observateur et paralléle au plan du
tableau (c’est le probléme de la fig. 16). De
14, on peut construire P'image de n'importe
quel point de I'espace : ce nest rien d'autre
que la technique des coordonnées cartésien-
ne bien connue aujourd’hui. Il est impor-
tant de comprendre la démarche d’Alberti
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pour aboutir & une représentation correcte
du quadrillage fondamental ; elle Tepose
sur deux idées.

La premiére consiste & remarquer (cf.
fig. 26) que les segments égaux du carrelage
qui sont situés sur une méme droite parallé-
le @ Uécran ont des images paralléles a la
ligne constituant la base de cet écran et sont
égales entre elles. La justification invoquée
par Alberti est celle qui est schématisée sur
la fig. 26 : elle repose sur la similitude entre
les triangles ayant I'eeil de I'observateur
comme sommet commun et des bases déter-
minées respectivement par un segment du
carrelage et par son image sur le plan de
Pécran. Jappellerai cette premiére régle le
“principe de transversalité”.

La seconce remarque (cf. fig. 27) — que
j'appellerai le “principe de prefondeur” —
concerne l'étagement des images des trans-
versales précédentes au fur et & mesure que
Ton s’éloigne de ’écran. Sans entrer dans un
calcul donnant les hauteurs successives des
droites d;, ds, ... , de la fig. 27, Alberti note
que ces hauteurs sont simplement données
par une construction intermédiaire : on peut
en effet se placer dans le plan vertical Q

Fig. 28

Fig. 29

/ \

a; ]
" .\

Construction d'Alberti de I'image du carrelage
fondamental : elle repose sur trois donneées : 1)
choix de 2 comme projection de I'eeil sur le
tableau, 2) positionnement des mailles réguliéres
au bas du tableau, 3) utilisation d'un point O et
d'une droite D intermédiaires, tels que sur la fig.
28, pour trouver les hauteurs des mailles.
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mené par I'ceil de 'observateur et perpendi-
culaire a Pécran (cf. fig. 28). En plagant le
point O représentant 'emplacement de il
et une verticale D correspondant a la trace
de 1’écran sur Q, il suffit de considérer les
points Ay, Ay, ... , et de construire leurs

images ay, a9, ... , qui ne sont autres que les
intersections de D avec OA;, OA,, ...

Il reste alors & combiner ces deux prin-
cipes sur une méme figure pour obtenir
Timage du carrelage. Je laisse le lecteur en
retrouver les éléments sur la fig. 29. Il en
conclura (avec Alberti) que les mailles du
réseau obtenu "tendent vers zéro" avec
1'éloignement, et donc que les droites du
carrelage convergent vers un point W qui
est situé a la méme hauteur que le point O.
11 suffit pour cela (comme le fait Alberti) de
“prolonger indéfiniment” le carrelage A;,
A,, ..., et dobserver la suite ay, ag, ..., de la
fig. 28. Comme la limite de ay, ag, ... est
située sur D, nous venons de constater que
les droites du carrelage admettent un point
de fuite qui n’est autre que la projection de
Peeil dur éeran ...

39 Le probleme de la diagonale.

L’économie de moyens avec laquelle
Alberti résoud finalement le probléme est
fascinante. On peut considérer légitime-
ment que ses successeurs n’ont pas ajouté
d’idée nouvelle & cette approche de la situa-
tion avant 1600, date a laquelle commence-
ra a s’imposer une interprétation du type
de celle que jai utilisée pour les rappels du
paragraphe précédent. Ainsi 'ceuvre de
Pierro della Francesca qui domine large-
ment le XVéme siécle sur la perspective est
entidrement fondée sur la double construc-
tion albertienne, & ceci prés que Pierro
évite les considérations de “passage a la
limite” pour préciser la position du point de




LA NOTION DE « POINT DE FUITE »
COMME OBSTACLE EPISTEMOLOGIQUE

fuite principal et remplace le raisonnement
d’Alberti par une astucieuse construction
faisant appel au théoréme de Thales (cf. la
proposition XIII de [3]).

On ne peut guére, cependant, résumer
les savoirs de Pépoque aux seuls écrits de
Pierro et il faut admettre que les construc-
tions effectuées sur la base de la méthode
d’Alberti se simplifiérent peu & peu autour
de quelques remarques sur les propriétés
des diagonales du carrelage. Il est clair en
effet que les deux principes qui fondent la
méthode et fournissent la construction
résumée sur la fig. 29 sont d'une mise en
ceuvre particuliérement pénible dés que
l'on veut, par exemple, obtenir une figure
comme la fig. 18... | Alberti avait toutefois
déja remarqué que les points situés sur les
diagonales devaient étre alignés & partir du
moment oll la construction était correcte, et
on peut imaginer que les utilisateurs ne
tardérent pas & utiliser cette propriété
d’alignement pour économiser la construc-
tion du carrelage complet, c’est-a-dire pour
remplacer la détermination des points a,,
ay, ... de la fig. 29, par une méthode mixte
(cf. fig. 30) ot il suffit d’en construire un
seul et de compléter la figure & l'aide des
intersections des diagonales avec les

Fig. 30
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droites qui passent par la base du carrelage
et rejoignent le point de fuite...

Un lecteur moderne pourrait aisément
vérifier (par exemple en appliquant le théo-
réme de Desargnes...) que la concourance
des diagonales en un “point de fuite” ¢ situé
sur la “ligne d’horizon” est une conséquence
interne des propriétés de la fig. 30. Il ne lui
resterait plus qu'a démontrer que la lon-
gueur Q¢ correspond a la distance de Pobser-
vateur au tableau. Jespére que le “lecteur
moderne” séchera un peu sur cette deuxiéme
assertion...

Pourtant, malgré la difficulté de cette
question — et I’absence du théoréme de
Desargnes | — tout porte & croire que les
peintres de la Renaissance connaissaient les
propriétés de la diagonale dés avant 1500
(notamment Pierro della Francesca ; comme
Ta montré Le Goff dans [3]). Mais en vérité
il est possible de retrouver de fagon élémen-
taire les propriétés du "point de distance" ¢
a partir de la fig. 30 : il suffit de placer la
“construction intermédiaire” d’Alberti (fig.
28-29) de telle sorte que la droite D passe
par Q pour s’apercevoir que les diagonales
coupent nécessairement la “ligne d’horizon”
en un point qui correspond alors au point O
de la fig. 28...). Et cette méthode apparait
chez Diirer vers 1500. Cependant, au
niveau des principes, le raisonnement ne
peut suffire, car cette "preuve” ne marche
plus lorsque Q n'est pas exactement situé a
la verticale d’un neceud (ou d'une fraction de
noeud) du carrelage. Cela pourrait
d'ailleurs expliquer que Pierro della Fran-
cesca n'en fasse pas état : il est nécessaire,
en effet, de faire alors appel & un “passage
a la limite” pour envisager le cas ol Q est
placé dans un rapport irrationnel vis-a-vis
des noeuds de la ligne de base... 11 faudra
attendre les alentours de 1535 et Vignola
(cf. [4]) pour en trouver une démonstration
simple, qui a sans doute échappé & Pierro.

i
%
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TROISIEME PARTIE : une interprétation épistémologique

Comme on le voit, 'approche historique
de la perspective n’a pas grand chose de
commun avec celle que 'on peut en donner
aujourd’hui, et qui n'apparaitra en fait que
vers 1600 avec Guidobaldo del Monte. Avant
cette date, les éléments théoriques se rédui-
sent essentiellement & une lecture “trans-
versale” et “en profondeur” du sujet, qui per-
mettent de mettre en évidence le “point de
fuite principal”. Puis une évolution progres-
sive dans l'utilisation des diagonales révéle
de fagon quelque peu miraculeuse deux nou-
veaux points de fuite qui correspondent aux
points de distance. On ne voit guére com-
ment aurait pu étre abordée dans ce contex-
te 1a notion générale de point de fuite, méme
lorsqu'il s'agit simplement de ceux qui sont
situés sur la ligne d’horizon.

On aurait cependant tort de croire
qu’il ait fallu attendre 1600 pour connaitre
et utiliser de tels points et on est par
exemple, surpris de voir la fagon dont ils
apparaissent dés 1504 chez un auteur
comme Viator ([5]). Bien que nous quit-
tions ici Florence pour rallier ce qui était
sans doute déja le plus grand centre intel-
lectuel de ’Europe du Nord ~ je veux par-
ler de la Lorraine ! —, il est plus que pro-
bable que Viator expose (sans démonstra-
tions) des savoirs pratiques issus d’une
tradition orale ol 'école italienne tenait la
plus grande place. Or il faut bien constater
quil utilise sans grand détour (et qu'il est
le premier & décrire) les notions de point
de distance et de ligne d’horizon.

Il y a donc dans cette genése historique
de la perspective une sorte de “mystére
épistémologique” que je vais tenter d’éclai-
rer & partir du modéle fondé sur la notion
de singularité ...

a. Les deux fronces d’Alberti

Simplifié a ’extréme, le probléme
d’Alberti aurait pu étre ramené & la résolu-
tion d’'un exercice du type de ceux que jai
évoqués précédemment par les fig. 6 ou 17,
mais ol le but est de préciser la déforma-
tion du carrelage originel qui améne &
apparaitre sous une forme plus ou moins
trapézoidale (cf. fig. 31).

D c
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On peut considérer en effet que la tra-
dition picturale de Iépoque admettait sou-
vent de tels schémas globaux de représen-
tations, sans pour autant maitriser géomsé-
triquement la “logique interne” qui devait
régir les diminutions (ou “dégradations™)
des longueurs en fonction de Péloignement
par rapport a 'observateur. Comme je l'ai
dit plus haut, une fois posé le “principe de
la fenétre”, la solution passe par un double
démontage de la figure qui consiste a
prendre en compte séparément les régulari-
tés transversales (sur AB ou DC dans la
fig. 31) et les régularités en profondeurs
(sur DA et CB). En termes épistémolo-
giques, cela revient a dire qu’Alberti est
amené a surmonter deux plis en mettant en
Jjeu deux fronces distinctes, et qu’il convient
de comprendre 'agencement mutuel de ces
deux fronces.
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Interprétons tout d’abord le probléme
“transversal”, c’est-a-dire celui du transfert
des nceuds du carrelage situés sur une
paralléle a I'écran. Conformément aux ana-
lyses que j’ai déja évoquées, T'obstacle est
modélisé (fig 32) par une courbe & trois
branches, et le chemin vers la solution (S)
est court-circuité par deux types d’erreurs
(E; et Ey) qui sont commandées par deux
attracteurs (C et D) représentant des
“images mentales” suffisamment pré-
gnantes pour cacher la vérité... Sans vrai-
ment disposer d’une liste exhaustive des
erreurs possibles, il me semble crédible
d’admettre un schéma du type suivant pour
faire fonctionner la fig. 32.

Fig. 32
Eg

®

1 — le point représentatif de “I'état psy-
chique” est commandé par un paramétre
représentant Uéloignement sur un axe XX
qui suivrait la direction des lignes considé-
rées du carrelage.

2 — les branches supérieure et inférieure de
la courbe décrites par les points représenta-
tifs sont distinguées par un “parameétre
caché” : la branche supérieure correspond a
des “états” o1 la pensée parcourt effective-
ment le carrelage réel (comme, par exemple,
si Pobservateur imagine qu’il marche sur la
ligne considérée), la branche inférieure cor-
respond & des états oil la pensée s'attache a
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ce que voit le peintre (comme, par exemple,
lorsque l’artiste se sert du pinceau tenu a
bras tendu pour viser le sujet et en reporter
la taille apparente sur le tableau).

3 — sur la branche supérieure le parcours
mental sur le carrelage aboutit & un attrac-
teur C qui correspond a ce que l'on peut
regarder comme la "structure apparente”
du carrelage et qui peut résulter de n'im-
porte quelle régle conjoncturelle induite
par le sujet (cf. par exemple la fig. 33).
Cette "structure” peut aussi étre attachée a
ce que j’ai appelé plus haut “I'échelle de
Jacob” : ce sera le cas lorsque le peintre
cherche 4 imaginer une succession indéfi-
nie de carreaux vers la droite (ou vers la
gauche) ; il aboutit alors & une erreur (ED
qui traduit Vidée personnelle quil est sus-
ceptible d’avoir d’'une succession infinie, en
cherchant éventuellement & “sortir le plus
tot possible” du champ du tableau, quitte &
adopter un grossissement progressif de la
taille des carreaux ...

4 — sur la branche inférieure, Vattracteur D
correspond & une fausse régle bien connue ;
Cest Pidée de reporter sur le tableau le phé-
nomeéne observé de diminution apparente
des carreaux au fur et a2 mesure que l'on
g'éloigne vers la droite ou vers la gauche : le
retour & Pobservateur (déplacement vers x’
sur Paxe x) s’effectue sur la branche infé-
rieure car le peintre pense a ce qu’il voit,
mais il ne prend alors en compte que les
angles de vision sous lesquels sont pergus les
carreaux du carrelage. Il aboutit ainsi & une
diminution progressive des écarts entre
nceuds du carrelage (erreur Ey) et se com-
porte comme si le tableau n’était pas plan
mais sphérique (cf. fig. 34).

Comme on I'a vu sur la fig. 26, la fronce
d’Alberti (c'est-a-dire la régle de conservation
des carreaux qui permet d’aboutir a la solu-
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tion S) repose sur une mise en jeu de la
variable de profondeur et sur la considération
de triangles dont le sommet est situé a
Pemplacement de I'ceil de 'observateur. Je la
schématiserai par la fig. 35 en introduisant
P'axe y’y pour paramétrer le déplacement “en
profondeur” (perpendiculaire a I’écran) sur
lequel le sens allant de y’ & y correspondra au
retour d l'observateur traduit par la fig. 26.

C’est sur ce schéma qu’il nous faut
désormais greffer ’analyse du second
aspect du probléme d’Alberti, c’est-a-dire de
la recherche d’une régle de diminution de
la taille des carreaux en profondeur.

Du point ¢ de la fig. 35, qui correspond &
une vision du carrelage “en situation”,
Pexploration “en profondeur” va se traduire
par un déplacement dans la direction de y’
(éloignement perpendiculairement au
tableau). Mais dans la mesure ol le peintre
est obligé de parcourir toute la profondeur
possible, il va nécessairement se heurter a
un attracteur de type “échelle de Jacob”...

Cest ce que j'ai représenté par la pré-
sence d’un nouveau pli (cf. fig. 36) que le
point représentatif rencontrera en un point
J. Cette rencontre donnera naissance (par
chute sur la nappe inférieure) & une erreur
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Fig. 38

produite par la traduction spontanée de
“I'idée d’infini” propre a l'artiste. On peut
rencontrer a cette occasion des figures
“convergentes” aussi bien que “divergentes”
(cf. fig. 37) et il n’est pas rare que la repré-
sentation mentale de “I’échelle de Jacob”
fasse appel a des archétypes propres a la
culture environnante : ainsi de nombreux
peintres, avant Alberti, avaient admis une
loi de dégradation des longueurs calquée
sur image de la fig. 14, c’est-a-dire sur une
progression géométrique.

Le second principe d’Alberti consiste,
comme je I'ai indiqué plus haut, en un chan-
gement de regard qui permet de s’appuyer
sur une construction intermédiaire repré-
sentant la situation de profil. Il y a la un
phénomeéne particuliérement intéressant :
cest celui de Véchange des axes y'y et X’x, et
cet échange est méme effectué explicitement
sur la construction, puisque ce sont les
nceuds du carrelage transversal qui vont
étre lus comme les images de la section fron-
tale de celui-ci. En d’autres termes (fig. 38)
Alberti fait opérer une bifurcation au point
représentatif ¢, non plus dans la direction de
vy’ mais dans la direction de x, de facon a
trouver la fronce ¥, qui fournit la solution.

Dés lors le transfert d’une figure du
type de celle du carrelage choisi suppose
une séparation en deux types d’éléments :
d’une part ceux qui vont relever du principe
transversal et nécessiter un passage par le
cusp v;, d’autre part ceux que 'on doit asso-
cier au principe de profondeur et qui vont
devoir &tre gérés via le cusp .

b. condensation et “queue d’aronde”

Pour faire comprendre le phénoméne que
je voudrais décrire maintenant, je commence-
rai par une remarque sur la méthode d’Alberti,
pour parler d’'une “dimension” que j’ai systé-
matiquement laissée dans 'ombre jusqu'ici : le
probléme de la représentation des verticales.
Envisageons par exemple la question de la
représentation d’une colonne posée verticale-
ment en un point donné du carrelage (que nous
savons “transférer sur le tableau” par la
méthode Alberti). La représentation de cette
colonne est évidemment susceptible d'induire
des erreurs supplémentaires par rapport a
Pétude que je viens de faire et peut relever &
son tour de phénomeénes d'obstacles. Cela dit,
la solution cherchée reléeve d'une démarche
analogue a celle qui aboutit au “principe trans-
versal” et sur laquelle je ne m'étendrai pas ici.

Une fois opéré le lien entre la représen-
tation du carrelage et le principe vertical, il
devient possible, d’abord de s'intéresser aux
problémes de transfert de figures situées
dans d'autres plans horizontaux, paralléles &
celui du carrelage mais situés a des hauteurs
différentes (pensez par exemple & la repré-
sentation d’un plafond), et il devient surtout
possible de regarder le principe vertical
comme un liant qui permet de coordonner de
fagcon cohérente une famille des modélisa-
tions (fig. 38) attachées a chacun des plans
horizontaux possibles. Epistémologiquement
parlant, on peut donc dire que le probléme
d’Alberti correspond & un champ de surfaces
du type de la fig. 38, champ paramétré par la
hauteur du plan considéré et, en quelque
sorte “connecté” par la loi de représentation
des verticales. Comme on le voit, le probleme
de la modélisation se complique légérement :
il faut en toute rigueur faire appel & une
superposition de “feuilles” semblables, cest-
a-dire parler d’'une singularité affectant une
“hypersurface” de dimension trois. Cepen-
dant le phénoméne n’est pas plus compliqué
lorsque Pon passe d’une feuille & l'autre,
puisqu’il n’est pas plus compliqué lorsque
Pon étudie un plan horizontal ou un autre...
Il n’y a la qu’une illustration de ce que jai
rattaché a la notion de conceptualisation au
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§ I et I'on peut légitimement considérer que
le “squelette” important réside simplement
dans le schéma de la fig. 38.

Nous allons devoir en revanche envisa-
ger maintenant une évolution de la figure 38
qui est lide & la compréhension (cf. § 1) et ceci
va nous obliger a considérer un “champ” plus
compliqué de “feuilles” de dimension deux ...

Comme je Pai précisé en effet, la compré-
hension recouvrirait le phénoméne de “recul
des fronces”, c’est-a-dire d’aplatissement (ou
de “repassage”), repoussant les cusp a force
de fréquentation des chemins qui passent
par ceux-ci. On aura une idée intuitive du
phénoméne en considérant (cf. fig. 39) la
rotation d’un pli A, dont le flan apparait
d’abord selon une configuration a deux
fronces (fig. 38) pour évoluer peu & peu vers
un bord simple de pli standard. Le “film”
constitué par les images successives de cette
transformation donne un champ de surfaces
qui peut faire penser au champ précédent
mais qui est struturellement trés différent. Il
traduit d’une part la transition entre la fig.
38 et une configuration de pli simple et
d’autre part une “condensation” des deux
cusp en un point V a l'instant du passage
entre les deux états A et D de la fig. 39.

Fig. 39
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Ce champ un peu complexe doit mathé-

matiquement &tre regardé comme une sin-
gularité de dimension trois. Cela consiste
(en simplifiant) a s’attacher au point V de
la figure 39, et & considérer les “feuilles” A,
B, C, D, etc. comme des éléments d’un voi-
sinage du point singulier. C’est ce que 'on
appelle classiquement une “queue d’aron-
de” et ceci va nous permettre de compléter
de la fagon suivante la modélisation épisté-
mologique que nous avons entreprise au
paragraphe précédent :
1 — en termes “d’images mentales”, le point
V (centre de la queue d’aronde) correspond
au point de “espace des états” résumé par
la fig. 30. Il contient tous les savoirs conquis
par le quattrocento et les condense sur deux
corollaires de la méthode d’Alberti : position
du point de fuite principal & la hauteur de
Tobservateur, lien entre distance et point de
convergence des diagonales.

2 — entre Alberti et Vignola, 1’accés complet
au point V aura nécessité un siécle mais cela
ne signifie pas que le champ menant de A a
C (fig. 39) ait véritablement eu une telle
vitesse de déroulement. On peut au contrai-
re imaginer que chacun des auteurs a
atteint son propre “point V” comme résultat
de sa “compréhension” et que l'on a done
plutdt affaire & divers champ, liés & des
“queues d’arondes” voisines.

Ainsi Alberti “condense” lui-méme ses
deux fronces sur une image qui contient la
propriété du point de fuite principal et
lintuition de Pimportance de la diagonale,
toutefois il ne parvient a la propriété de
hauteur du point principal qu’a travers un
“passage a la limite” : c’est, d’'une certaine
facon, une jonction comme celle que j'ai
évoquée & propos du cusp Y, de la fig. 14.
C’est & Pierro della Francesca qu’il revien-
dra d’effectuer cette jonction en “termes
finis”, c’est-a-dire grace au théoréme de
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Thales ; et on peut d’autre part considérer
(cf [3]) que Pierro avait compris toute la
propriété des diagonales et du point de dis-
tance mais qu'ici, 4 son tour, il ne disposait
pas de jonction évitant le “passage a la
limite”... ce qui sera réservé & Vignola.

3 — On peut admettre (cf. fig. 40) que Via-
tor (sans en donner les clés), disposait déja
d’'une “queue d’aronde” centrée sur un point
V trés proche de la fig. 30.

Fig. 40
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Mais indépendamment d’une relation
quelconque du cheminement qu’il a pu effec-
tuer, ou si on préfere, en 'absence d’indica-
tions sur le “champ” voisin de V, il y a chez
Viator un condensé fascinant de ce qui s'est
passé au quattrocento : la rotation de la
double fronce A de la figure 39. En effet, on
aura sans doute remarqué que celle-ci com-
porte (ou “suppose”, ou “entrafne”...) deux
aspects ; le premier concerne le “changement
de repére” indispensable & la rotation, le
second touche & Papparition d’'un bord de pli
a partir du stade C. Le mot “fascinant” n’est
peut-&tre pas trop fort si I'on se laisse aller
aux deux remarques suivantes :

Premiére remarque : entre le stade A de la
fig. 39 (qui correspond a la fig. 38 paramé-
trée suivant les axes de transversalité et de
profondeur) et le stade C, le repére a trois
dimensions qui est attaché a la feuille A a

tourné de fagon a faire apparaitre deux nou-
veaux axes. Les deux nouveaux paramétres
qui correspondent a ces axes sont de deux
origines différentes : I'un provient de l’appa-
rition (grace & la rotation) de 'axe “de bout”
dans A qui pourrait trés bien correspondre a4
un déplacement vertical comme troisiéme
coordonnée dans la fig. 38, l'autre provient
de la “superposition” des axes y'y et x'x de
profondeur et de tranversalité qui, au cours
de la rotation, met en évidence I'importance
des axes diagonaux... Si 'on se rapporte a
Vexposé [1] on pourra rapprocher cela de ce
qui est dit du “savoir déclaratif’ porté par
Pespace tangent au point singulier : cest
précisément dans ce couple “hauteur-diago-
nale” que téside en définitive le savoir, plu-
tdt que dans le couple “profondeur et trans-
versalité” ...

Deuxiéme remarque : sans doute parce qu'il
ne s’arréte pas aux antécédents du stade C
de la fig. 39, Viator présente une originalité
par rapport aux autres auteurs : il s'attache
a préciser le mieux possible le stade C lui-
méme. Or, comme je ai laissé entendre plus
haut, le stade C ne contient pas uniquement
le point V (privilégié parce que cest lui le
centre du phénoméne d’éclatement en deux
cusp) mais il fait apparaitre toute une ligne
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de points singuliers qui appellent une forme
d’'interprétation en termes d’attracteurs.
C’est évidemment Poccasion de revenir sur
le probléme des points de fuite en général...
et force est bien de constater que Viator est
sans doute le premier & en faire état (fig. 41)
et & les utiliser systématiquement dans ses
constructions au méme titre que le point de
fuite principal ou que le point de distance !
Ce pourrait étre une “explication” au hiatus
entre les possibilités théoriques du quattro-
cento, cantonnées en quelque sorte a une
atteinte du point V, et lextrapolation surpre-
nante de ce savoir au sein d’un “champ de
savoirs” intuitifs. Non pas accessibles
mathématiquement, mais nécessaires, parce
que partie intégrante de la configuration &
laquelle aboutit le processus mental...

c. Stade du miroir et mise en abime

Les progres sur la question, c’est-a-dire
Tintégration de tous les savoirs étalés par
Viator & un savoir supérieur, devront
attendre un siécle et vont étre subordonnés
& un changement d’approche, qui fait appa-
raitre historiquement ce que lon ressent
forcément sur la schématisation de la
queue d’aronde : celle-ci débouche en fait
sur une sorte dimpasse, dans la mesure ol

Fig. 41
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le point V et le pli qui I'englobe marquent
Taboutissement (et la fin) d’un processus ...
Ce n'est que vers 1600 que des considéra-
tions du type de celles que 'on utilise
aujourd’hui (cf. § II.a) commencent &
constituer des éléments de justification, de
clarification ou de conviction.

L’état de la perspective entre 1400 et
1500, et méme entre 1500 et 1600, c’est
avant tout ’état de la géométrie de l'espace
a une époque et il faut bien prendre
conscience que 1’économie de moyens d’un
Alberti (ou d’un Vignola) refléte en réalité
Pimpossibilité de manipuler d’autres élé-
ments proprement géométriques que ceux
que j’ai décrits jusqu’a présent. En ce sens,
le modéle constitué par la fig. 39 me
semble, & tout le moins, montrer la miracu-
leuse puissance d’une approche qui trahit
avant tout ses limites. Il n’en est que plus
intéressant de chercher a situer cette pério-
de dans le mouvement plus large des idées
qui nous apparait aujourd’hui.

Les “peintres-géometres” du quattrocen-
to ont dii souvent penser qu’il leur revenait
simplement de “redécouvrir” les arcanes per-
dus de la perspective des Anciens. Ce fai-
sant, il se sont largement inspirés de leurs
méthodes de raisonnement et I'ceuvre d’'un
Pierro della Francesca n’a pas grand chose &
envier a la rigueur des traités d’Euclide.
Mais il serait sans doute faux de croire que
sur le probléme qu’ils se sont posé — et qu'ils
ont probablement été les premiers & bien
poser — la science grecque ait vraiment
dépassé le stade des erreurs modélisées par
la fig. 32. Au contraire, Alberti (ou ses
contemporains) ont non seulement résolu le
probléme de facon magistrale mais ils ont,
en plus, dégagé des méthodes aussi origi-
nales que celle de la projection centrale sur
un plan, ou que celle de la “mise aux car-
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reaux”, dans laquelle il faut bien voir les
prémices de la toute puissance du repérage
cartésien.

Et sl convenait d’insister sur Papport
particulier du quattrocento en ce qui concer-
ne la notion de “point de fuite” (ne serait-ce
que parce qu’il s’agit 1a de rien moins que de
la premiére “actualisation de Vinfini” qu’il
soit possible d’étudier épistémologiquement
de facon approfondie), il suffirait de considé-
rer la situation que j’ai rapportée a la notion
“d’échelle de Jacob” & propos du paradoxe de
Zénon. Aprés Alberti, les “images” qu’il
devient possible d’attacher a ce type
d’attracteur auront profondément changé
sur au moins deux plans et vont constituer
sur chacun de ces deux plans une base parti-
culiérement propice aux évolutions futures
de I'analyse et de la géomaétrie.
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Comme on I’a vu, en effet, la clé de la
compréhension du phénoméne de point de
fuite réside d’abord dans un passage a la
limite original : celui de la suite a; , ag, ...
de la fig. 43. En lintroduisant, Alberti aura
su se dégager de I'idée envahissante que les
phénoménes de convergence étaient plus ou
moins commandés par une suite géomé-
trique et il aura ainsi montré que des phé-
noménes plus complexes peuvent, eux
aussi, étre maftrisés mathématiquement.
Par ailleurs il serait dommage de ne pas

mesurer importance intrinséque de la
résolution d’une forme nouvelle & deux
dimensions de l'attracteur “échelle de
Jacob” : celle de I'image d’un carrelage pro-
longé indéfiniment en profondeur. La fig. 18
(comme beaucoup de tableaux de la Renais-
sance) donne une idée du caractére surpre-
nant du résultat qui préfigure, on le sait,
les images que l'on peut attacher depuis le
XVIleme siecle au concept de plan projectif,
mais ce que ’on a sans doute moins a
Pesprit c’est sans doute le ¢dté “révolution-
naire” du probléme posé : d’une approche
de T’idée de paralléles cultivée par les
Grecs, que l'on pourrait qualifier de “locale”
et qui consistait 4 ramener systématique-
ment le probléme du parallélisme “& dis-
tance finie” par des considérations d’angles,
on va pouvoir passer & une vision “globale”
et traiter le probléme en termes de proprié-
tés de concourrance, ou de non-concourran-
ce “a Vinfini”...

Mais nous rejoignons la, paradoxale-
ment, les obstacles quil restait a franchir au
quattrocento en matiére de géomsétrisation
de 'espace. Car ce n’est pas le moindre para-
doxe de constater que les “géometres-
peintres” sont parvenus & représenter l'espa-
ce sans géomsétrie dans l'espace : ils ont vu
(et largement maitrisé), mais pendant deux
siécles ils ont accumulé des savoirs sans
trouver le véritable recul qui permettait de
“comprendre” ces savoirs. Car §'il faut rete-
nir une chose des méthodes de la Renaissan-
ce c’est avant tout une absence : celle des
obliques ! Qu’il s'agisse méme des obliques
contenues dans un. plan horizontal... La géo-
métrie du quattrocento ne permet pas de
gérer d’autres plans que les plans horizon-
taux ou frontaux.

Cela témoigne d’une position du peintre
vis-a-vis de lespace qui l'entoure qu’il serait
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certes tentant de rapprocher de celle dun
enfant dans le cadre d’'une “épistémologie
génétique”, mais que je me contenterai de
décrire pour elle-méme avant de conclure
cet exposé.

Je voudrais en effet attirer I'attention
sur un rapprochement intéressant entre
cette genése de la géométrie de Pespace et
le procédé que 1'on désigne sous le nom de
“mise en abime” et qui consiste générale-
ment a concevoir des images emboitées qui
donnent 'impression, a la limite, de se
contenir indéfiniment elles-mé&mes, comme
dans le cas ou l'on se regarde dans un sys-
teme de deux miroirs paralléles et opposés,
ou comme dans la situation d’'une émission
de télévision ol 'on peut apercevoir, sur un
écran de controle, une image réduite iden-
tique & celle que 'on recgoit sur son propre
téléviseur et qui offre, & son tour, ’occasion
d’imaginer une cascade d’écrans de plus en
plus petits répétant la méme image.

En premiére analyse, on a tendance &
penser qu’en inventant une méthode “réa-
liste” pour représenter 1’espace, les artistes
du quattrocento ont pu se trouver placés,
d’entrée de jeu, face & un phénomene de
“mise en abime” ; et il n’est effectivement
pas difficile de constater que le plus sou-
vent un tableau représentant, par exemple,
une scéne se déroulant a l'intérieur d’une
église était tout simplement destiné A &tre
placé... face & des spectateurs assis eux-
mémes dans une église. Or il ne semble pas
que cet “emboitement” puisse mener réelle-
ment & un processus de mise en abime ;
bien au contraire. Il est frappant en effet de
constater & quel point les ceuvres picturales
du XVéme siécle, sous prétexte d'une mise
en scéne de 'espace, offrent en réalité un
miroir de la subjectivité des artistes. Sans
entrer dans de trop longs développements,
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il suffit d’observer le role presque mystique
attribué a des points comme le point de
fuite central ou comme le point de distance
dans la majorité des compositions : 'absen-
ce de recul théorique a trés souvent conduit
a les assimiler purement et simplement a
la place de V'observateur & lintérieur du
tableau ; et aujourd’hui encore la plupart
des historiens de I'art n’hésitent pas & par-
ler d’une composition “4 deux points de
vue” lorsqu’ils ont affaire a4 un tableau qui
fait apparaitre deux points de fuite sur le
schéma de la fig. 42 ! Et %l fallait une
preuve supplémentaire de ce que lon pour-
rait appeler un “stade du miroir”, je renvoie
le lecteur a la fig. 21 ou il serait bien en
peine d’expliquer autrement la présence
quelque peu étrange de ’ceil qui apparait
en haut a gauche, 4 I'emplacement du point
de fuite principal...

Cette gravure est pourtant extraite
d’un traité de perspective ([4]) édité par
Danti vers 1585 et, méme s’il faut Pattri-
buer & Vignola, la date n’en remonte guére
qu’aux alentours de 1535. Cest comme je
P’ai dit une époque ou les savoirs se résu-
ment 2 la constitution d’un “pli” et sont loin
d’englober une vision stabilisée de la géo-
métrie de Pespace. Epistémologiquement
parlant, la situation pourrait se ramener &
un pli du type de la fig. 44 ou le pli supé-
rieur ne serait rien d’autre que le pli simple
dont nous avons étudié la constitution au
paragraphe précédent (cf. fig. 39).

Jusqu’aux alentours de 1600 on ren-
contre {(cf. fig. 45) des erreurs fréquentes
qui sont manifestement le résultat d'un
attracteur “les points de fuite sont situés
sur la ligne d’horizon” et d’'une dynamique
du type de celles que j’ai déja décrites.

Le “sens de I'histoire” invite donc les

mathématiciens & surmonter ce pli, c’est-a-
dire & lui trouver une “fronce”. C'est cette
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Fig. 46

“fronce” qui détient la clé de la géométrie
dans l'espace et qui sera malitrisée & partir
du début du XVIIéme siécle. Je tacherai
d’en expliquer la complexité dans un futur
exposé, car (je I'ai déja signalé au § IL.a) il
ne s’agit pas la d’une fronce simple, mais
d’une singularité de dimension 4 connue
sous le nom “d’aile de papillon”™.

Pour le dire sur un dessin (cf. fig. 46) le
pli de la figure 44 (dont la partie supérieu-
re résulte de la transformation résumée sur
la fig. 39) doit étre regardé comme la der-
niére phase du schéma d’évolution repré-
senté par la fig. 46 et constitue une
approche trop partielle de la singularité
totale pour suffire & sa résolution... On
peut cependant se faire une idée du genre
de problémes qui doivent étre modélisés
pour aboutir & la singularité en question en
revenant aux explications que jai di don-
ner lorsqu’il s’est agi de résumer les prin-
cipes de la perspective.
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En effet, les figures 16, 20, 22 ou 23
constituent ce qu'il faut cette fois regarder
comme une réelle mise en abime géomsé-
trique de 'espace. Il ne s’agit plus de dessi-
ner une scéne quelconque, mais de repré-
senter une scéne olt un observateur regarde
un objet et (surtout) de figurer de fagon
précise et cohérente I'image observée sur
Pécran en lintégrant au dessin global. Pour
peu qu’on y réfléchisse un peu, cet emboite-
ment supplémentaire dans la “mise en
abime” fait appel de fagon inévitable a
toutes les ressources d’une géométrie dans
Tespace trés sophistiquée... De méme par
exemple que les problémes d’éclairages et
d’ombres, que les peintres se gardaient bien
d’aborder géométriquement dans cette
période de la Renaissance.

On peut considérer, si 'on veut, que
cette transition nécessite un nouveau
“changement de point de vue” analogue a
celui qui marque la révolution copernicien-
ne, ol il ne s’agit plus d’étre capable de
rapporter & la position de la terre les
orbites apparentes des planétes mais aussi
de concevoir un modéle cohérent englobant
dans une méme chorégraphie non seule-
ment le mouvement des planétes mais
aussi celui de la terre elle-méme.

Faut-il dés lors s'étonner de ’absence de
progrés manifestée en matiére de perspecti-
ve entre 1500 et 1600 ? Il me semble au
contraire qu’il faille rechercher dans cette
longue période de maturation les signes de
gestation d’une telle révolution... JFen ai en
fait donné deux au cours de cet exposé car
Jai utilisé au § ILa les deux seules figures
que je connaisse (et qui solent antérieures a
1600) susceptibles d’expliquer la perspective
a travers une réelle tentative de mise en
abime : Ce sont les fig. 15 et 21 bis, extraites
du traité de Vignola et Danti ({4]).
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Malgré leurs imperfections, elles témoi-
gnent a elles seules de la naissance d’une
nouvelle problématique et de la révolution
qui s’opére au XVIeéme siécle. Cest la gene-
se de notre espace et je pense avoir montré
en quoi notre idée de Vespace n’est, au fond,
pas si évidente que l'on a tendance désor-
mais a le croire ...

On me permettra, je espére, de faire
appel pour conclure & tous ceux qui, de Ste-
kel & André Breton en passant par Freud,
se sont penchés sur une question qui n’est
peut-&tre pas si différente : celle de I'identi-
té entre espace et le temps réels et I'espace
et le temps pergus dans son sommeil par
un sujet en train de réver. Tous ont été sai-
sis par le processus de mise en abime qui
transparait souvent lorsque le réveur
intégre & son réve un événement qui lui
semble révé...
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Ne pourrait-on pas tranposer a la
géométrie de 'espace l'explication com-
munément admise pour le “réve dans le
réve” et qui lui confere avant tout le role
de rendre plus crédible le contenu du
réve lui-méme ?

Il est bien difficile de se défendre de
I'idée que la réussite de la géométrie est
précisément dans cette capacité magique
4 se mettre elle-méme en abime, afin
d’intégrer 'image du “réel”.

A moins qu’il ne s’agisse que d’un
réve : le réve d’'une ambition condamnée,
par essence, & se faire géométrie de la
géométrie, science de la science, connais-
sance de la connaissance, ...

Pour étre & son tour une “magie qui
réussit”...
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