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nouvelles, si incontestablement meilleures et plus
rigoureuses que les anciennes. Mon sentiment est qu'il
faut d'abord préparer a ces nouvelles théories, et suivre
l'ancienne route, en montrant soit des erreurs, soit des
insuffisances des démonstrations restées longtemps
inapergues, et annongant que d'autres méthodes les feront
disparaitre. Et la raison est que quelque chose du déve-
loppement historique de la science doit se trouver dans
I'enseignement. Je m'explique. C’est un fait d'expérience
absolument certain, que l'erreur a été bien souvent plus
utile que des vérités parfaites, pour la marche de l'esprit
et le progrés de la science. N'a -t-on pas été bien heureux
Jusqu'ici d'avoir cru a tort, que toute fonction continue
admet une dérivée, que toute équation différentielle admet
une solution, et plus anciennement que foute fonction est
développable par la formule de Mac Laurin ? J'en tire
peut-éire en me trompant, la conclusion que l'appareil si
complexe de la rigueur moderne, et le caractére abstrait
qu'elle revét, peut n'étre absolument pas profitable pour
des commencants, ou du moins qu'il est utile de reléguer a
la fin, en le réservant pour le couronnement de l'édifice,
cette rigueur, qui n'est point toujours suffisamment
instructive.”
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Prenons la tangente avant de dériver

Patrick Perrin
IREM de Reims

Le groupe Histoire des Mathématiques de 'IREM de Reims a
entrepris depuis plusieurs années un travail sur l'introduction du
calcul infinitésimal dans les classes de lycée. Une recherche de
documents historiques portant sur I'origine du calcul différentiel, une
réflexion sur le concept de tangente chez les éléves et une
exploitation en classe de certains des textes retenus en furent les
différentes étapes.

Petit historique du probléeme des tangentes

Commencons par un bref apercu des différentes conceptions de

la notion de tangente & une courbe rencontrées dans I'histoire des
mathématiques.

On trouve dans le livre III des Eléments d'Buclide (vers 300 av.
J.C.) la définition suivante : "Une droite qui touchant un cercle et qui
étant prolongée ne la coupe pas est dite tangente A ce cercle". Cette
conception généralisée a d'autres courbes que le cercle se retrouve
chez Apollonius (262-192 av. J.C.) dans sa construction des tangentes
aux coniques. On la trouve également chez Archimede (287-212 av
J.C.) a propos de la tangente 2 la spirale. Des considérations d'ordre
dynamique sont aussi présentes dans l'oeuvre du géometre de
Syracusc_a, mais elles ne prennent jamais la place d'une preuve
géométrique. Rappelons qu'Archimeéde définit la spirale comme le
lieu d'un point qui parcourt avec une vitesse constante une demi-
droite, qui elle -méme tourne autour de son origine avec une vitesse
angulaire constante. Le principal reproche que I'on peut faire a cette
conception est qu'elle ne donne pas de méthode pratique de
construction de la tangente a une courbe.

Il faudra attendre le XVII siécle pour qu'apparaisse un
changement radical de point de vue. Ce sont les travaux de Képler
(1571.—1630) et de Galilée (1564-1642) qui en sont la cause : le
premier en énongant ses lois sur les trajectoires elliptiques des
planetes et le second en posant les bases de la mécanique, vont
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orienter les travaux des mathématiciens du début de ce siecle vers
I'étude des courbes considérées comme trajectoires d'un point en
mouvement. Ainsi Torricelli (1608-1647) et Roberval (1602-1675)
vont développer une méthode originale de construction de la tangente
reposant sur le principe de la composition des mouvements , principe
qui avait été clarifié par Galilée (voir a ce sujet le texte de Roberval en

annexe).

Appliquant cette méthode cinématique, Torricelli détermine la
tangente A une parabole de degré entier quelconque (terminologie de
1'époque pour les courbes d'équation y = xU, n entier naturel) et
Roberval la tangente 2 la cycloide. Dans cette conception de la
tangente il y a 1'idée de direction instantanée et donc implicitement
celle de limite. Elle est d'une remarquable efficacité mais n'est pas
applicable a toutes les courbes.

Toujours en ce début du XVII siécle et parallelement aux
travaux précédents, de nombreuses autres méthodes vont éclore. Il
s'agit dans la plupart des cas d'un calcul opérant sur I'équation de la
courbe. Rappelons que 1'on doit a Descartes (1596-1650) la possibilité
de décrire certaines courbes, qu'il nomme géométriques, par une
équation algébrique P(x,y) = 0. Ces méthodes utilisent des quantités
infiniment petites ; la tangente y apparait parfois comme position
limite d'une sécante (ainsi dans le calcul par Fermat en 1629 de la
tangente a la parabole), parfois comme la droite se confondant avec
une partie indéfiniment petite de la courbe (cf le texte de Barrow en
annexe). Ce sont ces méthodes de calcul de la tangente, plus
générales que les précédentes et proches de nos conceptions
actuelles, qui donneront naissance au calcul différentiel lorsque
Newton (1642-1727) et Leibniz (1646-1716) en auront fait une
synthese.

Un sondage révélateur

Afin de mieux cerner les difficultés de nos éléves et les carences
de notre enseignement nous avons effectué en septembre 1991 un
sondage auprés des classes de Terminales scientifiques du lycée
Clémenceau de Reims. 127 éleves de section C et 99 é€leves de
section D ont ainsi été interrogés. Notre objectif était d'essayer de
dégager les représentations que les éléves s'étaient forgées des
notions de limite, dérivée et tangente. Je me limiterai dans cet article
aux résultats concernant la tangente. Les voici :

Question :
"Quand dit-on qu'une droite est tangente a une courbe ?"
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Réponses les plus fréquentes : en TC enTD
"Lorsqu'elle n'a qu'un point commun avec cette courbe" 57% 31%
"Lorsqu'elle touche la courbe sans la couper" 17% 9%
"Lorsqu'elle a pour équation :y=f'(a)(x-a)+f(a)" 9% 4%
"Lorsqu'elle a méme direction que la courbe” 6% 3%
"Lorsque son coefficient directeur est égal a la dérivée" 4% 1%
"Lorsque la fonction est dérivable"” 5% 0%
"Lorsqu'elle passe par un sommet de la courbe” 2% 2%

Question :
"Y a-t-il un rapport entre la tangente 2 une courbe et la tangente
a un cercle ? Si oui lequel ?”

Réponses :

OUI 66% en TC 38% en TD
NON 17% en TC 32% enTD
SO 16% enTC 39% en TD

Ces résultats appellent quelques commentaires. L'image de la
tangente que se font les éléves reste celle de la tangente au cercle ; on
peut la rapprocher de la définition d'Euclide. Elle est peu modifiée par
l'introduction du calcul différentiel en classe de premiére. Ce n'est
qu'une demi-surprise si I'on se référe aux recherches effectuées sur
I'apprentissage des mathématiques qui ont montré qu'un concept
nouveau, lorsqu'il est introduit, ne prend pas la place de l'ancien, mais
se superpose plutdt a lui ; les deux pouvant coexister dans la pensée
de I'éléve pendant un temps relativement long. Cependant le trés
faible score des réponses classées a la troisidme et a la cinquieéme
place donne 2 réfléchir. En ce qui concerne la deuxiéme question le
lien avec la tangente a un cercle, lorsqu'il est pergu, est justifié
géométriquement (un seul point d'intersection), exceptionnellement
en considérant le cercle comme la courbe représentative d'une
f(}nctlon particuliere. Ajoutons pour finir que l'analyse d'autres
réponses (non reportées ici) portant sur des représentations
graphiques a montré que la capacité de tracer une tangente "a vue d'
oeil” n'est pas développée chez les éleves. L'utilisation des tangentes
pour donner l'allure d'une courbe, qui en est de fait l'enveloppe, a
disparu avec l'arrivée des calculatrices.
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Présentation des textes

Au vu du sondage précédent j'envisageai d'essayer une autre
démarche pour introduire le calcul différentiel dans ma classe. Plutot
que de définir le nombre dérivé comme limite du taux
d'accroissement, puis d'interpréter graphiquement cette définition en
terme de tangente, je décidai de commencer par un travail sur la
notion de tangente pour introduire ensuite le nombre dérivé comme
coefficient directeur de celle-ci. Parmi la douzaine de textes anciens 2
ma disposition, deux me parurent cadrer avec les objectifs
d'enseignement que je m'étais fixés, tout en restant accessibles A des
€leves. Le premier de Roberval traite de la tangente a la cycloide, le
second de Barrow donne une méthode générale de calcul de la
tangente (ils se trouvent en annexe du présent article). Je vais les
resituer rapidement dans 'oeuvre de ces mathématiciens.

Né en 1602 a Roberval prés de Senlis, Gilles Personne fut
professeur au College Royal a Paris de 1634 jusqu'a sa mort en 1675.
I ne publia que deux ouvrages de son vivant, un traité de statique en
1636 et un d'astronomie en 1644. Par contre il transmit a 1'Académie
des Sciences, dont il fut membre dés sa création en 1666, de
nombreuses notes portant sur la cycloide, la composition des
mouvements, les quadratures par la méthode des indivisibles, la
recherche des centres de gravité. Le texte présenté ici est extrait du
traité des indivisibles qui fut édité pour la premieére fois dans les
mémoires de I'Académie des Sciences de 1693.

Isaac Barrow naquit a Londres en 1630. Il occupa la chaire de
géométrie au Trinity Colleége de Cambridge 2 partir de 1660. 11 y dicta
ses Lectiones Geometricae (dix livres) ainsi que ses Lectiones Opticae
imprimées en 1670. Il céda sa place a un de ses étudiants promis a un
bel avenir, Isaac Newton, et mourut en 1678. Les Lectiones
Geometricae sont un véritable traité de "calcul différentiel” avant la
lettre ; on y trouve par exemple la dérivée d'une somme, d'un produit,
d'un quotient, la dérivation comme inverse de l'intégration. Ces
legons sont €crites dans le plus pur langage géométrique, excepté en
fait la lecture X que nous en avons extraite.™

™) Ce passage est une traduction libre du latin par J.C. PENIN de I'IREM de
Reims.
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Une expérimentation en premiére scientifique

Revenons maintenant au travail effectué avec les éleves. L'étude
historique avait fait apparaitre trois visions différentes de la tangente,
j'élaborai une séquence autour de chacune d'elles.

La premiére n'avait pas de caractére historique, elle consistait a

faire construire plusieurs tangentes 2 la parabole d'équation y=x> par
recherche de sécantes ayant un point d'intersection unique. Son
objectif €tait de manipuler la vision "euclidienne” de la tangente, la
seule connue des éleéves & ce moment, et d'en indiquer les limites.
Suite & une question de ma part, les éléves se sont accordés pour dire
que, des deux propriétés de la tangente a un cercle, droite ayant un
seul point d'intersection ou droite perpendiculaire au rayon, seule la
premiere s'étendait facilement a la parabole. Cette séquence permit
aux éleves, aprés qu'ils eussent résolu quelques exemples, de
conjecturer et de démontrer la valeur du coefficient directeur de la
tangente de la courbe étudiée au point d'abscisse a. Dans la synthése
qui suivit, j'insistai sur le fait que cette méthode leur avait été
accessible parce qu'elle ne mettait en jeu que des équations du
second degré et que par conséquent on ne pourrait pas I'appliquer a
toutes les courbes. J'en profitai également pour illustrer la notion
d'enveloppe a l'aide d'un transparent montrant les tangentes tracées
sans la parabole.

La deuxiéme séquence était batie autour du texte de Roberval.
Elle devait donner aux éleves une vision cinématique de la tangente
(droite donnant la "direction future” de la trajectoire) & travers un
exemple de courbe définie autrement que par son équation
cartésienne. Le texte fut présenté et commenté en classe. A mon
étonnement certains €l¢ves avaient une premiére connaissance de la
cycloide (c'est une courbe formée d'arceaux, dirent-ils), mais le
principe de sa génération dut étre expliqué en détail. Le fait que le
vecteur vitesse soit porté par la tangente était connu des éleves (ou
admis facilement). Par contre la composition des mouvements ne
I'était pas et nécessita donc des commentaires fournis. Ceci mis 2 part
la lecture du texte ne posa pas de gros problémes. Les éléves devaient
approfondir ce travail chez eux en refaisant la construction de la
roulette et de ses tangentes et en reconnaissant la courbe qui
I'accompagne.

La troisiéme séquence construite autour du texte de Barrow était
la plus ambitieuse. Elle devait amener la vision "différentielle” de la

~

tangente (correspondant a l'approximation affine de la fonction),
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introduire la définition de la différentiabilité en un point, et donner la ,
dérivée de trois fonctions usuelles : cube, racine carrée, inverse. Avant ‘ ——— L
de distribuer le texte je présentai un transparent mettant en évidence W OwTSeSbE ZESE5EETE0T fuy g
comment une courbe finit par se confondre avec sa tangente lorsque o HEodr gl EiE ez TE=EIT
I'on effectue des zooms successifs autour du point de contact (j'avais u @ cEies.fiLmizmoizgds SeZiss g
choisi comme exemple la parabole étudiée lors de la premidre w Nopegsis ;,—3 GBS ZE3 il LE L ZEE
séquence). La lecture du texte ne causa pas de gros soucis aux éleves, = g SegZzes - 3501 Tro= e i“g
j'avais pris soin de remplacer les exemples originaux par celui plus v 2 ZETE ':i: 5% s is s2EL e . = ‘T & &8
simple de la courbe définie par MP=AP? et dont le résultat pouvait > NOTLEEEUTEs g NmEze s i
étre recoupé avec les travaux précédents. Le travail demandé aux a R L e A E TR Rl DRl
éleves était de justifier les trois régles de la méthode et de l'appliquer ~ b ST SSErES g5t v 2572558 gf: -
aux courbes définies par : MP=AP? ; MP?=AP ; MPxAP=1. | “ A R LR P T R T NOup g
‘ o 2 yEgézfize_fEEiirzagTeligiad
Eu égard aux productions des éléves, le bilan de ces trois w S TT o elYiarE i ilS odTEE S48
séquences m'est apparu positif. Les textes avaient suscité 1'intérét. Les o § gagY:% P GtesEsEiETESESE
méthodes de Roberval et de Barrow avaient été comprises par une ! : U £5eYEs3Ed 6 £ o gu ST Tog 3 f'—:-’:‘g Epe
majorité d'éleves. Lorsque, par la suite, je donnai la définition de la - 5 sdeieszmizseic TsoE3l $SE5=y = g
dérivabilité en un point par l'existence d'un développement limité & OwEZgE<@8EEie~ EXL-,82587T 1
d'ordre un, il me sembla que les éleéves éprouvaient moins de a fj Z}; SEugtgiessis sy PRI
difficultés. Ils savaient mieux "lire" cette définition, y reconnaitre le ~ S8EESE<GEET s, S35 9% ;‘;
nombre dérivé, les termes négligeables, voire méme 1'équation de la ' TR e
tangente dans le cas d'une étude en zéro. Autre avantage, le lien entre
sens de variation d'une fonction et signe de sa dérivée avait pu étre
mis en évidence dés la premiére séquence.
Pour conclure 8 <8 EEREE I R
: 5 .38 8 %Y 5£85 2C 5]
L'élaboration de certains concepts mathématiques a demandé 2 %3 . 58 84 S c2z2852 L
plusieurs siécles et a été marqué par bien des détours, des - 8 g¢& 5 TE S gz285 953
polémiques, des erreurs avant qu'une définition "rigoureuse" ne a S° = .Ei’ Sy So 5 DFET g
remplace l'intuition premiere. Je ne pense pas seulement au calcul i ) 5 c.8 § 279 ya -
infinitésimal, mais aussi 2 la notion de fonction ou 2 celle de nombre T :5 = Bzl gl . SEZ233354
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mathématiques en classe. L'autre est de donner une image plus 9 sEYes T 5583 o SEzZn e ETE,
vivante de ma discipline, différente de celle d'un catalogue de lois 8284 S Eysdg ) gg‘gégﬁ:%'§§%
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i I[ISAAC BARROW (1630-1677)
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559 Fo e TEa . w2 E0 8 dT ET g EcaE TS une méthode que nous utilisons du calcul des tangentes. . Toutefois je
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PT de la méme droite, je pose l'arc de /
courbe MN indéfiniment petit; alors je trace
les droites, NQ paralleles a MP, & NR a
AP; je nomme MP =m ; PT =1 ;

MR = a ; NR = e ; quant aux restes des
droites, déterminées par la nature

o A w particuliere de la courbe et utiles a la A
[l =4 ; , .y . P .
‘:'é“; o-d ! proposition, je les désigne par leur nom ; T QO p
T Bl je compare par le calcul au moyen de
< o =R I'Equation considérée MR, NR elles mémes (& par le moyen de celles-
q N [*] e . . . N
oo g [ ci MP, PT) ; en observant simultanément ces regles. :
] -3 . . L. g
n oy s L. Parmi ce qui est calculé je jette tous les termes dans lesquels 2 ou
ol i > 2 bien e sont des puissances d'eux-mémes, ou bien dans lesquels ils sont
“« &7 =2 e P : q
- . multipliés entre-eux (en effet ces termes ne valent rien).
> 2 o= plr . s e e
P =z 2. Aprés avoir établi 1'égalité, je jette tous les termes dont les lettres
= :g o2 désignent des quantités constantes ou bien fixées; ou bien dans lesquels
T g zz on n'a pas 2 ou e (en effet ces termes amenés dans une des parties
Z 5 o 3, p. . .
m 23 B de I'égalité seront toujours rendus egaux a rien.
a g"j b= 3. Je substitue a la place de 2, s lui-méme ; {ou bien MP) a la
EREE o8 place de e 7 lui-méme (ou bien PT). De 12 on trouvera précisement
k o3 < 2, les valeurs de PT elles-mémes.
=R = Parce que si une partie indéfiniment petite d'une courbe quelconque
" Rl = q P p N A
- f‘; -2 entre dans le calcul ; on poura substituer a cet endroit une petite
52 B artie de tangente ; ou bien (a cause de l'infini ténuité de l'arc de
25 <3 p -ang ; ; \
Vel e courbe) n'importe quelle droite équipollente a celle-ci.
oo -
€. a, <2
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Exemple I

Soit la droite EA (donnée en position et
grandeur) & la courbe EMO dont la
propriété est de telle sorte que la droite
MP étant tracée de maniére quelconque
elle soit perpendiculaire a EA, la somme
des cubes de AP, & MP étant égale a la
droite AE au cube

Supposons nommé AE =r : AP = f ;
de 1a AQ =f + e ; & AQ cub. = 3 +
3ffe + 3fee + e3 ; (ou bien aprés avoir

rejetté ce qui est superflu, selon ce qui est o A
prescrit) = f3 + 3ffe. Ainsi NQ cub =

cubm - a = m3 - 3mma + 3maa - a3

(C'est a dire) m3 - 3mma. Clest pourquoi on_a 3 + 3ffe + m3 -
3mma = (AQ cub. + NQ cub. = AE cub.=) r3. et ayant rejetté les
données, 3ffe - 3mma = 0. ou bien ffe = mma; et substituant au lieun
de a, %c e, m et t eux-mémes, il viendra fft = m3' ou si on veut

T m
t = = donc PT est la quatriéme proportionnelle en raison

#
continue de AP et PM.
Semblablement, si on avait APqq + MPqq = AEqq i serait

m

trouvé que PT = —— 5 ou que PM est la quatrieme proportionnelle
13

en raison de AP et PM; d'un autre coté je ne sais pas si ces lignes

Cycloformes sont dignes d'études.

Exemple II

Supposons que l'angle ABH soit droit, &
soit la courbe AMO, telle que ayant
conduit par A de quelque maniére que ce
soit la droite AK, qui coupe la droite BH
en K & la courbe AMO en M, on suppose
que la sous-tendante AM est égale a
I'abscisse BK, il est demandé de tracer la
touchante en M a cette courbe.

[l faut faire tout ce que a été prescrit
ci-dessus, & (ayant tracé ANL) on nomme
AB =r; AP = q; de la AQ =q -~ e ;
de méme QN = m - a. donc qq + ee - 2qe
+ mm +aa - 2ma = (AQq +QNg = ANq =)
Blq ; c'est (en rejetant, comme il a été enseigné ; ce qui est a
rejeter) qq - 2ge + mm - 2ma = BLq. De plus AQ:QN :: AB:BL;

L ————
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c'estédireq-e:m-a::r:BL=u
) rrmm + rraa - 2rrma . . are
aussi a—— = BLq ; ou bien (ayant rejeté ce qui est
superflu) _r_'_'"__'_"__z_z'f"_"_ = BlLq = qq - 2qge + mm - 2ma. ou bien
99 - 2ge

rrmm - 2rrma = g4 - 2q3e + qqmm - 2qqma - 293 + 4qgee - 2qmme
+ .4qmae ; C'est a dire ayant rejeté ce que nous avons prescrit de
rejeter) -2rrma = -4q3e - 2qqma - 2qmme ou bien rrma - qqma =
2q ‘e + qmme; ou en substituant m a la place de a, & t a la place de
e il vient rrmm - ggmm = 2g°t - gqmmt ; ou

s~y = pT.
293 - gom
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