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QUADRATURES AVEC CALCULS ...
MAIS SANS INTEGRALES

Maryvonne HALLEZ
Marie-Frangoise JOZEAU
IREM de Paris VII

Les mathématiciens n'ont pas attendu l'invention des intégrales pour calculer
des aires de surfaces non polygonales.

La recherche des quadratures de surfaces était une activité importante chez les
mathématiciens grecs, entre autres ; il suffit pour s'en convaincre de lire le
témoignage bien connu d'Aristophane qui, dans sa comédie "Les oiseaux”
parodie de la société athénienne fait dire au géometre Méton : "je ferai mes
mensurations, par application d'une équerre droite, en sorte que, tu vois, le
cercle devienne quadrangulaire L Aristophane met I'accent sur une des
plus grandes difficultés rencontrées, la quadrature du cercle. Quarrer un
polygone ne demandait & Euclide ni calculs, ni intégrales 2, Mais il est
difficile de quarrer une surface non polygonale sans calculs.

Nous allons parcourir dans I'histoire des quadratures des coniques un chemin
discontinu dont voici les étapes :

- une quadrature d'un segment de parabole par Archimede

- une autre méthode pour quarrer un segment de parabole par Thabit-Ibn
Qurra

- une quadrature de 'hyperbole par Grégoire de Saint-Vincent

- une quadrature de la "parabole” cubique par John Wallis

- vers une généralisation des quadratures par Isaac Newton

1 Aristophane, Les Oiseaux, trad. V.H. Debidow, Gallimard, le
livre de poche classique, Paris, 1966, p. 83

2 Cf article de J.P Friedelmeyer "Quadratures sans calculs ni
intégrales” pp?.
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Le travail fait avec les éleves s'inscrit dans une tendance actuelle de retour 2
la géométrie allant de pair avec une importance plus grande donnée au calcul
d'aires dans les classes de collége. Il répond aux objectifs suivants :

- introduire le calcul intégral en classe de terminale

- maintenir une continuité entre les calculs d'aires effectués au college et le
calcul intégral

- étudier les coniques de manitre plus globale

- manipuler des suites classiques comme la somme des puissances des n
premiers nombres entiers, les suites arithmétiques et les suites géométriques
- mettre en évidence des liens entre géométrie et analyse

Ce travail est aussi I'occasion d'évoquer avec les éleves un grand probléme
mathématique dont I'élaboration théorique a demandé plusieurs sigcles de
recherche et qui est I'objet de nos jours d'une question banale d'un probleme
de baccalauréat.
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LA QUADRATURE DE LA PARABOLE

PAR ARCHIMEDE

I- Le traité "la quadrature de la parabole” d'Archiméde commence ainsi :

" Archimede 2 Dosithée, prospérité ! [...] Mais aucun de nos prédécesseurs n'a
encore que je sache, cherché la quadrature d'un segment délimité par une droite
et une parabole, chose que nous avons trouvée maintenant [...].

Je t'envoie donc les démonstrations que j'en ai écrites, d'abord telles que jeles
ai examinées par la mécamque3 puis telles que je les ai établies par la
géométrie”.

Dans la méthode qu'il appelle géométrique, Archiméde pour déterminer l'aire
d'un segment de parabole, utilise une sommation d'une progression
géométrique de raison 1/4.

Dans la proposition 23, l'utilisation des séries apparait clairement.

Archimede énonce :

"Si des grandeurs sont disposées en une suite de raison quatre, la
somme de ces grandeurs augmentée du tiers de la plus petite sera égale aux
quatre tiers de Ia plus grande”.

Soit ¢
Al +A2+ A3 +...+ Ay + 13Ap =43A1

Lorsque le nombre de termes de la série augmente, le reste
13 x 1/40-1 x Aq
deviendra aussi petit que I'on veut.

Suggestion pour un travail en classe de le :

. Lecture de la proposition sans les notes

. Faire refaire le calcul aux €leves

. Faire généraliser 2 un nombre quelconque de termes (en
utilisant les notations, et le cours sur les suites géométriques)

Dans la proposition 24, Archimede démontre que :
"Tout segment délimité par une droite et
par une parabole équivaut aux quatre tiers

3 Dans cette méthode, Archimede utilise un levier fictif ayant un point fixe autour
duquel sont opérées des pesées ﬁchves de trapezes et d'aires puis la méthode
d'exhaustion.
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E du triangle ayant méme base et méme
hauteur que le segment”

Archiméde ne parle pas en terme de
limite, il utilise la double réduction 2
I'absurde.

PROPOSITION XXIII

Lorsque certaines grandeurs sont établies dans une série dont la
raison est quatre, la somme de toutes ces grandeurs, augmentée du
tiers de la plus petite, vaudra les quatre tiers de la plus grande.

Soient A, B, I, A, E des grandeurs en nombre quelconque, éta-
blies en série, dont chacune est quadruple de la suivante, et soit A la
plus grande. D’antre part, soit Z le tiers de B, H le tiers de T, 8 le
tiers de A, et [ le tiers de E.
Dés lors, puisque Z est la troi-
sitme partie de B, tandis que
B est la quatriéme partie de A,
I’ensemble de B, Z sera la A
troisitme partie de A; par con-
séquent, pour la méme raison,
Pensemble de H, I, sera la
troisidme partie de B ; l'en-
semble de 8, 4, la troisitme B
partie de T, et Iensemble de
I, E, la troisiéme partie de A. T
Il en résulte que ['ensemble
deB,T, A,E,%,H,8,Isera a
aussi la troisidme partie de
P’ensemble de A, B, T, A. Or,
P'ensemble de Z,H,0 est aussi Z
la troisitme partie de I'ensem-
ble de B, I', A& ; par conséquent, I'ensemble de B, I, A, E, 1 est aussi
la troisidme partie du reste A. Dés lors, il est évident que I'ensemble
de A, B, T, A, E, augmenté de I, c’est-i-dire augmenté du tiers de E,
vaut les quatre tiers de A (*).

&)

ali

1.Les grandeurs A, B, T', 4, E étant ea progression géométrique décroissante doat
la raison est {, on aura : B-iA. Or, oo 1Z={B; donc: B+Z=(}+if)A= fA.
On aura de méme: H+ = {B, 0+A={l, et I +E=}A;d0b: B+T+A+B+ 2+
H+O+I=}(A+B+T+4). Or, on a posé: Z=}B, H=}l, et Om}4; donc:
Z+H+0= § (B+T +4), d"od, substituant dans I'égalité précédente, il vieat: B+ +
A+E+§(B+T+4)+I=$ A+ {B+T+4, ou B+I+A+E+Im}A, d'ob, ajoutant
A de part et d'autre, et cbservant que I’on a posé [= { E, il vient, comme le texte:
A+B+T+A+E+}EB={A. ‘

Algdbriquement, la somme d'uae progression décroissante par quotient s’obte
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PROPOSITION XXIV

Tout segment délimité par une droite et par une parabole équivaut
aux quatre tiers du triangle ayant méme base et méme hauteur que le

segment.

En effet, soit AABET un segment délimité par une droite et par

B
A E
A T
K
Z
H
=

une parabole ; soit ABL' un trian-
gle ayant méme base et méme hau-
teur que le segment, et soit une
aire K équivalente aux quatre ters
du triangle ABI. Il faut démon-
trer que cette aire est équivalente
an segment AABETYEn effet, si
elle n’est pas équivalente, elle est
plus grande ou plus petite/Que le
segment AABET' soit d'abord
plus ’gmnd que Paire K, sl se
peut; Des lors, inscrivons les trian-
gles AAB, BET, comme il a été
dit (*), et, daas les segments qui
restent alentour, inserivons d’au-
tres triangles ayant méme base et
méme hauteur que ces segments ;
enfin, inscrivons, dans les seg-
ments successivement obtenus,
denx triangles ayant méme base
et méme hauteur que les seg-
ments] I1 en résulte que les seg-
ments abandonnés seront plus pe-
tits que ["excédent dont le segment
AABET dépasse l'aire K (*) ; en

nant en retranchant du premier terme le produit du dernier terme par la raison, et
en divisant la différencs par I’excés de ’unité sur la raison, oa asrait aussitdt:

s -Ar: x-t{vA— 1B, dol: S +}{B=iA

5. C'est-ddire, comme il a été dit & la proposition XXL
2. Voir propositica XX, corollaire.
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sorte que le polygone inscrit sera plus grand que l'aire X ; ce qui est
impossible. En effet, puisque certaines aires sont disposées dans une
série dont la raison est quatre, que le triangle ABI" est d’abord qua-
druple des triangles AAB, BEI' ('), qu'ensuite ces derniers sont
quadruples des triangles inscrits dans les segments suivants, et ainsi
continuellement, il est évident que I'ensemble de ces aires est plus
petit que les quatre tiers de la plus grande (*). Or, l'aire K vaut les
quatre tiers de la plus grande aire (*) ; par conséquent, le segment
AABET n’est pas plus grand que l'aire K. :

Au reste, qu'il soit plus petit, s'il se peut. Dés lors, disposons une
aire Z équivalente au triangle ABT', une aire H équivalente au quart
de l'aire Z, et, de méme, une aire 8 &quivalente au quart de l'aire H ;
et disposons ainsi successivement des aires jusqu'd l'obtention d’une
dernitre aire plus petite que l'excédent dont I'aire K dépasse le
segment. Soit I cette plus petite aire. Done, 'ensemble des aires Z,
H, 8, I, augmenté du tiers de aire I, vaut les quatre tiers de I'aire Z(*).

Or, I'aire K vaut aussi les quatre tiers de 'aire Z ; par conséquent,
aire K équivaut 4 ’ensemble des aires Z, H, 8, I, augmenté de l2
troisi¢me partie de I'aire I'(*). Dés lors, puisque I'aire K excide l'en-
semble des aires Z, H, 8, I d’une aire plus petite que l'aire I, et
qu'elle excede le segment d’une aire plus’grande que Taire I, il est
évident que l'ensemble des aires Z, H, 8, I est plus grand que le
segment ; ce qui est impossible. En effet, il 2 été démontré que,
lorsque des aires en nombre quelconque sont établies dans une série
dont la raison est quatre, et que la plus grande est équivalente au
triangle inscrit dans le segment, I'ensemble de ces aires sera plus petit
que le segment (*). En conséquence, le segment AABET n'est pas
plus petit que l'aire K. Or, il a été démontré qu'il n'est pas plus

1. Voir proposition XXI.

3. Voir propositica XXIII et note. -

3. Par hypothdse : K= § triangle ABT, et triangle ABI est la plus grande aire.

4. Voir proposition XXIIl. On aura: Z+H+0+1+ }I= $2.

§- On a posé: K= {Z; doac, en présence de 1'égalité de 1a note précédente, on 2,
comme le texte : K=Z+H+0+[+ {I.

6. L'égalité de 1a note précédente donne : E— (Z+H+0 +1)= |1 < 1. D'autre
part, en 2% hypothése, on a: aire K>>segt AABET, et aire K — segt AABET > 1,
d'ol, comparant avec la 1™ indgalitd, on a, 4 fortiori : E—(Z+H+0+l) <K—
segment AABET, ou, comme le texte: Z+H+@+1> segment AABET; reation
impossible. En effet, la propositioa XXI1 a démontré que 'ca a: Z+H+8+I1<
segment AABEL. .
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grand ; done, il est équivalent 4 I'aire K. Or, I'aire K vaut les quatre
tiers du triangle ABL'; done, le segment AABEI' vaut aussi les
quatre tiers du triangle ABI

Travail possible avec les éleves :
. Apreés avoir défini le vocabulaire suivant :

segment de parabole

sommet

triangle ayant méme base et méme hauteur que le segment,
on peut avec les él2ves découvrir la suite des aires, qui par
passage 2 la limite, permet de trouver le résultat d'Archimede.

LA QUADRATURE DE LA PARABOLE
‘ PAR THABIT-IBN-QURRA

Dans le monde grec, Archimede n'eut pas de successeur véritable.
Ayant 2 leur disposition une traduction des 3 livres suivants :

Les Elements d'Euclide

La Mesure du cercle et De la sphére et du cylindre d'Archiméde,
les mathématiciens arabes domingrent dés le IXe Siecle la méthode
d'exhaustion. Mais dans ces livres, ni Archimede, ni Euclide n'avaient recours
aux "sommes intégrales". Les mathématiciens Thabit-Ibn-Quira et Ibn Al-
Haytham s'attaquérent aux mémes problémes et introduisirent des méthodes
originales, découvrant des résultats inédits, non rencontrés chez Archimede.
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Exemple : Thabit-Ibn-Qurra (836-901) dans son traité sur la mesure de la

section conique appelée parabole, fait un calcul équivalent 2 Vx dx. 11
utilise un procédé qui revient & diviser l'intervalle d'intégration en éléments
formant une progression arithmétique. Il retrouve ainsi le résultat démontré
par Archimede, en utilisant les sommes intégrales.

(En effet, comme nous l'avons vu, Archim&de avait fait apparaitre le
segment, comme la somme d'une série géométrique infinie dont les sommes
partielles sont des aires de certains polygones inscrits).

Le calcul de I'intégrale ci-dessus en subdivisant I'intervalle [0,a] en n parties
égales aurait exigé la sommation de la "série"

Vi+V2+.. +Vn

Thabit-Ibn-Qurra élimine cette difficulté par une idée ingénieuse :
il subdivise l'intervalle en n parties inégales telles que les abscisses des

points de subdivision soient proportionnelles 2 la suite des carrés : 12, 22,
32 et la somme des n parties égales 2 a.
Ainsi les valeurs de Vx deviennent des nombres entiers et le probleme se

raméne dans un premier temps 2 la sommation de quelques séries
arithmétiques.

Entre autres résultats, il utilisera ¢

n
Z(Zk-1)=n2

n
Y2 -2 (@i
k-1 k-1

Voici une idée de la démonstration :
Thabit-Ibn-Qurra considére la parabole définie par une propriété correspondant

a I'équation y2 = PX.
Soit SPMQ le segment de parabole. On divise SM :

a 3a Sa
"SHi=—% HiH == HoHy=% efc ...
1 2 112 ) 213 )

Hy. (M = Q_H-_L
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n
puisque 2(2k—1)=n2 Onapos¢ SM=a
k=1

- En notant f(x) = \/;( les bases des
trapezes sont : ,

Vap

a
A1B1 —2xf(n2)_2 0

Top M Q
a 3a \ ap :
ABo=2xf(F+=5)=4 :
282 (n2 nz) n v
- L'aire Sp du polygone inscrit dans la parabole peut &tre évaluée en
additionnant I'aire du triangle A1SB1 et les aires des trapezes A2A1B1 B, .

Sn =-A1B1 X SH1 +%(A1B1+A232) HiH + ...

—ai x% (124324524 ...+ @2n-1)2)
n

BN [

3.
x%){4n3 n

I
ol

n
par utilisation Y (k1)
k=1

- Or l'aire R du rectangle circonscrit 2 la parabole est :
2
3
étre rendue aussi petite que l'on veut.

R=ax2f(a)=ax2 \ff)_a d'ou s R - Sy = 3 zi , cette différence pouvant
n

- par ailleurs l'aire S du segment de parabole est telle que S - S puisse &tre
rendue aussi petite que I'on veut.

-y
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- Enfin les 2 hypotheses S > 23 Ret S < 25 R aboutissent 2 une
4

contradiction d'olt il résulte que S = 2 R (ot les 3

3 de l'aire du triangle
SPQ)"4.

LA QUADRATURE DE L'HYPERBOLE

PAR GREGOIRE DE SAINT-VINCENT

Grégoire de saint-Vincent est né a Bruges le 8 septembre 1584 et est mort 2
Gand le 27 jnavier 1667. D'abord éleve des jésuites, il devient membre de la
Compagnie de Jésus en 1613. Il est chargé d'enseigner les mathématiques en
raison de ses étonnantes capacités en la mati¢re.De 1617 & 1625 le "bouillant
jésuite flamand"> s'attaque 3 un des grands problémes mathématiques, celui
de la quadrature du cercle. Il lui faudra attendre 1647 pour recevoir
I'autorisation de publier le résultat de ses recherches, dans un livre de 1226
pages : "Opus geometricum Quadraturae Circuli et Sectionem C‘oni".6 11 fait
une erreur en s'imaginant avoir résolu 1"'impossible” quadrature mais il
résout bel et bien la quadrature de I'hyperbole et est 1'objet de I'admiration de
Leibniz et de Huygens ; on lui doit l'attribution de "méthode d'exhaustion” &
la méthode des anciens. Un de ses apports est de généraliser la méthode en
placant du c6té des proportions le double raisonnement par I'absurde, en le
rendant indépendant de "la nature des grandeurs en jeu"7 ; il établit la
proposition suivante :

"De deux quantités AB et CD, on peut soustraire AE et CF égales et pas
inférieures & la moiti€ de AB et CD, et des lignes restantes EB et FD on peut
soustraire derechef EG et FH, égales et pas inférieures & la moitié des lignes
restanteg. Si cela peut se faire indéfiniment, les quantités AB et CD seront
égales."

4 Découvrir les mathématiques arabes, brochure IREM de rouen, 1988-89,
gages I1let 112.
Bosmans Biographie de I'Ac. des Sciences de Belgique
6 publié 2 Anvers
73, Dhombres article 2 paraitre
8(4) traduction J. Dhombres article 2 paraitre -
proposition 116, livre 2 De Progressionnibus de "I'Opus Geometricum”
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PROPOSITIO CXVL
A v ‘B ¢ 1 B
G ¥ H KO-D
Slnc dux quantirates A B, CD;fitque AB divifain E & G, itavtAE,
(ic non minor dimidio AB, & EG nonminordimidio E B; codem
modo divifa it CD in F & Hyfint§ue AE,EG; CF,FH proportiona-
les: & hac fempe fieri poflic. ) -
Dicototam AB cffc ad coram CD,ve clt AE ad CF.

tiré du livre Problema Austriacum plus Ultra Quadratura circuli de Grégoire
de Saint-Vincent

- “PROPOSITIO CIL -
‘Atz Liypetboltetminacz, trf.:.ngp‘l nf raaximum inferibere,
I- : L '
Un segment d'hyperbole étant

" donné, y inscrire un triangle
maximal.

'S Q¢ betany

A N
< Lo B
Lisez la proposition C II et expliquez la construction du triangle maximal
inscrit dans I'arc d'hyperbole AC.

N.B. Triangle maximal a le sens de triangle d'aire maximun.
II - Lisez ensuite la construction et la démonstration

N.B. . ce que G. de Saint Vincent appelle centre, nous le nommerons
plut6t point de rencontre des asymptotes.

. le diametre correspondant & I'arc d'hyperbole AC est le segment qui
joint le centre de I'hyperbole au milieu de la corde [Ac].

Construction et démonstration

Que I'hyperbole dont le centre est D soit limitée par une droite AC ; qu'on la
divise en deux [parties égales en E, puis qu'on pose le diametre DE qui
rencontre l1a section en B. Qu'on joigne AB et BC. Je dis que le triangle ABC
est le plus grand de ceux qui peuvent &tre inscrits dans I'hyperbole ABC.
Qu'on trace par B la tangente FB ; elle sera équidistante de la droite AC
(proposition 16 de ce livre). Qu'on méne une droite quelconque HG parallele
a BE, rencontrant la section en G. Il est évident que le point G est au-dessous
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de la ligne FB, et par conséquent que GH est inférieur 2 BE. D'ou il suit que
le triangle AGC est inférieur au triangle ABC. Donc le triangle ABC est le
triangle maximal. Donc, des hyperboles définies étant données, etc, ce qu'il
fallait réaliser.

Que signifie le mot "équidistante” de la ligne 5 7
Quelle(s) remarque(s) pouvez-vous faire sur les lignes 8, 9 et 10 2.

I1I - Lisez I'énoncé de la proposition C III et sa démonstration

N.B. Chez G. de Saint Vincent comme chez les Grecs un parallélogramme
est nommé par une de ses diagonales.

“PROPOSITIO CIIL

Ilfdcmpoﬁtisz: et e e
Dico ABC triangulum maiusc(le dimidio fegmenti.’ B
. Dl{ﬂo‘nﬁr.dllo. ¢ ‘
ifantut ex A.E':‘C"zéquldiftz}g‘ic': BT, occurrentes BB contingentin F &

1 quonlam fglirism AN C tlangulom,quam® FEpanallelogrammut. du-'
pluq{ég_ ‘wlanguli A BT, tzqualla func parallelogrammum B B8 triangulum A
wndé YT parallelogidnimbim,duplim cft telanguli ABE;1-fed BC parallele
graromiim malhis cit fegmento A B C, (cim F K contingens totacadag extrafe&io- |

nem’;) trlangulum.igliue AB C,dimidium paraliclogrimml BC,miindguoque eft |
dimldib fegméntl'4 BE, Quod béar dewronfteandum, . o l

Proposition 103 Méme figure. Je dis que le triangle ABC est supérieur a la
moitié du segment ABC.

Démonstration

On éleve de A et C des équidistantes & BE rencontrant la tangente FB en F et
K. Puisqu'aussi bien le triangle ABC que le parallélogramme FE sont le
double du triangle ABE (Cf. Eléments), le parallélogramme FE et le triangle
ABC sont égaux. Il s'ensuit que le parallélogramme FC est le double du
triangle ABC ; mais le parallélogramme FC est supérieur au segment ABC
puisque la tangente FK se trouve toute enti¢re en dehors de la section. Donc
le triangle ABC, moitié du parallélogramme FC est aussi supérieur a la
moitié du segment ABC. Cqfd.

a. Que signifie le "segment” ABC ? (ligne 5)
b. En nommant p l'aire du parallélogramme FC, t I'aire du triangle ABC et s
I'aire du segment ABC récrivez le raisonnement de G. de Saint Vincent:

IV - Lisez I'énoncé de la proposition C IV
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HY P ERBOLA,
- J P PGSLTIOyCLY., . - 2 =
N R
.p.c_r.b‘o[i‘ ABE, cuivscentfum D, ruLtcndiE'rc&i ACT dluifa
J bifariam 1d1i‘r1cuq D Eiynilque A B, GB, acdiuifis bifariam,
in I:’&- Gidemitcadeur D B D G, occutréneés feiontinH &1, iungan:-
turdue A H,HB,BI,Cl. . '
Dico triangula-A H B, B.LC, zqualiaefle. .

Proposition 104 Qu'une droite AC divisée en deux [parties égales par le
diametre DE, sous-tende I'hyperbole ABC dont le centre est D. Qu'on joigne
AB et CB en les divisant en deux en F et G. Puis qu'on abaisse DF et DG
qui rencontrent la section en H et I, et qu'on joigne AH et HB ; BI et CL. Je
dis que les triangles AHB et BIC sont égaux.

a. Réalisez la figure dans un repére orthonormé (D, i, j).

b. Comparez les aires des triangles DBA et OBC a I'aide du précédent travail.
¢. Que peut-on dire de 1a suite formée par les abscisses de H,BetdeI?

Que pouvez-vous en déduire pour les aires des triangles DHB et DBI?.

d. Achevez la démonstration de Ia proposition CIV

ST PROPOSITIO .CVL

~c AB, AC x.[);n;p:.dri b.yp;:ibolz DEG, poliraducad diamerrum
“£):AE-ardinatim DG : ducanwur DESEG. ’
v 7 Dicafcgmentaconuexa DIE, GLE xquari:
" Demonflrasiv:”,

- -

Bt 0 - L B "t i A1 BRI
LR N Al 4.‘;5;‘..: PRI G -
Diuis 2, G E bifsilaci tn N & & poishei diamétil AR, AL G, lint
antueque DIE GLE:cruntigiug DIR, GLE ;rimgul:-mulm:.uin~u‘"‘h:
ter fe bzqualla, mabhf[uc'ifuﬁldifz ¢ fegmeneorum quibus lafcribunciv, Gmill- yyoy, 4
tee firefiduis verim que legmengis triangdla infcrilantur masima , 6tendiwt trlan- e
lamafimi fegmentotim ID,1R zquar tdangulls difkiali fegmentorus BT\ £1004%
.Gy quz eperatia edm fine termina in nréque fegmentd contindari fafiir, g (be
latacx DIE fegmentd malora fine dimidijs fegmensbrum 4 quibus puferudsue,8
zqualia abl:tixc‘cgmmm GI E, quotum hiagula mfora quodue fiine dimidifs il-

lorumd gibusauferddtur ) fegmentum DIE ¢ zquale el fegmento G LE.Quod dus.de

progrofiéale
hidy

cracdemon{irandum: !

Proposition 106 Soient AB et AC les asymptotes de I'hyperbole DEG et on
pose DG en I'ordonnant au diamétre AE : on méne DE et EG. Je dis que les
segments convexes DIE et GLE sont égaux.
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On divise ED et GE en deux [parties égales en N et O. On pose les diametres
AIN et ALO. On joint DIE et GLE. On aura donc les triangles DIE et GLE
maximaux (Cf. Proposition 102) et égaux entre eux (Cf Proposition 104),
plus grands que les moitiés (Cf proposition 103) des segments dans lesquels
ils sont inscrits. De mé&me, si I'on construit les triangles maximaux dans les
segments restant de part et d'autre, on voit clairement que les triangles
maximaux des segments ID et IE sont égaux aux triangles maximaux des
segments EL et LG. Et puisque cette opération peut étre continuée
indéfiniment dans chacun des deux segments, en sorte que les aires qui sont
enlevées au segment DIE sont plus grandes que les moitiés des segments
auxquelles elles sont enlevées et €gales a celles qui sont enlevées au segment
GLE, dont chacune est supérieure aussi aux moitiés des segments auxquelles
elles sont enlevés, le segment DIE est égal au segment GLE (Cf Proposition
116 de progressionibus). Ce qu'il fallait démontrer.

VI Lisez la proposition C I X

‘PROPOSITIO CIX.

. Slne AB, A C alymproti hyperbolz DEF : dinisique AC, vt AG,
WD AH; A LA K,AC continuz fint proposrionales, popantur G D,EH,
L) s

foe <€
®

C,ipli AB zquidiftantes. ) ‘
" fegmicnta cffoxqualia.

.- Demonfiratio.

- (YYonlam AG,AH, AL, &

proportlonsles fune, DG, R I,

1SBE L1 &c, eamdem quoque jntes fe.

gt AW T X = cnn;fnmuttmfodem; vade DH,.

fise. i . Elflegmenta funt z2qualia Similis

e teredm BH, LI, MK, F C fneadem Gae proportione, g zqualiz quoque fung fe-
gmenea EL L KM C, Conftacigitus vericas propoficianis,

Proposition 109 Soient AB et AC les asymptotes de I'hyperbole DEF. On
divise AC de telle facon que AG, AH, Al, AK, AC, soient en proportion
continue et I'on pose GD, EH, LI, MK, FC, équidistants de AB. Je dis que
HD, IE, KL, CM sont des segments égaux.

Démonstration

Puisque AG, AH, Al, etc ... sont proportionnels, DG, EH, LI, etc, sont
entre eux en méme raison continue (proposition 78), les segments DH et EI
sont égaux (proposition 106). De méme puisque EH, LI, MK, FC sont dans
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la méme proportion, les segments EI, LK et MC sont égaux aussi
(Proposition 106). La proposition est ainsi démontrée.

VII - 1. Construisez avec soin les points G, H, J, K, C d'abscisses
respectives :

1,v3,3,3V3,9

sur l'axe [0x) d'un repere orthormal et D, E, L, M, F les points
correspondants de I'hyperbole d'équation y = % dans ce repére.

Utilisez la proposition 109 pour donner une approximation par excés de l'aire
curviligne délimitée par I'hyperbole, I'axe [0x) et les droites (DG) et (FC).
2. Pouvez-vous améliorer cette approximation ?
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320
UNE QUADRATURE DE JOHN WALLIS

Apres I'exposé du travail de Grégoire de Saint-Vincent qui garde I'exigence de
rigueur posée par les anciens, nous présentons le travail de John Wallis qui
nous surprend par son audace.

John Wallis est né & Ashford en 1616 et mort a2 Oxford en 1703. Il devient
professeur a ['Université d'Oxford en 1649. il public en 1656 son
" Arithmetica infinitorum" d'oi est tiré le texte suivant, dans lequel nous

pouvons admirer son audacieuse utilisation de I'extrapolation. (voir p. 323).

Nous vous proposons une traduction frangaise :
Proposition 39

Etant donnée une série de quantités qui sont les cubes d'une série de nombres
augmentant en proportion arthmétique (comme la série des nombres
cubiques), qui commence par un point ou zéro (comme O, 1, 8, 27, 64, ...)
nous cherchons la raison de cette série A la série des nombres tous égaux au
plus grand terme de la premitre série, en quantité égale au nombre de termes
de la premiere série.

La recherche se fait par la méthode inductive comme auparavant.
Nous avons :

04148 _9 3 11,
8+48+8 24 8 4'8°

0+1+48+27=36 __4 _1 1
27+27+27+27=108 ~ 12~ 4 12~

0+1+8+27+464=100 _5 1 1.
64+64+64+64+64=320 16 4 16°
0+1+...+125=225 6 1 +L_
125+..+4125=750 204 © 20"
Ot..+125+4216=441_ 7 1 1
216+...4216=1512 24~ 4" 24~



WALLIS

ARITHMETICA INFINITORUM

i L e

obannis 17 allifis, %S

ThD.":

© Academia OXO NIENSI,

ARITHMETICA

INFINITOR VM.
¢ sttve - »
Nova Methodas [nquirendi in Curvili-
‘ncorum Quadiaturam, aliaq; difficiliora
Mathefeos Problemata.

] ) oxoNIr,
Typis’ LEON: LICHFIELD  Academiz Typographi,
Impenfis THO. ROB INSON. ame 3656,

l

OMETRI/% PROFESSORIS
. SAVILIANT in Celebersimi -

PROP XXXIX)
: Lemma.

SI proponatur feries quantitatum in Triplicata ratione Arithmetice-
proportionalium, (five juxt feriem numerorum Cubicordm,) con-
tinue crefcentium, 2 punéto vel o inchoatacum, ﬁput:{ ut o,1, 8,27,
64,8¢.) propofitum fit inquirere quam habeat illa rationem ad feri-

em toudem maximz zqualium? |

Fiat inveltigatio pec modum indictionis (utin prop. 1. &19.) Erirque

odr=1 . Ln 9_+g_+9=9___l_. «
r—[—-::: i 84-848=2q T '

Al o S LANPRCE %0 it
27azdertai=i08 T UL T 64d6yteato4t64=320 N
o +r 48k a9t Gqtras=azy - -,
— p p —:§—1+n“
125 125 125 - T2 - 125 =750 .
U P Grahats=qar
216 f 2164216 f-216f216 F 216 F at6 =1512 .0 ¢ L.
Et fic deinceps. L .. B L. S .
-Ratjo.proveniens-eft itbigiié major quam fubquadrupla, feu }. Excellus autem

rpetuo dccrgﬁ:xt prout numerus terminorim aUgetur , puta §, 35ty fey doy 31,

c. aufto nimirum fraltionis d inatore, five con rationss, in fingulis
Jocis, numero quaternario, ( utpater; ) ut fit rationis provenicntis excelfus fupra
{ubquadruplam, ca quam habet uniws - ad quadruplum numeri terminorum poft o.
-Adeoque ’ s

! PROP XL '
Theorema, s

S I proponatur feries quanticatum in Triplicata ratione Arithme-
J tice-proportionalium (five juxea feriem.numerorum cubicorum )
continde crefcentium, 3 puncovel o inchoatarum; ratio , quam ha-
bet illa ad feriem totidem maximz zqualium, fubquadruplam fupera-
bit; eritque exceflus, ea ratio quam habet unitas ad quadruplom nu-
meri terminorum pofto; five, quam habet radix cubica termini pri-
mi poft o, ad quadruplum radicis cubice termini maximi. .
I, 1 w i

. Pua i¢1‘+il P Lk T =mls i,
.o ol 7 7=
« Datet ex pracedente. .

3 ;

. o . . .
* Cum autem, -crefcente numero terminorum, excellus ille fupra rationem fubqia: |
druplam ita continuo minuatur, ue tandem quolibet affignabili minor evadat, (ut

. patet; ) fiin infinitum procedatur, prorfus evanituruseft.  Adeoque ——

' . .. PROP XLL

Theorema.

SI proponatur feries infinita quanticatum in Triplicata ratione Arith-
metice-proportionalium (five juxta feriem numerorum cubicorum )

continue crefcentium, 2 punéo fen o inchoatarum ; crit illa ad feriem
totidem maxima: zqualium, ut1, ad 4. ' :
Pager ex precedente. E :

PROPD XLIIL
Corollarium,

Deoque , Com um femii-parabolocidis cubicaliz, 40T, ft ad Pa-

+ rallelogrammum TD (fuper eadem vel equali bafe eque altum, Yut 1 ad

4o ( Ev, confequenter, ipfum femiparabolocides ad idem Parallelogrammum, ut
3ad 4.) < :

Elfto enim Semiparabolocidis cubicalis A O D, (cu-
jus diamewr AD, ordinatim applica DO, DO,
&ec. ) complementum AO T (cujus diameter A T,
ordinau-appliciz T O, T O, &e.) Quoniam igi-
wr (per pr. 45. Con. Seét.) reftz DO, DO, &c.
vl ipm ;m,uzjcs AT, AT, & fuac in (ubtriplicaca
ratione retlarum AD, A D, &e vel iplis zqualiom
T O, TO,&:. Eruncd conpa iplx TO,TQO, &c.
in_triplicara racione redtarum AT, AT, &¢ Tou
igitur figua AOT ( conftans ex infinitis rellis
TV, TO, & inwiplicaa ratione retaram A T,
AT, 8. Arithmetice-proportiopaliunm ;) erit ad Pa-
rallclogrammun ' T'D, per przeed, ( conltans ex to-
tidem ipli TO maximz zqualibus,) ue 1 ad 4 (Quod
erat altendendum.) Etconfequenter, Seuiparaboloci- -
do AOD ( pacalldogrammi refiduum ) ad idem pa- °
rallclogrammum ue 3ad 4. . ’
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et ainsi de suite.

La raison obtenue est toujours plus grande qu'un quart ou % Mais l'exces

décroit constamment 3 mesure que le nombre de termes augmente soiti- , 1§ ,
11 11

12716720024 =
Il n'y a aucun doute sur le fait que le dénominateur de 1a fraction augmente
pour chaque rapport d'un multiple de 4 de telle sorte que I'excés de la raison 2

%est 1 : 4 fois le nombre de termes aprés O,

Puisque les lignes DO, DO etc. ou celles qui leur sont égales AT, AT, etc.
sont les racines cubiques de AD, AD, ... ou celles qui leur sont égales TO,
TO, ... ces TO, TO seront les cubes des lignes AT, AT, ... Par conséquent la
figure enti¢re AOT (constituée d'un nombre infini de lignes TO, TO, ... qui
sont les cubes des lignes en progression arithmétique At, AT, ...) sera au
parallélogramme ATD (constitue d'autant de lignes toutes égales & la plus
grande TO), comme 1 est 2 4, selon notre précédent théoréme. Et la moitié
- du segment AOD de la parabole (le résidu du parallélogramme) est au
parallélogramme comme 3 est 4 4.

ISAACNEWTON ET LES QUADRATURES

Isaac Newton est né & Woolsthorpe en Angleterre en 1642 et est mort &
Londres en 1727.

Etudiant & Cambridge, il lit les oeuvres de Descartes, de Galilée et aussi
"I'Arithmetica Infinitorum" de Wallis.

La peste qui sévit 2 Londres I'oblige en 1665 a se retirer 2 la campagne oil il
écrit les principes de sa théorie. Ses "Principia mathematica philosophiae
naturalis” sont publiés en 1687 et ont une grande audience. Newton y rejette
les indivisibles utilisés par Wallis et généralise le calcul d'aires curvilignes
par "la méthode des premigres et dernigres raisons” qu'il met en place 3 I'aide
des lemmes 1 et 2 du livre I du mouvement des corps, premiere partie des
"Principia”. Les éléves de Terminale ont eu & lire ces deux lemmes aprés
avoir réalisé, dans l'exercice qui suit, une quadrature de la parabole.
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39 PRINCIPES MATHEMATIQUES
LEMME 1
Si dans une figure quileongue AaCE, comprife eatre les droites Aa,
AE, & laconrbe ACE, on inferit ua nombre guclcongue de Paralli-
logrammes Ab , Bc,C d , 8¢c. compris fous les bafes épalesAB,BC,
CD, &c. & fous les cdeés Bb, Ce, Dd, &e. paralliles an cieé A a
de ls figare 3 & gu'on acheve les parallilogrammes akbl, bl em,
cMda, &c. gu'on diminue enfuite le Lasgenr de ces parallilogrammes,
& qu'on eugmente leur nombre & Linfiné : les dernieres raifons: gu"ane
rone entr'elles le fignre inferise AKbLeMAD , ls circonferite
AalbmendoE, & lacurviligne AabcdE , firon: des raifors
&lgalicl. .
Car la différence de la figure infcrice & de la figure cicconl™
crite , eft la fomme des paraliclogrammes X {, Lm , Mz, Do,
ceft-A-dire ( 4 caufle de I'égalite de toutes les bales) que cene difs
feeence eft égale au reftangle A B 1a faic fur Fune des bafes K &
& fur la fomme £ e, de toures les hautcurs; mais ce reftangle, 2
caufe que fa largeur diminue & Linfini, deviendra plus petic qu'au-
cun refangle donné Donc { par le Lemme premicr ) 12 figure
inferite , l2 figure circonferite, & 4 plus foree raifon Ia figure cus-
viligne intermédiaire fecont & I fin égales. C.Q.F. D.
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Travail avec les TA]

1. Calculez les aires des
¢ rectangles de diagonales
respectives AC, Bc, Cd,
De, Ef puis l'aire Si
délimitée par la ligne brisée
AF (en pointillé sur le
' dessin) et les droites (Aa)

als sly el (af) et (EF).
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! °[% <l 13 2, Placez A', B!, C, D\ E'
! tels que A', B', C', D', E'

o 1 ! aient méme abscisses
I respectives que A, B, C, D,
! E et pour ordonnées
i respectives celles de B, C,

D,E, F.

|

v Calculez les aires des
! rectangles A'C, B'c, c'd,
ol g L D'e, E'f puis laire $2

LYY L 1 A
e N > somme de ces rectangles.

3. A quelle courbe appartiennent les points A, B, C, D, E, F ? Tracez la,
pour les points d'abscisses positives. Soit S I'aire délimitée par cette courbe,
I'axe (x'x) et la droite (fF). Donnez un encadrement de S.

4, Un intervalle [o, a] de [0,x) est divisé en n parties égales.

Calculez l'aire de la somme S1 des rectangles situés sous la parabole puis
I'aire de la somme S7 des rectangles qui la surplombent (en utilisant les
résultats sur la somme des carrés des n premiers entiers). Donnez un
encadrement de 'aire comprise entre la parabole, (x'x) et la parallele a (y'y)
d'équation x = a.

5. Que devient l'encadrement si n devient de plus en plus grand jusqu'a tendre
vers l'infini 7.

3
6. Quelle est la dérivée de "? 2. magic ?



