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L'INFINI EN MATHEMATIQUES
Une question de I'Académie de Berlin pour l'année 1784
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Les dernieres décennies ont connu de nombreux changements dans les
programmes d'enseignement des mathématiques, a tous les niveaux. Ces changements sont
compréhensibles et nécessaires, adaptant I'enseignement aux grandes €volutions de la science
et de la société qui ont marqué le monde d'aprés la seconde guerre mondiale. Ils peuvent ce-
pendant révéler aussi d'autres symptomes, liés a des difficult€s d'ordre €pistémologique ou
pédagogique. Exemplaire de ce point de vue me parait étre I'évolution des programmes d'en-
seignement qui concernent les premiéres notions d'analyse en classe de lycée.

Les modifications les plus frappantes a premicre vuel!) ne sont pas spécifiques a
l'analyse mais concernent tout le programme : c'est I'apparition au milieu des années 60 du
discours formaliste, sous 1'influence du groupe BOURBAKI (aussi appelé “mathématiques
modernes”). Celui-ci se limite d'abord timidement a l'introduction de quelques termes de vo-
cabulaire et de notions de logique (1966) pour exploser littéralement en 1970 dans la présenta-
tion axiomatique de la géométrie. A la lecture des programmes, l'analyse parait relativement
épargnée ; mais dans la pratique, la plupart des manuels utilisent un langage trés formalis¢ et
abstrait pour les notions de différentielle et de limite, avec force quantificateurs, € et valeurs
absolues. Et puis viens le reflux, a partir des années 80, avec le rejet des “maths modernes”
remplacé par l'invasion des “nouvelles technologies” : calculatrices et ordinateurs.

Le second phénoméne marquant de 1'évolution des programmes concerne alors
plus spécifiquement l'analyse ol l'on voit apparaitre a partir de 1982 I'étude des suites numé-
riques et une pratique par inégalités et approximations ou encadrements ; en méme temps dis-
parait le formalisme qui est remplacé par la description, I'expérimentation, l'observation ; la
notion de limite est réduite & un langage des limites. Tout ceci est bien évidemment lié
étroitement 2 la possibilité d'utiliser en classe des calculatrices de plus en plus performantes.

(1) On trouvera en annexe ces programmes d'analyse pour les années 1945 (ou elle est encore qualifiée d'al-
gébre) 1961, 1966, 1970, 1982, 1985



Mais ces deux phénoménes : formalisation et utilisation de calculatrices, pour
important qu'ils soient risquent d'occulter d'autres variations dans le libell€ des programmes,
reflétant une difficulté réelle pour définir le contenu et les méthodes d'un premier enseigne-
ment de l'analyse. Plus exactement, ces deux phénomeénes ne sont, chacun a sa maniere,
qu'une tentative de résolution de cette difficulté. Comment comprendre, sinon, les faits carac-
téristiques suivants :

—  jusqu'en 1966 l'analyse (longtemps encore appelée algebre) se réduit a la notion de déri-
vée pour le calcul des tangentes ou l'interprétation cinématique

— la continuité apparait & ce moment 13, pour disparaitre a nouveau en 1985

— la notion différentielle n'est mentionnée qu'une fois en 1966

— les développements limités (d'ordre 0 ou 1) ont une existence éphémere entre 1982 et
1985

— la notion de limite regoit les traitements les plus divers pour finir en simple langage :

1
—on dit que ces suites

" N & 13 7 Ve 1 1
Apres observation des suites de terme général - -—2

V_

tendent vers 0 lorsque n tend vers + o). Le sens est totalement évacué, et les mathéma
tiques donnent l'impression de devenir une science expérimentale.

Que ce soit comme éléve, ou que ce soit comme professeur, j'ai eu 'occasion
d'expérimenter tous ces changements. Cela procure un grand sentiment d'inconfort mais aussi
un certain sentiment de liberté par rapport aux directives officielles. Inconfort, car comment
concilier ces changements de programmes avec 'idée d'une mathématique science exacte par
excellence ? Liberté, parce que s'il y a tant de variations au fil des années dans les instructions
officielles, c'est que chacune isolément n'a pas ce caractére de vérité absolue et péremptoire, &
suivre 2 la lettre, que 1'on voudrait quelquefois leur attribuer. Seulement ces deux sentiments :
inconfort et liberté (qui, au fond vont toujours de pair également dans la vie de tous les jours)
supposent que I'on mene sa propre réflexion sur la question(’).

Mais comment mener 2 bien cette réflexion ? M'intéressant a I'histoire des mathématiques,
outre la satisfaction d'une curiosité intellectuelle, j'y ai souvent trouvé un support pédagogi-
que pour l'enseignement, en méme temps qu'une meilleure compréhension des difficultés de
mes éleves. Je me suis donc tourné vers I'histoire du calcul infinitésimal : quelle ne fut pas ma
surprise d'y retrouver les mémes incertitudes, des €volutions comparables, voire le méme in-

(1) Nlest-il pas significatif, a cet égard, que le libellé du programme augmente d'année en année en nombre
de pages passant de une page et demi en 1945 a plus de dix pages en 1985 (programme plus commentai-
res) ?
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confort en ce qui concerne les fagons d'introduire ce nouveau calcul, d'en définir les bases.
Ainsi LAGRANGE, aprés avoir passé en revue les diverses manieres €laborées par ses préde-
cesseurs pour fonder le calcul infinitésimal, est amené a dire ceci (Introduction a la “Théorie
des fonctions analytiques” 1797). [1]

“Ces variations dans la maniére d'établir et de présenter les principes du Calcul différentiel, et méme dans
la dénomination de ce Calcul, montrent, ce me semble, qu'on n'en avait pas saisi la véritable théorie, quoiqu'on

eiit trouvé d'abord les régles les plus simples et les plus commodes pour le mécanisme des opérations”.

Et de proposer lui-méme de “nouveaux principes” qui hélas se révéleront aussi
incertains que les précédents.

Ne peut-on dire de méme que les grandes variations dans la maniere d'introduire
l'enseignement de l'analyse au lycée montrent qu'on n'a pas vraiment trouvé la bonne appro-
che, et que la difficulté a trouver celle-ci tient peut étre a la théorie méme que I'on veut ensei-
gner ? Autrement dit, cerner les difficultés rencontrées par les mathématiciens du 18e siecle
dans la compréhension et la fondation du calcul différentiel nous aidera peut €tre

1° A mieux cerner les difficultés de nos éléves devant la méme question
2 atrouver des idées et des approches qui tiennent compte de ces difficult€s, puisque les
mathématiciens eux, ont réussi en fin de compte a les résoudre.

Quelles sont donc ces difficultés, rencontrées par les mathématiciens du 18e sie-
cle, au sujet du Calcul Différentiel ? On a dit quelquefois (voir par exemple Moritz CANTOR)
[2] que les créateurs du calcul infinitésimal s'étaient plus préoccupés de développer cette nou-
velle théorie plutdt que d'en asseoir les fondements. En réalité le souci de rigueur €tait présent,
il suffit pour s'en convaincre de regarder le nombre de textes qui s'en préoccupent et que nous
aurons l'occasion d'étudier. Mais ce sont les critéres de la rigueur qui étaient inadaptés. La ré-
férence, 1'idéal de la rigueur était resté ce qu'on appelait alors le modele des Anciens. Or
ce modgle, élaboré par EUCLIDE et ARCHIMEDE essentiellement, concernait presque unique-
ment la géométrie. Et le vocabulaire comme les concepts nouveaux de I'analyse restaient en-
glués d'images et de références géométriques. On parlait de grandeurs (réelles ou imaginai-
res), de raisons etc... Les mathématiciens eux-mémes étaient qualifiés de géometres, alors
qu'ils ne faisaient plus guere de ge’ométrie“), et EULER appelait 1'analyse : géométrie su-
blime. C'est donc d'abord cette inadéquation entre un nouvel outil scientifique extrémement
performant, et un modele de rigueur parfait mais étranger & ce nouvel outil qui va se traduire
dans une crise des fondements. On y verra s'exprimer des théses aussi contradictoires que va-

(1) Plus précisément ils faisaient de la géométrie différentielle.
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riées concernant le statut de ces nouveaux objets du calcul, tellement efficaces mais tellement
insaisissables que sont les infiniment -petits et les infiniment-grands.

Cette crise trouvera son expression ultime dans une question mise a prix en 1784 par 1'Aca-
démie Royale des Sciences et Belles Lettres : [3]

La classe de Mathématique propose la question pour le Prix qui sera décerné en 1786.

L'utilité qu'on retire des Mathématiques, I'estime qu'on a pour elles, et 'nonorable dénomination de Scien-
ces exactes par excellence qu'on leur donne 2 juste titre, sont dues a la clarté de leurs principes, a la rigueur de
leurs démonstrations, et a la précision de leurs théoremes.

Pour assurer 2 cette belle partie de nos connaissances la continuation de ces précieux avantages, on de-
mande une théorie claire et précise de ce qu'on appelle Infini en Mathématique.

On sait que la haute Géométrie fait un usage continuel des infiniment grands et des infiniment petits.
Cependant les Géometres, et mémes les Analystes anciens, ont évité soigneusement tout ce qui approche de
I'infini ; et de grands Analystes modernes avouent que les termes grandeur infinie sont contradictoires.

L'académie souhaite donc qu'on explique comment on a déduit tant de théorémes vrais d'une supposition
contradictoire, et qu'on indique un principe sir, clair, en un mot vraiment mathématique, propre a étre susbtitué a
I'Infini, sans rendre trop difficiles, ou trop longues, les recherches qu'on expédie par ce moyen. On exige que

cette matiere soit traitée avec toute la généralité, et avec toute la rigueur, la clarté et la simplicité possibles.

Chaque expression, chaque phrase de ce texte mériterait une explication, un déve-
loppement, tant il résume bien la situation et la problématique. Je vous propose d'étudier plus
particuli€rement
1. Comment “la haute géométrie” (faisait) un usage continuel des infiniment petits et des
infiniment grands” au 18e siécle et les problémes que cet usage soulevait.

2.  Pourquoi et comment “les Analystes anciens ont €vité soigneusement tout ce qui appro-
che de l'infini”.

3. Quelles réponses ont été apportées a cette question et quel “principe sir, clair, en un mot
vraiment mathématique” a-t-on tenté de “substituer a 1'Infini” ?

Mais d'abord quelques mots sur le contexte historique et sur l'auteur présumé de
cette question. Nous sommes en 1784. Le calcul différentiel avait connu un essort considéra-
ble depuis sa création par Newton et Leibniz et il avait soulevé un enthousiasme extraordinaire
qui éclate par exemple dans cette “Préface des Elements de la Géométrie de 1'Infini”” de Fonte-
nelle, dés 1727. [4]

“Des que le calcul différentiel eut paru, BERNOULLI, le marquis de L'HOPITAL, VARIGNON, tous les
grands géometres entrérent avec ardeur dans les routes qui venaient d'étre ouvertes, et y marcherent a pas de
géant. L'infini éleva tout & une sublimité, et en méme temps amena tout a une facilité, dont on n'e(it pas osé aupa-

ravant concevoir l'espérance ; et c'est 12 'époque d'une révolution presque totale arrivée dans la géomélrie”.
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Pas de géant, dont I'oeuvre d'EULER est le meilleur exemple, chez qui I'on assiste
a une véritable boulimie de création et dont 1'édition des oeuvres complétes ne comprend pas
moins de 70 gros volumes, sans compter la correspondance ! Mais en 1784 EULER est mort
depuis un an déja, ainsi que D'ALEMBERT. GAUSS est encore enfant (1777), CAUCHY n'est
pas né (1789). La grande figure mathématique qui domine cette période est LAGRANGE qui se
trouvait a Berlin depuis 1766, succédant a EULER, et c'est trés certainement lui qui a posé la
question de 1'Académie.

Des le début de sa brillante carriére, LAGRANGE s'était préoccupé des fondements

du calcul infinitésimal, et il n'abandonnera jamais cet objet de réflexion jusqu'a la fin de sa
vie, sans d'ailleurs trouver une solution satisfaisante. Alors qu'il essayait au début de défen-
dre la rigueur du Calcul infinitésimal tel qu'il était pratiqué, il en vint plus tard a I'idée de rem-
placer ce calcul par un autre, plus algébrique et “dégagé de toute considération d'infiniment petits,
d'évanouisssans, de limite, de fluxions et réduit 2 I'analyse algébrique des quantités finies’.
Le fait qu'il ait posé la question de I'Académie de Berlin en 1784, prouve assez que sa nouvel-
le solution ne le satisfaisait guére. Mais aussi, quoique 1'Académie ait couronn€é un des mé-
moires présentés, la méthode que celui-ci proposait le satisfaisait si peu qu'il est revenu bien-
t0t 4 son ancienne idée, en publiant en 1797 sa Théorie des fonctions analytiques.
Voyons donc

L'usage des infiniment grands et des infiniment petits

dans la haute Géométrie

Les infiniment petits

Mettons-nous d'emblée dans le bain du calcul infinitésimal naissant en rapportant la fagon
dont BARROW (1630-1677) calcule la pente de la tangente en un point du folium de DESCAR-
TES d'équation x3 + y3 - 3xy = 0.(cf. [5]) y
Soit M d'abscisse x, d'ordonnée y L
N d'abscisse x + e, d'ordonnée y + a s
Ces nombres vérifient donc
enM:x3+y3—3xy=O
enN:(x+e)3+(y+a)3-3(x+e)(y+a)=0

Ty N
d'ou par différence : 4
a
3x2e + 3e2x + 3y2a + 3ya2 +a3 - 3xa- 3ye - 3ae =0 / .
ou encore, en négligeant e “petit” par rapport e / =
et pour des raisons analogues les termes en e3, a2, a3, ae
L
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2
y-X
2
y -X
résultat qui correspond bien a la pente de la tangente en M, comme on peut le vérifier en re-

marquant que

3xze+ 3y2a- 3xa-3ye=0 soit m =g=

of

avec f(x,y) = x3+y3—3xy

dy
en notation moderne.

Les savants des 17¢ et 18e siécles seront fascinés par une méthode aussi simple et
expéditive. Eduqués aux longues et pénibles méthodes d'/EUCLIDE et D'ARCHIMEDE, ils ne
pouvaient manquer d'€tre €blouis par une telle efficacité, 1a ol la géométrie des Anciens n'ar-
rivait a traiter, difficilement, que quelques situations particuliéres.

“Ce que nous avons des Anciens sur ces matidres- dit le marquis de L'Hopital- principalement d'AR-
CHIMEDE, est assurément digne d'admiration. Mais outre qu'ils n'ont touché qu'a fort peu de courbes, qu'ils
n'y ont méme touché que légerement ; ce ne sont presque partout que propositions particulidres et sans ordre, qui

ne font apercevoir aucune méthode réguliere et suivie”.

sous-entendu : alors que la méthode de BARROW, avec les améliorations apportées par LEIB-
NIZ s'applique sans difficulté aucune a n'importe quelle courbe

“M. BARROW n'en demeura pas 13, il inventa aussi une espéce de calcul propre  cette Méthode ; mais il
lui fallait (...) Oter les fractions et faire évanouir tous les signes radicaux pour s'en servir.

Au défaut de ce calcul est survenu celui du célébre M. LEIBNIZ ; et ce savant Géometre a commencé oil
M. BARROW et les autres avaient fini. Son calcul I'a mené dans des pays jusqu'ici inconnus ; et il y a fait des
découvertes qui font 'étonnement des plus habiles Mathématiciens de I'Europe. Messieurs BERNOUILLI ont é1é
les premiers qui se sont apergus de la beauté de ce calcul : ils I'ont porté A un point qui les a mis en état de sur-

monter des difficultés qu'on n'aurait jamais osé tenter auparavant’.[6 préface]

Reste que la méthode des Anciens était rigoureusement fondée, alors que ce calcul,
pour efficace qu'il soit, laisse planer un doute sur sa légitimité, doute que -il est vrai- le Mar-
quis de L'Hopital balaye en quelques phrases. Plus précisément, dans la tradition de I'époque
il fait deux demandes ou suppositions, au début de son Traité :



_ 85 -

“Demande ou Supposition

On demande qu'on puisse prendre indifféremment I'une pour l'autre deux quantités qui ne different entr'elles que
d'une quantité infiniment petite : ou (ce qui est la méme chose qu'une quantité qui n'est augmentée ou diminuée
que d'une autre quantité infiniment moindre qu'elle, puisse étre considérée comme demeurant la méme. On de-
mande par exemple qu'on puisse prendre Ap pour AP, pm pour PM, I'espace Apm pour l'espace APM, le petit
espace MPpm pour le petit rectangle MPpR, le petit secteur AMm pour le petit triangle AMS, I'angle pAm pour
I'angle PAM, et c.

Demande ou Suppostion

On demande qu'une ligne courbe puisse &tre considérée comme I'assemblage d'une infinité de lignes droites, cha-
cune infiniment petite : ou (ce qui est la méme chose) comme un poligdne d'un nombre infini de cotés, chacun in-
finiment petit, lesquels déterminent par les angles qu'ils font entr'eux, la courbure de la ligne. On demande par
exemple que la portion de courbe Mm et I'arc de cercle MS puissent étre considérés comme des lignes droites 2

cause de leur infinie petitesse, en sorte que le petit triangle mSM puisse &tre censé rectiligne.

" m__———B
T .
1R
\/‘/
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e
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e
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// Figure Z
7
Ve
Y ) D =

Et de justifier ces demandes :

“Dtailleurs les deux demandes ou suppositions que j'ai faites au commencement de ce Traité, et sur les-
quelles seules il est appuyé, me paraissent si évidentes, que je ne crois pas qu'elles puissent laisser aucun doute
dans I'esprit des lecteurs attentifs. Je les aurais méme pfi démontrer facilement a la mani¢re des Anciens, si je
ne me fusse proposé d'étre court sur les choses qui sont déja connues, et de m'attacher principalement a celles

qui sont nouvelles’.



La notion de quantité infiniment petite est considérée dans ce contexte comme no-
tion premiére, intuitivement évidente, et son caractére flou, voire contradictoire, ne parait nul-
lement émouvoir le Marquis de L'HoPITAL qui donne les définition suivantes :

Définition

“‘La portion infiniment petite dont une quantité variable augmente ou diminue continuellement, est en appelée Dif-
férence”.

Ainsi sur la figure 2, “PP sera la différence de AP, RM celle de PM, Sm celle de AM et Mm celle del'arc AM. De
méme le petit triangle MAm qui a pour base l'arc Mm, sera la différence du segment AM ; et le petit espace
MPpm, celle de I'espace compris par les droites AP, PM, et par l'arc AM™.[6, p2]

Plus loin (section IV intitulée : “usage du calcul des différences pour trouver les points d'in-
flexion et de rebroussement”. [6, p 55]

“La portion infiniment petite dont la différence d'une qualité variable augmente ou diminue continuellement, est
appelée la différence de la différence de cette quantité, ou bien la différence seconde. Ainsi si l'on imagi-
ne une troisi¥me appliquée nq infiniment proche de la seconde mp, et quon mene mS parallele 2 AB, et mH paral-

13le 2 RS ; on appellera Hn la différence de la différence Rm, ou bien la différence seconde de PM”.

V/”

m n
M 8

R
i
|
'i Pigure 3
|
H

A P p q o

et cette remarque
“On doit bien remarquer, qu'il y a différents ordres d'infiniment petits : que Rm par exemple, est infini-
ment petite par rapport & PM, et infiniment grande par rapport 4 Hn ; de méme que l'espace MPpm est in-
finiment petit par rapport  I'espace APM, et infiniment grand par rapport au triangle MRm”.
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C'est avec cela que la Marquis de L'HOPITAL va traiter I'enssemble des problémes
de géométrie différentielle imaginables pour I'époque : “De 1a naissent une infinité de découvertes
surprenantes par rapport aux tangentes tant courbes que droites, aux questions De maximis et minimis,
aux points d'inflexion et de rebroussement des courbes, aux développées, aux caustiques par réflexion ou par ré-

fraction, etc...”” [6, préface]
Les infiniment grands

Voyons de méme comment EULER jongle avec les infiniment grands (et petits) dans son
“Introduction a l'analyse infinitésimale” (1748) [7]

Comme i est un nombre infiniment grand ; il sensuit cpeﬂ = 1; car il est évident que plus le
1

nombre qi'on substituera 2 i sera grand, plus la valeur e la fraction u gpodchera & 'unité ;
i

nombre quon substitiera 21 sera grand, plus la valeur & la fraction !

i-2 .i-3

approchera & 1'mnité ;

Par une ison sembldble; — = 1;—==1 &c.
1 1
Conduons & ague = 2L = -2 1,83 .1 ing des antres,
21 2 3i 3 i 4
Alors - s ng < €082+ -1 sin. ) + @s.z-V-1.sin2) g
2
s nz = @s.z+V-1.sin.2) - @0s.z-V-1.sinz)
' 271

Donc en développant ces bindmes en séries, nous aurons

_ " n.@-1) -2 .2 n.@-1)n-2)n-3) n4 L2
s.nz = (00s.2z) 3 (cos.z) (sinz) + > 34 (cos.z) (sinz) +
n.0-H0-2@-3) (cos. z)“~4 (sin. z)4
1.2.3.4

n(n - 1)n - 2)n - 3)n - 4)@ - 5) (COS,Z)MS (sin. z)6 + &c.
1.2.3.4.5.6

n-1 ~ n-2
& sin. nz=2 (00s. 2) sin.z-w (cos. 2)
1 1.2.3

(sin. z)3 400 1 1)2"32)‘(1" '53.)@ -4) (cos. z)“'5 (sin. Z)S-&c.

Soit z un arc infiniment petit, alors sin. z = z, & cos. z = 1 ; soit en méme temps n un nombre infiniment

grand, pour que I'arc nz soit d'une grandeur finie, pour que nz, par exemple, = v ;
_v

n
2 4 6

s.v=1 - + v - v + &c. &
12 1234 123456

Acause e sin. z=z=—, onam
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Soit z un arc infiniment petit, alors sin.z = z, & cos. z =1 ; soit en méme temps n un nombre infiniment grand,

pour que I'arc nz soit d'une grandeur finie, pour que nz, par exemple, = v ; a cause de

sin.z:z:l, on aira :
n
2 4 6

s vl oo Y - it + &c. &
12 1234 123456
3 5 7

v v v

sin.v=v - + - + &
123 12345 123456.7

Ainsi l'arc v étant donné, on pourra, a l'aide de ces séries, trouver son sinus et son cosinus.”

Comme pour la notion d'infiniment petit chez L'HOPITAL, on chercherait en vain
chez EULER une définition d'un nombre infiniment grand. Pour lui, il n'y a 12 aucune difficul-
té, et la meilleure preuve en est les extraordinaires relations numériques qu'il met en évidence,
lesquelles sont incontestablement vraies, et représentent donc une sorte de preuve a posteriori
de la Iégitimité de la méthode.

On pourrait multiplier les exemples, mais les deux qui sont présentés ici doivent
suffire & illustrer aussi bien les méthodes utilisées, que les concepts sur lesquels elles repo-
sent. En particulier, pour ne pas allonger encore cette étude, nous avons laissé€ de coté le calcul
des fluxions de Newton, qui présente encore une autre approche du Calcul infinitésimal. Cette
mise 2 1'écart de Newton ne devrait pas trop porter a conséquence, car peu a peu, au 18e sie-
cle, le calcul des fluxions sera rejeté par les mathématiciens du Continent au bénéfice du calcul
différentiel de Leibniz, et n'y aura donc guere d'influence sur son évolution.

Les critiques apportées a 1'Analyse des infiniment petits et grands

Les premiéres critiques viendront trés vite, presqu'en méme temps que les premic-
re publications. Déja le 23 février 1697 Philippe LA HIRE avait donné a I'Académie un petit
mémoire intitulé : “Remarque sur l'usage qu'on doit faire de quelques supposi-
tions dans la méthode des infiniment petits”, critiquant principalement le bien-fondé,
dans un cercle, de 1'assimilation de la corde et de l'arc. Mais les principales objections seront
élevées par Michel ROLLE (1652-1719) dans un écrit “contre les suppositions fonda-
mentales de la géométrie des infiniment petits” lu & partir du 17 juillet 1700 a I'Aca-
démie royale des Sciences de Paris(!).

(1)  L'essentiel de cette partie concernant les critiques apportées au calcul différentiel s'inspire d'un article de
Michel BLAY. Revue d'Histoire des Sciences n°®39-3 1986 [§].



- 89 -

La critique de ROLLE va s'appuyer sur deux types d'arguments :

—  Les uns s'interrogeant sur la cohérence et la validité des principes et suppositions a la
base du nouveau calcul.
—  Les autres cherchant 2 montrer que ce calcul conduit a des erreurs.

Le premier type concerne essentiellement les différentes définitions et surtout
“demandes” que le Marquis de L'HOPITAL a mis comme fondement & son “Analyse des in-
finiment petits” et que ROLLE regroupe en trois difficult€s :

Difficulté 1 : “Si en géométrie il y a des infiniment grands, infinis les uns des autres ; et des
infiniment petits, infinis les uns des autres”

Difficulté 2 : “Si une grandeur plus ou moins sa différentielle peut étre prise pour égale a
cette méme grandeur”

Difficulté 3 : “Si les différentielles sont des zéros absolus”.

Car alors, les différentielles secondes sont elles-mémes infiniment petites en
comparaison des différentielles premiéres, de sorte que voila des grandeurs : les différentiel-
les, qu'on peut négliger dans des égalités comme si elles étaient assimilées a zéro, alors
qu'elles doivent étre considérées comme infiniment grandes & 1'égard de différentielles d'ordre
supérieur.

Sans aller trés loin dans son analyse, ROLLE met ici le doigt sur la difficult€ véri-
table du calcul différentiel naissant : I'impossibilité de donner un statut logique et rigoureux a
ces objets insaisissables que sont les différentielles, tant qu'on les considérera dans un cadre
et un vocabulaire géométrique, comme “portion infiniment petite dont une quantité variable
augmente ou diminue continuellement”. De tels objets, dira plus tard CARNOT [9] “comme
tout ce qui est extréme, échappe(nt) aux sens et a I'imagination, (et) on n'a jamais pu se for-
mer qu'une idée imparfaite de ces éléments, espéces d'étres singuliers, qui tantot
jouent le role de véritables quantités, tantot doivent étre traités comme abso-
lument nuls, et semblent, par leurs propriétés équivoques, tenir le milieu
entre la grandeur et le zéro, entre l'existence et le néant”.

Plus explicites apparemment seront les exemples que donnera ROLLE pour montrer
que le calcul différentiel conduit a des erreurs. Il considere par exemple “la courbe géométri-
que DD qui se forme par le moyen de 1'€galité B sur un axe AP”, (figure 4).



2
_(x ~2ax+a’-b)23
N 173
a

B): y-b

Figure 4

Si I'on veut calculer les maxima et minima de cette courbe par la méthode des infi-
niment petits,
“la méthode veut que I'on prenne la différence de I'égalité proposée, et si I'on suit les régles de l'analyse des in-

finis pour prendre cette différence, on la trouvera de méme qu'on la voit en C”

4xdx - 4adx

3 2 2 3 2
3Vax - 2ax +a - ab

©) dy=

“Cela posé, la méthode veut que la valeur de dy soit égale a zéro, et 'on suppose dans cette méthode que cela ar-

riverait toujours si l'on détruisait le numérateur”.

Mais en procédant ainsi, on ne trouve qu'une valeur qui est x = a, 12 ou des mé-
thodes algébriques (1) en donnent trois. L'équation (B) peut en effet s'écrire :

(1) ROLLE fait référence & la méthode de HUDDE, mais pour ne pas trop alourdir ce texte, nous pouvons
sans dommage faire I'économie de son étude, I'exemple étant suffisamment simple pour se préter a un
calcul élémentaire.
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a(y-b)3=(x2-2ax + a2 - b2 = [b2- (x - 2)2]2
qui donne effectivement un maximum relatif pour x = a.

Mais aussi
a(y-b)¥3=[x-@-b)]?[x-(@+b)]?=0

le minimum zéro étant atteint pour deux valeurs de x : x =a - bet x = a + b valeurs que
I'on ne trouve pas par la méthode des différences !

VARIGNON répondra & ROLLE sur cet exemple, en expliquant que ce dernier ne
prend pas la régle du calcul différentiel en entier.

“L'on aura 1° x = aen faisant dy = 0 ; et 2° x = a - b ou x = a + b en faisant dy infinie par rapport 4 dx, ou
dx = 0.(...) Ce qui donne 2 la courbe cherchée la forme qu'on lui voit ici ... jusqu'aux points d'inflexion §, § ; au

lieu que Mr. ROLLE la croit faite comme dans la Figure (4)”.

Figure 5

Et VARIGNON d'expliquer que non seulement le nouveau calcul permet bien de
trouver tous les extréma, mais qu'il permet également de mieux cerner les propriétés de la
courbe.

Ainsi les arguments de ROLLE ne paraitront guere convaincants, méme si les diffi-
cultés qu'il aura soulevées sont réelles. Le calcul différentiel était né, ses succes et ses décou-
vertes incontestables, qu'importe que les fondements n'en soient pas clairs.



-“Malgré tout cela - dira Fontenelle [4] - I'infini a triomphé, et s'est emparé de toutes les hautes spécula-
tions des géometres. Les infinis ou infiniment petits de tous les ordres sont aujourd'hui également établis ; il n'y a
plus deux partis dans 'Académie. (...)
11 faut convenir cependant que toute cette matiere est environnée de ténebres assez épaisses ; et de 1a vient que
quelques-uns de ceux qui embrassent les idées de 1'infini, ne les prennent pourtant que pour des idées de pure
supposition sans réalité, dont on ne se sert que pour arriver a des solutions difficiles, qu'on abandonne deés qu'on
y est arrivé, et qui ressemblent 2 des échafaudages qu'on abat aussitot que I'édifice est construit. C'est 1a une

fagon de penser mitigée, qui rassure un peu contre la frayeur que l'infini cause toujours.”

C'est pourquoi, dans un second temps, n'attaquera-t-on plus les conclusions et

les résultats du calcul infinitésimal, si performant, et qui va tellement plus loin que ne le per-
mettait la méthode des Anciens. On en contestera seulement les principes et la démarche. Tan-
dis que les mathématiciens avancent et explorent avec enthousiasme ce nouveau champ d'acti-
vité si fécond, les philosophes vont s'emparer du probléme. En 1734 George BERKELEY pu-
blie “I'Analyste ou Dissertation Adressée a un Mathématicien Incrédulel’) ot I'on examine si
1'objet, les principes et les inférences de 1'Analyse moderne sont congus plus distinctement, ou déduits avec
plus d'évidence que les Mysteres de la Religion et les régles de la Foi.”
Les objectifs de cette Dissertation sont d'abord d'ordre philosophique et théologique, mais ils
donneront 1'occasion & BERKELEY d'exprimer une vigoureuse et profonde critique des métho-
des infinitésimales. Celle-ci concernera essentiellement le calcul de Newton son compatriote,
mais elle s'applique aussi bien au calcul différentiel dont la similitude avec le premier ne fait
pas de doute, pour le philosophe.

“Je ne discute en rien vos conclusions -dira-t-il- mais seulement votre logique et votre méthode. Comment
démontrez-vous ? De quels objets vous occupez-vous et les concevez-vous clairement ? Avec quels principes
progressez-vous ? Quelle en est la validité ? Et comment les mettez-vous en ocuvre ? Il faut bien rappeler que je ne
m'occupe pas de la vérité de vos théorémes, mais seulement de la maniére d'y parvenir ; est-elle légitime, claire

ou obscure, scientifique ou tAtonnante ?”

Reste la question d'expliquer comment, avec une démarche aussi douteuse et des
principes si obscurs, on peut néanmoins arriver a des résultats exacts :
“Et comme cela peut paraitre un paradoxe inexplicable que les mathématiciens puissent déduire des propositions
vraies de principes faux, qu'ils soient corrects dans leurs conclusions et pourtant s'égarent dans les prémisses,
j'essaierai avec un soin particuleir d'expliquer pourquoi cela peut se produire et de montrer comment I'erreur peut

engendrer la vérité, bien qu'elle ne puisse engendrer la science.”

La thése de BERKELEY pour expliquer cette situation paradoxale est celle de la

(1) Il s'agissait de HALLEY qui aurait traité les dogmes religieux d'incompréhensibles et obscurs
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compensation des erreurs : dans un calcul infinitésimal, le mathématicien commet en réalité
deux erreurs de sens contraires qui de ce fait s'annulent. L'argumentation du philosophe serait
trop longue a développer ici et son intérét trés limité, car développée seulement sur la situation
trés simple du calcul de la sous- tangente A une parabole. Or comme le dira LAGRANGE dans la
préface a la nouvelle édition de sa théorie des fonctions analytiques (1813), A propos de
la compensation des erreurs : “C'est ce qu'on peut faire voir aisément dans des exemples,
mais dont il serait peut -€tre difficile de donner une démonstration générale”.

Ce théme de la compensation des erreurs aura pourtant une certaine faveur tout au
long du 18e siécle. LAGRANGE lui-méme l'adoptera un certain temps, au début de ses travaux
sur le calcul différentiel. C'est ainsi qu'il expliquera dans une note parue dans les Miscella-
nae Taurinensis (Tome IT 1760-1761) [10].

*“Dans la méthode des infiniment petits (...) le calcul redresse de lui-méme les fausses hypotheses que l'on s'y
fait. On imagine par exemple qu'une courbe soit un polygone

d'une infinité de petits c6tés, dont chacun étant prolongé devienne une tangente 2 la courbe. Cette supposition
est réellement fausse ; car le petit coté prolongé ne peut jamais &tre autre chose qu'une véritable sécante : mais
l'erreur est détruite par une autre erreur qu'on introduit dans le calcul en y négligeant comme nulles des quanti-

tés, qui selon la supposition ne sont qu'infiniment petites.”

Une telle explication avait visiblement I'avantage de tranquiliser les esprits de ma-
thématiciens soucieux avant tout d'exploiter les possibilités mirifiques ouvertes par ce nou-
veau calcul. Elle est cependant significative du fait que, en l'espace de pres de 80 ans (le pre-
mier texte fondateur du calcul différentiel de LEIBNIZ date de 1684) on a l'impression de
n'avoir pratiquement pas avancé d'un pouce quant a la mise en place d'un fondement précis et
cohérent de ce calcul.



Inventaire des difficultés

Les choses sont en réalité plus complexes. Certes l'efficacité du calcul infinitési-
mal est devenue au fil des années plus patente, et la valeur heuristique des notions d'infini qui
lui sont liées ne peut étre mise en doute. Néanmoins les principes et les méthodes de calcul,
au fur et 2 mesure des progres réalisés, vont soulever des difficultés vari€es et redoutables.
Suivons J.L. OVAERT et J.J. SANSUC dans Philosophie et calcul de I'infini [11] pour
en faire l'inventaire.

Difficultés intrascientifiques
* Le langage utilisé dans le calcul infinitésimal est essentiellement géométrique et mé-
canique ; le calcul porte non pas sur des nombres mais sur des grandeurs ou des rapports de
grandeurs. En cela il est tributaire de la géométrie des Anciens, alors que son champ d'inves-
tigation dépasse trés largement cette géométrie.

* Le concept de fonction disponible est trop étroit, limit€ aux fonctions “analytiques”
composées a l'aide des opérations et des fonctions élémentaires. Paradoxalement, cet ensem-
ble réduit de fonctions conférera une sécurité relative aux calculs, qui sans cela auraient pu se
trouver en défaut (comme cela se passera plus tard au 19e siécle avec la découverte de toutes
sortes de fonctions “pathologiques”).

* Les contenus du calcul infinitésimal sont difficiles a classer et a organiser - d'ail-
leurs les domaines de I'algeébre et plus encore ceux de géométrie ne sont guére séparés de
celui de l'analyse.

* La manipulation des infiniment petits d'ordre supérieur est peu siire, et conduit
quelquefois méme a des erreurs (chez Newton, chez Euler, chez Lagrange) notamment
lorsqu'on néglige au cours d'un calcul des infiniment petits du méme ordre que celui qu'on
veut étudier.

Difficultés d'ordre pédagogique

Tant qu'une science est l'objet de recherches individuelles on peut avancer, pous-
s€ par une dynamique créatrice sans se préoccuper beaucoup de la clarté et de la rigueur des
principes de bases. Or le 18e siecle verra se développer quelque chose de nouveau : la néces-
sit€ de diffuser la science. Peu encore dans les écoles en ce qui concerne du moins le nouveau
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calcul, mais par I'édition de livres de plus en plus nombreux (il suffit de considérer les nom-
breuses éditions de 1"“Analyse des infiniment-petits” de L'HOPITAL chaque fois enri-
chies de notes supplémentaires), par les échanges entre les Académies de plus en plus fré-
quents en Europe, par les salons. Pour enseigner une science nouvelle on est obligé d'€tre
clair soi-méme, si l'on veut que 1'€leve comprenne. Cette nécessité nouvelle de diffuser le sa-
voir sera d'ailleurs une des sources majeures d'approfondissement et de résolution de la crise.

Difficultés d'ordre philosophique

L'infini avait été jusque 1a essentiellement un objet de réflexion philosophique. Or
voila qu'il devient objet de calcul. Il n'était pas facile d'éviter les interférences entre les deux
domaines, d'autant moins que les savants n'étaient guére séparés comme aujourd'hui en
scientifiques et philosophes - la science étant longtemps considérée comme une pratique du
philosophe. D'oll la nécessité de bien distinguer le type d'infini intervenant dans chaque do-
maine spécifique. Dans [10], le Pere GERDIL (1718-1802), de l'ordre des Barnabites, essaie-
ra de préciser les choses, en reprenant la distinction aristotélicienne de 1'infini en acte (actuel)
et l'infini en puissance, dans un article intitulé : “De l'infini absolu considéré dans la

Grandeur”.

Le mot infini appliqué a la quantité peut étre pris en deux sens : tantdt il signifie une propriété essen-
tielle & 1a grandeur, par laquelle on congoit qu'elle est susceptible d'augmentation et de diminution sans fin ;
tantdt il exprime 1'élévation actuelle d'une grandeur a la derniére période, pour ainsi dire, de 'augmentation,
dont elle est susceptible, ou son abaissement jusqu'a la derniére période de sa diminution possible. Une quanti-
té infinie dit-on communément, est celle qui a regu tous les accroissements finis possibles : une quantit¢ infi-
niment petite, celle qui a regu tous les décroissements finis possibles.

Locke distingue tres nettement ces deux significations. Il désigne la premiére par le mot d'infinité, qu'il substitue
a celui d'infini en puissance, employé par les anciens pour marquer qu'il n'est aucun terme qui borne l'augmenta-
tion,ou la diminution possible de la grandeur. Il exprime la seconde par le mot simple d'infini, c'est & dire de
l'infini absolu et en acte : et il ajoute que cette sorte d'infini dans la quantité est impossible a concevoir, car dit-il,
une )répétition a l'infini ne saurait jamais représenter l'infini.

La premigre idée est tres claire. C'est une suite de la notion méme de la grandeur ; quelque augmentation que la
grandeur ait regue, on congoit, qu'elle peut &tre encore augmentée, et 1'esprit ne voit aucune borne a cette suite
possible d'augmentation. Mais pour former la notion de I'infini absolu, il faudrait allier ces deux idées, qu'une
suite d'augmentation ne peut avoir aucune fin, et que pourtant cette augmentation peut parvenir a son comble.
Aussi Chambers raisonnant sur les principes de Locke n'hésite pas de dire, que I'idée d'un nombre actuel infini
est un absurdité.

Les anciens géométres scrupuleusement attachés 2 la rigueur de la démonstration, et a la clarté des idées, qui en
est inséparable, ont heureusement employé la premigre notion de I'infini dans leurs recherches, et en ont sévere-

ment écarté 1'idée de 1'infini absolu, dont les résultats paradoxes sont plus faits pour étonner une imagination
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avide du merveilleux, que pour satisfaire un esprit ami du vrai”.

Encore une fois, la géométrie des Anciens apparait le modele de la science ma-
thématique, et ce théme parcourt tout le 18e si¢cle, apparaissant peu a peu, au fur et & mesure
du développement grandissant du calcul infinitésimal comme une sorte de paradis perdu.
Aussi est-il temps de faire un retour en arriére, et de voir quelle est cette méthode des Anciens
tant louée. Quelles furent les raisons de son invention et pourquoi avait-elle gardé un tel carac-
tére contraignant de modele insurpassable pendant deux mille ans ?

La méthode des Anciens (1)

Si peu que nous sachions de PYTHAGORE et de son €cole, dans le détail, nous
pouvons cependant considérer comme certains les faits suivants :

- IIs ont créé les bases de la mathématique grecque en démontrant des propriét€s connues em-
piriquement jusque 1a. De cette fagon, ils ont fait des mathématiques une science déducti-
ve.

- Cette science originelle était essentiellement arithmétique et non géométrique : s'il y a une
proposition qui émerge de l'ombre entourant I'école pythagoricienne, c'est bien celle-ci
"Tout est nombre” (2) Avec ce corollaire : "Si deux objets quelconques se comportent
comme deux nombres, alors ils sont eux-mémes deux nombres cachés. Par exemple, deux
sons différents sont définis, en musique, par un rapport de nombres.

- Cette conception d'une arithmétique universelle a été confrontée a une véritable crise tragi-
que, par la découverte de I'incommensurabilité de la diagonale du carré avec le c6té. On peut
d'ailleurs penser que l'origine de cette découverte se situe également dans la musique. Si
l'on cherche une fréquence sonore fi comprise entre foet f2= 2focorrespondant a une octave,
f vérifie :

%) = % ou f> = 2ff

- On peut imaginer que les pythagoriciens n'ont pas tout de suite capitulé devant cette décou-
verte. Ils ont dii essayer de sauvegarder leur idéal d'une Arithmétique universelle, et cher-
cher comment adapter celle-ci a cette nouvelle découverte. On a, en effet, un certain nombre
d'indications - datant des années 450-400 av. J.C., pour étayer la conjecture d'une utilisa-
tion d'infiniment petits (le sophiste ANTIPHON, ANAXAGORE, DEMOCRITE).

(1) Pour ce paragraphe, je me suis appuyé essentiellement sur l'article de HASSE et SCHOLZ : "Die Grundla
gen Krisis der Griechischen Mathematik " dans KANT Studien 1928 [12].
(2)  Nombre entier naturel bien entendu.



Figure 6

Pour nous limiter a I'exemple de la diagonale du carré, on peut imaginer les py-
thagoriciens disant : "La proposition de l'incommensurabilité de ces deux longueurs
(diagonale et coté) est certes incontestablement vraie, aussi longtemps que 'on opere avec des
unités, de longueurs finies ; mais elle n'est plus vraie si l'on va jusqu'a des unités de lon-
gueur inifiment petite. Et de présenter un processus de mise en évidence de cette commensu-
rabilité : I'antiphairése. On trouve deux expressions de ce processus chez EUCLIDE :
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. La proposition I du livre VII s'applique aux entiers :
"Deux nombres inégaux étant proposés, le plus petit étant toujours retranché du plus grand, si le reste ne mesu-

re celui que est avant lui que lorsque I'on a pris 'unité, les nombres proposés seraient premiers entre eux.”

. La proposition II du livre X concerne les grandeurs incommensurables :
"Deux grandeurs inégales étant proposées, et si la plus petite étant toujours retranchée de la plus grande, le

reste ne mesure jamais le reste précédent, ces grandeurs seront incommensurables."”

On aura bien sfir reconnu ce qu'il est convenu d'appeler aujourd'hui 1'algorithme
d'EUCLIDE. Montrons comment il permet de mettre en évidence l'incommensurabilité de la
diagonale et du c6té d'un carré (cf SZABO : les débuts des mathématiques grecques p.
215 [13] et CAVEING : Zénon d'Elée, prolégomeénes aux doctrines du continu
[14]).

Considérons le carré ABCD de coté a = AB, de diagonale d = AC et effectuons 1'algorithme
d'EUCLIDE, c'est-a-dire retranchons AB de AC qui donne comme reste A1 C = BB1 puis BB:
de AB = BC, puis B2C = A1A2de BBietc... (figure 6) déterminant ainsi une suite de points
Ax sur AC et de point Bx sur BC tels que, si 1'on pose AnBn = an on ait, successivement :
d=a+a; ;a=2a;+ay ;a =2ay+a; ;a=2a3+a, ;etgénralement a, ;=2a,+a,, .

De sorte que, si 'on négligeait & un rang n donné, le reste an+1, on aurait les approximations
suivantes de d :

d=a;d=a 1+%);d:a 1+L1 etc...
2+5
[ 1 I . .
d=affl+ T avec n traits de fraction
24 i
1
1
2+§—

la fraction continue entre crochet convergeant vers V2, car le processus engagé par cet algo-
rithme est bien sitr infini.



On a de sérieuses raisons de penser que le processus utilisé ici était certainement
conne des Pythagoriciens, mais I'absence a leur époque d'un principe de convergence tel qu'il
est formulé par EUCLIDE dans la proposition 1 du libre X les empéche de conclure vraiment :
"on avait le commencement d'une démonstration (...) laquelle se perdait dans les sables de la
régression a l'infini, comme d'ailleurs les approximations de mesure qu'on pouvait en
tirer".[14 - p.122]

Mais EUCLIDE écarte soigneusement toute référence a l'infini et tout calcul sur des
infiniment petits.Se pose alors la question : comment se fait-il que ces tentatives n'aient pas
été acceptées, mais qu'au contraire elles aient été considérées comme franchement mauvaises
et non rigoureuses ; comment se fait-il qu'en deux générations se soit créée une mathématique
fondée sur des bases considérées encore aujourd'hui comme parfaitement rigoureuses, mais
excluant tout recours 2 un calcul sur des infiniment-petits ? La réponse est certainement a
chercher du cdté d'un certain ZENON d'ELEE. Sans entrer dans le détail de I'examen de ses
paradoxes qui sont connus, relevons que ceux-ci rendent patente 1'impossibilité€ de penser la
grandeur continue. Cette impossibilité est rapportée de la fagon suivante par un commentateur
d'ARISTOTE, du 5e siécle apres J.C., nommé SIMPLICIUS qui dit ceci :

“En tout cas dans son ouvrage (celui de ZENON) qui contient de nombreux épichérémes(1 ), il montre
en chacun d'eux que 1'affirmation de I'existence de la pluralité conduit a affirmer des conséquences contraires.
Parmi ces arguments, il y en a un dans lequel il montre que si les étant sont pluralité, ils sont 2 la fois grands

et petits : grands au point d'étre illimités en grandeur, petits au point de ne pas avoir de grandeur du tout.”

Ce que HASSE et SCHOLZ interprétent ainsi :
““Si I'on admet qu'un segment est un agrégat composé d'une infinité de segments élémentaires infiniment
petits, de deux choses I'une :
- ou bien chaque segment élémentaire a une longueur finie, différente de z€éro. Alors le segment obtenu en mettant
bout 2 bout ces segments élémentaires aura une longueur infinie.
- ou bien les segments élémentaires ont une longueur nulle au sens strict du terme. Alors le segment qu'ils en-

gendrent en les mettant bout & bout aura aussi une longueur nulle."

Aussi, convaincus par les arguments de ZENON du caractére contradictoire de la
divisibilité a l'infini d'une grandeur, mais en méme temps mis en présence de cet infini dans
l'existence de grandeurs incommensurables, les mathématiciens grecs n'avaient d'autre res-
source que de chercher une autre voie. Selon la belle formule de J.T. DESANTI [15, p. 446].

(1)  arguments
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"I1 faudra, faute de calculer "l'impensable", apprendre a penser
"l'incalculable""

Pour cela, ils quitteront l'arithmétique universelle des Pythagoriciens pour se ré-
fugier dans la géométrie. Ils abandonneront le nombre au profit de la raison = rapport de
grandeur. D'ol cette extraordinaire construction du livre V d'/EUCLIDE (attribuée 8 EUDOXE)
dont il suffira ici d'en donner la définition 6 :

"Des grandeurs sont dites &tre en méme raison, la premitre & la seconde et la troisi¢me a la quatri¢me,
lorsque des équimultiples quelconques de la premiére et de la troisieme, et d'autres équimultiples quelconques de
la seconde et de la quatriéme sont tels,:que les premiers équimultiples surpassent, chacun & chacun, les seconds

équimultiples, ou leur sont égaux 2 la fois, ou plus petits a la fois".

Ce qu'en termes modernes nous écririons : Si A, B, C, D sont quatre grandeurs alors
A/B = C/D si et seulement si pour tout entier m et tout entier n on a les implications :
nA>mB = nC>mD
nA=mB = nC=mD
nA <mB = nC<mD

L'infini est ainsi écarté du calcul. Il est mis dans les quantificateurs : pour tout

entier m et n, ce qui permet effectivement de penser l'incalculable (par exemple \2)

comme une sorte de classe d'équivalence de rapports égaux, cette égalité pouvant se définir et
se penser par un ensemble d'inégalités portant uniquement sur des entiers. On ne manquera

pas de relever les analogies entre cette construction d'EUDOXE et celle de DEDEKIND, vingt

siecles plus tard [16]. Cette définition sera parfaitement opératoire chez EUCLIDE et ARCHIME-
DE. C'est elle qui permet par exemple de démontrer en toute rigueur que “Les cercles sont
entr'eux comme les carrés de leurs diametres” (EUCLIDE Livre XII proposition II). Ce rapport
commun 2 tous les cercles permet ainsi de parler du nombre 7 (ce qu'EUCLIDE ne fait pas) de

le penser, sans avoir besoin de le calculer.

Pourtant il faut calculer, il faut mesurer : 'aire d'un cercle, d'un segment de para-
bole ; le volume d'une sphere, d'un cylindre, d'un cone. Mais comment mesurer des gran-
deurs qui échapent a tout calcul fini, & cause de lignes et de surfaces courbes ? L'outil sera
peu & peu mis en place par EUCLIDE et surtout ARCHIMEDE, qui deviendra la fameuse me-
thode des Anciens que GREGOIRE de St VINCENT appellera bien plus tard (vers 1647) la
méthode d'exhaustion.

Rappelons en le principe. Soit a comparer par exemple l'aire @ d'une surface
curviligne avec 'aire S d'une surface connue. (N'oublions pas qu'en accord avec l'axiomati-
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que du livre V, le calcul se fait toujours sur des rapports de grandeurs, et non sur les gran-
deurs elles-mémes.) La méthode d'exhaustion consiste alors a construire deux surfaces
d'aires U et V encadrant a la fois la surface dont on cherche a déterminer l'aire A et la surface
donnée d'aire S, de telle sorte que la différence U - V soit suffisamment petite pour aboutir a
une contradiction. On démontre ensuite par une double réduction a I'absurde que A ne peut
gtre ni strictement supérieure ni strictement inférieure a S et donc que A =S (cf. [17] p 131 et
[18] p 72) ARCHIMEDE en particulier, utilisera cette méthode si précise et si rigoureuse avec
beaucoup d'élégance et de génie. Mais elle a cependant un immense défaut : sa valeur heuris-
tique est quasi nulle. Elle suppose en effet connu le résultat dont elle ne fait qu'administrer la
preuve, certes avec une force de conviction infaillible. C'est pourquoi les grandes découvertes
d'ARCHIMEDE sont établies en deux temps :

Par des procédés essentiellement mécaniques, en utilisant le principe du levier et en con-
sidérant la surface (par exemple) composée de lignes en équilibre avec les lignes d'une autre
surface dont on connait l'aire, il découvre un certain rapport numérique. On connait cette mé-
thode parce qu'ARCHIMEDE l'a lui-méme expliquée dans une lettre 8 ERATOSTHENE.
Signalons que ce procédé de considérer une surface comme composée d'une infinit€ de lignes
sera repris par les mathématiciens de la Renaissance italienne sous le vocable “géométrie des
indivisibles” et sera une des étapes vers l'invention du calcul différentiel. Mais pour ARCHI-
MEDE il n'a aucune valeur démonstrative et est la plupart du temps coupé du deuxieéme mo-
ment, qui reste seul : la démonstration par la méthode d'exhaustion.

On comprend alors la fascination exercée par cette méthode sur l'esprit des ma-
thématiciens de tous temps et singulieérement ceux du 18 e siécle : eux aussi ont mis au point
un outil de découverte infiniment plus efficace que celui d'ARCHIMEDE : le calcul infinitési-
mal, lequel leur permet de mesurer toutes sortes de grandeurs tout a fait inaccessibles aux mé-
thodes des Anciens. Mais leur manque en contrepartie une méthode de démonstration aussi
convaincante qu'est la méthode d'exhaustion. D'ol cette référence continuelle, comme un
leit-motiv, a travers tous les textes du 18e siécle a cette “méthode des Anciens,” qu'aucune
théorie, apparemment n'est arrivée jusqu'a présent, a égaler dans sa clart€ et sa rigueur.

En 1784, cela fait exactement cent ans que LEIBNIZ a publié son texte fondateur
du calcul différentiel (“Acta Eruditorum” (1684)) ; un siecle de découvertes et de dévelop-
pements extraordinaires qui pourtant laissent partout et toujours un malaise : celui qui nait du
sentiment qu'ils sont fondés sur des notions peu claires, voire contradictoires. 11 fallait en

finir et proposer enfin :

“Une théorie claire et précise de ce qu'on appelle INFINI en Mathématique.”



- 102 -

Les réponses a la question de 1'Académie

Bien que les fondements du calcul différentiel ne fussent toujours pas tres sirs,
la situation avait tout de méme pas mal évolué par rapport aux polémiques du début du siecle.
Les contributions immenses d' EULER, D'ALEMBERT et LAGRANGE vont élargir le champ de
réflexion, tout en compliquant davantage encore la situation.

La situation avant 1784

EULER adopte une position formaliste oil les problémes sont résolus par le calcul.
Celui-ci s'occupe de quantités finies, les différentielles ne sont pas des grandeurs et doivent
gtre interprétées comme des zéros absolus. Voici ce qu'il en dit dans un teste de 1765 : “De
l'utilisation des fonctions discontinues en Analyse” [19].

“Alors que pour la plupart des hommes cette notion de différenticlle, et de rapport liant ensemble des quan-
tités évanouissantes, semble habituellement au plus haut point suspecte, tous les doutes sont réduits en fumée sur

un seul exemple. Que I'on se donne donc une fonction de ce genre, y = ax2

+ bx + ¢. Voyons d'abord quelle
augmentation cette fonction regoit lorsqu'on donne 2 la quantité x un accroissement quelconque ®. Posons x + @
A la place de x. Notre fonction devient axx + 2ax® +an? + bx+bo+ c;elle regoit donc un accroissement =
2ax0 +aw? + b que nous désignons par le signe Ay et, semblablement, nous désignerons également la quan-

tité , comme accroissement de x lui-m&me par le signe suivant Ax.

Donc comme on avait

Ax=metAy=2axw+a® 0 +b o,

on aura

2
A_y=2axco+aco +bw
Ax w

=2ax+am+b

Ainsi nous obtenons le rapport entre les accroissement Ax et Ay, qui est vrai quel que soit I'accroissement que
la quantité x prend. Donc le m&me rapport correspondra 2 la vérité si nous prenons l'accroissement comme tout
A fait évanouissant, et en ce cas les accroissements Ax , Ay sont désignés habituellement par les symboles dx
et dy et appelés différentielles. D'ol, trés évidemment, si I'on pose @ =0, il vient

dy =2ax+b
dx

Ce rapport est vrai, méme si les termes entre lesquels il existe sont évanouissants. Ce seul exemple sulffit,
semble-t-il, A lever tous les doutes que 1'on oppose couramment a la notion d'infiniment petit utilisée en Ana-

lyse et & mettre ce calcul hors de tout soupgon”.
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D'ALEMBERT reprend une idée de NEWTON qui avait défini le rapport différentiel

d—i (noté chez Newton Z,) comme la "raison ultime", reliant par 12 le nouveau calcul a la
X

méthode des Anciens. Cette méthode de NEWTON appelée aussi “méthode des premiéres
et derniéres raisons” devient alors une méthode des limites.
C'est pourquoi il dira dans l'article “LIMITE” de 1'Encyclopédie [20]

1 a théorie des limites est la base de la vraie métaphysique du Calcul Différentiel. Voyez DIFFEREN-
TIEL, FLUXION, EXHAUSTION, INFINI. A proprement parler, la limite ne coincide jamais, ou ne devient
jamais égale a la quantité dont elle est la limite ; mais celle-ci s'en approche toujours de plus en plus, et peut en
différer aussi peu qu'on voudra. Le cercle, par exemple, est la limite des polygones inscrits et circonscrits ; car

il ne se confond jamais rigoureusement avec eux, quoique ceux-ci puissent en approcher a l'infini”.

La conception de d'ALEMBERT donnait le sentiment qu'elle €tait toute proche de la
méthode des anciens. Elle calcule non avec des infiniment petits mais avec des rapports de
grandeurs non nulles dont on cherche, comme dans la méthode d'exhaustion la “raison ulti-
me”. En réalité il y a eu tout de méme un glissement de sens. On chercherait en vain chez AR-
CHIMEDE l'image du cercle comme limite de polygones. Chez lui, ce qui joue ce role de limite
est toujours un terme “butoir” extérieur 2 la suite qui converge vers lui ; et les démonstra-
tions sont basées sur l'idée d'une différence que 1'on peut rendre aussi petite que l'on veut.
Chez NEWTON ou D'ALEMBERT ce terme “butoir” devient un terme ultime (“ultima ratio”)
méme s'il est situé 2 l'infini, et qui fait partie de la suite. De plus les démonstrations de con-
vergence sont la plupart du temps abandonnés.

Ces deux tentatives de fondement : celles d'EULER et D'ALEMBERT restent li€es a
une problématique de 'infini. LAGRANGE essaiera, quant a lui a sortir de ce piege de l'infini
et A créer une théorie du calcul différentiel dégagée “de toute considération d'infini-
ment-petits, d'évanouissement, de limites, de fluxions, et réduits a l'analyse algébrique des
quantités finies.”

Une telle théorie reposera essentiellement sur le développement en série enticre des fonctions,
lequel développement était supposé exister assez généralement pour la conception que 1'on
avait alors des fonctions. Ce point de vue sera défendu par plusieurs mathématiciens comme
par exemple CONDORCET ou ARBOGAST. Empruntons A ce dernier une des définitions les
plus claires et les plus fermes qui puissent en étre données, dans une lettre a un de ses amis
[21]:

“Dans ma théorie dx, dy, d2y etc... sont de véritables quantités, toujours assignables, jamais évanouis-
santes, jamais infiniment petites, mais variables ou plutdt variantes : dy/dx est une quantité finie et constante ou

non variante, et dzy/dx2 de méme.
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Pour éclaircir ce que je viens de dire, soit y une fonction de x, j'aurai Ay de cette forme :

aAx + bAx2 + Ax2 F: Ax : Ax2F: Ax exprimant tout ce qui reste apres Ax2

; ici x est la variable,

Ax la variante, c'est-a-dire que Ax peut recevoir toutes sortes de valeurs, toujours assignables, mais que Ax n'a
point de valeur fixe, ainsi que les constantes qui entrent dans a et b. J'aurai : (Ay / Ax) = a + bAx + AxF : Ax
ou l'on voit que (Ay/Ax) est composée de deux sortes de quantités, les unes variant avec Ax, que je nomme dé-
pendantes de Ax, I'autre qui ne varie pas avec Ax et qui en est indépendante.

Actuellement, si 'on demande la partie Ay/Ax qui est indépendante de Ax, je peux représenter cette partie par
dy/dx et j'aurai : dy/dx + une quantité dépendante de Ax =a + bAx + AxF : Ax.

Or suivant le principe dont je vous ai parlé, il est nécessaire que les quantités dépendantes et les quantités
indépendantes de Ax soient égales entre elles séparément, parce qu'il ne peut pas exister de rapport entre des
quantités variantes et celles que 1'on conserve des valeurs fixes, il faut donc qu'on ait (dy/dx) = a, ensuite quan-
tité dépendante de Ax = bAx+ AxF : Ax (...)

Ainsi quelle idée attachera-t-on a I'expression dy/dx.

Je dis que (dy/dx) est la partic indépendante de Ax dans ( Ay/ Ax). Qu'est-ce que dy ? L'équation (dy/dx) = a

donne dy = adx ; ainsi dy est la partie de Ax qui est affectée de la premiere puissance de Ax.”

Cette définition présente un avantage immense par rapport aux précédentes : elle
fait référence 2 un calcul purement algébrique sur des quantités finies écartant du coup toute
difficulté qui proviendrait soit de la considération d'expressions du type 0/0 comme chez
EULER, soit ferait référence a l'infini par l'intermédiaire du concept de limite comme chez
D'ALEMBERT. Seulement comment trouver les coefficients a et b et éventuellement la fonction
F : Ax de ce développement sans justement utiliser le concept de limite ? Tant que la fonction
y est un polyndme, il n'y a pas de difficulté€ a cela. Mais si y est une fonction irrationnelle,
voire transcendante (sans méme évoquer une fonction arbitraire -qu'on ne considérait pas a
1'époque comme susceptible d'un calcul) la détermination du développement en série entiere
de y -méme en admettant qu'il existe- nécessite soit la formule du bindme pour des exposants
réels quelconques soit des considérations d'ordre géométrique.

Si I'on suppose, comme le fait ARBOGAST, reprenant une idée d'EULER, que toute fonction y

peut s'écrire (sauf pour quelques valeurs exceptionnelles de x) sous la forme
y=Ax*+BxP+CxV+ .. etc...

ol o, B, ¥,... sont des exposants réels quelconques, alors en donnant a x un accroissement

Ax, y aura un accroissement Ay = A(x + Ax)* + B(x + Ax)B + ... - Ax® - BxB ...
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Et si on veut alors avoir Ay en série de puissance de Ax il faut savoir calculer le développe-
ment en série entidre de (x + Ax)* , (x + Ax)B, ... Or le développement de (x + a)%, s'il était
connu depuis longtemps, et pour un exposant réel quelconque, n'avait pourtant pas trouvé de
démonstration satisfaisante. Une telle démonstration n'interviendra que bien plus tard lorsque
CAUCHY et ABEL auront mis en place des méthodes d'analyse rigoureuse intégrant les con-
cepts de fonction continue et de domaine de convergence.

Restent les considérations d'ordre géométriques. Celles-ci, on 1'aura remarqué

dans les citations d'EULER, de D'ALEMBERT, d'ARBOGAST, semblent avoir disparu, et c'est
effectivement une modification qui se produit peu a peu dans la facon d'approcher le calcul in-
finitésimal.
On a l'impression que les mathématiciens du 18e siécle se rendent compte peu & peu, que la
difficulté de concevoir clairement les notions d'infiniment-petit et d'infiniment-grand, vient
d'une approche trop géométrique des problémes, et que la voie menant a des méthodes rigou-
reuses passe par une algébrisation de I'analyse. C'est ce que tentent LAGRANGE et tous ceux
qui veulent exclure définitivement les considérations d'infiniments petits. Il n'empéche qu'oc-
casionnellement la géométrie resurgit pour fonder des relations purement analytiques. Témoin
cet extrait de la “Théorie des fonctions analytiques’ de LAGRANGE [1].

“Tout se réduit & prouver que dans l'expression de sin x en série le premier terme doit étre simplement x, au lieu
que nous I'avons supposé en général Ax . En employant la considération des infiniment petits, cela est évident,
car on voit que, dans le cercle, le sinus, 2 mesure qu'il diminue, s'approche de plus en plus de l'arc, jusqu'a s'y
confondre dans l'infiniment petit. Ainsi, en supposant l'arc x infiniment petit, on a sin x = x ; par conséquent, A
= [,

Mais, comme nous avons cherché a rendre notre analyse indépendante de la considération des infiniment petits,
nous devons aussi en affranchir la démonstration du point dont il s'agit.

Pour cela, nous ne supposerons que le principe, établi par Archimede, que le sinus, qui est la moitié de la corde
de I'arc double, est moindre que I'arc auquel il répond, et que la tangente est plus grande que ce méme arc. Nous
aurons ainsi

sin x < x et tang x > x.”

Cette démarche représente pourtant une avancée considérable, surtout si on la replace dans
l'intégralité du texte de LAGRANGE. Pour la premiere fois 'analyse est trait€e par un travail
sur des encadrements et des majorations. Le texte de LAGRANGE date de 1797, soit treize ans
aprés sa question posée a la communauté mathématique par l'intermédiaire de 1'Académie de

BERLIN. Ce qui montre bien qu'il a poursuivit sa propre réflexion amorcée deés son Mémoire
“Sur une nouvelle espéce de calcul” [22] de 1772, et que les réponses apportées par
d'autres mathématiciens ne l'ont pas satisfait.
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Vingt trois mémoires furent présentés a 1'Académie. Ils €taient anonymes, avec un

numéro et une devise pour l'identification de I'auteur

“L'Académie a regu beaucoup de pieces sur ce sujet. Leurs auteurs ont tous oublié d'expliquer comment
on a déduit tant de théorémes vrais d'une supposition contradictoire, comme l'est celle d'une quan-
tité infinie. Ils se sont tous, plus ou moins, écartés de la clarté, de la simplicité, et surtout de la rigueur qu'on
exigeait. La plupart n'ont pas méme vu que le principe demandé devait étre, non pas borné au calcul infinitési-
mal, mais étendu 2 I'Algebre et a la Géométrie traitée a la maniere des Anciens.

Le sentiment de I'Académie est donc que sa demande n'a regu aucune réponse complete.

Cependant elle a trouvé que celui qui a le plus approché de ses intentions, est I' Auteur de la Piece frangai-
se qui a pour devise

L'infini est le gouffre out s'absorbent nos pensées

L'Académie lui a donc adjugé le Prix. L'ouverture du billet a montré que cet Auteur est M. L'HUILIER
de Genéve, Membre de la Société d'éducation a Varsovie.”[3]

D'aprés YOUSCHKEVITCH qui a pu avoir connaissance des 23 mémoires (cf.[23]) 'appréciation don-
née par I'Académie (en fait LAGRANGE) est justifiée pour I'essentiel, et “parmi ces (autres) mémoires, celui de
L'HUILIER se distinguait, sans aucun doute, par ses hautes qualités, bien que son idée fondamentale ne fut

guére originale”.

Les mémoires présentés étant, comme on 1'a vu, anonymes, on ne connait pas les
autres auteurs. L'un d'eux a cependant pu étre identifié car il contient presque mot a mot les
“Réflexions sur la Métaphysique du Calcul infitésimal” [9] édité en 1797. Il s'agit donc de La-
zare CARNOT. Son mémoire intitulé “Dissertation sur la théorie de I'Infini en Ma-
thématique avait pour devise :

“Celui-12 seul peut juger sainement des choses qui sait éviter 'abus des mots”

Ou Il'on retrouve la compensation des erreurs.

Ce qui est étonnant, c'est que encore a la fin du 18e siécle, 60 ans aprés BERKE-
LEY, CARNOT lui reprenne sa théorie de la compensation des erreurs, certes en la précisant et
en essayant d'en faire un principe général d'explication du calcul infinitésimal. Je propose que
nous nous y attardions, non pas tant pour l'intérét intrinséque de cette méthode, que pour ce
qu'elle peut nous révéler de la fagon de concevoir les nombres réels, la notion de variable. On
trouvera en annexe la photocopie de quelques pages extraites des “Réflexions...” et présentant
sur un exemple, le sens 4 donner au theme de la compensation des erreurs. Ce qu'il me parait
important de souligner c'est la “métaphysique” sous-jacente. Ainsi cette définition
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“J'appelle quantité infiniment petite, toute quantité qui est considérée comme continuellement
décroissante, tellement qu'elle puisse étre rendue aussi petite qu'on le veut, sans qu'on soit obligé pour cela de

faire varier celles dont on cherche la relation” [9, p 13].

Ce qui ressort de cette définition c'est
1)  qu'une quantité (ce que nous appelons “réel” aujourd'hui) est toujours positive.
2)  qu'une variable ne peut tendre vers zéro qu'en “décroissant continuellement” ce der-
nier mot n'étant d'ailleurs pas précisé.

De fait, les infinitésimaux sont pour CARNOT des “objets de raison” tout comme
les nombres imaginaires, ou méme les nombres négatifs. Ils ne sont utilisés que comme in-
termédiaires de calcul, mais doivent disparaitre lorsque le calcul est achevé.

“Avancer qu'une quantité négative isolée est moindre que 0 c'est couvrir la science des mathématiques,
qui doit &tre celle de I'évidence, d'un nuage impénétrable, et s'engager dans un labyrinthe de paradoxes tous plus

bizarres leus uns que les autres”.

Et il donna ailleurs [cf. 17, p. 111] un exemple d'un tel paradoxe :
““(-3) serait moindre que 2, cependant (-3)2 serait plus grand que (2)2 ; c'est-a-dire qu'entre ces deux
quantités inégales 2 et (-3) le carré de la plus grande serait moindre que le carré de la plus petite et réciproque-

z 99

ment, ce qui choque toutes les idées claires qu'on peut se former de la quantité.

On trouve 14 toute la difficulté de 1'articulation entre le sens des objets définis ma-
thématiquement et leur usage formel. Faut-il s'étonner que nos éléves butent sur une telle diffi-
culté lorsque de grands savants ne pouvaient eux-mémes la surmonter, & une époque donnée ?

On retrouve les mémes blocages dans le mémoire de L'HUILIER qui a finalement gagné le

prix.

L'exposition élémentaire des principes des calculs supérieurs [24]

Quoique, comme on a pu s'en apercevoir, celui-ci n'ait pas entiérement satisfait le
jury, il avait du moins sur ces concurrents l'avantage de la rigueur, se référant d'ailleurs ex-
plicitement a celle des Anciens :
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“Je me propose de montrer (...) que la méthode des Anciens, connue sous le nom de Mé-
thode d'Exhaustion, convenablement étendue, suffit pour établir d'une maniére certaine

les principes des nouveaux calculs”.

Pour cela, L'HUILIER reprendra
“Le développement des idées ( que M. D'”ALEMBERT n'a fait qu'ébaucher et comme proposer dans 1'ar-
ticle "Différentiel" de l'Encyclopédie’) [20 p 22].
Et effectivement il basera l'essentiel de ses “principes” sur 1'idée de limite démontrant pour

la premiere fois des résultats comme

. x limx
lim—=—-——
y limy
La aussi il est intéressant de constater comment ce concept de limite qui va devenir au 19e sié-
cle effectivement le concept clef de I'analyse, reste englué dans un vocabulaire géométrique et

imagg.

“Premiére définition : Soit une quantité variable, toujours plus petite ou toujours plus grande qu'une
quantité constante proposée ; mais qui puisse différer de cette derni¢re moins que d'aucune quantité proposée
plus petite qu'elle : cette quantité constante est dite limite en grandeur ou en petitesse de la quantité varia-
ble.

Deuxiéme définition : Soit un rapport variable toujours plus petit qu'un rapport assigné, mais qui puisse
étre rendu plus grand qu'aucun rapport assigné plus petit que ce dernier : le rapport donné est appelé limite
en grandeur du rapport variable. Item, soit un rapport variable toujours plus grand qu'un rapport donné ;
mais qui puisse &tre rendu plus petit qu'aucun rapport assigné plus grand que ce demier : le rapport donné est
appelé la limite en petitesse du rapport variable.”

On trouvera en annexe le théoréme et sa démonstration que nous énoncerions
sous la forme

.. a a
11m;—limx

Signalons a ce propos que c'est L'HUILIER qui a introduit pour la premiére fois dans un ou-
vrage imprimé, le signe "lim" pour limite.

Pour le reste, il me semble avoir suffisamment montré ou en étaient les fonde-
ments du calcul infinitésimal. En résumé :
—  Des idées, des méthodes nouvelles s'étaient développées mais exprimées dans le langage
archaique de la géométrie.
—  Ce langage modele 'appréhension du concept de nombre (réel) lequel reste une quantité
(positive) li€e a une grandeur géométrique.
—  Ces idées nouvelles et ce langage sont confrontés a un modele de rigueur : la “méthode



- 109 -

des Anciens” qui pour étre parfait n'en est pas moins inadapté au champ de recherche
ouvert par le calcul infinitésimal. De méme que EUCLIDE avait réussi a juguler I'infini en
quittant 1'arithmétique pour construire une géométrie basée sur un calcul sur les raisons
(rapports de grandeurs) de méme DESCARTES le réintroduisait en traitant les problémes
de géométrie par l'algebre.

“Des malheurs et des paradoxes la méthode d'exhaustion avait sur se garder tant que réservée a la géom¢-
trie, garantie contre les absurdités par l'intuition sensible. La révolution cartésienne, en assurant un parallélisme
complet entre nombre et étendue, en inaugurant I'étude des variations de fonctions, incorporait le continu 2 l'alge-
bre : celle-ci devenue autonome, devait définir par ses propres moyens les objets employés, préciser, étendre
elle-méme les modes d'emploi. D'o deux sortes de problémes : donner un fondement purement analytique aux
notions et propriétés assurées jusque-1a seulement par I'évidence de leur corrélat géoméirique, developper les unes

et les autres hors des limites arbitraires imposées par l'intuition.”
(CAVAILLES : Philosophie mathématique p 31 [25]).

C'est ce qui commence 2 se faire avec LAGRANGE et ses disciples chez qui on veut
rompre avec la considération d'infiniment -petits ou grands qui véhiculent cette intuition géo-
métrique, et qui tenteront autant que faire se peut de la remplacer par un calcul algébrique.
Le chemin sera long de CAUCHY a WEIERSTRASS pour €loigner 2 nouveau le spectre de
I'Infini en le canalisant dans des relations d'inégalités, de majorations, d'encadrements, en le
contenant dans des “quelque soit” et des expressions comme : “plus petit que ..., plus grand
que tout nombre donné a I'avance”, comme l'avait déja fait EUCLIDE, deux mille ans aupara-
vant dans le livre V de ses Eléments.
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En guise de conclusion :
Quelles lecons pouvons-nous tirer de cette excursion
chez les savants du 18e siécle ?

J'en vois au moins de deux types :

1.  Une meilleure compréhension des difficultés des él&ves, sur lesquelles des difficultés
analogues pour les hommes du 18e siécle peuvent attirer notre attention.

2. Une meilleure stratégie globale dans l'organisation de notre enseignement, et dans l'utili-
sation des moyens modernes a notre disposition.

— Elles peuvent venir du langage d'abord.

En effet, les mots utilisés en mathématiques sont aussi et €taient d'abord des mots déja utilisés
dans le langage courant. Ainsi des mots : “limite”, “voisinage”, “continu” etc... Ces mots sont
utilisés en un certain sens dans la vie quotidienne, et véhiculent par conséquent chez les €leves
des images, des intuitions qui recouvrent rarement le sens précis, univoque qui leur est donné
en mathématiques. Ce que dit BACHELARD dans “La formation de I'esprit scientifique” [26] a
propos de I'apprentissage de la physique peut trés bien &tre pris en compte ¢galment pour l'ap-
prentissage des mathématiques et particuliérement I'analyse :

“Dans I'éducation, 1a notion d'obstacle pédagogique est également méconnue. Les professeurs de sciences
imaginent que I'esprit commence comme une legon, qu'on peut toujours refaire une culture nonchalante en re-
doublant une classe, qu'on peut faire comprendre une démonstration en la répétant point par point. Ils n'ont par
réfléchi au fait que I'adolescent arrive dans la classe de physique avec des connaissances empiriques déja consti-
tuées : il s'agit alors non pas d'acquérir une culture expérimentale, mais bien de changer de culture expéri-

mentale, de renverser les obstacles déja amoncelés par la vie quotidienne.”

Les hommes du 18e siecle étaient en butte au méme probléme. Leurs recherches
s'appuyaient sur une intuition, essentiellement géométrique, qu'ils essayaient de conceptuali-
ser, de formaliser avec le langage dont ils disposaient : leur langage de tous les jours. On
pourrait illustrer cela longuement en étudiant le sens du mot “fonction continue” chez EULER
(Voir par exemple [19]). Plus rapidement, constatons la difficulté signalée, encore chez CAU-
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CHY a propos de cette définition du mot “limite” donnée dans son “Analyse algébrique de
1821 [27].

“Lorsque les valeurs successivement attribuées a une méme variable s'approchent indéfiniment d'une va-
leur fixe, de maniére a finir par en différer d'aussi peu que l'on voudra, cette derniére est appelée la limite de tou-
tes les autres”.

Et CAUCHY distingue alors deux notations : Lim sin x

“lorsqu'une quantité variable converge vers une limite fixe et Lim((sinl)) qui admet une infinité d valeurs
X

comprise entre les limites -1 et +1”.

Tres nettement, dans cette derniére expression (soulignée par moi) le mot “limites” est utilisé
dans son sens courant, comme par exemple dans la phrase “Ma patience a des limites dont les
bornes marquent la fin !”’, alors que dans les lignes précédentes, CAUCHY cherche a donner un
sens mathématique plus précis, sans ambiguité, au méme mot. Comment I'él¢ve n'aurait-il
pas, au début, des difficultés pour écarter spontanément un sens -qu'il est habitu€ a utiliser- au
profit d'un sens nouveau et d'une certaine maniere différent ? D'autant plus que nous ne facili-
tons pas les choses puisque nous écrivons également

lim f(x) = + o pour une fonction f qui justement devient infinie et donc n'a pas de limite !
X p+oo

A l'inverse, qui est encore capable aujourd'hui d'expliquer le sens de cet énigmati-
que “Théoréme des Accroissements finis”, 4 moins de se référer au vocabulaire du 18e
siécle, tel qu'il est utilisé par exemple dans ce texte déja cité (p. 17) de GERDIL et dont nous
reprenons juste cette phrase significative :

“Une quantité infinie (...) est celle qui a regu tous ses accroissements finis possibles”

La lecture d'un tel texte a I'avantage d'attirer notre attention sur d'autres difficul-
tés, d'ordre conceptuelles cette fois, et qui concernent pour l'essentiel les notions de nombre
et de fonction.

Les difficultés conceptuelles

Nous avons déja eu l'occasion de signaler qu'une des difficultés essentielles pour
penser l'anlayse au 18e siécle, venait du fait d'un langage géométrique ou mécanique. Il n'y
avait pas de concept de nombre réel. Les mathématiciens travaillaient sur des grandeurs et des
rapports de grandeurs (raisons). Tant qu'ils en restaient a I'étude purement géométrique de ces
grandeurs, telle que les Anciens I'avaient mise au point, il n'y avait pas de probleme. L'intui-
tion sensible garantissait contre les paradoxes et les absurdités. Mais DESCARTES a appris aux
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mathématiciens 2 traiter les problémes de géométrie par l'algebre, introduisant du coup le
nombre dans la géométrie, avec ses corrélats : le continu et 1'infini, qui eux échappent a l'intui-
tion sensible.

De fait c'est toute 1'analyse du 19e sieécle, dans son effort d'un fondement pure-
ment analytique, qui va construire et étoffer le concept de nombre réel.

La méme difficulté se présente pour nos €léves. Ils connaissent l'expression
“nombre réel” depuis la quatriéme au moins, mais que recouvre ce vocable dans leur esprit ?
Comment ce concept se construit-il d'abord chez eux, sinon par l'intermédiaire de la mesure
des grandeurs ? Par la comparaison d'une grandeur a une autre grandeur prise pour unité ?

Mais alors, s'il n'y a pas de nombres réels, s'il n'y a que des grandeurs que 1'on
mesure, pourquoi parlerait-on de grandeur nulle ? Il faut faire attention au fait que visiblement
le zéro n'a pas le méme statut que pour nous, aujourd'hui, en analyse. Il ne peut €tre envisagé
que comme le stade ultime d'un rapport évanouissant, comme une limite, rejoignant du
méme coup, et sur le méme plan l'autre stade ultime, l'infini. C'est pourquoi, dira COUTURAT
dans “De I'infini mathématique” [28]

“La grandeur nulle et 1a grandeur infinie constituent les deux états extrémes de la grandeur ; ce sont les li-
mites de I'infiniment grand et de l'infiniment petit, et pour ainsi dire les deux pdles entre lesquels la grandeurs

finie oscille indéfiniment”.

1l est significatif & cet égard que le concept d'existence est utilis€ au 18e siccle en

€c_1

mathématiques dans le sens “n'est pas nul”. Une quantité devient inexistante lorsqu'elle
s'évanouit et s'annulle.
Par exemple chez L'HUILIER [24] existent les grandeurs qui “sont réellement et actuellement
assignées”. Et, parlant du triangle caractéristique

“Ils [les cbtés du triangle] se sont approchés différemment de non-existence ; ils ont évanoui différem-
ment ; mais une fois évanouis, ils ont tous la méme maniere de ne pas exister” Et ROLLE utilisera une lettre

spéciale @ “pour marquer le rien”.[2]
Le concept de fonction

Au 18e sigcle, le concept de fonction reste trés étroit, limit€ au “fonction analyti-
ques” c'est-a-dire composées a 'aide d'opérations sur les fonctions élémentaires. La notion
méme de variable reste également grossiére, comme il apparait dans le texte de L'HUILIER sur
la définition de la limite (voir p.29). L'auteur, comme la plupart de ses contemporains n'envi-
sage pas qu'une variable puisse osciller autour d'une valeur définie. Non : elle reste “toujours

plus petite ou toujours plus grande qu'une quantité constante proposée”.



- 113

En sorte que les propriétés des fonctions que nous considérons comme des “plus”,
comme des qualités supplémentaires, telles la continuité, la différentiabilité, étaient constituti-
ves de I'ensemble des fonctions étudiées, sauf éventuellement en des points isolés. Mais cela
n'est-il pas le concept que se fait un éleve de lycée, d'une fonction ? A-t-il les moyens, 1'occa-
sion de penser autre chose ?

Cette courte traversée du 18e siécle nous aura montré, je 1'espére, que les con-
cepts, que les méthodes se construisent a travers la résolution de problémes ; qu'ils s'affinent-
dans la controverse, les paradoxes, les nouveaux problémes qui surgissent de 'application de
nouvelles méthodes. Surtout elle nous aura montré que la question du sens est 4 la fois
moteur et obstacle du développement mathématique :

— moteur car le sens seul permet de donner prise sur les objets mathématiques, lui seul
permet l'activité mathématique.

— obstacle car le sens est lié a une perception toujours trop intuitive, géométrique ou mé-

canique, donc imparfaite des objets qu'elle explore et construit. Cette perception est incapable

de cerner un champ conceptuel en réalité beaucoup plus riche. La formalisation apparait alors

comme un moment nécessaire pour surmonter cet obstacle ; pour, a la fois, préciser le sens et

y lever toute ambiguité, pour finalement I'enrichir.

La question du signe

Tant que l'infini €était rigoureusement écarté de toute étude mathématique, il n'y
avait évidemment aucun signe pour le représenter. 11 faudra attendre 1'irruption du calcul infi-
nitésimal pour qu'un tel signe apparaisse. Ce sera en 1655 avec John WALLIS dans un ouvra-
ge intitulé “De sectionibus conicis” en ces termes : Esto enimee nota numeri infiniti. Mais
il ne sera vraiment utilisé qu'au début du 18e sieécle avec l'essor du calcul infinitésimal. (cf.
CAJORI [29]). Comme souvent le signe deviendra objet lui-méme, nombre avec lequel les gens
calculerons, oubliant son sens : FONTENNELLE par exemple qui en prendra des puissances
fractionnaire col/4: o03/4, et jusqu'a cette surréaliste égalité que n'hésitera pas a écrire

WRONSKI [31] encore au début du 19e siecle :
1 1
/- {A+Y-1)> -(1-7Y-1)°} = 7 et qui ferait la joie de beaucoup de nos éleves.

Vi

3 z . [P . ’ ., 1 1
Ne sont-ils pas tentés, eux-aussi, d'écrire des égalités du style == 0; 6 = oo etc... ?



Deux tentations opposées me paraissent guetter le professeur de mathématique,
tentations auxquelles une connaissance de I'histoire I'empéchera de céder.

La premiére consiste a nier purement et simplement I'histoire : “Du passé faisons
table rase”. Elle veur faire 1'économie des hésitations, des détours, des impasses que celle-ci a
fait faire a la science, pour jeter d'emblée 1'éle¢ve dans l'abstraction des mathématiques d'au-
jourd'hui. C'est ce qui a été fait avec les programmes de 1970, ou du moins c'est ce que les
auteurs de manuels en ont fait. L'échec fut retentissant : on avait oubli€ que - tout comme les
générations de mathématiciens passées- 1'€leve doit d'abord rencontrer un concept nouveau
dans une situation de problémes, I'expérimenter, se heurter a des difficulté€s, avant d'€tre a
méme de saisir toute la richesse, la subtilité, la puissance d'une définition d'une théorie qui est
le fruit de dizaines parfois de centaines d'années de travail de réflexion mathématique. Les
hommes du 18e siécle étaient familiers avec cette idée, surtout ceux qui ont oeuvré a la mise en
place d'une véritable instruction publique par la Révolution Frangaise, idée qui veut que l'en-
seignement doit se faire dans une progression qui va du sensible, du concret vers l'abstrait.
Ecoutons une derniére fois, a ce propos, un homme du 18e siecle.

Le 12 octobre 1792 le député du département du Bas-Rhin L.F.A. ARBOGAST présentait
2 la convention un “Rapport et projet de décret sur la composition des livres élémentaires des-
tinés 2 I'instruction publique ” [31]. En voici deux courts extraits :

“La méthode qui nous fait arriver aux découvertes est aussi celle qui est la plus propre a les communiquer
aux autres ; car la chaine d'idées qui conduit I'inventeur peut faire comprendre, méme aux esprits d'une capacité
médiocre, I'objet inventé, pourvu qu'on le Aproportionne 2 I'intelligence de chacun, en développant toutes les

idées intermédiaires entre le connu d'odl I'on est parti, et 'inconnu ot I'on veut atteindre” et plus loin :

“Que par une pente douce, on marche des idées sensibles aux idées abstraites ; qu'on place les jeunes gens
dans les mémes circonstances ol nous nous sommes trouvés nous-mé&mes, lorsque nous nous sommes formé
des idées exactes, et alors les progres deviendront rapides, parce que le travail, rendu plus facile, sera toujours ac-

compagné de ce plaisir qui, des succgs obtenus, porte vers des succes nouveaux”.

L'apparition des calculatrices de poche, et maintenant des logiciels didactiques,
devraient nous aider beaucoup dans cette voie. D'abord simples instruments de calcul, ils sont
devenus des outils d'investigation, d'exploration qui en font des €léments irremplagables dans
la pédagogie des mathématiques. Mais ils représentent un danger qui se traduit par une autre
tentation, & 'opposé de la précédente : celle de se cantonner a une sorte de mathématique expe-
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rimentale d'observation, ol la part de raisonnement est limitée a la portion congrue. Cette ten-
tation est surtout celle de 1'éleve fasciné par un outil qui lui donne un sentiment extraordinaire
de puissance, mais elle peut étre plus ou moinss favorisée par le professeur. Il me semble alors
que le role de celui-ci devra étre avant tout de démolir les intuitions premiéres et si faciles qui
sortent de la calculatrice, d'en faire sentir a 1'éléve les insuffisances et de I'amener ainsi a la
conviction que le raisonnement absrait et rigoureux est nécessaire pour contrdler son intuition
et structurer son savoir. De méme qu'ARCHIMEDE découvrait avec son levier, et démontrait
avec la méthode d'exhaustion, 1'€léve, aprés avoir observé, pourra conjecturer, mais surtout
devra démontrer, sans quoi il n'y aurait plus de mathématiques. Le role d'un programme ne
serait-il pas alors de mettre 1'accent, moins sur un contenu, un ensemble de résultats a savoir,
que sur des méthodes : méthodes de recherche et d'investigation en vue de la résolution de
probléme, méthodes de raisonnement et de démonstration, qui aideraient peut €tre mieux nos
éleves a faire face aux nouvelles exigences d'un monde ou le savoir spécialisé et inerte est si
vite dépassé et inutile ? Ne devrait-il pas attacher une treés grande attention a la question du sens
des objets mathématiques, un sens non pas donné une fois pour toutes, mais qui au contraire
se construit, s'étoffe, s'enrichit, un sens qui part de 1'intuition sensible pour se préciser et se
développer dans le raisonnement plus formalisé ?
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MATHEMATIQUE/CLASSES DE PREMIERE C, D E

1970

Horaire hebdomadalre :

section C : 6 heures,
section D : 5 heures,
section E : 6 heures.

Programme :
Arrété du 19 mars 1970.

8ECTION C

I. — Notions générales.

1. Applications injectives, surjectives, bijectives; composition
des applications,

2. En vue de la statistique et du calcul des probabilités : ensemble
des parties d'un ensemble (cf. chap. VII).

3. Application d'un ensemble fini vers un ensemble fini; cas
des applications injectives et bijectives, leur dénombrement:
parties & p éléments d’un ensemble fini, leur dénombrement.

Il. — Fonctions numériques d’une variable réelle.

1. Continuité «en un point » d'une fonction. Limite d'une
fonction.
(Ow se bornera au:z définitions indispensebles, illustrées d’exewples
et de contre-exemples; a I’énoncé, sans démonstration, des théo-
rémes relatifs aux limites de somme, produit, quotient de fonctions.)

2.. Fonction linéaire tangente en un point & une fonction donnée ;
dérivée en ce point.
Fonction dérivée ; calcul de la dérjvée d'une somme, d’un produit,
d'un quotient de fonctions dérivables.
Interprétation géométrique de la dérivée (repére cartésien) ; équa-
tion de la tangente. .
Interprétation cinématique de la dérivée : mouvement rectiligne
du point ; définition de la vitesse ct de I'accélération.

3. Applications.

En s’appuyant sur le théoréme énoncé sans démonstration, per-
mettant de déduire, du signe de la dérivée d’une fonction dans un
intervalle, le sens de variation de cette fonction sur cet intervalle ;
a) étude, uniquement sur des exemples, de fonctions polynémes
et de fonctions rationnelles. Représentation graphique. On pourra
faire constater aux éleves, a propos d'exemples numériques, 1’exis-
tence d'asymptotes obliques; aucune méthode de recherche n’est
| au programme ; #

. b) étude de mouvements rectilignes : mouvement rectiligne uni-
“forme, uniformément varié, vibratoire simple.

I1l. — Equations et indquations.

1. Sur des exemples : étude d’équations et d’inéquations du
premier et du second degré; étude de systtmes d’équations a plu-
sieurs inconnues.

Etude de problémes dont la résolution conduit & des équations ou
des inéquations du premier et du second degré.

2. Usage de tables numériques, de la régle a calcul et de machines
a caleuler.

(extrait)

V. — Qéométrie vectorielle et géométrie affine.

1. Espaces vectoriels sur IR ; définition et exemples (révision).
Sous-espace vectoriel. Vecteurs linéairement dépendants, indé.
pendants. Base.

2. Coordonnées d'un vecteur dang une base donnée ; coordonnées
d’une somme de vecteurs, du produit d'un vecteur par un nombre
réel.

Condition de dépendance de deux vecteurs,

3. Si un espace vectoriel admet une basc de n éléments, toute
autre base posséde n éléments ; dimension d'un espace vectoriel,
plan vectoriel.

Dimension d’un sous-espace vectoriel ; intersection de deux sous-
espaces vectoriels. (On se bornera & n = 1, 2, on 3.)

4. Matrice, dans une base donnée, d’une application linéaire
d’un plan vectoriel dans lui-méme. Composition de ces applications
linéaires ct multiplication des matrices 2 X 2; déterminant d’une
matrice 2 X 2.

5. Espace affine de dimension 2 ou 3. Translations,
Droites et plans affines, intersections, parallélisme.
Repére cartésien ; changement d’origine ; représentations para-
métriques de droites et de plans. Equation cartésienne du plan.

V. — Produit gcalaire ot fouctione cirnu'airos,

L. Produit scalaire (espace vectoricl sur IR de dimeunsion 2 ou 3).
Norme d’un vecteur : inégalité de Cauchy-Schwarz ; inégalité trian-
gulaire.

Orthogonalité de deux droites vectorielles, d’une droite et d’un
plan vectoriels.

Bases orthonormées ; existence. Expression analytique du produit
scalaire de deux vecteurs définis par leurs coordonnées dzns vue
telle base.

2. Applications linéaires du plan vectoriel dans lui-méme conser-
vant le produit scalaire. Leurs matrices dans une base orthonormée
sont du type : (1) (3—2) ou (2) (z__ g) avec a? +- b? = 1. Les
matrices du type (1) forment un groupe commutatif; a et | b| ne
dépendent que de V'application et non du chojx de la base : groupe

-
des rotations vectorielles. Ktant donné deux vecteurs unitaires « et
- — —
¥, il existe une rotation vectorielle unique ¢ telle que y = o (x).

3. Bases orthonorinées donnant la méme valeur au coefficient b
de la matrice d’une rotation vectoriclle ©. Orientation du plan
vectoricl euclidien. Le plan vectoriel cuclidien étant orienté, cosinus
et sinus d’une rotation vectorielle ; notations cos ¢ et sin .
Cosinus ct sinus de la composée de deux rotations vectorielles.

4. Angle de deux demi-droites vectorielles D, D’ (unique rotation
vectorielle amenant D sur D) dans le plan vecteriel cuclidien.
Angle de-deux vecteurs. Calcul du cosinus ot du sinus de Pangle
de deux vecteurs donnés par leurs coordonnées (base orthonormée,
plan veetoricel cuclidien orienté). Rotations vectoriclles et angles
remarquables. Formules d’addition, le groupe des angles étant
noté additivement.

5. Ceccle trigonométrique U. Définition. Bijeciion du groupe
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