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LA RECHERCHE DES TANGENTES A UNE CONIQUE

L'histoire des mathématiques
comme outil pédagogique en terminale

Alain LE BOULCH
Lycée Jacques Cartier - SAINT MALO

A un moment ol les exigences de rigueur en mathématiques se sont quelque peu
déplacées, 1'étude d'un texte historique ne pourrait-elle pas tenir lieu de démonstration ? Sans
peut-&tre aller aussi loin, de nombreux textes anciens offrent la possibilité d'approcher une
notion de fagon plus attrayante pour les éleves.

Cet article présente des expériences faites dans ce sens en classe de Terminale :

- Certains textes de Roberval peuvent, par exemple, permettre d'établir les
propriétés des tangentes a une conique de maniere parfois moins artificielle que dans le cadre
actuel des programmes de Terminale.

- Un texte d'Apollonius et un article de 1a Grande Encyclopédie compléteront cette
approche historique de la notion de tangente.

- D'autres textes de Roberval pourraient aussi étre étudi€s en classe et donner
prétexte A redécouvrir des courbes un peu oubliées aujourd'hui dans I'enseignement (limagon de
Pascal, cycloide...).

I-UN TEXTE DE ROBERVAL (texte 1):

1- Ce texte est extrait des "Observations sur la composition des mouvements et sur le
moyen de trouver les touchantes aux lignes courbes”, imprimées dans les Mémoires de
I'Académie des sciences en 1693 et professées au College royal en 1636.

2 - Robherval (Gilles Personne de, 1602-1675) :

N¢ dans le village de Roberval, prés de Beauvais, il devint titulaire d'une chaire au
College royal et fut membre fondateur de 1'Académie des sciences. Il a développé et utilisé la
méthode des indivisibles. Ami de Mersenne, il ne s'entendit jamais avec Descartes.

3 - Quelques reperes :

Roberval (1602-1675)

Descartes (1596-1650) Mersenne (1588-1648)

Pascal, Etienne (1588-1651) Fermat (1601-1665)

Pascal, Blaise (1623-1662) Leibniz (1646-1716)
Cavalieri (1598-1647)
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a) Le principe de Roberval (Axiome ou principe d'invention) :

Clest une méthode cinématique de détermination des tangentes a une courbe :

La direction du mouvement d'un point qui décrit une ligne courbe est la touchante
de la ligne courbe en chaque position de ce point-1a.

En langage morderne : le vecteur-vitesse est porté par la tangente.

b) Vocabulaire et noms cités :

- Une touchante : une tangente.

- Unrhombe : un losange.

- Le Limagon de Monsieur Pascal : il s'agit d'Etienne Pascal, le pere de Blaise.

- La Roulette de Monsieur Rob. (Roberval) : l1a cycloide (aussi appelée trochoide
par Roberval).

On peut ici remarquer l'orthographe et les abréviations utilisées par Roberval.

c) La propriété des tangentes a une parabole :

La parabole considérée a pour foyer A et directrice (BH).

Apres avoir expliqué comment construire un point £ de cette parabole (AE = BI),
Roberval expose sa méthode, avant de montrer qu'elle s'accorde avec celle d'Apollonius
(voir II).

Pour cela, il montre que le sommet ¥ de la parabole est le milieu de la sous-tangente

[CT].

d) Une démonstration moderne de cette propriété :

AE =Bl = HE.
AEZ OEs

ZAE VE 2HE (VE~VR) _

VE (AE HE)=0 ,car HELVg
VE.AH=0

On démontre ainsi que la tangente au point £ de la parabole est la bissectrice
intérieure de l'angle

d) Conclusion :

Ce texte peut étre étudié entierement ou partiellement en classe de Terminale. Il est
trés accessible aux éleves, malgré une justification physique de ce principe cinématique assez
délicate. 1l est d'ailleurs a signaler que les textes de Roberval concernant d'autres courbes (la
cycloide, par exemple) peuvent aussi étre étudiés, notamment en parallele avec une étude
paramétrique de ces courbes.
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IT - UN TEXTE D'APOLLONIUS (texte 2):

1- Ce texte est extrait du traité des Sections Coniques d'Apollonius de Perge (Les
coniques d'Apollonius de Perge).

2 - Apollonius de Perge (Vers 262 - vers 180 av. J.C.):

Un des grands géométres grecs, son oeuvre principale est le traité cité
précédemment, on lui doit les noms actuels des coniques : parabole, ellipse et hyperbole.

3 - Etude du texte et démonstration :

a) Premier paragraphe :

Le sommet & de la parabole est le milieu de la sous-tangente [AA].

b) Deuxieéme paragraphe :
(AB) est l'axe focal de la parabole et AE = EA.

Apollonius montre que tout point de la droite (AI'), distinct du point I, est
extérieur a la parabole, donc que la droite (AT) est tangente a la parabole.

¢) Troisiéme paragraphe : démonstration par l'absurde :
Soit Z un point de la droite (AT") intérieur & la parabole.

2
Ona:BH>ZB,donc:%22—>%.

2 2
Or: %%g-: %, en effet :%= le% car les triangles ABZ et AAT", sont

semblables.

HB?
De plus :%EE_: TAS (penser a 1'équation d'une parabole).

Onen déduit . BE.~ BAZ o 4xBExEA _BE = 4BExEA _BA?
nen eult.AE>AA2. r.4XAEXEA —EA, OnC4AEXEA AA2

Dot 4BExEA _ 4AExXEA

Or: EA=AE ,4AE x EA = 4AE? = AA2.

- 4BE x EA
Il s'en suivrait que AR 2 1

Or: 4BE x EA < BAZ, car le point E n'est pas le milieu de [AB].
Contradiction.
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Tout point de la droite (AT), distinct du point I', est donc extérieur a la parabole : la
droite (AT") est tangente a la parabole.

Remarque: A titre d'exercice, on peut faire démontrer que : 4AE x EB < AB2

Onpose :AB=1,AE=x.0Ona:EB=1[-x (car E € [AB]).

En étudiant la fonction f : x — 4x (I-x), on montre que Vx # é—, 4x (l—x) < I2.

III - UN_ARTICLE DE LA GRANDE ENCYCLOPEDIE (texte 3):

Ce texte est l'article "tangente" de 1'Encyclopédie Méthodique éditée par le libraire
Panckoucke de 1784 2 1789, reprenant les articles mathématiques de la Grande Encyclopédie de
Diderot-D'Alembert.

IV - UN_EXERCICE PROPOSE EN CLASSE :

Propriété 1 neente § une elli

On utilisera la propriété suivante :

Tout point d'une tangente & une ellipse, distinct du point de contact, est extérieur a

l'ellipse.

Remarque:  Pour justifier cette propriété, on pourrait la démontrer pour un cercle et
considérer qu'une ellipse est 'image de son cercle principal par une affinité
orthogonale.

Soient (7" la tangente en un point M a l'ellipse (E) et F'y le symétrique du foyer F”
par rapport  la tangente (7). Les droites (FF) et (T') sont sécantes en un point P.

1) Démonter que : PF + PFy < 2a (On pourra utiliser I'inégalité triangulaire).

2) Démonter que PF + PF’ = 2a.

3) En déduire que les points I, M et Fy sont alignés, puis que la tangente (7") est la
bissectrice extérieure de l'angle FMF".

Théoréme :

La tangente en un point M a l'ellipse (E) est la bissectrice extérieure de l'angle
Fm' (angle des rayons vecteurs de ce point).



Texte 1

P R O_B L E M E [
Propo/ftion cinquic‘mz’.

Onwner les touchantes des lignes courbes par
les mouvemens mémes mélez.
MMais nous fuppofons qu’on/ nous cn donne aflez de
propriceez fpécifiques, qui nous faffent connoitre les
mouvemens qui les décrivent.

Axiome , on principe d'invention.

A dire&tion du mouvement d'un point qui decric
unc ligne courbe, cltla touchantede la ligne cour-
be on chaque pofition de ce point-la. .

Lc principe cft affez intelligible, & on I'accordera
facilement dés qu'on I'aura confideré avec un peu dat-
Iention,

Regle

- D’es MOUVEMENS COMPIOSES

Regle génerale,

A r les propricrez fpécifiques de I ligne courbe
p; qui vous {cront donndes) examiner les divers mou-
vemens qu'a le poisz quila deeried ) endroitouvor von-
lez mener latouchante: de tous ces mouvemens corpofcr
cn un feul, direz la ligne de dire@ion du mouement
compule ,

La démonftration ¢ft mot 2 mot daus notre principe.
Ec parcc quiclle cft trés- générale, & quiclle peue fer-
vir A tous les éxemples que nous cn doancrory, il ne
{cra point a propos de la repeter.
*.-Vous trouverez dans les exemples fuivans les tou-
_chantes des {eftions coniques, celles des autres lignes
j rincipales quont connu les ancicens, 6 cellesde quel-
~cnei-ines que on a déerit depuis peu, comme du Li-
£gon de Monficur. Pafchal, de la Roulette de Mon-
!I':)::::r.liob. de la Parabole du fecond genrede Monficug
“Delel &c.

DPremicr Excmp[e des tonchantes de la [mralzo[c.

@ O1 1 que Pon nous ait donné la parabole EFE,
\_) & lc moyen de le déerire par la cinquicme me-
thode géncrale de Monfieur Mydorge livre fecond,
propofition 25, qut eft telle. - e T T

I.e fommer & le foyer de la parabolé ¢rant donnez
de poficion, trouver dans le méme plan tant de points
qu'on voudra par Jefquels la parabole cft décrite.

Soit A e fover, & F le fommet: (oit tirée la lig-
ne AF & proloneée de F vers B, & foit F B égale 3
AT 1A méme ligne BF A fera l'axe dela parabolic. Pre-
vern dans 1".,-\ aunnt de points I qu'il vous plaiva | tirez
par cen points des lignes perpendiculaires a FA; du

Reeo de U1 ad, Tows, Fi1. ' D

vous aurcz la rouchante de la ligne courbe..
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‘centre A &: de Fintervale d'entre chaque perpendiculai. o
r¢, & le point Bicomme BIY décrivez des arcs decercle
dounr chacun coupe uncde ces perpendiculaires comme
cn E, la parabole paffera par les points E. e
Y e : L Cela pof¢ fiPon

-7 demande la tou-
*- chante dc la Pa-
rabolcau point E,
foir tre la ligne
A E prolongéc
comme cn D, &
la ligne ET per-
pendiculairea AB,
& cncorc la ligne
H E parallcle "3
A l'axe FAIL, alors
il cft clair par la
defeription ci-def-
fus, que le mou-
vement du point
E décrivant la Parabole, eft compoft de deux mouve-
mens droits égaux, dont I'un cft la Jigne AE, & l'au-
tre cft la ligne H L fur laquello il fe mett de mémevi-
tefle que le point I dans la ligne B A, laquelle vitefle
cft parcille acelle de Ja ligne A E par la conftruction,
puifque AE cft tolijours ¢gale 3 B 1. Partant puilquela
dircltion de ces mouvemens ¢gaux cft connué , feavoir
fuivant les lignes droites AED, HE données de pofi-
tion, fi vous divifcz Pangle ALH en deux ¢galement
par Ja ligne LEC: qui clt Je diamcere d'un rhombe
autour de langle AL H, ( & par conféquent la dirce-
tion du mouvement compolt des deux HE AE, ) la lig-
ne LEC fcra la touchante.

“Avantque de pafler oupre, remarquez deux chofes.

Dis NMovvrymiNs COFETT s
[ a premesty, que nous n'avons pas voulu conbidérer le
poat b comms commune fection de deux lignes, donc
tznes , dont l'une A E infinie o meue, cicculairement
avtour do pomnt Ay Pauere T E authi infinie defeend pa-
rallement a fot-méme, aiane odjours fon extremind |
dans o higne BA | puilquiila ¢eé plus_facile deconndé
rer _lcs mouvemers A E, H E*du point E enchaqueen-
droit de la fedtionde ces lignes. Secondement, nels
avons dit que les mouvemens A £} H E fon égaux tun
a Fautre, ce qui fera vrat, quelque pointde };}“p.lrl‘of)lc
que neus prentons pour E. Mais il ne s'enfuic pas que
tous les mouvemens d'un point E foient cgauX i tous
les mouvemens c‘i'un autre point E dela parabole, cha-
<un d'cux n'en aiant qu'un réciproque de Tautre cécé
' laparabole & également éloigne.du fommet. Vous
satmndrez la méme chofe en- toutes les aurres lignes

‘.\:'.1":5. i g SR PRt (L

NN

P'sur montrer que notre fagon de trouver les touchan-

CreL e ; .
tos ¢ la Parabole, s’accorde avee celle d'Apollontus li-

vie 1. propofition 33, & pour le trouver cn quclque
frgons analitiquement, pofons qu'il foit vrai que L EC
(ou('hlc la Parabole en E. Si donc nous abaiflons 'or-
«’.nn.ucc ‘I", l,_l Fferacgale AF C , & ajoucant FBaIF,
WA CF, lestoutes CA & I B feronc éeales (carles
ajontees le font par la conltruction ) mais 1B cft éoaled
AL par notre conftruction,, donc CA & AE l'on?é;, -
fes, & Tangle ACE ¢gal 3 l'angle AEC; mais par
notre conftrudtion nous avons divife ancle A EH cn
‘l'i“«.“ cralement, & par confEquent nous avons fair 2 70
(G ?‘? craux entr'eux, done ACE eft ¢eal 3 O f
- Ou fovous aimez micux puifque CT, EIT o
icen, Tangle A CE eht ceal NCEI i

BT

Pt
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M Dss Movveentus conrosrs, :
fruftion CEHeft¢gald AEC,donc ACE & AEC;:
font égaux, & le trianglc A C E ifofcéle, donc CA elt:
égale 3 A E. Mais cncore par la conftruétion A E clt.
¢gale AB1, C A cft donc égale 3 B1, & cn drant les?
égales AF, BF, CF fera égalc a FI, & parcon-
fequent la ligne CE touche la parabole, ce qu'il falloit
démontrer. .
" Que fi on nous cit donné la defeription de la para-
bole par un point, comme E fc promenant e long dela
ligne 1 E du mouvement uniforme, en méme tempsque.
laligne 1E defeend parallelement a foi-méme, d’un mou-
vement trés-inégal, mais tel que le quarre de TE cft
roiyjours égal au rectangle fous I F, & une ligne donnée
nommée.l’, quien cc cas cft le coeé droit de la Para-
bole, il auroir fallu démontrer ce probléme. . .
_ La premiére ( comme P)de trois lignes continuclle-
ment proportionnclles nous ¢rant donnée, & un mou-
vement éeal dans la feconde 1 E trouver le mouvement
qui fe faic dans la toifieme F I, ce qui cft un peu plus
Jong, &e. ‘ ' ,

L'on pourroit encore propofer le moien de decrire la
Parabolc par quelques autres de fes proprictez , ce-qui

feroie plus difheile.,
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Texte 2

LES CONIQUES D’APOLLONIUS DE PERGE LIVRE I

PROPOSITION XXXIII.

Sil'on prend un point sur une parabole ; si, de ce point, I'on abaisse
une droite d’'une maniére ordonnée sur le diamatre, et si 'on pose une
droite égale & celle que cette dernire droite découpe sur le diamétre,
dans la direction de celui-ci, et & partir du sommet, la droite de jonc-
tion, menée du point ainsi obtenu au point que l'on a pris, sera tan-
gente a la section ().

Soit une parabole dont un diamétre est la droite AB. Abaissons
une droite I'A de maniére ordonnée ; posons une droite AE égale a la
droite EA, et menons la droite de jonction AT Je dis que la droite AT
prolongée tombera & I'extérieur de la section.

En effet, qu’elle tombe A I’intérieur comme la droite I'Z, et abais-
sons la droite HB de maniére ordonnée. Dés lors, puisque le rapport
du carré de BH au carré de T'A est plus
grand que celui du carré de ZB au carré de
I'A ; mais que le carré de BA est au carré
de AA comme le carré de ZB est au carré
de I'A, et que BE est 3 AEicomme le carré
de HB est au carré de I"'A (), 1l s’ensuit
que le rapport de BE a EA est plus grand
que celui du carré de BA au carré de AA.
Or, le quadruple du rectangle délimité sous
BE, EA est au quadruple du rectangle dé-
limité sous AE, EA comme BE est 3 EA;
donc, le rapport du quadruple du rectangle délimité sous BE, EA au
quadruple du rectangle délimité sous AE, EA est plus grand que celui
du carré de BA au carré de AA. Des lors, par permutation, le rapport
du quadruple du rectangle délimité sous BE, EA au carré de AB est
plus grand que celui du quadruple du rectangle délimité sous AE, EA
au carré de AA ; ce qui ne peut avoir lieu, car, EA étant égal 3 AE,
le quadruple du rectangle délimité sous AE, EA équivaut au carré de
AA, et le quadruple du rectangle délimité sous BE, EA est moindre
que le carré de BA, puisque le point £ n’est pas le milieu de la
droite AB. Dés lors, la droite AT" ne tombe pas i Dintéricur de la

section ; donc elle lui est tangente (?).
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Texte 3

98 T AN

far les viriations qu'on appergoit dans leur lu-
miére, fur-tout dans les farellites de faturne, dont
un difparoit totalement; mais ces tackes nc peu-
vent sobferver , & les farellites font trop petits
pour quw'an puifle y rien diflinguer, non plus que
dans mercure & dans la planére de Herlchel.

(D. L.)

TAMBOUR , {. m. (Mech.) Deux roues d’égale
grandeur & ayant méme arbre , placées A une dif-
rance 'une de l'autre égale &-pen-prés au quart de
Jeur rayon, couvertes par des lattes coniigués,
clouées A leur circonfércence, forment ce quon
appelle un tambour ; dan; la méchanique pratique ;
e tambour s'applique trés-fouvent Ala grue; un ou
plufieurs bommes, introduits dans lintéricur, le
font tonrner & monter le poids qu'on doit ¢lever.
Pour que 'homme agifle avec le plus.d’avantage ,
il ne doit pas élaigner fon centre de gravitd de ha
verticale qui paffe par l'axe du tembour d'une
quantité plus grande que le fixitne du rayon. 1l y
a des provinces ot on emploie des petits chiens,
dans les cuifines, pour faire tourner la broche
par ce moyen.

TANGENTE, f. f. ( Géomctrie ) mencz 4 [a
courbe M 8. ( planc, Géom, fig. 241) unc (écante
Mm V qui la coupe en M & m ; faites tourner
cetre fécante autour du point M jufqu's ce que
Je point m tombe fur le point M la ligne M.m V
parvenue 4 fa derniére pofiion MV eft une
fangente.

Si la courbe a une inflexion , fig. 242, ou un
vebrouflement, fip. 243 3 la ligne M ¥ pourra
Gre ¢n méme-tems tangente & fecante, & apris
avoir touché la courbe en M, aller la couper
en R.

Dans les ¢lémens de Geometrie on ne s'occupe
gutres que de la rengents au cercle. On y dé-
monire _que cette tangente efl perpendiculaire an
rayon, Effe@livement, loit la lighe DE, fig..244
perpendiculaire en A1 au rayon MC de la cir-
conférence M F (5. Ce rayon éant perpendiculaire
A D E fera la plus courte de toutes les lignes
qui { abowtiffent du point €. Si donc on méne
les lignes DC & €F, ccs lignes éant plus
grandes que M C, les poims D & E feromt
hors du cercle, & comme on peut dire la méme
chole de tour autre point, tous les points de la
ligne D M font hors du cercle excepté le point
M, qui efl fur la circonférence méme ; donc cette
ligne efl eangente.

Si ‘d'un intme point D on méne une tangente
MD & une fecante D F G au cercle ; la tangente
efl moyenne proportionnalle entre Ia fecante en-
titre & fa partie extéricure ; car fi on méne les
{gnes FM&G M, les triangles F D M &

MG feronr femblables , parce que Vangle
D cft cormun; de plus les angles D M F &
DG M font, chacun, mefurés par la moiti¢ de
Varc F M, don DG: DM=DM: DF,

{

TAN

La portion M E de la tangente au point M
extrémité de l'arc MI, comprilc entre ce point
M & le rayon prolongt qui paflfe par le point
I, autre extrémité de cet arc, sappelle tangente
de Varc M I ou de Vangle M € I mcluré par
cet arc. Poyey SiNus.

Tangentes dcs fedions coniques.

Si du point M de la parabole A M, fig. 245,
on méne deux lignes, Fune FM a fon foyer,
Fautre MV qui rencontre fa diveélrice , perpen-
diculairement en V, ces lignes font égales. Foyeg
CoNiQuE BT PaRrABOLE.

Cela pof¢, je dis que la ligne MY qui divile
Pangle VM F en denx pariics égales efl tangente
& la parabole au point M. Pour le démontrer 5
il fufﬁf de faire voir que tout point de la ligne
M Y m autre que le point M, m par cxemple,
eft hors de la parabole relativement au foyer.
Menez de ce pbint m les lignes m¥ ', m K. per-
pendiculaires fur la dirc@rice: & mF; mV =
m Fy donc m K eft <<m F4 donc le point m n’eft:
pas 4 la parabole; donc linterledlion de X m
avee la parabole eft de l'autre cdté: du point m
rclativement an point K.

Si du point M de l'dlliple , fig. 246 , on miéne
les lignes MF & M f aux foyers F, £, la fomnme
de ces lignes fera conflante & égale au grand arc.
Voyer CoNIQUE.

Ccla pofé, je dis que Ja ligne M ¥ qui divife
en deux pariics égales le fupplément de I'angle
F Mf cft tangente , jé fupprime: la démonflra-
tion, parce quelle efl la méme d-pen-prés que
pour la parabole.

Si du point M de Uhyperbole, fiz. 247, on
méne les lignes MF & M f, aux foyers I, [,
la diflérence de ces lignes efl conflanie & cgale
A I'axe des foyere.. Voyer ConiQue.

Cela pof¢, je dis que la ligne M Y qui divife
en deux parties ¢gales Vangle I" M f efl tangente
mime démonflraien que pour lellipfe.

Archiméde a aufli déterminé la tangente de fa
fpirale, par des moyens puifés dans I'ancicnne
Geometrie , fur quoi voyey fes: @uvres., ¢dition
de Barrow.

Ces courbes font &-pen-prés les feules dont
on- puiffe ainfi trouver les tangentes; ponr les
autres , il faut employer le calcul différentiel ou
une méthode analogue , moyenrant yuoi le pro-
blime n'a aucune dift.culté, quand Péquation de
la courbe eft donnée d’une manitre quelconque,
Voyey P Analyfe das Infinimens petits div enarquis
de 'Hopital, qui ne laille prefque rien & defirer
fur certe matidre.

Nous parlerons ici de deux cas feulement qui
fe rencontrent le plus fouvent, aclui ot Péquarion
de la courBe cfl donnée cntre des coordonnées
paralléles & deux. lignes donndes,, & celui ait les



