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LE MYSTERE DE LA PYRAMIDE

u: le volume de la pyramide en 1éres
d'aprés les Eléments de Géoméirie
de Legendre.

Miche¢le GREGOIRE

Le tétratdre, ou pyramide triangulaire, est le solide élémentaire 2
partir duquel on peut construire tous les polyedres. Calculer le volume
d'une pyramide est donc un probleme trés ancien et, bien que de
formulation simple, il nécessite le recours 2 une méthode de nature
infinitésimale. Regarder diverses démonstrations de ce calcul au fil des
ages est l'occasion d'un parcours 2 travers 1' histoire et la préhistoire du
calcul infinitésimal. v

I1 est intéressant pour un enseignant de lycée de suivre quelques
étapes de ce parcours et de montrer aux éléves comment la construction
d'une notion et des outils théoriques appropriés peut nécessiter de
nombreuses étapes.

Clest un des objectifs du groupe M: A.T.H. de I'IREM de Paris VIIL.

La lecture de deux démonstrations différentes de A. M. Legendre
dans ses Eléments de Géométrie m'a paru éclairante a cet égard.
Pourquoi deux démonstrations tirées des Eléments de Legendre ? Cet
ouvrage, qui eut une énorme influence sur l'enseignement scientifique
au 19¢ siécle, connut 21 éditions successives de 1794 4 1873; Legendre,
jusqu'a sa mort en 1833, ne cessa de les remanier.Les deux
démonstrations considérées reprennent des aspects de la démonstration
qu'on trouve dans les Eléments d'BEuclide, la plus ancienne qui nous soit
transmise. Les Eléments de Géométrie de Legendre en général
temmgnent d'un retour a la rigueur euchdlenne mais également d'un
souci de simplicité et de clarté.
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La premiére démonstration (qu'on trouve dans les éditions
antérieures a la 12¢) ® reprend le découpage de la pyramide en prismes
et petites pyramides des Eléments d'Euclide, l'usage de la méthode
d'exhaustion et d'un double raisonnement par I'absurde pour éviter le
recours a l'infini.

La démonstration de la 12¢ édition (1823) et des suivantes reprend
d'autres aspects de la méthode d'Euclide mais abandonne sa
décomposition de la pyramide pour adopter la décomposition en
tranches paralléles. Cette décomposition est inspirée de la Géométrie des
Indivisibles qui influenga la plupart des démonstrations des ouvrages du
17¢ et du 18¢ siécle ; on la trouve aussi dans 'Encyclopédie de
d'Alembert. Mais en considérant des tranches prismatiques dont
I'épaisseur et le nombre sont finis, Legendre s'oppose aux méthodes des
17¢ et du 18 siécle comme par exemple celle des Eléments de Géométrie
de Clairaut (1741).

Aprés avoir brievement commenté la nécessité du recours aux
méthodes "infinitésimales" (§ I), je propose donc :

. de suivre les principales étapes de la démonstration des

Eléments d'Euclide. (§ II)

.de lire en détail la démonstration des premiéres éditions des
Eléments de Géométrie de Legendre, qui a été étudiée par mes
€leves en 18S,  (§ II)

. d'étudier la démonstration de la 12¢ édition du méme ouvrage.(§ IV)

. de regarder la démonstration Eléments de Géoméirie de Clairaut
(1741) comme un exemple des démonstrations influencées par la
Géométrie des indivisibles. (§ V)

. de présenter l'utilisation pédagogique de cette étude et les
expérimentations en classes de 1&re et terminale scientifiques. (§ VI)

I. Peut-on faire 1'économie du calcul infinitésimal ?

Les formules donnant les aires de différents polygones s'établissent
avec des outils simples. Euclide déja avec la "méthode des aires” basée
sur I'équivalence de deux triangles qui ont méme base et méme hauteur
a pu calculer simplement l'aire d'un parallélogramme, puis de tout
polygone. Mais cette méthode ne se généralise pas en dimension 3. Pour
établir 'équivalence de 2 pyramides de méme base et méme hauteur et,
pour calculer le volume d'un polyédre simple comme une pyramide
triangulaire, on ne peut éviter une méthode infinitésimale. Cela n'est pas
évident d'emblée : c'est le troisi®me des problémes que posa Hilbert au
Congrés de Mathématiques de Paris en 1900 @, Il demande : " Peut-on
appliquer la méthode de décomposition en poly&dres pour le calcul du
volume d'un tétraédre ?". La méme année M. Dehn, étudiant de Hilbert
montra qu'on ne peut décomposer un cube et un tétratdre régulier de



443

méme volume en un nombre fini de polyédres deux 2 deux identiques®,
On ne peut faire, pour ce probléme, 1'économie du calcul infinitésimal.

II. La démonstration d'Euclide.

Dans l'atelier, nous avons suivi des extraits de la démonstration (voir
Annexe 1), mais je ne vais ici qu'en reprendre les principales étapes.
Cette démonstration se trouve dans les propositions III 3 VII du Livre
XII des Eléments.

1) La proposition III présente le découpage de la pyramide
triangulaire que je nomme IT en deux petites pyramides isométriques
(Euclide dit égales et semblables entre elles) et semblables 3 IT et en
deux prismes égaux. (le mot égal signifie ici "de méme volume") (cf
figure 1).

a. Pour démontrer que les "petites pyramides” r et n’ sont égales et semblables
entre elles, Euclide montre que leurs faces triangulaires sont deux 2 deux
semblables et de méme aire (il s'appuie sur la définition 10 du livre XI) (9. De
méme chaque "petite pyramide" ayant des faces semblables aux faces de la

"grande pyramide" I, est semblable 2 IT.

figure 1
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b. Pour démyontrcr que les deux prismes, que je nomme Py et Py ont méme
volume, Euclide utilise 1a proposition 40 du livre XI, qui énonce 2 peu pres :
deux prismes de méme hauteur (4), dont 1'un (P1) 2 pour base un
parallélogramme d'une aire double du triangle base de l'autre prisme (P) , ont
méme volume. (cf fig 2).

figure 2

11 suffit de compléter P1 et P2 pour obtenir 2 parallélépiptdes de méme hautcur et dont les bases sont 2
parallélogrammes de méme aire

Enfin, Euclide démontre la deuxiéme partie de la proposition
III : chaque prisme ainsi découpé dans IT est plus grand que chacune
des petites pyramides (9); donc "la somme" des deux prismes est plus
grande que la moiti€ de la pyramide IT. (ce résultat permetira de mettre
en oeuvre la méthode d'exhaustion dans la démonstration de la
proposition V; voir 3) a)).

2) La proposition IV énonce que si on répéte le méme nombre de fois
le découpage en prismes et petites pyramides de deux pyramides IT et IT'
de méme hauteur, (cf fig.3) on obtiendra le méme nombre de prismes,
dans chacune des deux pyramides IT et IT' et le rapport des sommes des
volumes des prismes de IT et IT' ainsi obtenus est égal au rapport des
aires B et B' des bases de IT et IT". On peut écrire :

Zprismesden B

T prismes de ' ~ B'

3) Dans la proposition V, noeud de la démonstration, Euclide montre
que les volumes V et V' de deux pyramides triangulaires IT et I1' de
méme hauteur sont proportionnels aux aires B et B' de leurs bases
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( '\“\,/-. = BE ). Son raisonnement procéde par exhaustion et double
réduction 2 I'absurde : (c'est la méthode apagogique des Grecs )
a) I'nypothése du premier raisonnement par l'absurde équivaut & % < %
: Euclide suppose qu'un solide de volume X plus petit que V' vérifie
%/—: EB—. (avec X< V' ). Il découpe IT' en deux prismes et deux

pyramides, puis divise les nouvelles pyramides en deux prismes et deux

pyramides et ainsi de suite ...(cf. fig.3)
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A chaque étape, le volume des pyramides ainsi obtenues est inférieur 2 la
moiti€ du volume des pyramides de I'étape précédente (cf 26™€ partie de la
proposition III) et, en vertu de la proposition I du livre X 6) , 3 une
certaine étape, le volume de la réunion des petites pyramides qui, d'autre
partestégala V'- TprismesdeIl' , estinférieur & la grandeur V'- X.
Donc le volume restant dans la pyramide, c'est & dire celui des prismes
construits 2 lintérieur de la pyramide IT, que je note
T prismes de IT' , est supérieur au volume X. On a l'inégalité:

(i) X prismes de IT' > X . Si on effectue le méme découpage de la

pyramide IT en prismes et pyramides, on obtient, grace & la proposition IV
ci-dessus, et & I'hypothése du raisonnement par I'absurde :

Y prismesdeIl B V

B~ X

X prismes de IT' B

% prismes de [ I prismes de I1'
donc v = X

Les prismes de IT sont inclus dans IT, donc ZprismesdeIl > V ;
on obtient aussi I'inégalité :

(i'") T prismesde IT < X , en contradiction avec l'inégalité (i).

b) L'hypothése du deuxi®me raisonnement par I'absurde équivaut i

% > % ; Euclide suppose l'existence d'un solide de volume X plus
grand que V vérifiant

2\% -2 , il déduit qu'il existe un solide du volume W tel que

4) Dans la proposition VII, Euclide montre qu'un prisme & base
triangulaire peut-&tre décomposé en trois pyramides de méme volume ;
les comparant deux 2 deux il montre qu'elles ont, deux & deux, méme
hauteur et des bases d'aires égales.(cf fig. 4)

Le volume d'une pyramide 2 base triangulaire est donc le tiers du
volume du prisme de méme base et de méme hauteur @
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figure 4

T

faeae CELD

les 2 pyramides ont méme hauteur et pour bases les 2 moitiés du parallélogramme ABED

III. Une démonstration de Legendre.

Je vais présenter maintenant la démonstration d'Adrien-Marie
Legendre dans une édition antérieure & la 12tme des Eléments de
Géométrie; (livre VI, propositions XVI et XVII; voir annexe 2). Elle
s'inspire de celle d'Euclide, tout en réduisant le nombre d'étapes®).

1) Dans la proposition XVI, Legendre reprend le découpage, identique 2
celui des Eléments d'Euclide, d'une pyramide I1, de base B et de
hauteur h, en deux prismes de méme volume (il dit "équivalents") et

- deux pyramides égales wet ',

+ Chacun des deux prismes p et p' est d'une manitre différente, la moitié du
parallélépiptde GEFHCIYY (cf fig. 5)

- Les deux pyramides m et 7 * sont égales car on peut "opérer leur superposition” :
les faces BEG et EID d'une part, BEI et SEF d'autre part sont égales et
“linclinaison des plans" ,dans I'une et I'autre pyramide, est la méme. On voit
apparaitre la discussion critique que Legendre introduira 2 1a 142me édition, quant
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aux procédés utilisés par Euclide pour montrer 1'égalité et la similitude de deux
solides, qu'Euclide a précisé par la définition 10 du Livre XI ©).

Ensuite le raisonnement de Legendre s'éloigne de celui d'Euclide. De
la proposition X VI, Legendre déduit deux corollaires :

o1
. Corollaire I : Le volume V de la pyramide II, est supérieur a Y Bh
car il est supérieur au volume de la réunion des deux prismes p et p'

qui ont chacun pour volume % Bh.

Corollaire II : Le volume V de la pyramide est inférieur 2 %Bh :

chacun des deux prismes p et p' contient une pyramide égale a chacune
des deux "petite pyramides” w et . V est donc inférieur au volume de

quatre prismes tels que p et p' donc a 4 x %Bh,

2) La proposition XVII établit alors la formule v= % Bh, sans comparer,

comme Euclide, les volumes de deux pyramides de méme hauteur. Son
raisonnement est dans la lignée des raisonnement par exhaustion, mais la
démarche est différente de celle d'Euclide :

Figure 5
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a) supposant d'abord V > % Bh, il pose V= h( % B+M ) avec M positif.

Effectuant le découpage de la pyramide (cf. fig. 5), il calcule le volume
v(SDEF), d'une des "petites pyramides" : v(SDEF) est égal au produit de
sa hauteur SP par la somme du tiers de l'aire DEF de sa base et de 1a méme

quantité M:

v(SDEF) = SP (%— DEF +M ). Recommengant ainsi le découpage des
pyramides obtenues au fur et 2 mesure, il obtient une suite de pyramides
dont les cOtés décroissent en progression (géométrique) de raison % et dont

. . . o1
les aires des bases décroissent en progression de raison 7 mais dont les

volumes se calculent toujours avec la formule v=h(:,1,’- B+M) ; le nombre M
reste le méme & chaque étape. Dans cette suite de pyramides I'une d'elle
Sabc de hauteur SP, a une base d'aire abc inférieure 3 6M ; on a donc %

abc+M > %abc et le volume de Sabc vérifie :

v(Sabc) = Sp(l abc + M) > 1 Sp x abc
3 2

Ce résultat contredit le corollaire II de la proposition XVI : "le (volume)
d'une pyramide est moindre que la moitié du produit de sa base par sa
hauteur”,

b) supposant ensuite V < %Bh ilpose V=h (31— B - M) avec M positif. 1

découpe & l'intérieur de la pyramide IT, la méme suite de petites pyramides,

dont les volumes se calculent tous avec la méme formule V = h(—;- B -M).

L'une d'elle Sabc, de hauteur Sp, a une base d'aire abc comprise entre
12Met3Metona:

0 < Fabc- M ¢ Lave

Le volume de Sabc vérifie :

" V(Sabc) = Sp(3 abe - M) € § Sp.abe

Ce résultat contredit le corollaire I de la proposition XVI : "le volume

d'une pyramide est plus grand que le quart du produit de sa base par sa
hauteur” (10),

IV. Deuxiéme démonstration de Legendre.

Regardons maintenant la démonstration proposée 4 partir de la 12éme
édition (1823) (voir Annexe 3) ol I'on retrouve d'autres aspects de la
démarche d'Euclide :

- établir que deux pyramides, de méme hauteur et dont les bases ont
méme aire, ont méme volume (proposition XVII du livre VI de la
12#me édition)

- décomposer un prisme triangulaire en trois pyramides de méme
volume (proposition XVIII); le raisonnement par exhaustion est
abandonné.
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figure 6

: Legemh-e '.Zb:fmau' de Géomdlrie PL 10,

¥
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a) Pour prouver que deux pyramides de méme hauteur et de bases
d'aire B, ont méme volume, Legendre utilise encore un raisonnement
par l'absurde :
Il suppose qu'une des deux pyramides, SABC, a un volume V supérieur au
volume v de l'autre, Sabc. Il considére un prisme de base B dont le volume
est la différence V-v des volumes des deux pyramides . Il nomme Ax la
hauteur du prisme.
DoncV-v=B.Ax.
11 coupe alors les deux pyramides par des plans paralléles au plan de leurs
bases et équidistants ; la distance k, constante de deux de ces plans est
choisie inférieure & Ax. (cf. fig 6). Les sections des deux pyramides par un
de ces plans sont des triangles deux & deux de méme aire (il I'a prouvé dans
le corollaire de la proposition XVI). Il construit des prismes "extérieurs" 2
la pyramide de SABC et des prismes "intérieurs' & Sabc, de méme hauteur k
et dont les bases sont les sections successives des pyramides par des plans
considérés. Le volume VE de la réunion des prismes "extérieurs” 4 la
pyramide SABC est plus grand que le volume de SABC. Le volume Vi de

la réunion des prismes "intérieurs” 2 la pyramide Sabc est plus petit que le
volume de Sabc. la différence VE-V7 est donc supérieure 2 la différence
B.Ax des volumes des deux pyramides. Vg-V[ > B..Ax. Mais il remarque
que les prismes se correspondent deux 2 deux : le premier prisme "intérieur”
de Sabc, & partir de la base, est égal au deuxiéme prisme "extérieur” de
SABC ; le deuxiéme prisme de Sabc est égal au troisiéme prisme etc... La
différence Vg _ V] entre le volume des prismes de SABC et celui des
prismes de Sabc est donc exactement égal au premier prisme extérieur de
SABC dont le volume vaut B x k. On obtient :

Bk=VE.Vy> B.Ax  donc k> Ax, ce qui contredit

I'hypothése k < Ax.
Les deux pyramides ont donc méme volume.

b) La décomposition d'un prisme en trois pyramides de méme volume
n'est pas tout & fait la méme que celle des Eléments d'Euclide, mais les
raisonnements sont analogues. Le plan de cette démonstration 2 été
repris par la plupart des auteurs du 19¢ et du 20e sigcles ; on la trouve
encore dans les manuels de géométrie des années 50 et 60.

V. La démonstration de Clairaut (cf Annexe 4)

Je propose de parcourir rapidement un exemple de démonstration
utilisant le découpage de la pyramide en "un nombre infini de tranches"
qui se trouve dans la quatri®me partie des Eléments de Géoméirie de
Clairaut (1741) (propositions XXVI a XLIII). Celle-ci repose, sans y
faire explicitement référence, sur le principe de la Géométrie des
Indivisibles qui peut étre explicité ainsi :

"Pour connaitre le rapport de deux solides il suffira de trouver quel
rapport ont entre eux tous les plans de ces figures, plans qu'on obtient
par une sorte de découpage selon des conditions bien précises (la figure
solide est entourée par deux plans paralléles et on fait glisser 'un des
plans vers l'autre qui reste fixe ; on s'intéresse aux positions
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successives du plan mobile”. (*1). Ce principe a été justifié & posteriori
par le calcul d'un volume & l'aide d'une intégrale simple (on peut en
voir un exemple & l'annexe 6) .Voici a grands pas la démarche de
Clairaut:

1) Si deux pyramides de méme hauteur et dont les bases sont des figures
égales "sont coupées par une infinité de plans parallgles a leurs bases(...)
(les) coupes de pyramides donneront des (figures)' égales” et par
conséquent, les deux pyramides peuvent étre regardées comme des
assemblages d'un méme nombre de tranches qui (...) seront égales
chacune 2 sa correspondante. Donc (...) la somme des tranches est la
méme de part et d'autre” . Les deux pyramides ont donc méme volume.
On trouve cet énoncé & la proposition XXX et une démonstration de la
"similitude des tranches" est proposée dans les propositions XXXII a
XXXVIL

2) Clairaut étend ensuite ce résultat a2 deux pyramides dont les bases ont
méme aire, sans étre des figures semblables (prop. XXXVIII). Puis,
pour deux pyramides de bases polygonales d'aires différentes (que je
nomme B et BY), il établit, par une recherche de commune mesure (assez
choquante a notre sens actuel de la rigueur ), que le rapport des volumes
de deux pyramides de méme hauteur est egal au rapport de leurs bases.
(proposition XXXIX) (12)

3) Il calcule alors le volume d'une pyramide particuliére construite dans
un cube dont le sommet est le centre du cube et la base une face du cube
(voir figure 7). Le cube contient six pyramides égales a celle-ci ; le
volume de la pyramide, la sixiéme de celui du cube, est donc le tiers du
produit de sa base par sa hauteur (prop. XLI)

4) le volume V de tout autre pyramide IT de base B et de hauteur h
pourra étre comparé au volume V' de la pyramide 2 base carrée d'aire
B', et de méme hauteur h, inscrite dans un cube (dont le c6té vaut donc

2 h). En termes actuels on a les relations : '\\7/—. = i% et V'= 1§ B'h donc

"On découvre ce théoréme général, qu'une pyramide a pour mesure le
produit de sa base par le tiers de sa hauteur.

figure 7
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VI. Travail en classe.

J'ai choisi de présenter aux éléves la premitre démonstration de
Legendre : le langage en est accessible et elle présente la plus ancienne
démonstration attestée,celle des Eléments d'Euclide. La démonstration
d'Euclide serait plus ardue pour les éléves. Le calcul du volume d'un
solide est un sujet suggéré pour les travaux pratiques de lere S; la
démarche et les méthodes développées par Legendre donnent I'occasion
de mettre en oeuvre et de relier entre elles des notions trés diverses du
programme de l'année : ayant fait le choix de ne faire lire que les
énoncés des résultats de la proposition XVI et de suivre le fil directeur
de la démonstration sans en reprendre le mot & mot, j'améne les éléves 4
utiliser les translations et des homothéties ainsi que leurs effets sur les
aires et les volumes. Pour cette étude les éléves doivent étudier et
dessiner précisément des solides. Je fais lire la proposition XVII, qui
présente un exemple de raisonnement par exhaustion. Cette
démonstration peut-étre comprise avec le langage des suites, qui est un
des aspects importants du programme de 1% ; elle améne 2 utiliser
effectivement la définition de la limite d'une suite : une suite (u,) tend
vers 0 s'il existe un rang & partir duquel tous les termes [u,] sont
inférieurs 2 un nombre positif donné. "Cette définition n'est plus
explicitement présentée aux éleéves, mais on doit leur faire sentir la
propriété, c'est donc une excellente occasion de I'exhiber et de la faire
reconnaitre par les éléves.

Malgré la complexité du raisonnement de Legendre, l'exercice proposé
(voir annexe 5) reste de difficulté raisonnable et dans les classes ot le
probléeme a été donné comme devoir 2 la maison (3), la plupart des
copies ont témoigné d'une bonne compréhension des méthodes. Comme
souvent ce genre de devoir enthousiasme les éléves qui sont intéressés
par une réflexion approfondie.

La démonstration de Legendre a une valeur formatrice certaine, par les
méthodes et les notions qu'elle met en jeu, mais elle n'est pas
"éclairante” : elle ne permet pas de comprendre comment on peut

" rd 4 e . 1 e ~ ° .
découvrir” le coefficient 3. aussi, apres la correction du travail, on

peut selon l'intérét et la curiosité des éléves, susciter une discussion et
expliquer comment on a pu deviner un tel résultat. C'est l'occasion de
raconter que les idées directrices de cette démonstration ont déja été
formulées deux mille ans auparavant, dans les Eléments d'Euclide, ol
I'on trouve déja le découpage de la pyramide et de présenter la
décomposition d'un prisme triangulaire en trois pyramides de méme
volume, qu'on retrouve également dans la deuxieme démonstration de
Legendre. On peut aussi, c'est trés apprécié par les éléves, reprendre le
calcul du volume de la pyramide 2 base carrée incluse dans un cube.
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11 est intéressant de comparer les méthodes de Legendre a celle qui est
utilisée dans des exercices classiques de calcul de volumes de solides
(sphere, cdne ...) : celle-ci consiste 2 encadrer le volume du solide par
deux suites : I'une (u,) est le volume de n cylindres d'épaisseurs égales
inclus dans le solide ; l'autre (v,) est le volume de n cylindres contenant
le solide. La limite commune des deux suites est égale au volume
cherché. On fait remarquer que, par contre, les méthodes de Legendre
évitent le recours a l'infini.

En terminale, on peut reprendre le calcul du volume avec l'instrument
nouveau des intégrales : je joins en annexe 6 le plan d'un T.P. sur ce
sujet. Les éléves qui ont étudié au préalable une méthode de Legendre
ont le sentiment du chemin théorique parcouru depuis la méthode
d'exhaustion jusqu'au calcul intégral.

Cet exercice permet aux éléves de lére et terminale scientifiques
d'approcher et de pratiquer différentes méthodes qui méneront au calcul
infinitésimal. De telles activités leur font prendre conscience des détours
et des motivations des conceptualisations mathématiques. C'est souvent
T'occasion de "faire faire des maths" d'une maniére plus motivée et plus
intéressante. La lecture d'un fragment de texte original en classe, prend
tout son sens quand le professeur peut l'enrichir de la connaissance
d'autres textes qui scandent l'histoire des notions ou des problématiques
que ce fragment met en jeu.
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LE DOUZIEME LIVRE DES ELEMENTS D'EUCLIDE.
ANNEXE 1 : v ‘
"PROPOSITION IIL

Toute pyramide triangulaire peut se diviser en deux. p}'rnm.i.des triangulaires
¢zales et semblables entr’elles et semblables % la pyramide entiére, et ea deux
prismes égaux; et ces denx prismes sont plus grands que Ja moitié de la pyra-
mide entiére, .

Soit la pyramide dont la base est le triangle 43T, et dont le sommet est Ie
point4; je dis que Ja pyramide ABra peut se diviser en deux pyramzdf.:f trian-
gulaires égales et semblables ent’elles, et semblables i Ia pyramide eatiére ) e
endeux prismes égaux, et que ces deux prismes sont plus grands que Ja moité.
de la pyramide entitre.

Car coupons les droites 43, BT, T4, A4, A8, AT en deux parties ,egalef: aux pomti
E,1,H, €K, &, et joignons E9, EH, KO, €K, KA, AS, EX, KZ, . Pmsqug A.EPes
égal LB, et 40 égal & @a; la droite E@ sera paralléle & Ia droite 48 (2. 6), Par

Ia méme raison, la droite ok est paraiidle 2 la droite 48 ; la figure oEBK estdonc
un parallélogramme ; ok estdonc égal & EB( 54. ). Mais 28 est égalk EA; EA
estdonc égal & ek, Mais 40 est égal 3 oa; les deux drojtes EA, A@sont donc
égales aux deux dreites xo, o4 s chacuaeh chacune; mais Pangle Ea0 est égal s
Vangle xoa; la base o est donc égale i la base x4 (ag. x )s le wisngle
4E0 est donc égal et semblable au triazgle oxa. Par la méme raison, le triangle
-AeH est égal et semblable au triangle 9as, Er puisque les deux droites Ee, o
qui se touchent sont paralléles anx dewy. droites ¥&, &A quise touchent et qui
nesont pas dans le méme plan, ces droites comprendront des angles égaux (10, 21);
a

Yangle £oH est done égal & Vangle kaA. Et puisque les denx droites Ee, o'sont
égales aux deux droites ka, aA, chacune chacuge » et quel'angle Eom est égal
4 langle xaa, labase EM sera égale & labase xa; le triangle zom est donc égal
et semblable au triangle kaA. Par la méme raison, le triangle AEH est égal et
semblable au triangle okA; la-pyramide doat Ia base estle triangle AEH et dont le
sommet estle point o est donc égale et semblsble & Ia pyramide doat la base est
le triangle oxa et dont Ie"sommet est Je point 4. Et puisque la droite o est menée
parallélement 2 un des ctés 43 du triangle 448, le triangle 448 sera équiangle
avec le triangle aoK (2g. 1); mais ces deux triangles ont leurs edtés propor-
tionels (4. 6 ), le triangle 448 est donc semblable au triangle aox. Par Ja méme
raison, le triangle aBr est semblable au triangle aka, et le triangle 4ar
semblable au triangle ase. Et: puisque les deux droites BA, AT qui se
touchent sont paralléles aux deux droites xo » © qui se touchent et qui ne
sont pas dans le méme plan, ces droites comprendront des angles égaux
(10. 11 ); Vangle Bar est done égal b V'angle koA, Mais BA est 1 AT comme xo
est @ 64; le triangle 42T est donc semblable an triangle exa (6.6 ); la pyramide
dontla Base est le riangle 45r et dont le sommet est le poiot & est doae sem-
-blable. 2 Ta pyramide dont la base est le wiangle oxa’ et dont le sommet est le
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poiut . Mais on a démontré que la pyramide dout la base est le wiangle oxa,
et le sommet le poiat 4, est semblable & la pyramide doot la base est le
triangle 42x et dont le sommet est le point 7 la pyramide dont la base est le
triangle ABr, et dont Je sommet est le point 4 est donc semblable & la pyramide )
dont 2 base est le tiangle AEH et dont le sommet est Je point @; chacune des
pyramides AEHO, @RAA est donc semblable & la pyramide eati¢re 48ra. Et puisque
B2 est égal & zr, le parallélogramme E82H sera double du triangle Hzr (1. 1). Mais
denx prismes de méme hauteur, doat I'ua a pour base un parallélogramme, et dont
Vautre a pour base va triangle, sont égaux entre eux, lorsque Je parallélogramme
‘est double du triangle (4o. 11); le prisme compris sous les deux triangles B¢z, EOH
et sous les trois parallélogrammes £823, EBKO , okHZ estdonc égal au prisme qui est
compris sous les deux triangles 1zr,0k4 et sous les trois parallélogrammes k2ra, Arie,
exzs. Mais il est évident que chacun de ces prismes et celai dont Ia base estle paral-
1élogramme EBz3t opposé 3 la ‘droite ek, et celui doat la base est le triangle wzr
opposé aa triangle KA® est plus grand que chacune des pyramides dont les bases
sont AEH, oKA et les sommets les points @, 4; parce que si nous joignons EZ, EK;
le prisme dontJa base estle parallélogramme Eszi opposé 4 la droite oK, est plus
grand que la pyramide qui a pour base le triangle E82 et pour sommet le point K
Mais la pyramide qui a pour base le triangle E8z et pour sommet le point &, est
ézale & lapyramide qui a pour base le triangle AEM et pour sommet le point ©
€def. 10. 11 ), car, elles sont comprises sous des plans égaux et semblables; le
prisme qui a pour base le parallélogramme EBzH opposé & ladroite ok, est danc
plus grand que la pyramide qui 2 pour base le triangle AEH et pour sommet le
point 0, Mais le prisme qui a pour base le parallélogramme EBZH opposé & ladroite
6K, est &zal au prisme quia pour base le triangle rzr opposé au u'i:a'nglc oKA; et
Ja pyramide qui a pour base le triangle AEH et pour sommetle point© est égale
4 la pyramide qui a pour base le triangle eKA et pour sommet le poiot &; les
. deux prismes dont nous venons de parler sont doac plus grands que les deux
pyramides qui ont pour bases les wiangles AEx, oxa et pour sommets les points
@, 4; la pyramide eatiére qui a pour base Je triangle ABr et pour sommet le
point 4, a donc été divisée en deux pyramides égales et -semblables en-
telles, et semblables 4 la pyramide entiére, et en deux prismes égaux quisont

0,00

plus grands que la moitié de la pyramide eatiére. Ce qu'il fallait démontrer.

PROPOSITION IV.

Si deux pyramides triangulaires de méme hauteur sont divisées 'une et Vautre
en deux pyramides égales entr’elles et semblables 4 la pyramide entitre et en deux
prismes égaux, si chacune des pyramides engendrées est divisée de la méme ma-
niére, et 6il'on fait toujours la méme chose, la base de I'une de ces pyramides
sera 4 la base de 'autre pyramide comme tous les prismes conteaus dans 'use de
ces pyramides sont 2 tous les prismes contenus dans 'autre pyramide, ces prismes
étant égaux en nombre. .

Soient deux pyramides triangulaires de méme bauteur ayant pour bases Tes
tn.angles ABT, AEZ, et pour sommels les points H, @; que chacune de ces pyra-
mides soit divisée en deux pyramides égales ent’elles et semblables aux pyra-
mides entiéres et en deux prismes ézaux; concevons que chacune des pyramides
?ngcndrées soit divisée de l]a méme maniére, et faisons toujours la méme chose ;
je dis que la base a2r est b Ja base aEz comme tous les prismes contenus dans
Ja pyramide ABrH sont 4 tous les prismes contenus dans la pyramide aEze, ces
prismes étant égaus en nombre.
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Nous démontrerons de la maniére suivante que le tn'angle AZT est an triangl'c
Poz comme le prisme qui a pour base le triangle A=T opposé & OMN, est au prisme
quia pour base le triangle Poz opposé & =0,

PROPOSITION V.

Les pyramides triangulaires qui ont Ja méme hauteur sont ent’elles comme
leurs bases.

Que les pyramides dont les bases sont les triangles 48T, AEZ, et dontles som-
mets sont Jes points H, @, ayeat la méme hauteur; je dis que la base A8r est 4 la
base 4E7, comme la pyr‘umdc ABTH est 2 la pyramide aEzo..

Car si la base ABT n’est pas & la base 42z comme la pymmxde ASTH esthla
pyramide a£ze ; la base ABr sera 4 la base 45z comme la pyramide ABCH est &
va solide plus petit que la pyramide aEze ou & un solide plus grand. Que ce soit
@’abord & un solide x plus pelit; divisons la pyramxdc 4E26 en deux pyramxdes
égales entr’elles et semblantes 3 la pyramide enti¢re, et en deux prismes égaux
les denx prismes seront plus grands que la meitié de la pyramide e:mere(a. 12)
Que les pyramides engendrées par cette division soient divisées de Ja méme ma-
niére, et faisons toujours cela jusqu'd ce quil nous reste de la pyramide atze
certaines pyramides qui soient plus petites que I'excés de la pyramide aEze sur
le solide x, Cherchons ces pyramides, et qu'elles soient par exemple amrz,
1170 ; les prismes restants de la pyramide AEZ® seront plus grands que 12 solide x.
Dirisons semblablement la pyramide 4BrH en autant de parties que la pyra-
mide s£20; la base 4Br scra i Ja base 22 comme les prismes de la pyramide asru
sontaux prismes de la pyramide a£28 (4. 12 ). Mais Ja base A8T est & la base azz
comme Ja pyramide ABrH est au solide X; la pyramide aBri est donc au solide x
comme les prismes de Ia pyramide 4erH sont aux prismes de la pyramide s2z0;
dounc, par permutation, la pyramide ABTH est aux prismes qu'elle renferme
comme le solide X est aux prismes de la pyramide agze. Mais la pyramide ABrH
est plus grande que les prismes qu'elle resferme; le solide x est donc plus grand



que les prismes que l'cnferrlit'g> é pyramide aEze. Mais, au contraire, il est plus
petit; cc qui est impossible; la base Asr n’est donc point & la base AEZ comme
la pyramide asri est a un solide quelcongue plus petit que la pyramide arze.
Nous démontrerons semblablement que la base AEZ n’est point i la base 4sr
comme la pyramide a£ze est & un solide plus petit que la pyramide asrw. Je
dis enfin que labase ARrn'est pointala base Az comme la pyramide ABCH est
% un solide plus grand que la pyramide seze. Car, si cela est possible que ce
soit & un solide x plus grand que.la pyramide aEze ; donc, par iaversion,
Ja base 22z sera & ]a base 5T comme Je solide x esth h pyramide ASTH. Mais
le solide x est & Ja pyramide aBri comme la pyramide aEzo est & un solide
plus petit que Ja.pyramide 48rH, ainsi que cela est démontré; la base aEz est
donc 4 la base 45T comme la pyramide arze est & un solide quelconque plus
petit que la pyramide 43rH, ce quia éié démenteé absurde; Ja base ABrun'est
done point 3 Ja base 35z comme la pyramide ABTH est i un solide quelconque plus
grand que la pyramide a£ze, Mais on a démontré que ce n’est point noa ples &
un solide X plus petit; Ia base Asr est donc & la base aEz comme Ja pyramide AsrH
estt la pyramide AEze. Doag, ‘ete.

PROPOSITION VI

Les pyramides qui ont la méme bauteur, et qoi ontdes polygones pour bases,
sont entr'elles comme Jeurs bases.

Que les pyramides dont les bases sont les polygones ABraE, zmexa, et domt
les sommets sont les points M, N ayent la méme hauteur; je dis, que la base
ABTAE est 2 la base 2HoKA comme la pyramide ABraEM est i la pyramide zHOKAN.

M N
: T
E B & A’ "
A z

PROPOSITION VIIL |

Tout prismc ayant une base triangulaire peut se dnvxser en trois pyramides

E a
égales entr’elles, ces pyramides ayaat des bases tnangulaxres.
Soit le prisme dont la base est le triangle Anr opposé au triangle azz; jedis
que le prisme AEraEz peut éire divisé en trois pyramides évwlcs entr’clles, ces
pyramides ayant des bases wriangulaires.
B A
T

COROLLAIRE.

D'aprés cela il est évident que toute pyramide est Ja troisiéme partie d’un
prisme qui a la méme base et la méme hauteur qu'elle; car si Pune des bases du
prisme est une autre figure rectiligne, la base opposée étant laméme figure, ce
prisme pourra étre dmse ea prismes qui auront des bases lmnﬂulmres 5 et dont
les bases opposées serout des triangles.
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<1022 CDzed, et ninst de suite. Dono les polygories

abeds, ADCDL, ont " angles dgrux ot les cdtds
homologues proportionnels; dono ils sont sembla-
bles. :
Corollaire. Soient SAUCDE , $XY7, deux pyra-
mides dont le sommet cst conmun et dont les bases
sont sur un méme play, de sorte qu'clles out Ia,
méme hauteur ¢ sl on les coupe par un méme plan
paralléle au plan des bases, soit abcde In section
faite dans une pyramide, a:5-z In sectian faite dans

Fautre; jo dis que les secticus abede, zy s, seront

“Q’c 215,

entrs elles comme los bases ABCDE, XYZ,

Car les polygones ABCDE, abcde, étant sem-
blables, leurs surfaces sont comme les quarrds des
cdtés homologues A, ab ¢ mais AD:ab::SA:Sa;

8 e
done ABCDE:abede:: SA.:Sa. Par la mémo rafson
XYZ:xyz::é?(:é.—r: Mais, puisque abexye n'est
qu'unméine plan; on e avssi SA.Sat: 5X 2525 dono
ABCDE :abede:: XYZ: 2y . Dono les sectipns
abede, xyr, sont entre elles conime lei bases

ABCDE, XYZ. |
PROPOSITION XVIL

L % BM-AL Eo

. s ' . v ]

Soit SABC une pyramida triangulaire done § eie
le sonunee et ADC la base; si on divise les cdeds SA,
SB, §C, AD, AG, BG, en deusz parties dgales ave
points D, B, F, G, H,1, et que par ces points on
tire los lignes DB, EF, DF, EG, FH, El, GH, jedis
qu'on pourra considérer la pyramide SADC, comiié
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compoasde de denw prismés AGHFDE, LGICIH,
dguivalents entro euzx, et de deus nyramides dgales

SDEF, EGUL

Par euite do In construction , ED est parallele a;
DA et GLE & AS; doncla figuro ADEG est un pucal-
ldlogramme. L figure ADFH en est un qussi vl
mdnie rajsony done les trois droites AD, GI, 11T,
sont égales et paralldles; donele solide AGHIDE;
est un prisme®, . :

On prouvera semblablement que les deux fgures
EICI, CIGH, sontdes purallélogrammes, et qu'uinst
les trois droltes EF, CI, GH, sont dgnles et parsll$~
les; doncle solide LGIGEH, est encore un prisme.
Or je dis que ces deux prismes triangulaires sont
dquivalents entre cux.

En effet, si sur les arétes GI, GE, GH, on lor-
e le parallélepipede GX, le prisme trinngulnire
GEICFH, sera I moitid de ce parallélepipede*;
d'un autre cdtd le prisme AGHFDE, est égal uussi
& In moitié du parallélepipede GX*, puisqu'ils ont
méme hauteur, et que le trinngle AGH, base du
prisme , est moitld du purellélogramme GICH,
base du parallélepipedo. Dono les deux prismes
EGICIFH, AGHIDE, sont équivalents entre eux.

Ces deux prismes étant retranchés de la pyra-
mide SAIG, il ne reste phis que les deux pyramides
SDEF, EGDI; or jo dis gite ces deux pyramides sont
dgales entre clles.

En effet, & cause des cbtés dgaux, savoir, NI
=SE, UIG=AG=DE, EG=AD=SD, le:trianglo
DEG est égal au triariglo ESD. Par unc raison sem-
blable Is triangle DEL est égnl au triangle SEF;

it 6.

[

6o

£3
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d'ailleurs , Finclinaison mutuclle des deux plans
BEG, BEI, est la méme que celle des deux plans
LSD, SET, puisque BEG ne fait qu'un seul plan
avec BSD, de méme que BEI avec SEF, Donesi,
pour opérer la superposition des deux pyramides
SDET, EGBI, on place le triangle EUG sur son
dgal SDE, il faudra quele plan BE] tombe surlo
plan SEF; et, puisquio les trinngles DI, SET, sunt
¢gaux ct semblablement placés, le point I tombera
en I, et les deux pyramides SDET, LEGDI, coinci-
deront en une seule. ‘ .

+ Dono la pyramlde entitre SADC, est composde
de deux prismes trisngulaires AGT, GIF, ¢quiva-
lents entre eux, et de deux pyramides égales SDILF,
EGDI. .

Corolldire T. Du tommet S soit abaissée SO per-
pendiculalre sur le plan ADG, et soit P le point ol
cette perpondiculaire rencontre le plan DEF por-
ralllle & AUGC; puisque SD=1SA, on aura SV=

- +50%, etle triangle DEF=3ABC. Donc la soliditd

du prisme AGHFDE=}ANCX}50, et celle des
deux prismes réunis AGHFDE, EGICFH, =1 ABG

X350, Ces deux prismes sont moindres que la pj-

- ramide SABG, Euisgu'ils ¥ sont contenus; dond-/a,
oliditd d'une pyramide triangulaire est plus grandy” |

ue le quart du produit de sa base par sa /:_f;z_t.ueur.,
Corollaire 11,51 on nend-1gd droites DG, DH,
on aura une nouvelle pyramide ADGH, qui sera
cgaled lapyramide’SDEL: caron peutplacerlabase .
DEF sur son égale AGH, ct alors les angles SDE,
SDF, étant dgaux aux angles DAG, DAH, il est
visible que DS tombera sur AD*; etle sommet 8
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sur le sommet D. Or la pyramide ADGI est moin-
dre que le prisme AGHDEF, puisqu'elle y est con-
tenuej done chacune des pyramides SDEF, EGDI,
est snolndre que le prisme AGHDEF; donclu py-
ramide SAUBC, quiest composée de deux pyramides
et de deux prismes, est moindre que quatre de ces
mémes prismes, Or In solidité de l'un de ces pris- -~
mes={ABGX 50, ctson quadruple=ABCXS0.

a ¢
Dong, N
: N .
_Fla soliditd de toute pyramide triangulaire ess il
“smoindre que la moitid du produit de sa base parsa ol
hausenr. s

PROPOSITION XVIL'

TRLORESIZ.

La solidite J’u{ze prramidz triangulaire est égale
au ders du produie de sa base par sa hauvteur, .

Soit SABC une pyramide trianguleire qualcon- fg: 205
que, ABC sa base, SO sa hauteur; je dis que Iz so-
lidité de le pyramide SABC sera égale au ders du
produit de lz surface ABC par la hauteur SO, de
sorte qu'on aura SABC=};4BCX SO ou =SOX
$+ABC. :

Car, si on nie cette propesiton, il faudra que la
solidité SABC soit dgale au produit de SO par une
quantité plus grande ou plus perite que £ ABC.

Soit 1.° cette quantité plus grande, en sortequ'on
ait SABC=SO X (;ABC~+M). Si on fait la méme
construction que dans la propositon précédente,
la pyramide SABC sera partagée en deux prismes
équivalgnts entre eux AGHFDE, EGICFH, et en
deux pyramides égules SDEF, EGBL. Or lz sqlidict
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‘du prisme AGHFDE est DFEXPO, et celle des

deux prismes est par conséquent DFE X 2P0 ou

‘0 DFExXSO. Retranchant les deuy prismes de 12 py-

. ramide entitre, le resre sera égal an double de ia
pyramide SDEF, de sorte quon aura

. 2SDEF==S0x ({ ABC+M—DFE).

" Mais, parce que SA. est double de SD, la surface

23°15% ABC est quadruple de DFE¥, et ainsi 1ABC—DFE
=jDFE—DFE=!DFE; donc )

2SDEF==S0 x({ DEF-+}).
Etainsi en prenant les moidés de part et d'antre
: SDEF=SP x (} DEF-+M).

D'olt 'on voir que, pour avoir Iz solidité de la
pyramide SDEF, il fandra ajouter an tiers de sa
base la méme surface M qui avoir été ajoutée  Ia
base de la grande pyramide, et multiplier le tout
par Lz hantenr SP de la perite pyramides
}3 : Sil'on divise SD en deux également au point K,
~ et que par le point K on fasse passer le plan KLM
paralléle & DEF, lequel rencontre en Q la perpen-
diculaire SP, la ' méme démonstration prouve que
la solidité de la pyramide SKLM sera égale & SQ %,
(tKLM+M). :

Continunant ainsi 4 former une suite de pyrami-
des dontles cdtés décroissent en raison double,er
les bases en raison quadruple, on parviendra bien-
0t & une pyramide Sabe, dont la base abe sera
plus petite que 6M : soit Sp la hautenr de certe
dernidre pyramide, et sa solidité, déduize de celles
des pyramides précédentes, sera encore § pX(3abe
+M); done, & canse de M>{abe, et pir con-
séquent tabe+M>tabe, il Sensnivraic que la

£

[Xa]
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solidité de la pyramide Sabc¢ seroit >SpXtabe.
PRésnleat absurde, puisqu'on a prouvé dans le co-
rollaire II de la propesition précédente, que la
solidité.d’une pyramide triangulaire esc toujours
moindre que la moidé du produit de sa base par
sa hauteur; donc 1.¢ il est impossible que la so-
lidité de la pyramide SABC soit-plus grande que
SOx;ABC. ' .
Soit 2.° SABC=S0 X (§ ABC—M), on prouvera,
comme dans le premier cas, que la solidité de la
pyramide SDEF, dont les dimersions sont deux
fois moindres, est égale & SP X (; DEF—23); et, en
. continuant la snite des pyramides dont les cdtés
décroissent en raison double, jusqu'a un terme
quelconque Sabe, on uura de méme la solidicé e
la dernidre pyramide Sebe=Sp X (1a b c—M). Mais
les bases ABC, DEF, LKM... abc, formant une
suite décroissante dont chaque terme estle quarz
-du préctdent, on parviendra bientdt & un terme
abe, égal 2120, ou qui sera compris eatre 12M
et 5M, de sorte qu'alors fabc—M sera ouégal at
abe, ou compris entre tabe etzéro, erla solidité de
12 pyramide Sabc sera ou==SpXiabc ou <SpX:
Labec. Résultatencore absurde, puisque, snivant le
corollaire I de la proposition précédenre, la soli-
dité¢ d'une pyramide triangulaire est toujours plus
grande que le quarc du produit de sa buse par sa
hauteur. Donc 2.° 12 solidité de la pyramide SABC
ne peut &cre plus petits que SO X;ABC..
Donc enfin lz solidité de la pyramide SABC=
SO%X+ABC ou =$ABCX SO, conformément al'é-
znoncé du théoréme.
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184 GRomET g,
)2y sont entre elles connue les hases ABGDE, XY4.

"

Douc si les bases ANGDOE, XY7, sont éuivalentes, les
scclions failes & deale hautewr sont pareillement
équivalentes,

PROPOSITION XVIL
THEO R MK,

Deux pyramides triangulaires qui ont des ba-
ses dquivalentes et des hauteurs dgales, sont
Squivalentes.

bzt 213, - Soient SABC, sabe les deux pyramides dont les

" bases AUC, abe, que nous supposons placdes sur un

méme plan, sont Copuivalentes et qui ont mdme hau-

teur "F'A§ si cos pyramides ne sont as équivalentes,

soiteabe la plus petite et svit A Ia hautenr d'un prisme

qui dtant coustruit_sur la bhase ADG, serait dgal &

leur dilférence. '

Divisezlahautear commune A'Len partieségales plus

petites que Az, et soit & une de ces parties; por les

points de division de la hawteur, faites passer des

plans paralléles au plan des Luses; lus sections laites

parchacun de es plans dans les deiis pyramides, seront

s, dquivalentes®, telles que DEF et def, GUT et ghi, ete.

€ Gela posé, sur les triangles ADC, DEF, GII, etc., pris

pour hases, coustrnises des prismes extérieurs - qui

aient pour ardtes les parties AD, DG, GK, ete..du

co1é SA s de méme sur les riangles def) Lhiy ke ete,s

pris pour bases , construisez dans la secondo pyvamide

des prismes intéricurs qui ajent pour ardtes les partics

correspondantes du edtésay tons ces prismes puiticls
nuront pour hanteur commune, &,

Lo somme des prismes extéricurs de I pyramide

SADG est plus grande que cette pyramide, la somme
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des prismes intéricurs oe la pyramide sabe est plus
petite quo cette pyramide; doue par ces deux raisons
Ia différeuce entre les deux sommes de prismes devra
dire ‘plus grande que la différence enire les deux
pyr'\nndcs.

Or & partir des bases ARG, abe, le second pnsme
extériecur DEFG est équivalent an prewier prisme
intéricur defir, puisque leurs bases DEIY, def, sont
équivalentes et quils ont une méme hauteur & ; sont
dquivalents par la méme raison le troisicme prisme
extéricur GIHIK et le second intéricur ghid, le qua-
tridme extéricur et le troisitme intéricur; ainst do
suite jusqu'asu dernier des uns et des autres. Done
tous les prismes extéricors do Ia pyramide SADG, &
Fexception du premier ABCD, ont leurs dguivalewts
daus les prismes intérieurs de la pyramide sabe, Done
le prisme ADGD est la différence entre Ia somme des
prismes extéricurs do la pyramide SADG et Ia somme
des prismes intéricurs de la pyramido sabe; smais la
dilférence de ces deux sommes est plus grande que
Ja différence des denx pyronides; done il fawdiait
gue le prismo ABGD fiw plus grand que lo prisme
ABCX; or an contraire il est-plus petit, puisquiils
ont une méme base ABC, et que la hauteur & du
prewivr est moimdre gue la houteor Az du second.
Donc Ihypothése d'on Pon est parti ne sauratt avoir
lieu; done les deux pyramides SADG, sabe, de bases
dynivalentes et de hauteurs égales, sont équivalentes,

PROPOSITION XVIIL

TIHRO RN B,

Toute pyramide ri(mgulm'l'c est le tiers du
prisme triangalaire de méme base et de wéme
hauteur.

Suit SABG wne pyramide lriangul‘nim, ABGDES un g 216,
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prismotriangulaive de mdme base et domdme bauteur,
je dis quo Ia pyramude-est le tiers du prisme;

Retranches du prisme la pyramide SABG, il restera
le solide SACDE, quon peut considérer comme ung
pyramide quadmngulaire dont le sommet est S et yui
a pour base le parallélogramme ACDL; tirez I diago-
wale CE et conduisez le plan SCE qui partagera la py-
ramidequadramgulaive en dens pyramides triangulaives
SACE SDCE, Ces deus pyvamides ont pour hauteur
commuue a perpendicalaive sbaissée du sommet S
sup le plan ACDI 5 elles out des Lases dgales, puisque
les triangles ACE, DCE, sont les deax moitids dumdme
pavallélogramme; done les deux pyramides SAGE,
SDCE, sunt équivalentes entre élles 3 mais Ia pyranide
SOCLE etla pyrmmide SANC ont des bases duales ADG
DES; elles ont aussi méme hantear, car cette hawenr
est la distance des plans paralleles ADC, DES. Done
les denx pyramides SANC, SDCE, sont dyuivalentes 3
mais on a démontré que la pyramide SDCE est diui-
valente A b pyramide SACE 3 done les trois pyramides
SADG, SDUE, BACE, qui composent le prisms AID
sont équivalentes eotre elles, Done la prramide SABC
est le tiews du prisme ABD qui a mdéme bass et
méme hauteur,

Corvllaire. La solidité d'une pyramide triangulaire
ést égale au tiers du produit de sa base par sa havteur,

PNOPOSITION XIX,
Tugon fmx,

fg.as.  doute pyramide SABCDE a pour mesure le
tiers i produit gle sa base ABCDY, par sa hau-
tewr MO,

Gar en faisant passer les plans SEB, SEG, par los
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LIVRY VI 187
diagonales BN, EC, on divisera la pyramide polygo-
nale SADCDE en plusicurs pyrawides triangulaives
qui auront toutes la médme hauteur SO, Mais par le
théordme précddent chacune de ces pyramides se
mesure en wultipliant chacune des bases ABE, BCIE,
GDEy par le tiers de sa hauteur SO 5 done la smnme
des pyramides triangulaires, ou la pyranide polygo-

nale SABCDE, aur ponr inesure la somme des tri-

angles ABE, DCE, CDE, ou le polygone ADCDE,
multiplié par $50 5 done tonte pyramitle a pour we-
sure Je ticrs du produit de sa base par sa hauteur.

7
Corollaire 1. ‘Toute pyramide est le tiers du prisine -

de mdme base et de méme hawmeur,

Corollaire 11, Denx pyrmnidcs de méme hianteur -

sont entre clles conmme leurs bases, et deux pyra-
mides de mdme base sont entre clles comme leurs
hauteurs,

Scholie. On peut évaluer la solidité de tout corps
polyédre en le décompusant en pyramides, ct cette
décomposition peat se fuive de plusicurs maniéress
e des plus simples est de faire passer les plas de
division par le sunumet d"un méme angle solide 5 alors
on aura autaut de pyramides particlles quil y a de
faces dans le polyddre, excepté celles qui forment
I'angle solide d'oix partent les plans do division,

PRO POSITION XX,
T RONREMRD,

Deuz polyédres symmétrigués sont éguivalents
entre eux ou épaux en solidité.

Cat 1° deux pyranvides tviangulaires symmétriques,
telles que SADG, TADCG, ent pour mesure tomnune

fig. 203,
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ANNEXE 4 :

Si les bafes des "deux pyramides
croient d'autres poligones réguliers ou
irréguliers BCDEF, bedef, égaux en-
tr'eux, il n'y aperfonne qui ne pen-
fit encore , que routes les tranches
IKLMN s fklmn , de Pune & de Pau-
fre de ces denx Pymm:idcs devrolent
Etre égales entc’elles ; & qui n'en con
CIPt’)IPM conféquent, que les pyr;{f;ﬁ.’
desTeroient totijours-les-mémes ', loff
quelles auroient méme bafe & méms
hauteur. ‘

XXXKIL

TouT cela eftaiféy imaginer apids
la démonftration que nous avons don;

née, de I'dgalicé des prifmes qui one

mcme hauteur; cependant la fimilitud¢

entre la tranche quelconque IKLMN
d'une pyramide & la bafe BCDEF,
& I'égalitd des rranchés IKLMN &
iklmn , font de ces propolitiony, qui;

quoique fenfibles pour tout le monde, .
ont, i la rigucur, befoind’une démont’

tration ; or pour trouver cette démonf:
tration,, oneft obligé d'entrer dans plu-
lieurs conlidérations fur la fimilirude

des figures folides. Dens pyras

mides fune

encors dga-
les , f ayanc
laméme hau.
teur  leurs

bafes , fuas’
{ue des polye
gones feine

blablcy ; fone
dgales en fue

rerficie.
*F16.7.8&39,

Eléments de Géométrie de Clairaut

XXXVIIL

St les bafes des deux pyramides;;
aulien d'éere les mémes, éroient feu-
lement égales en fuperficie , les pyra-
mides feroient encore égales en foli-
died ; car foit abedef*, & arft, deux
'pyramfdcs-’niui ont la -méme haureur
al; i on Coupe ces deux'pyramides par
un plan quelconque paralléle i [a bafc;
il-eft évident quil' y aura méme mps
port de L'aire fkimn & Iaire bedef, quc
de T'aire uxy i laire 1ft ; puifque :'lclni'ngt
bedef, érant (Article XXXIV.) des
figures femblables, elles ne différent

(L Pare. Are. XLVIIL) que par leuss

échelles ag, ak, &c. & que les figures
uxy ,rft , étanc aufli femblables , elles
ne diffiérent, non plus , que par leurs
¢chelles, qui font encore les lignes ag;
ah. : ,, iy
Mais {i les bafes 17, bedef, font éga:'
lesen fuperficie, leurs pacties propor
tionnelles sxy , iklmn , ferontdonc g
les. Donc toutes les tranches des deux
pyramides arfs, abedef, anront la mé-
me étendué. Donc leurs affemblages;
ceft-tirdire, les pyramides mémes ; fe?
ront €gales en folidité. ' ‘
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- Que fi labafe rff n'¢toit pas con-
tenué exaltement dans la bafe bedef,
mais que ces deux bafes cullent une
mefure commune X, ondiviferoit cha-
cune desdeux bales dedef, rf7, en des
parties égales 3 X, & on verroit que
les deux pyramides abedef, arji, fe-
roient compofées d'autant de pyrami-

DETGEOMETRIE.
- XLI

- Puisqu'ieL ne s'agit donc que
e ot
de mefurer une fenle pyramide, pour

feavoir mefurer toutes les autres pyra-
. . H

midesimaginables , propsfons-nous-en
une extrémement fimple, qu'on peut
former en tirant des quatee angles A"}
B, C, H, d'une des faces d'un ciilie )

des nouyelles, toutes égales entr'elles, ABCDEFGH, quatrelignesau point

M O, centre de cecube;-cleft-ii-dire, le

- o e e point égalementdiftant de A, D, B, E,
que les deux bafes contiendrolent:de g, ‘ o

parties X." Dongles pyramidesabedef;  On voir, fans peine,, que cette pyra*

arfi , feréient entr'elles comme leurs mide eft Ia fixidme partie du cube, puif-

bafes. .~ . quon peut décompofer le cube en fix
* Et fi les bafes toient incomménfi pyramides pareilles, en prenant cha-

rables, on feroit toﬁjéurs V°i‘-'{ malgr(§ .queface pour bafe. Orla valeurdu cu-
cela, que les pyramides feroient en- he eftle produitde la hauzeur AF parla
tr'elles en méme raifon que leurs ba- .6 ABCH. Donc, pour avoir la va-

B e st P R Rt D mpace e e

fes, en fe fervant d'une indu&tion fem-
blablc } celle qu'on a employée dans
un pateil cas (II. Part. Art, XXVIIL)
lotfqu'il s"agiffoic de- comparer les figu-
res dont les c6tés éroient incomment
furables; c'eft-a-dire , qu'on diminué-
roit 4 linfini la mefure X, de fagon
qu'elle piic &tre cenfée mefure com:
tmune, tant delabaferfi, quede labafe
bedefo

leur de Ia py.rnmide, il faudra parea-
gerle produitde AF par ABCH, enfix

parties égales, ou, ce qui revient au
méme, il faudra multiplier la fixiéme

partie de la hauteur AF par la bafe AB
CH, & comme. la fixidme partic de la
hauteur AF eft le tiers de la hauteur
OL de'la pyramide OABCH, puil-
que fa hauteur OL eft la moirié ducoré
du cube, il s'enfuic que la mefurede la
pyramide OABCH cft le produic du
tiers de fa hauteur par fa bafe.
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XLIIL

SUPPOSONs préfentement qu'sn
aitd mefurer une pyramide quelconqug
OKMNSTV, on imaginera un cube
‘dont le cété AB 6u AF foit double d¢
la hauteur OL de [a pyramide propo!
fée, & on concevra dans ce cube, uns
pyaamide OABCH, dont la pointe foi¢
au centre, 8cquidicpour bafe une dcs:
faces ABCH du cube. Cetre nouvell
pyramide aura méme hauteur que'la
premiere ; & par conféquent, (Article
XXXIX.) la folidité de OABCH fera
& cellede OKMNSTV , commela ba’
fe ABCH 2 la bafe KMNSTV;or par

XLIIL

CoMME nous avons vii (Article
KXI.) que la folidité d'un prifine, eft
le produit de labafe par la hautcur, il
eftclair, par PArticle précddent, que
les pyramides feront tofijours le tiers
des prifmes qui auront. méme bafe &
méme hauteur..

JXXXL

. - Les réfléxions fuivantes confirme:
ront ce foupgon. _ _

.-:Soient ABCDE, abede , deux pyri-
mides, dont les hauteurs’ AH; :ahy
fotent les‘'mémes, & dont les bafes

VAricle précédent , Ie produit du ticrs: foient deux figures dgales,” par exem-
dela hauteur commune OL par la*bnfc‘ ple, deux quarrés égaux BCDE, bede s
ABCH,cftla valeur dela pyramide OA’ f on congoit que ces deux pyramides
-BCH ; doncle produit du tiers dc'l:.v; foient coupdes par une infinité de plahs'l
méme hauteur commune OL par laba~ paralléles  leursbafes, on imaginera ,
fc KMNSTV, fera lavaleurdela PYr~ fans peine, que ces coupesde pyramide
mide propofée OKNMNSTYV. donneront des quarrés égaux IKLM,
Et par-la, ondécouvre ce théorfme ikim, & par conféquent, que les deux
‘général, qu'une pyramide a pour me- pyramides peuvent dtre regardées com-
fure le produit de fabafe parle ticrs de  me des affemblages d'un méme nombre
fa hauteur. de tranches, qui dans-ces deux pyrami-
des feront égales chacune & fa correl

La foltdind pondante. Donc, conclura-t-on, la
J"une pyrae A :
mide quels fomme des tranches eft la méme, de
e i de oo, PAtE 8 d'autre @ Ceft-idire, que les

.3 pyramie o . . o ge
f3 bafe pat le ds en lc ticrs deux pymmxdcs ont la méme folidité. .
clers de (s du peitine qul Lt
haueeur, 3 mdme bale
& mdme

hzugzur,
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XXXIX

.St labafe bcdef de I prcmxcrc PY:

ramide contenoit un certain nombre de
foisla bafe rft , la folidité de la premie-
re -pyramide abedef , contiendroit le
méme nombre de fois la folidicé de la
feconde arfz.
-~ Car, encecas, Ia b'zfc bedef érane
divifée en plufieurs parties, done cha-
cune fiit égale & Ta bafe: 1ft; on pour-
roit concevoir la pyramide abedef,
comme. compolée de plulieurs autres
pyramides , qui auroient pour bafes les
parties de bedef. Or chacune de ces
nouvelles pyramides feroit égale i la
feconde pyramide arft, felon que nous
Pavons prouvé dans I'Article précé-
dent. Donc, &ec.

teue , fene
ente’elies
connme feurs
bales,
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PROBLEME 1ére S

Le calcul du volume d'une pyramide
d'aprés les Eémenls de Géoméirie de AM Legendre (1794)

On suppose connue fa formule V.= Bh donnant le volume V. d'un
prisme de hauteur h et dont'la base a pour aire B et on se propose
d'établir une formule permettant de calculer le volume d'une pyramide. -

I Démonstration de la proposition XVI (livre V1) i )
. - Soit SABC e pyramide triangulaive dont’'S ese ~ compasée de dewx prismes AGHFDE, :.EGI?]:H R
Ie sommet ez ABC la base; si om.divise les cdiés SA,  équivalents enere.cuz, et de deuz pyramides égales
8B, SC, AB, AC, BC, en deux pardes égales auz ~ SDEF, EGBL
"poins D, E,F, G, H, 1, e qua par ces points on |
£ra lss lignes DE, EF, DF, EG, FH, EI, GH, jedis
980 pourra considérer Is prramide SABC, comme

1) Faire la figure proposée. Donner la définition d'un prisme et démontrer
que EGICFH, et, AGHFDE sont des prismes. '

2) Soit O et P les projetés orthogonaux de S sur (ABC) et suc (DEF).
Montrer que P est le milieu de (5,0). Montrer que le volume de AGHFDE

vaut é—.&(ABC)xso (A(ABC)désigne l'aice de ABC).

3) Soit X et Y les points définis par CX = HF = 1Y, Quelle est 1a nature du
solide EGIYXFHC ? Calculer son volume, celui du prisme EGICF et comparer
ce dernier avec le volume de AGHFDE. Comment doit-on comprendre
I'expression “prismes équivalents” utilisée par Legendre ?

4) Démontrer que la pyramide SDEF a pour image EGBI par une
translation 4 préciser. Que peut-on dire de ces 2 pyramides et de leurs
volumes ?

il Démonstration des coroflaires I et II

1) Montrer que le volume de SABC est supérieur au double du volume de

AGHDE et en déduire le corollaire I : ' ‘

“solidité” signifie volume. la soliditd d'une pyrammide triangulaire ese plus grande
que le quars du produit de sa base par sa hauteur,

2) Quelle est I'image de la pyramide SDEF par la {ranslation de vecteur
SD? Comparer les volumes de SDEF et AGHFDE. En déduire que le volume
de SABC est inférieur 4 4 fois le volume du prisme AGHFDE puis

dé er le corollaj . - .
montr corollaire 11 _ . fla solidité de toure pyramide eriangulaire ess
maoindre que la moidé ds produic de sa base par sa .
hauseirr. N



474

Il Lecture de la proposition XVII

A.1.) lire fes lignes 1 2 8. ,
Nous allons suivre la démonstration de Legendre, qui est une double
démonsiration par I'absurde (lire lignes 9 4 [1).

Legendre vet ddbord modlrer que fe voludie V de [a pyrinilde SABC ne

peut étre supérieur 2 %A(ABC)xSO. 11 suppose (hypothése Hy) que
1

v o 3 A(ABC) +M );(so avec M, réel strictement positif.

2°) Lire les lignes 12 4 34

Quelle formule obtient Legendre pour le volume de SDEF? Reprenez, avec
vos propres termes la démonsiration de cette formule.

3°) Legendre imagine alors une suite de pyramides de sommet S.
Expliquer comment on obtient une pyramide 3 partir de la précédente
(lice les lignes 35 4 43).

. Considérons la suite (h,) des hauteurs de ces pyramides, hp=30."
Quelle est 1a nature de la suite (h,)?

. Soit (a,) la suite des aires des faces opposées 3 S de ces pyramides.

2,=A(ABC). Quelle est la nature de la suite (a,) 7 Exprimer 2, en fonction
de n. Préciser le sens de variation et 1a limite de la suite (g,).

4) Lire les lignes 43 2 48. Justifier l'existence de la pyramide Sabe telle

que Aabc)<6M. Quel est le volume de la pyramide Sabe?
Lire les lignes 48 457. A quelle contradiction aboutit le raisonnement de
Legendre? Que peut-on en conclure?

B. A partir de la ligne 58 Legendre veut montrer que le volume V de la

1
pyramide SABC ne peut étre inférieur 2 3 Alabc).S0.

Il suppose (Hg) : V= SOx( %A(ABC)-M ) ( avec M un réel positif) et
imagine la méme suite de pyramides qu'en A.

1) Démontrer que, avec I'hypothése (Hp), le volume de SDEF est égal &
SPx (ZA(DEF)-M).

2°) Justifier I'existence de la pyramide Sabc vérifiant 3M <Alabc) <12M.
A quelle coniradiction aboutit le raisonnement? Quelle est donc la
conclusion de Legendre?

Question complémentaire : .
Cette formule peut-elle s'étendre 2 une pyramide dont fa base n'est
pas triangulaire? Justifier la généralisation de la formule.

Le texte joint est celui de la proposition XVII (Annexe 2)
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Conseil pour e professeur : dans I'énoncé de la lere question, jai
demandé aux éleves de rechercher fa définition d'un prisme. La plupart
ont eu recours aux dictionnaires, qui n'ont pas souvent donné de
définition trés commode ; certains éléves oni montré, de lacon tirés

fastidieuse que toutes les faces des solides considérés étaient des
parallélogrammes. Il est souhaitable d'orienter fes éléves vers la
définition du prisme a I'aide d"une translation qui transforme une base
en ['autre.
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ANNEXE 6 : hzo
Volume d'une pyramide.

‘L'homothétie h de centre S de rapport . cm= I R
1- _IZ_{Q est telle que :

h(0)=M, Ao
h(ABC)=A,B,C,
Soit a(z,) l'aire de A,B,C,

a(z°)=(1.;‘_l—°)2x B avec B=A(ABC) A

. Soit V(z,) le volume du tronc de pyramide 2 ~
ABCA,B,C,. 0140 =30k

Pour h > 0, V(z,+h)-V(z,) est le volume hachuré 0S= H
du tronc de pyramide A B,C,A;B,Cy

Ce volume est compris entre celui du "prisme intérieur” de base a(zo+h) et de hauteur h
et celui du "prisme extérieur” de base a(zo) ¢t de hauteur h.

a(zy+h) x h € V(z,+h)-V(z,) € a(z,) x h

a(zg+h) < w < az,)
_ 2
donc lim W= a(zo) =B (1-52)
h_)o
h>o
Pour h<o on a : a(z,+h) £ \&%2 & a(z,+h) donc le méme résultat donc
2
V est dérivable et V') = B(17) or v(0)=0
donc
5 Z+\2 22 z3 i 1
ven= [ B(1-D%z = BlzF+ 25| -y
0 3H g
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NOTES

* Je remercie le groupe M: A.T. H. et tout particuliérement Martine
Biihler et Jean-Luc Verley pour leur aide, leurs critiques et leurs
conseils.

(1) Je ne sais rien des trois premiéres éditions auxquelles je n'ai pas pu
maltheureusement avoir acces, mais dans la préface de la 12tme édition,
Legendre indique qu'il transforme la démonstration, lui redonnant un
caractére plus proche de celui de la démonstration de la 1¥eédition

(2) Hilbert tentait de deviner le futur des mathématiques par un choix de
27 questions qui ouvrirent effectivement une grande partie du champ
d'investigations du 20%me siecle.

(3) Dans un article des Nouvelles Annales de Mathématiques, R. Bricard
en 1896 avait déja devancé la question de Hilbert et répondu par la
négative. La démonstration repose sur des relations entre les diedres des
solides et I'incommensurabilité du di¢dre du tétraddre régulier avec
celui du cube.

(4) Ce qu'Euclide appelle hauteur du prisme P, ne correspond pas 2 la
définition actuelle (distance entre les bases parallles).

(5) L'un des prismes contient la pyramide KEBZ égale 4 chacune des
deux "petites pyramides”. Le volume des deux prismes est supérieur au
volume des deux petites pyramides et supérieur 2 la moitié du volume
de TII.

(6) Dans cette proposition, Euclide met 3 jour ce que nous pouvons
comprendre comme une suite qui tend vers 0. "Deux grandeurs inégales
étant données, si l'on retranche de la plus grande une partie plus grande
que sa moitié, si l'on retranche du reste une partie plus grande que sa
moitié et si I'on fait toujours la méme chose, il restera une grandeur qui
sera plus petite que la plus petite des grandeurs données".

(7) Bien entendu, Euclide n'établit pas la formule V=\F(1,3) Bh comme
le fera Legendre, il ne calcule pas un volume, mais le compare 2 un
autre, connu.

(8) Le volume d'un prisme a été calculé auparavant et 4 la proposition
XV, Legendre a montré qu'étant données deux pyramides de méme
hauteur et de bases B et B', situées dans un méme plan, leurs sections S
et S' par un méme plan paralléle au plan des bases, sont semblables aux
bases dans le méme rapport. (\F(S,S") =\F(B,B") ).

(9) Dans la définition 10 du livre XI: "Les figures solides égales sont
celles qui sont comprises par des plans semblables, égaux en nombre et
en grandeur”, Euclide ne se préoccupe pas, comme Legendre, de
I'égalité des angles di¢dres (ce qui d'ailleurs ne pose pas de problémes
pour les solides considérés ici).

(10) On peut remarquer que Legendre évite tout usage de quantités
négatives,, méme pour établir la contradiction d'un raisonnement par
I'absurde.
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(11) Je m'inspire pour cette définition de I'article de F. de Gandt dans la
brochure APMEP n° 65 "Fragments de l'histoire des mathématiques II"
(1987).

(12) Dans ses Eléments de Géoméirie £crits pour des commengants,
Clairaut ne fait pas usage du langage des rapports. Si les bases B et B’
sont incommensurables, Clairaut suggére de "diminuer 2 l'infini" la
mesure X pour qu'elle puisse étre, & peu de chose prés, considérée
comme mesure commune 2 B et B'.

(13) L'expérimentation sous forme de devoir 2 la maison permet de
tester clairement la lisibilité et la difficulté d'un énoncé. Mais cette
activité peut &tre, par exemple, décomposée en un exercice préparé a la
maison (1¥e partie ) et un T.P en classe (lecture et commentaire du
texte).

BIBLIOGRAPHIE

EUCLIDE Les Eléments traduction Peyrard édition Blanchard 1966

EUCLIDE The 13 books of the Elements
traduction Heath édition Dover 1956

A.M. LEGENDRE Eléments de Géométrie ( 1794)
12° édition 1823

A.C. CLAIRAUT Eléments de Géométrie (1741)
S. LACROIX Eléments de Géométrie ( 1811)
Pere LAMY Eléments de Géométrie (1685)

R. BRICARD in Nouvelles Annales de Mathématiques 1896 : Sur une
question de géométrie relative aux polyédres

E. BARBIN Heuristique et démonstration en mathématiques : la
méthode des Indivisibles au XVII°® siécle Brochure APMEP n° 65
1987

F. de GANDT Naissance et métamorphose d'une théorie mathématique,
la géomérrie des Indivisibles en Italie. Brochure APMEP n° 65 1987



