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PERIMETRE ET SURFACE DU CERCLE

DANS LES MANUELS FRANCAIS DE
LA FIN DU 18¢ME SIECLE :
BEZOUT, PEYRARD, LEGENDRE ET LACROIX.

Pierre LAMANDE

Les quatre textes proposés contiennent tous des démonstrations des mémes
propositions : surface et périmétre d'un cercle. De plus, ils sont extraits de
manuels frangais dont les dates de parution sont rapprochées. Le "Cours de
mathématiques a l'usage des gardes du pavillon et de la marine" de Bézout eut sa
premiére édition entre 1764 et 1769. A partir de 1795, ce traité fut republié par
Peyrard qui y joignit de copieux additifs. La premiére version des "Eléments de
géométrie" de Legendre date de 1794 et celle de "Eléments de géoméirie a
l'usage de I'Ecole Centrale des Quatre Nations" de Lacroix parut en 1799. Pour
autant, et c'est i notre propos, les preuves fournies sont trés diverses. Les
différences observées ne sont pas conséquences de considérations pédagogiques
ou didactiques, mais bien dues 2 des visions profondément divergentes sur la
nature des théories mathématiques et de leur devenir. Nos quatre auteurs partent
tous des mémes données, théoréme de Thalés et surface des triangles, pour
établir les périmétres et les surfaces des polygones réguliers 1. Ces resultats sont
rappelés dans les n°135 et 150 de Bézout.

La démonstration du "Cours de mathématique & l'usage des gardes du
pavillon et de la marine" est caractéristique de la tradition francaise inaugurée
par Pierre de la Ramée, dit Ramus, et surtout par "Les nouveaux éléments de
géoméirie” d'Amauld (Paris 1667). La tradition euclidienne déja mise 2 mal par
Descartes dans sa "Géomérrie" (Leyde 1637) était abandonnée par les auteurs
frangais au profit d'un appel & 1'évidence, 2 l'intuition. L'ordre euclidien fut
profondément bouleversé et les démonstrations par I'absurde pour l'essentiel
abandonnées. Le lien entre les résultats prouvés sur les polygones réguliers et
ceux désirés sur les cercles est obtenu de manitre presque immédiate par un
passage a la limite. Le cercle est en effet considéré comme un polygone régulier
d'une infinité¢ de c6tés. Dans cette optique Bézout peut facilement conclure que
“les circonférences de cercle sont entre elles comme leurs rayons ou leurs

1L encore les méthodes utilisées pour aboutir & ces résultats different.
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diamétres"(n°136) et que "pour avoir la surface d'un cercle, il faut multiplier la
circonférence par la moitié du rayon”(n°151). Bézout donne ensuite des valeurs
approchées du rapport de la circonférence au diamétre 2, Ce type de preuve est
totalement cohérent avec la philosophie de Bézout dans 'ensemble de ses traités .
Certes des raisons pédagogiques peuvent étre recherchées pour expliquer la
nature simple , sinon simpliste , de ce type de justification. Les résultats obtenus
sans grande difficulté permettaient d'établir rapidement le corpus nécessaire aux
ingénieurs militaires destinataires de ces ouvrages. Il s'agissait de former non des
mathématiciens mais des techniciens. Mais 12 n'est pas l'essentiel. Comme
beaucoup d'auteurs de I'époque, Bézout se jugeait parfaitement en droit d'utiliser
cet appel 2 lintuition. Les mathématiques, issues du monde réel, n'ont pas pour
lui 2 justifier leurs principes de base : leur évidence repose sur la perception
sensible que nous en avons, fondement de notre connaissance. On retrouve ici
I'influence condillacienne si forte durant le 182me siécle frangais.

L'ironie peut étre facile. Pourtant, lorsque nous définissons une courbe
rectifiable AB comme celle ol l'ensemble suivant est borné

n
{Ly= 3 IMMyll od 6 =M, My,..., M, est une suite de points de AB }

i=1
et que nous appelons longueur de cette courbe la borne supérieure de cet
ensemble, c'est toujours la méme idée qui est en jeu. 3

La philosophie sous-jacente  ce genre de raisonnement avait déja fait I'objet
de critiques , notamment de la part de d'Alembert 4. 11 fallut cependant attendre
la Révolution pour voir de nouveaux manuels qui allaient essayer de fonder la
géométrie sur des bases différentes. Les principaux ouvrages, au moins par leur
audience, sont les trois derniers titres dont nous avons tiré les démonstrations
proposées.

Peyrard réclame un retour aux Anciens. Il les connaissait bien car c'est lui
qui fit entre 1814 et 1818 I'édition trilingue (grec, latin, frangais) des Eléments
d'Buclide , puis en 1819 I'édition francaise. Il traduisit Archiméde en 1807.
Pour autant, lors de sa réédition du Bézout, ses notes ne suivirent pas toujours la

2 il cite Ja valeur donnée par Archiméde de 22/7, celle d'Adrien Métius de 355/113 sans donner

aucune preuve. Archiméde encadrait 7 entre 3+10/71 et 3+1/7 .

3 Lorsque la courbe AB est définie par {(x(1),y(1)) : te [ab]} avec t —=(x(1),y(t)) de classe ct par
b

1
morceaux, on retrouve que la longueur égale N X3 + y'(tz) dt, formule souvent prise pour
a
définition.

4"Mélanges de littérature , d'histoire et de philosophie” Amsterdam 1759. Réédition partielle "Essai
sur les éléments de philosophie" Paris 1986
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logique des illustres grecs. 5 Cependant, dans les propositions que nous étudions,
Peyrard copie scrupuleusement Euclide et Archiméde. La proposition 85 n'est
autre qu'Euclide X 1. La seconde (n°86), que l'on peut écrire en termes
contemporains "si B est le milieu de I'arc AC, alors le triangle ABC est plus
grand que la moitié du secteur angulaire Aﬁc\ compris entre l'arc @et le
segment AC", est tirée d'Euclide XII 2 (cf. figure 48). La troisitme (n°87),
trouve son origine dans "De la mesure du cercle” d'Archiméde. La quatritme
(n°88) est toujours due & Archiméde (Peyrard décompose en deux propositions la
preuve archimédienne). La cinquieme (n°90) reprend mot & mot Euclide XII 2.
La demitre (notée faussement 87) est une conséquence directe des deux
précédentes. Elle est pourtant absente chez les Grecs ; on retrouve ici I'évolution
subie par la notion de rapport. En effet, Peyrard comme ses prédécesseurs ne
reprend pas la définition euclidienne de rapport de grandeurs et ses
conséquences, objet du livre V coeur des Eléments. Nombres et grandeurs sont
identifiés , notamment grice & l'approximation permise par le systtme décimal .
Dans ces conditions, si C, et C, sont deux cercles, T, et T, deux triangles
rectangles ayant pour cdtés de l'angle droit le rayon et la circonférence
respectivement de C, et de C,, on déduit des deux résultats précédents 1'égalité :

. . 2 . C .
aire C; (circonf C;) aire T; diamétre Cx circonf C;
aire C2  (circonf C,)° aire T, diamétre C,x circonf C,

circonf C; _ diamétre C,
circonf C, diameétre C,

d'ott

Nous retrouvons donc globalement chez Peyrard l'esprit des anciens
géométres. Pour autant , si la démonstration par l'absurde est redevenue le
principe essentiel de la rigueur mathématique, la philosophie grecque est
profondément trahie. L'acceptation des grandeurs comme extension des nombres
porte le sceau de I'‘évolution des mathématiques opérée depuis les premiers
travaux algébriques des arabes et poursuivie par la tradition européenne.

L'oeuvre de Legendre se situe & un autre nivean. Rompant avec
I'architecture euclidienne, admettant lui aussi l'extension des propriétés des
nombres aux grandeursé, Legendre s'est profondément interrogé sur les points
délicats de la géométrie euclidienne (théorie des paralleles, égalité des
polyédres...) et a intégré dans sa géométrie des résultats récents , ouvrant ainsi

5p. LAMANDE. “"L'enseignement de la géoméuric en France i la fin du 18&me sidcle : les ouvrages de Legendre, Peyrard et

Lacroix.” & paraitre,
6Legenclm , contrairement 2 Bézout , Peyrard et Lacroix, n'a pas rédigé de traité complet, mais uniquement une géométrie. 11

n'insiste pas beaucoup sur ce point apparemment acquis.
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de nouvelles perspectives(conjecture d'Euler) 5. La nature méme des preuves
données ici révele I'évolution.

La proposition IX essaie de redémontrer ce qui pour Archiméde était un
axiome, a savoir la comparaison entre la longueur d'une ligne courbe et celle
d'une ligne convexe qu'elle enveloppe. En fait, la démonstration n'aboutit pas.
Bien que Legendre admette que par tout point d'une courbe convexe, il passe une
droite qui ne rencontre cette courbe qu'au point, il ne réussit a établir (grice a
l'inégalité triangulaire qui est chez lui un axiome ) qu'un résultat : si l'on se
donne une ligne enveloppante différente de la courbe convexe, on peut construire
une autre ligne enveloppante plus courte. Cette proposition n'est pas moins
révélatrice de la volonté de Legendre de minimiser le nombre d'axiomes. La
proposition X est la clé des autres démonstrations . Grice aux constructions qu'il
y développe , Legendre peut comparer le rapport des circonférences des cercles
ou de leurs surfaces au rapport de leurs diamétres. Il ne rédige d'ailleurs que la
démonstration concernant le rapport des périmétres’. Elle fait intervenir un
raisonnement par l'absurde mais d'une maniére beaucoup plus directe que chez
Peyrard. La proposition XII affirme que l'aire du cercle est égale au produit de
sa circonférence par la moitié du rayon. La preuve est toujours par l'absurde et
repose sur les constructions de la proposition X. Le raisonnement est cependant
beaucoup plus direct que la preuve euclidienne. On retrouve bien ici une
caractéristique de Legendre. Il met systématiquement en application les voies les
plus rapides. Si sa géométrie est fondamentalement de nature axiomatique, il
désire avant tout diminuer le nombre de postulats admis et , pour ce, recherche
le fondement des démonstrations géométriques . Le procédé de dichotomie, le
principe d'Eudoxe (Euclide XI) , si chers aux grecs , ne sont plus chez Legendre
les passages obligés. La comparaison avec Peyrard montre l'efficacité de la
méthode adoptée. Cependant, celle-ci reste fondamentalement géométrique : dans
le corps méme du texte, Legendre se refuse a toute intrusion de I'analyse.?

Telle n'est pas la conception de Lacroix. On retrouve chez ce dernier la
volonté de démonstrations directes, refletant la "méthode analytique™ qui lui est
chére. Le n°150 par lequel nous commencons le texte , est le corollaire d'une
proposition ol est montré comment I'on peut , & partir d'un polygone régulier
inscrit dans un cercle , construire un autre polygone régulier circonscrit ayant

5

71 se contente de dire : "Un raisonnement ct une construction entitrement semblables serviront & démontrer que les surfaces des
cercles sont comme les carrés des rayons”. Cette démonstration est pourtant plus simple, les inégalités entre surfaces étant plus
faciles & admettre que les inégalités de longueur.

811 faut excepter la "démonstration” donnée de la 3eme 2 la 8eme édition de son ouvrage, de 1'égalité de la somme des trois
angles d'un triangle & deux droits. Elle est basée sur la notion de fonction et la “loi d'homogénéité” .Elle fut reprise en note dans

les éditions suivantes.
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méme nombre de c6tés. (figure 87, on méne les tangentes aux sommets) et
réciproquement. Le paragraphe n°150 exprime le rapport entre le c6té du
polygone circonscrit, celui du polygone inscrit et le rayon du cercle. La
remarque 151 est fondamentale car elle note que si , par dichotomie , on double
le nombre de cotés des polygones réguliers inscrits et circonscrits, la différence
entre les deux périmétres diminue et peut étre rendue aussi petite que I'on veut.
Admettant le principe d'Archiméde que Legendre voulait démontrer , Lacroix en
déduit au n°152 que I'on peut construire un polygone régulier circonscrit au
cercle tel que la différence entre le périmétre de ce polygone et celui du cercle
soit moindre qu'une grandeur donnée. Suit la proposition 153 qui est un pur
lemme d'analyse :" Si deux grandeurs invariables A et B sont telles que l'on
puisse prouver que leur différence A-B soit moindre qu'une troisiéme grandeur
9, quelque petite que puisse étre cette derniére, ces deux grandeurs sont égales
entre elles."®. Griace a4 ce résultat, il prouve immédiatement, que les

. . . C
circonférences des cercles sont entre elles comme les rayons. En effet, si C est
. . . . R . . P
le rapport invariable des circonférences, R+ le rapport invariable des rayons , P
f s P . . P R
le rapport des périmétres des polygones réguliers circonscrits , on a PR o

ireg cC R, - . f s g Tieg
la différence entre C' et ¢tant aussi petite que I'on veut , on en déduit I'égalité

éq. = i%‘ . Ceci suppose évidemment ce qu'on appelle aujourd'hui la continuité du

quotient. C'est un principe identique qui joue pour le calcul de la surface d'un
cercle (n°185 a 187).

Lacroix évite complétement le raisonnement par l'absurde. On voit ici
l'utilisation de la méthode analytique - passage du connu (aire et périmétre des
polygones réguliers) & l'inconnu (aire et périmétre des cercles) grice i la notion
de limite dont les présupposés sont clairement dégagés. L'art d'inventer est
dévoilé mais la théorie des proportions et les propriétés des réels étant largement
utilisée!® on s'éloigne autant des preuves purement géométriques d'un Legendre.

Aux notions largement intuitives et non justifiées sur lesquelles Bézout
fondait ses preuves, nos trois auteurs ont opposé des rigueurs trés variées.
Peyrard retourne aux principes démonstratifs des Anciens . Legendre les
réordonne dans une logique qui lui est propre, ol les métliodes grecques sont
réutilisées dans un nouveau cadre conceptuel . Lacroix enfin, conséquent avec sa
foi en la prééminence de la méthode analytique, centre ses démonstrations sur la

IManifestement il suppose A>B.
10 s grandeurs forment un corps archimédien totalement ordonné. La continuité des quatre opérations est également

supposée.
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notion de limite Si Peyrard n'ouvre pas de voie nouvelle , Lacroix et Legendre,
chacun & sa manitre, tendent bien 2 reconstruire 1'édifice géométrique. Tous
deux répondent 2 la demande de Laplace formulée & I'Ecole Normale de 1'an III
“Préférez dans l'enseignement les méthodes générales, attachez vous a les
présenter de la maniére la plus simple et vous verrez en méme temps qu'elles
sont presque toujours les plus faciles.”
Les trois manuels de Peyrard, Legendre et Lacroix ont une structure logique qui
répond & des nécessités purement internes aux mathématiques. Dans les
démonstrations que nous avons étudiées la question principale était la notion de
limite . Peyrard et Lacroix dans les préfaces de leurs ouvrages expliquent
longuement les principes qu'ils ont adoptés et qu'ils mettent en oeuvre dans
l'étude du cercle entre autres (en fait les mémes méthodes servent pour I'étude
des corps ronds : sphéres , cones , cylindres , etc...). ’
Sous-jacent  toutes ces démonstrations et expliquant leur diversité, ce sont
fondamentalement des optiques différentes sur les mathématiques et leur devenir
qui ont guidé nos auteurs. Les méthodes de démonstration ne sont pas
intemporelles. Elles renvoient & un corpus théorique et & une philosophie qui les
justifie. Bien sfir, les soucis pédagogiques ou didactiques ne sont pas absents.
Lacroix en particulier s'explique longuement sur ce point!!. Mais, ils ne sont pas
primordiaux. Le succes de Bézout, Legendre, Peyrard et Lacroix pendant plus de
trente ans montre que leurs réflexions trouvérent un écho. L'alliance de
simplicité et de rigueur que nous trouvons aussi bien chez Legendre que chez
Lacroix est le signe d'une pensée mathématique strictement organisée en fonction
de quelques idées force. Leur richesse dépasse I'habileté du pédagogue pour
développer une pensée 2 la fois exigeante et féconde. Leurs contemporains I'ont
bien senti.

ML acroix : Essais sur I'enseignement en général et celui des mathématiques en particulier*Paris 1805.
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135. Si Lon congoit la circonférence ABCDEFG I
fig. 74 ) divisée en tel nombre de parties dgales qu’on vou-
ra, etsi, ayant tiré du centre b, aux. points de division ,

~d.es rayans IA,IB, ctc. on éerit d'un autre rayonla, la
circonférence abedefgh , rencontrée. par ces rayons aux
pointsa, b, e, d, ete., il est évident que si dans clinqnc cir-
conférence on joint les points de division par des eordes,
on formera deux polygones semblables ; -car les triangles
I, abl, etc. sout semblables , puisqu’ils ont un angle
commun cn I compris entre denx ciés proportionnels 3 ear
TA étant égal AIB' et laégal a 1b, onta évidemment Al:
Bl::al: 1, etlaméme cliose se démontre de méme pour
“les autres triangles. De li et de ce aqai vient d'éree die (134),
on ¢conclura donc que le contour ABCDEFGH est au con-
tourabedefgh::AB: ab,ou(i cause des triangles sem-
blables ABU,abT)s2 Az al. Comme cette similitude ne
dépend point.du nombre des cdtés de ces deux polygones ,
elle aura donc encore lien , lorsque le nombre des cotés do
chacun sera multip)ié & Vinfini : or , daus ec cas 5 01 congoit
qu’lll n’yla plus ,aucune (Liﬂ'érélllcu entre Ja qirvonuférc;tcc
et le polygone inserit 5 done les circonférences mémes
ABCDEFGH ,abedefgh serout entre elles 13 Alzal,
c’est-d-dire , comme leurs rayons 5 et par conséquent aussi
comme leurs diametres.
. 136. Concluons donc , 1° qu'on peut regarder la circon-
ﬁirzgtcgsdu cerele comme un polygone rc‘guficr d'une infinité

2° Les cercles sont des figures sentblables.

=0 M . .
3% Les circonférences des cercles sont entre elles conume
leurs rayons o comume leurs diametres.

150. St le polygone étoit rdgulicr (fig. 53 )  comme tous
les cotés sont dgaux , et que toutes les perpendiculaires
menées du centre sout égales 5 eu le concevant composé de
triangles qui ont leur somnmet al centre . on auroit la surface,,
en multipliant un des cétés par la moitié de la perpendicu-
laire, et multipliant ce produit par le nombre des edtés 3 ou,
ce qui revientan méme, , en multipliant le_contour parla
moitié de la perpendiculaire.

151, Puisqu'on pent (13G6) considérer le cercle commsa
un polygone régulier d’une infinité de cdiés , il faut done
conclure que pour avolr la surface d’un eercle ; il faut mul-
tiplicr la circonférence par la moitié du rayon.

Car la perpendiculaire menée sur un des c6tés ne differe
pas du rayon, lorsque le nombre des cdtés est infini.
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86. Siun triangle est ddcrit sur une corde dans im seg=

anent plus petit gue le demi-cercle . ¢l si ce triangle a son
sonmmef dans le milicu de Earc , ce triangle sera plus grand.
que le moilid du segment. .
* Soit I cercle ABC (fig. 43), que le segment ABC soit
plus petit que fa moitié du cercle ABC 3 que la corde AC
sojt la base dn triangle ADGC, ayant son sommet dans le
milien de Fare ABC ; je dis que le triangle ABC est plus
grand que la moitié dn segment ABC.

Menons le rayon B, et par le point B la tangente TG 3
par les points A et G conduisons les droites AY, GG,
warallele @ DB. La figure AG sera un rectangle , et ce rec-
tangle sera partagé en deux partics égales par lerayon DB. .

Puisque le triangle BEA est égal an wiangle BAF , ctle,

triangle BEC égai au triangle BCG , le triangle ADG sera -
égal 3 la moitié du rectangle AG 5 done le triangle ARC est- -

plus grand que la moitié du segment ABC 5 done , ete.

“que la surface BE
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85. Deux grandeurs indgales étant dorndes , si de la
pius grande on’retranche une parlic pius srands que sa
moilid , si du reste on refranche une partie plus grande que
sa moitid , et ainsi de suite , il restera enfin une certaine
grandeur , qui sera moindre que la plus petite des deux -
grandeurs donndes.

Soient les deux grandeurs iudgales AB, G (47), et que C
soit la plus petite; je dis gue side ADBonretrauche une partie
plus grande que sa moitié , si du reste on retranche une
partic plus grande que la moitié , et ainsi de suite, il restera
enfin une certaine grandeur moindie que la grandevr C.

Eu effet , la grandeur G étant maultipliée par nn nombre
convenable , deviendra plus guande que la grandenr ABs
quelle soit muldplice , et que DE soit un muliiple de G
plus grand que AB. Partageons DE en parties égales cha-
Gune 4 G, et que ces parties soient EF,FG,GL.De AD
retranchons une partie SH plus grande que sa moitié 5 de
AH retranchous une partic FIK. plus grande que sa moitié,
et ainsi de suite jusqua ce que le nombire des parties de AD
soit égal en nombre aux parties de LE 5 que les paities de
Al soient AK, KH, HB.

Puisque DI cst plus grand que AB 5 que Fon a retranché
de DE une partie I plus petite que sa moitié , et que F'on
a retranché de AT une partie BH plus grande que sa moitié,
$lest évident que Jo reste FID est plus grand que le reste
HA.De plus, puisque FD est plus grand gue ITA 5 que
Yon a retranché de FID une partie égale i sa moitié , et que
Yon a retranché de FLA uue partie plus grande que sa
moité , 31 esttvident gue le reste DG est plus grand que le
roste AR, Mais DG est égal 3 G5 done AK est plus petit
gm: C: done il reste de Ja grandeur Al} nue grandeur moin-

re que la grandeur domnée G,

v 1% (73
AT

87 8idrun point pris hors dun cerele BCD (6g-49) »
on mene dews tangentes Al , AD dee cercle, et sipar le
point G, miiien e are BCD , on mene la tangente BF
Lo triengle BAF sera pius grand ue la moitid de la Sfigure
'%A 11){;13 , camnprise par les droites BA AD, et par Lare

Gl -

lenons les cordes BC, CD, les droites GE , GA et
le rayen GB. Les deux triangles GEB , GEC sont égaus,
puisquiils sont rectangles . et quils ont deux cités Egaux
chacun 4 chacun 3 donc B est égal & EC; mais AL est
plus grand ({uc G, puisque AL est Phypothénuse du trian-
gle-rectangle AEC 3 donc AL est plus grand que I35
done le trangle ECA est plus grand que le uiangle ECB 3
donc , & plus forte raison , le triangle ECA estplus grand
ZCR , comprise par les droites DE,ECet
par Fare BC. Le triangle FCA est par la méme raison
plus grand que la surface DFCD comprise par les droites
entre DF , FC , et par Fare CD 5 donc le triangle entier
AEF est plus grand que la somme des surfaces BECH ,
DECDH, dont la premiere est comprise par les droites BE,
EC et par'Vare BC , et dont la_scconde est comprise pat
les drottes DIF, FC et par Vare CD ; done le triangle EAF
est plus grand que Ja moitié de la fignre BADCH , com-
prise par les droites BA, AD et par Fare IIC1) 5 doue , ete.
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and que le cercle ABCD,

“ Qe 12 irdangle BEG soit plu A
s e guared PORS an

6 cela est possible, Circons
cercle ABCH. Le quarrd jesers éant ta mehid du quarré
circonserit 5 Je corele AT 1 pins graned gue la moitid
du qnarré eirconserit 5 par les prinis A, 13, G, D, wiliew
des ares ML, I, e, , menons les tangentes TV, XY,
ZAL, B CL Le tiangle TPV sera plus grand que la moitié
de la figare HIPGLET comprise par Jes droitss FIP, UM et

par Vare 1AM (85). 1 en est de mi'ine pour les trois trian~'

gles restans XQY, ZLIRAY, IS¢V, Dane Ta somme des
guatre tiangles TPV, XQY, FIVAL, IS Cest plus
grande que moitié de la somme des surfaces NMI1IR,
HQRIL, ote. Partageans ensuite les arcs AR, 158,
BR., cte. en denx parii s ¢ par les points de divi-
sious menens des tangente t centinuons de faire Ja niéme
chese juequi ec que Pexcds du demier polygone circonserit
sur le cercle ABCD soit plus petit gue Fexets du triangle

'EI'G sur le cercle ABCD'; ce qui est toujours possible (84)."

Supposons que Pexcs du polygone TVXY , ete. sur le
cerele ABCD soit plus petit que Pexcés du triaugle EFG
surle cercle ABCD; il est évident que le polygone sera plus
petit que le triangle EFG , m:'lis an contraire il est plus
grand , puisque le polygone est dgal d un triangle-rectangle,
dont Fun des cotés de Fangle droit est égal A J5F , et dont
Tautre coté de Fangle droit est plus grand que G, ce qui
est absurde. Donc le triangle EI'G w'est pas plus grand que
le cercle ABCI). Mais on démontre quiil n'est, pas plus
petits done il lui est ¢égal. Done:, ete.

88, Un cercle quelconque esi dgal & un_ triangle rec-
tangle , dont un_des cbtés de Pangle droit est dgal au
rayon , et dont Lautre cdté de. L'angle droit est égal d la
circonférence.

Soit le cerele ABCD (fig. 50) , et le triangle FG rec~
tangle en I'; que EF soit égal an rayon , et FG égal ila
circonférence 3 j¢ dis que le triangle EFG est égal an
cercle ADCD.

Si ce triangle n’est pas égal au cercle A ABCD , il ast plue
grand que cc cercle , @ bien il est plus petit 3 gn'il soit plus’
petit que ce cercle . si cela est possible. Inserivons dans ce
cercle le quarré TIRLM 1 ce qquarré sera plus grand que la
moitié du cercle , puisque ce quarsé est la moiugé du guarré
circonscrit. Partageens les ares MIL, HK , KT, LM en
denx lmrlies égales aux poimts A, B, G, D ,ete. , et me-
nons les cordes AH , I{B , BK , ete. La somme des trian-
gles MAH, TIBIC, ete. sera plus grande que la meitié de
Ia somme des segmens MAIIL, HBR , ete. Partzgeous les
ares restans en deux parties €gales 5 joignons Jes extrémités
de ces arcs , et continnons de faire ln méme chose jusyua
ce que la somme des segmens restans soit plus petite que
Pexcts du cercle ABCD sur le triangle BFG, ce qui est
toujouss possible (84).

Supposons que la somme des segmeps restans AIT, TIB,
BR, ete. soit plus petite que cet excis , cest-d-dire , jus-
qu'i ce que Fexeds du cercle ACD , snr Te polygone inserit
soit plus petit que Vexeds de ce cercle sur le triangle 5 il est
évident que le polygone inscrit sera plus grand que le trian-
gle BIG. :

D centre N, menons la droite IVE perpendiculaire sur
ATT. Le polvgone AT 0631 cora égul & un triangle-
rectangle , dont mn des ¢ estégal A VDL,
et dout Fauire cdié de ler : contour de ce
GBI, etle
616 TG 5 donc le
te uiangle BIG 5
-st »u contraire.

ale EFG w'est

contour diz poly gene ey
polygone ATUHCCLDMT asi phis petit qu
Mmais Hous Hvons (i eq polyga
plué grand , ce qui est alsueds @ dons le tria
pas plus petit que de eercle ABT
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90. Les cercles sont entre cux comme les carrés de leurs
diametres, . !

Soientles cercles ADCD , abed (lig. 52) , et que lenrs
dianctres soient 1), b5 je dis aqve le corcle A BT est
au cercle abed comme le guarré de B30 est an quareé de bd.

Car si cela west point , le quareé du diameue B sera

au quarré du diametre bd comme le cercle ADNCD est 2
une surface plus grande ou i une surlace ples petite que le
cercle abed. Supposons d'abord que cette surtuee soit lus
Fetite s etquelle soit K. Dans le cercle abed , déerivons
e quarré abed; le quarré inserit sera plus grand que la
moiti¢ de ce cercle, parce gue le quareé juserit dans un
cerele est la moitié du quarré circonserit » et qu'un cercle
est plus petit que le quarré circonserit. Partageous les ares
ab,be,ed,de, eudeux parties égales aux points e, f, 2, kb,
et menous les cordes ae, ¢b, bf, Se,eg, 8d, dley ha.
Chacun des triangles aeb, bfc, dha est plus graud que
la moitié du_segment danslequel il est placé 5 parta-
geous ensuite les arcs restans en deux parties dgales joi-
guons leurs extrémités par des droites , et continmons tou-
Jours de faire la méme chose , jusqua ce qwil nous reste
certains segmens de cercles dout la somme soit moindre
syué Pexeds du cercle abed sur la surface K : clest-a-dire R
jusqud ee que Fexcds du cerele @b ed sur le polygone ins-
crit, soit moindre que exeds du cerele a b e d sur 14 su ©
K. gfl’on ait e polygone inserit , ct que ce polygone soit
aehfegdhyilest dndent que la surface K. sern plus petite
que le polyzone. Déerivons daus le cerele ABCL) un poly-
gone ABBFCGDH semblable au polvgone aehfeadhy
le gnarré de DD sera av quarcé de bd cormme e polygone
ALBFCGDH est au polygone aebfegdi; mais par
supposition , le guarré de B1) est 2u quan€ de bd comne
le cercle ABCD est & la surfice K 3 done le cerche ABCLY
est & la surface K comune le polygone ARBFCGIN eat
an polygone aebfegdl. Mais le toplus
grand que Je polyone qui lui est fmeecits dons 1 surface
K est plus grande que le pelvaone ecdfegd s mais
oh a démontré quelle est plus petite , ce qui est impos-
sible 3 done le quarré de BL) west point au quarré de bd
commie le cercle ABCD est & une surface quelcongue plus
petite gue le cercle @b cd. Nous démoutrerons semblable-
inent que le quarré de bd ri'est point au quarré de BD
‘comme le cercle abed est d une surface quelconque plus
petite que le cercle ABCD.

Je dis ensvite que Je quarré de BD n’est point au quarré

de bd gounne le eercle ABCD est i hne surface quelcongua
plus grande que 1é cercle abed. Car si cela est possible ,
suppusons que le quatré de B soit au quarré de bd comme
le cercle ABCD est &'vite surface plus grande , et suppo-
sons que K soit cette surface. En mettant les antéeédens
i la plate des conséquens , et les 4 la place des
antéeédens , le quareé bd sera au quarré de DI comme
la surface K est au cercle ABCD 5 mais la surface K est
iu cercle ABCD vomme le cercle abed ést & nne surface
yuelcanque plus petite que le ceréle ABCD ; car le second
antéeédent ctait plus petit qtie le premier , le second cons
séquent doit étre plus petit que le premier 3 done le guarré
debd est du guarré de BD comuite le cercle abed est i
‘me surface plis petite que le cercle ABCD , te qui &
éeé démoutré inpossible 5 donc le quareé de BBD west
pas_au quarré de bd comme le cercle A BCI) est & une
sucface qucleongne plus grande que le cercle ali¢d. Mais
on a démontré que le guarré de BL) n’est point ai quarré de
b d comme le éercle ABCD est & une surfice queleonque
plas petite gue le cercle abed 5 dene le quarrd de DI est
au quarré de bd comme le cerele ADCD est nu cereld
abed. Dane les cercles sont entre eux comme les quarrds
des diametres. ’

on

"8z Les circonférences de cercles sont entre élles conine
leurs diametres. ,

Soient les ceveles ARG, abe (6ig. 53 )3 je dis que leg
circonférences ABC, abe sout entre eiles comine lours
dinmetres.

Tar le point A cta menons les tangentes AT, ae, et que
la droite ALS soit égale & la circonlérence ADE, etla droite
ae égale d la circonfirence ae | et joignons 13 et de. Lo
triangle DDA sera égal au eercle ARC, ~tle riangle dae
égal au eercle abe. Le cercle ABC sera dene an cercle ale
comme le triangle DAC est au triangle dac, et par coned-
quent , comme le rectangle sons 1AL est au rectangle sous
de (*) 3 mais le cerele ABC est aw cerele abe, commele
quarré de LYA st au quarsé de da (89) 5 donc le rectangle
sous DALS estan rectangle sous dac comme le quarré de
DA estam quarré de da, on bien le rectangle sous DAL
st au quairé de DA counne le rectangle sous dae est au
quarré de da. Tais Le rectangle sous IIAIS est an quarsé de
DA comme In droite A estila droite DA, et le rectangle
sous da e est am quarré de d @ comme la droite ae est 3 Ja
droite daj done AlS: DAz 2ae:da, ou bien AL ;ae::
DA :das mais Al est égal & la circonlérence ABC, et
ae égal ila circonlérence abe 5 done la circonférence ABC
est a la circonférence abc, comme le rayon DA est au
sayon da; comme le diametre de la premicre est au diame-
tre de la seconde.
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PROPOSLTION IX,
LN N B

Toute ligne courbe o polygone gui enveloppe
dune extrémité & Cautre la ligne convexe AMB
est plus longue que la ligne enveloppée AND.

Nous avons déja dit que par ligne convexe nous
entendons une ligne courbe vu polygone, on en par-
tie courhe et en partie polygone, telle qu'unie ligne
drite ne peat la couper en plus de deux points. Si la
figne AMB avait des parties reutrantes ou des sinuo-
ates, elle cesserait Létre convexe, parce qu'il est aisé
de suir qu'une ligne droite pourrait fa couper en plus
de deus points. Les aves de cercle sont essentielle-
ment cutivexes; mais la proposition dount il s'agit waine
tchant s'étend 2 une ligne quelconque qui remplic fa
comditin exigde.

Cela posé, si la ligne AMB w'est pas plu; pcuu. (ue
touts celles qui luweluplwut, il exizstera p.u’ml cus
derniéres une ligne plua courte que tontes bos dutress
Iaquelle sera plus petite que AMI, ou tout au plus
dunle & AMIL Soit AUDER cctte ligne ux\'dopp.mle,
entre les deux ligues menez partout oit vous voudrez
fa droite DQ, qui ne.rencontre point la ligne ANMB,
ou du moins qui ne fasse que la toucher; la droite l’Q
est plus conrte que PCDEQ; donc, si 4 la partie
PCDEQ on substitue la ligne droite PQQ, on aura la
ligne enveloppante APQE plus courte que APDQB.
Blais, par hypothése, celle-ci doit ére la plus courte
de toutes; done catte hypothiése ne saurait subsister;
done toutes les lignes euveloppantes sout plus Ion"ucs
que ABE.

Scholie. On démontrera absolument de la méme
maniére quune ligne convese et ventrante sur elle-
méme AMB, est plus courte que toute ligne qui Pen-
velopperait dc toutes parts, soit que la lvvnc cuvclop-
p:mu FIIG touche AMB en un ou pluswurs points,
soit qu'elle Ienvironne sans la toucher.

16:%
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fig. 163,

fig. 664,

Legendre

PROPOSITION X.
LEMME

Dewzx circonférences concentriques étant don-
névs, on peut toujours inscrive dans la plus grande
un polygone régulier dont les cités ne rencontrent
npas la p/u.r pc!t(c et on peut aussi eirconscrire ¢
la' plus petite un polygone régulier dont les catés
ne rencontrent pasla gr andc 5 de sarte que dans
Lun et dans Uautre cas les cités du poiygone dé-
critseront renfermés entre les dewz circonférences.

Soient CA, CB, les rayous des deux circonférences
donuées. Au point A mence fa tangente DE termi-
néed la grande circonférence en D et K inscrivez
dans la 'gli-:\'m:lc qircc.mfé'rc'nrc_l'm\' des polygones vé-
guliers qu'on peut inscrire par les problémes précé-
dents, divisez ensuite les ares sous-tendus par les
cités en deux parties égales, et menez les cordes des
demi-ares; vous aurcz un polygone régulicr d'un
nombre de ¢btés double. Continuez la hissection des
ares jusqu’ii ce que vous parvenicz i un are- plus. petit
gue DBE. Soit MBN cet are (dont le milicu est sup-
posé en B); il est clair que la corde MN sera plus

- éloignée du centre que DE, et gu'ainsi le polygone

L'"llhl'l‘ dont MN est le ¢61é ne saurnit rencontrer la
urconl'vu"u ¢ dout CA est le 1‘1you.

Les mé ) dlant ¢ , joignez CM ct CN
qui rencontrent la tangente DE en P et Q; P'Q sera le
edté d'un polygone circonscrit & la petite circonfé-
rence, semblable au polygone inscrit dans la grande,
dont lc ¢61é est MN. Or il est clair que le polygone
circonserit qui a pour ¢bté I'Q, ne saurait rencon-
trer la grande circonférence, puisque CP est moitidre
que CM.

Done, par la méme construction , on peut décrire
un polygone régulicr inscrit dans la grande civcon-
férence, et un polygone semblable circonscrit 4 la
petite, lesquels auront leurs cotés compris entre les
deux circonférences.




Scholic. Si on a deux sccteurs concentrigques FCG,
ICH, en pourra de méme inscrive dans le plus grand
une portion de polygone régulicr, ou circouscrive au
plus petit une portion de polygone semblable, de sorte
que les contours des deux polygones soient compris
entre les deux circonfdrences @ il suffira de diviser
are FIG successivement en 2, 4, 8, 16, ete., parties
égales, jusqu'a ce quion parvienne i une partie plus
petite que DBE. :

Nous appelons ici portion de polygone régulicr la
figure terminée par une suite de cordes égales inscrites

2 autee, Cette pnﬂinu

dans Fave FG d'une extrémi
a les propridés principales des polygones réguliers,
deans, elle esta la

elle a les angles égaux et les ¢o
fois inscriptible et airconseriptible au cerele; cepen-
dane elle ne ferait partie d'un polygone régulier pro-
prement dit, quiantant que Pave sous-tendu par un
de sgs cotés serait nne partie aliquote de la civeou-
férence.
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fig. 165,

® 10,

°8.

®g.

PROPOSITION XI..
THNEOREME,

Les circonférences des cercles sout entre elles
comme les rayons, et leurs surfaces comme los
quarrés des rayons.

Désignons, pour abrdaer, par eire. GA Ia eircon-
férence qui a pour rayon CA;je dis quon aura
etre. CAzefre. OBz CA: OB,

Car, si cette proportion n’a pas licu, CA sera a
OB gomme eire. CA est & un quatriéme terme plus
grand ou plus petit que cwre. OB ¢ supposons-le plus
petit, et soit, %l est possible, CA:OB:: aire. CA:
cire. OD.

Jwserivez dans Ia civconférence dont OB est le rayon
un’ polygone régulier EFGKLE, dont les cotés ne
rencontrent poiut la circonférence dont O est le
rayon *; inscrivez un polygone semblable MNPISAT
dans la circonférence dont CA est le rayon.

Cela posé, puisque ces polygones sout semblables,
leurs périméues BINPSM, EFGKE sont entre cux
comme les rayons CA, OB, des cercles circonscrits *
et on aura DMNPSM : EFCKE :: CA: OR; mais
par hypothése, CA 3 OB .: cire. CA: cire. O done
l\lNl‘:S:\l: E¥GRE :: cire. CA : cire. OD, Or,  cette
proportion est hmpossible, car le contour MXPSAI
est moindre que eire. CA %) et au congmive FEGRE
est plus grand que eire, OD5 doue it est impossible
que CA soit & OB comme eire. GA est i une cisconlée
rence plus petite que eire. OB, ou, en termes plus
généraux, il est impaoss qu'un rayon soit & um
rayon comme la circonférence décrite du premier
rayon est & une circonférence plus petite que la éir—
conférence déerite du second rayou. .

De la je couclus qu'on ue peut avoir non plus, CA
est & OB comme efre. CA est & une circonférence
plus grande que cire. OB 5 car si cela éuit, on aurait,
cu renversant les rapports : OB est & CA comnie une
circonférence plus grande que cire. OB est i cire. CA,
ou, ce qui est la méme chose, comme cire. OB est &
une circonférence plus petite que cire. CA; dong'un
rayon serait & un rayon commue la circonférence dé-
erite du premier rayon est & une circoulérence plus
petite que In circonférence décrite du second rayon,
ce qui a été démontré impossible. :

Puisque le quatviéme terme de la proportion CA:
OB::cire. CA:X ne peut dtre m plus petit ni plus
grand que cire. OB, il faue qu'il soit égal & cire. OB;
done les circonférences des cercles sout entre clies
comme les rayons. '

Un raisonnement et une construction entiérement
semblables serviront & démontrer que les surfaces
des cercles sunt comme fes quareds de lears rayous.

Nous w'entrerons pas dans dautres détails sur cette
proposition , qui dailleurs est un eorollaire de la sui-
vante,
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Corollaire. Les ares semblables AB, DE, 'sont fig. :66.

comme leurs rayons AC, DO, et les sceteurs semblu-
bles ACB, DOE , sont conune les quarres de ces mémes
rayons.

Car, puisque les arcs’ sont scmblables ;-
est égal a Tangle Q%5 or Fangle € est @ quati
droits comme Face A est 3 la circonférence entiere
o AGS, et Pangle O ost i quatee angles
droits comme Fave DE est i la civconférence déerite
du rayon ON; done tes ares A, DE, sont entre eux
camme les circonférences dont ils fone partic: ces cir-
confirences sout comme les rayons AG, DO, done
DE AC DO,

e on les secteurs AGIR ) DO, sout
conne lus cereles entiers ;. ceuxeci sont comme les
r des vayons; done sect, ACI 2 seet, DO ¢

déerite du

A(..D()

Cangler (0
¢ angles®

PROPOSITION XIL
THEOR RN R,
L'aire duw corcle st égale aw produit de sa
circonférence par la moitié du reyon.

I)«.'swnum par surfs CA la surlace du cercle dout le
rayon est CA; je dis quon aura surfs CA==3CA %

» cire. CA.
Gg. 396,

Car si2CA X eire. CAn'est pas Taire du cercle dont
GA est le rayon, cette quantité sera la mesure d'un
cercie plus br.uul o1t plm petit. Supposons dzbord
gquelle est Ja mesure d'un corcle plus grand, et soit,

&'l est possible, $UA % eire. CA==sug/  GBL

Au cerele dont le rayon est CA circonscrivez un
polygone régulier DEVG, cte., dont les ¢otés ne ren-

°soe contrent pas la circonférence qui a GB pour rayon *;

g

la surface de ce polygone sera dgale & son «.unlour
DE -t EF 4 FG - cte. multiplié¢ par$ AC® 2 mais le
contour du poly'-mw est plus grand que la circon-
férence inserite, puisqu'il lundoppc detoutes parts;
donc la swrface odu polygone DEFG, ete., est plus
grande qued ACx cire. AC, qui, par hypothise, estla
mesuie du cercle dont CB est le myon; done le poly-
_gone serait plus grand que le cercle. Or au contsaire;
il est plus petit, puisquiil y est contenu; done il est
impassible que ; CAxcire. CA soit plus grand que
surf. CA, ou, en dautres termes, il est impossible que
la circonférence d'un cercle multipliée par la moitié
de son rayon soit la mesure d'un cercle plus grand:
Je dis en sccond licu que le méme produit ne peut
étre Tn mesure d'un corele plus petit; ot, pour ne pis
changer de figure, je supposerai qu'il sagit du cercle
dont CB est le vayon ; il faut done prouver que
X ¢ire, G ne pent. éire ln mesure dun corcle plug
petit, par cxuupk_, du cercle dont le rayon est CA,
En elfet, soit, s'il cst pomuk, +CBxcire. CB ==
surf. GA.

Ayant fait la méme construction que ci-dessus, la
surface du polygone DEFG, clc., aura pour mcsure
(DE 4 EF < G + ete.) x $CA; miis e contour
DE + EF +-FG +-ete., est “moindre que cire. CB
qui P'enveloppe de toutes parts; done Taire du poly-
gone est moindre que + CA X cire.CB, et & plus forte
raison moindre que $ CB X cire. CB. Cette dernicre
quantité est, par hypothése, la mesure du cercle dont
CA est le rayon ; done le polv"onc serait moindre
que le cercle inscrity ce qui est absurde; done jl est
impossible que Ia circonférence d'un cercle, multi-
plide par I~ moiti¢ de son rayon, soit la mesure d'un
cercle plus petic,

Donc enflin la circonférence d'un cercle muhipliéc
par la moitié¢ de son rayon est Ja mesure de ce un.mc
cercle.




150, Carollaire. On peut trouver, d'aprés ce qui
précédeé, la valeurdu coté 44 dupolygone circonscrit,
en considérant les triangles OCa et UAa qui sont sem-
blables, comme ayant chacun un angle droit; 'uncen G,
Vautre en a, et un angle commun en O ct dans
lesquels aG et Aa sont les moitiés des c6tés ab et A2
des polygones inscrit et circonscrit correspondans. On
tire de li .
' O0G: Oa:aG:ad
ou OC ¢ Oa 22 tab
ot il pésulte” :

AL,

. wb X Oa
AEBowdB = —Z 200
o Oa—(tab)

en observant que Je triaugle rectangle OGa, donne

.:06= \/O—na—nai.—_: \'2 OT;—({(:I:)’.
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Lacroix

154, Remarque. 11 est important d'observer qu's
mesure quon multiplic les cités du polygone inscrit, -
son coptour augmente ; tandis que celui du polygone
circonscrit diminue danslaméme circonstance. En effet,

¥IG. 88. si on divise en deux I'arc aa’b, JSig. 88, ct qu'on tire
les cordes aa’ et @'l , on aura deux c6tés conséentifsdu
polygone inscrit, d'un nombre de cbtés double de
celuil des cGtés du polygone auquel appartient ab.
Tirant ensuite 4’2’ perpendiculairement & a°0, les
droites ad’, A'a', ' I, J'b, seront des demi-cités
du polygone circonserit correspondant & celui dont ad
fait partie (149 ). Maintenantil est visible que les por"
tions aAb, ad'B'b, ab, ae'b, seront contenues dans
les polygones dont elles font partic , autant de fois que
Yarc aa’h Vest dans la circonlérence enli¢re, et seront
par conséquent des parties semblables de chaque po-
“1ygone; et puisque

aa' 4-a'b> al,

Te contour du second polygone inscrit surpassera eelui.
du premier. Il n’est pas moins évident que

LA AL AL (15),

Aot il suit y
aed' b <L ad 4-bA,
et que par conséquent le contour du second pulygone
circonscrit est moindre que celui du premier. .
Cela posé, puisque le polygone inscrit, towjours
- moindre que le polygone circonscrit corvespondant,
augmente de contour, quand on multiplie ses cotés,
tandis que cclui-ci diminue, il en rvésulte que la
dilférence entre les deux polygones décroit aussi dans
la méme circonstance. ‘On peut méme , auelque
petite que soit la quantité donnée &, trouver deux po-
lygones, T'un inscrit, Vautre circonscrit, tels que la
dillérence de Jeurs contours soit moindre que cette
graudeur. Pour s'en convaincre, il faut se rappeler que
Jes contours de deux polygones réguliers d'un méme
nombre de c6tés, sont entre eux comme les rayons des
“cereles auxquels ils sont circonserits (140)3 car si Fon
désigne par Jle contour du pelygone ABCDE, JSig- 87, FIG. 85,
et par p celui du polygouc abede, on aura ‘
. P:p::Ou: OGC;
d'oli 'on conclura
’ p
Pep:P:0a—0C:0a, cll’-—p:“—cox—[-).
DMais rien ne s'oppose i ce que I'on rende «’ G plus petit
que telle grandeur dounte qu'on voundra; car, ayant
porté sur le rayon Oa’ une partic o’C de la petitesse
demandée, et tré I corde ab, si l'are aa’b w'est pas
aliquote de Ja circonlévence, il u'y aura qu'i prendro
une-partie aliquote moimdee que eel are, et la ligne
analogne & o’ 6 sera eneore plus pelite.
Qu peut done, en multipliant, antant qu'il serané-
cessaire les catés. du palygone inscrit, rendre la quan-
“ité P—p aussi petite qu'on voudra,



154. Carolluire. Puisque , d'aprés ce qui précide, les
contours des polygones circonserils diminuent sans cesse
& mesure qu'ils approchent de la circonfivence du cer-
cle, tandis que ceux des polygones s augmentent
toujours dans 1a méme circonstance , il est visible quo
Ja civconférence du cerele est moindre que le contour
du polygone circonserit, et plus grande que cului du
pnlyqnm. inserit. Cette cnrmnhrwce dillérera dounc
moins de F'un quelconque de ces contours, qu'ils ne
dilftrent” entre cux; et Von pourra par conséquent
trouver un polygone, soit inscrit, soit circanserit, tel,
que la dilférence entre son contour et la u:conl'ncm:u
du cercle, soit moindre qu'une grandeur donnée, quel-
que pelite qu'elle soit.

Clest. sur cette propriété que -repose le procéds
aqn Arc]nmulc emplaya pourparvenivi déterminer d'une
manjéré apprnrl\-.c le rapport de la circonléreuce an
diamétie , et i'en ferail un usage semblable, lorsque
)-'ulr‘n ‘montré que ce rapport est le wméme (\:ms tous
les cercles; pour cela jétablirai un théoréme qui
pourra sappl:qucr & toutes les propositions du geure
de ccllc que j'ai & démontrer,
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THEOREME

153, Si dewr: grandeurs invariables A et T sont telles
qu'an puisse prouver que leur différence A — 1 est
maindre quunc troisi¢me grandeur &, quelque petits
que puisse étre cetle dermiére , ees dews grandeurs sont
£gales entre elles.

Demonstration. En efet, si elles étaient inégales on
aurait nécassaivement o — f==
diflérence; il ne ser

=12, 1) marguant bue
it done’ pas pas ible de ptcudw}
an-dassons de L, et par wn;vqucnl anest petit g’ on
voul it .

Observation. 11 f’unt hien f.url‘ atiention dans la pro-
position ci-dessus au mol lmmmblu' car on e t hien
trouver, par exemple, une expression de 12 qui diflére
de Ia yraie, d'une quantité moindre que telle autre
qu'on vondra, sans cependant arvriver jumais & la va-
xacte de /23 mais les résultats changent & chague
noavelle approximation , tandis que les grandenrs o
et 2 ne sont susceptibles Fane et Fautre, que d'une
zeule détermination,

THEOREME.

154, Les circonférences des cercles sont enlre efls
comme lewrs vayons ou leurs diamétres.

Démonstration. Puisque, quel que soit le nombre de
Teurs cilés, pourve il soit le méme dans Fun et
dans Uautre, deus polypones sont entre cus comme les
vayaus des cercles dans lesquels ils sout inserits, si ou
désigne par p et p’ les contours de ces polygones, et
par Ji et It les rayons des cercles correspondans , on

Y
aura I—-=
. i

w L.
T de plus, on peut concevoir que le nombre

des eotés des polygounes sait tel que Ins dillérences entre
leurs contours, et la circonférence du cercle dans le~
quel chacun d cux est juscrit, soient an-tlessous de telle

«
grandeur qu'on voudra. Si drmc < apport des cir-

. . o

conlérences, 1.1 différence entre les rapparts STt £ .
; s

&l en existe unz, pourra ¢re réduite & ol degrd de

petitesse qu'on voudra. Cette diﬂ te clant :'ussi
< W
Yas : [ A
cclle dez rapports invariables = 1.!7‘—, prisque-s 7{-, it
s'ensuit que Fon peut prouser que la dilférence entre
« I
< ct 3t estan-dessous de toute
¢ : on aura doac, parla proposition pre-

Jes qn:m_lilés invariable

gra :mdcur dow
c:.dculc R

» "
¢ —ﬁ sou CC st RN,
ce qn',li donne aussi
[ OaH Ronss Dy,
en appelant 1) et 1) les diamétves des ceveles propo=
=és (M),
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126 . ELEMENS
de cates., Pun ins

t, Fanlre o

reonserit , fels que la
wlre qutune grandeus
elife que soil celte srandenr,

n elfct, on a évidemuwent, dans la fignre 87,

aires seil

T Rp——

ABCDE : abede 2 Uas 0G|

znant par [ Faire du polygond circonserit, et parp
eelle du polygone fnscrit, on aura

- r el
]’:I’ e e 2 (H;’
1 em——f e
D—pile: Qa—0G: Ua,
« .
d'olt : Pepz=
.o . . Qu
':dcu:r dans laquelie on peut rendre le facteus (7 o
avssi pelit qu'on voudra, en wultipliant les cotés des
polygones.
1

—
P (Oa—0G) ;s
T e =06 )

185. Carollaire. Le polygone circonscrit étant visihle-
ment plus grand que le cerele , tandis que le polyganc
Suserit est maindre , il suit de ce qui précéde que Fon
peiit tonjours assigner un polyaone régulier, soit inscrit,
soit circonserit, dont Iaive dil [ére anssi peu gqu’on vou-

_dra de eelle d'un cercle donné. H sullic pour cela de
prendre Je polygone d'un asen grand nombre de cotds,
pour que la dilférence entre le palyzone inserit o1 le
po,! jgme civconserit ne surpasse pas Ja quantile assi-
wnte,

THEOREME.
1

186, S trois grandeurs A, B, X, sant telles, que la
prémiére A, que Fon suppase aariable , mais néan-
maing surpassant tovjours chacune des denc autres B, X,
Gui ne caagent point, puisse approcher de toutes dewsx

“en méme femps, aussi prés qu'on. voudra’y on awra

négessairenient H=X.

Démonztration. Soit, 19 X 2> £ onaura , daprés
© »

cette hypothise et en verta de Fénoy

ASX, X8, »
Qodr il résulle que si Fou prend o de manitre que la
dilférence A= soit mnindre quone guantité quel-
conue P, ce qnlon regarde comue toujours possible, la
ifférence Xemf2 seva, & plus forte raison, moindre
‘l'“

2% Soit X< I}, ou aura alors

ASE, SN

et prenant A demaniére que A/ —X soit moindre que £
a plusfurte raison la dilliérence S— N sera-t-clle moindre

que £,
f.e raisonnement ci—dessus VL pronver que
Ia dillérence des deux iables X et 2 est

(pbeessaivement moindre que toute grandenr donnde
quelque petite que soit cette grandeur , il sensuit que
I =X (153).

THEOREMIE

187. Luire d'un cercle a pour mesure la moilié de
produit de la circonfirence par le vayon , on £ CR, en
sammant Cla circonférence, et R le vayon.

Démansteation. Fa offet, plusle nombre des edtds du
cmente, plus avssi son périmétre
onftvence (152) , et plus le pro-
eri lonjonrs

polygone circonserit
2 approche de la civ
duit ! IR approche de $ CR, qu'il surp
wais daussi pew qulon voudra sy dun autre eaté, Faire
du méme polygone | toujours plis grande gque ectle du
cercle, peut approcher da cette derniire daussd pris
aut‘on vondra (185) tles produits§ ', 3 €1, et lavraie
aesure de Paire du cercle , sont done trois quantités
placées dans Jes 511&:1:53.cilrv;9115(:ulcc5 que les quanti-
FUR esb b i

2

h

3 ¢nicsure de Paire du cerele (*).

v 188 GurollairesAl suit de i que les aires des cereles
sdntentre™elles’ conntie les quarrés de leurs vayons on
de leurs diamétres. Ln cffet, puisque l'on a cetle pro~
portion . . ,

o C:C R I (154),
&1 on Ja muliiplie par la proportion
TR NI,
qui est évidente, il viendra
e QCRILCIY it BB

_proportion dans laquelle Jes denx termes du premior
rapport sont, d'aprés ce qui précede, les mesures des
aires des cercles dont les rayous sont 18 et JU; de plusy

ble quona

. R DD,
en désignant pai D et 1’ les diamétres, puisquie D=alt,’
D' ==al* done JCRLCR 12 D*1 1%, ce qui com-
pléte I'dnoncé de la prapasition.

Sion représente par # la circonlérence dontle dia~
métreest 1, laswrface de ce cercle seraf )X w==$7;0n
aura donc

A iOR s, Dot s CR = a D™,

ce qui montre aque Vaive d'un cercle est cgile au
du’diamétre multiplic par le % du rapport de 1

Serence e diamitre. En mettant paue 177 &
on awra =40, ou le guarre di vayon multiplié par le

rapport de la circonférence uu diamétre.

quarré




