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SUR LA DEMONSTRATION DE L'IRRATIONALITE
CHEZ LES GRECS

Denis DAUMAS

“Il semble donc que c'est & la découverte de Iincon-
mensurabilité linéaire que I'on doive 1'apparition
dans les mathématiques grecques d'un nouveau type
de démonstration ainsi que le refus de I'empirisme
et de l'intuition.

Arpad SZABO
(les débuts des mathématiques grecques -
VRIN - p. 236)

11 n'est pas excessif de dire que les Eléments
d'Euclide, considérés tant dans leur contenu
mathématique -du moins pour sa majeure par-
tie (livres ILV,VLVILVIILX,XLXII)- que dans
leur forme théorique axiomatisée, ont été
commandés par la question de lirrationnalité”

Maurice CAVEING
(La constitution du type mathématique
de l'idéalité dans la pensée grecque -
Université de Lille - p. 1600)

L objectif de l'atelier etait de presenter quelgues textes historigues sur la
guestion de lirrationalité et de lincommensurabilité. Deux critéres ont préside au
chory de ces lextes :

- pedagogigue ;@ ils permelient de mener dans des classes de Ivcee des aclivites
mathémaugues ou mterdisciplinaires & caractére historique
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- epistemologique : ils temoignent d'approches tres diverses du probléeme de
I'irrationalite, d'impasses et de succes qui ont pu preceder ou accompagner la
découverte de lirrationalité:

Les travaux presentes ici s'intégrent dans une recherche menee par le
groupe “Histoire des Mathematiques”™ de I'IREM de Toulouse sur Pythagore. Cetle
recherche a donné lieu a une premiére publication : "PYTHAGORE, quelques aspects
de l'arithmétique pythagoricienne. activités mathematiques” disponibie a I'IREM de
Toulouse. :

En ce qui concerne lirrationalité, nous avons été contraints de déborder du
pyihagorisme, de puiser de nombreuses reférences dans les Elements d'Euchde
C'esl pourquor nous avons juge necessaire de consacrer un temps aux definitions
euclidiennes. bien qu'elles se pretent difficilement a des activites en classe. Nous
n'avons pas eu le temps, lors de l'atelier, de traiter les activilés menées en classe.
Ces activités seront présentees dans une brochure de I'IREM de Toulouse qui doit
paraitre en 1990,

Enfin il est impossible actuellement de faire ['historique de la découverte de
I'irrationalite. Nous nous contenterons ici de donner quelques jalons :

BABYLONE : on trouve sur certaines tablettes des valeurs approcheées de /2,
une technique de calcul fournissant des approximations de racines carrées
irrationnelles connue sous le nom d' “algorithme de babylone”. Vous trouverez en
annexe (documents 1 et 2) les traductions commentées de quelques tablettes. Les
Babvloniens s'étaient donc trouvés confrontés 4 une impasse pour le calcul de
certaines racines carrées. Mais on ne peut pas dire qu'ils ont eu ne serait-ce qu'une
approche du probleme théorique de lirrationalité : les textes mathematiques
babyloniens se présentent comme des ‘recettes” et on trouve aussi, du fait de leur
systeme de numeration, I'impossihilite d'opérer certaines divisions.

FYTHAGORE : les légendes anciennes ne manquent pas. Par exemple
Pythagore, aprés avoir découvert l'incommensurabilité de la diagonale et du cdte
d'un carré, aurait imposé le secret a ses disciples. On le comprend : le dogme majeur
du pythagorisme, “tout est nombre”, s'accommode mal de l'existence de deux
grandeurs dont le rapport n'est pas celui de deux nombres (cest a dire deux
entiers). Melissos de Samos, un de ses disciples, aurait trahi le secret et aurait péri
noyée dans une effroyable tempéte déchainée par la colére divine. Ces légendes sont
amusantes mais peu fiables, parfois contradictoires, n'indiquent pas quelles ont ¢€1é
les voies de la decouverte. 11 semble bien aujourd’hui qu'on puisse attribuer au
pvthagorisme la découverte de l'incommensurabilité, et en particulier celle de la
diagonale et du cdté d'un carré. Mais les avis divergent sur la nature de la preuve :
arithmetique, avec l'opposition pair/impair (type proposition 117 du livre X des
Elements d'Euclide) ou geometrique, par anthypherese (nous en parlerons a propos
d'un texte de Théon de Smyrne) ?
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EUCLIDE : est-ce un savant ou une equipe qui poriait ce nom qui a redige les
‘Elements” 7 Cet ouvrage de svnthése, somme théorique des mathématiques
grecques du trossiéme siecle avant notre ére. a fait autorite pendant plus de vingt
siecles et margue encore notre conceplion de la démonsiration. Pour notre sujet,
nous nous refererons essentiellement a deux livres des Eléments :

- le livre V reprend la théorie des grandeurs élaboree par EUDOXE DE
CNIDE. Cette theorie permet de conlourner [obstacle de
lincommensurabilité avec une remarquable définition de la
proportionalilé,

- le livre X développe la théorie des grandeurs irrationnelles attribuée a
THEETETE, disciple de THEODORE DE CYRENE. Ce dernier avail. selon

PLATON, établi I'irrationalité de /5 \[5 17

La chronologie des auleurs grecs est donnee en annexe (Document 31,

I} La duplication du carré : texte extrait d'un
dialogue de PLATON, "Ménon".

Le passage qui suit se prete tout particulierement a une approche
mterdisciplinaire, Nous ne traiterons ici que I'aspect mathemalique.

Le ‘Ménon-:

Le dialogue est engagé entre Socrale et Ménon sur le théme : la veriu peut-
elle s'enseigner 7 Le terrain est politique, il s'agit de l'art de gouverner la cité. Le
dialogue se situerait en 402, 2 une époque ol Athénes est en crise : elle a capitulé
devant Sparte et est gouvernée par une oligarchie (les “trentes”). A la fin du
dialogue, et pour etayer sa thése selon laquelle la vertu ne s'enseigne pas, Socrate
laisse entendre que si Athénes est si mal gouvernée, c'est bien que les grands
hommes qui ont précédé (Thémistocle, Aristide, Périclés, Thucydide) n'ont pas pu
transmetire leur vertu. Témoin de ce discours, Anvtos, l'un des accusateurs du
proces ou Socrate sera condamné a boire la cigue, avertit Socrate de se montrer
plus circonspect dans ses propos.

Avant le passage qui suit, Socrate a reduil 4 néant toutes les tentatives de
Ménon pour définir ce.quest la vertu. Ménon s'est emporie, a compare Socrate a
une torpille qui engourdit tout ce qu'elle touche puis a déclaré : "il est impossible
de chercher une chose dont on ne connait pas la nature puisquon ne sait méme pas
ce quon doit chercher’. Faux! repond Socrate : l'ame, immortelle. a dans ses
exisiences anterieures tout vu dans ce monde et dans l'autre, la science est en nous
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et c'est 1a qu'il faut la rechercher, apprendre cest se ressouvenir. Pour prouver
cetie these (reminiscencel, Socrate appelle un esclave qui n'a pas eu d'instruction
el, en lui posant des questions appropriées (c'est I'art de Socrate d'accoucher les
esprits ou majeutiquel, va lui faire trouver la solution d'un probleme delicat : quel
est le carre double d'un carré donné 7

Un mot sur Ja conclusion du "Ménon" : la vertu n'est pas une science et ne
peut donc senseigner. Elle se fonde sur I' "opinion vraie", inspiration divine qui
permet de dire vrai sans en avoir {a science.

Ce texte oppose clairement deux démarches : l'arithmétique, qui conduit a
une impasse, et Ja geometrique, qui donne rapidement la solution.
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I?\__[, ? 344 MENON/823-82¢
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% q tout de suite que je suis en contradiction avec moi-méme ?
. . - £NON
> M
:2 PROTAGOHAS, EL!THYDEME | Non, par Zeus, Socrmc‘, ce n'est p;)ir:}( d::jns csg(xc inten-
i E tion que je te I'ai demandé, mais par habitude. Si pourtant
<\1,'] GORGIAS MENEXENE MENON tu pc‘\lnx me montrer par qu’clqnn moyen qu'il en est comme
et [ tu dis, montre-le-moi,
U’L RATYLE 0 s : sochaTE
= TRADUCTION ‘.}D Ce n'est pas chose facile; cependant je ferai de mon
il ET NOTES p; micux par égard pour toi. Appellc-moi un de ces nombreux
b PAR [[:, servitcurs qui t’accompagnent, cclui que tu voudras, afin
’.ﬁ}i E. CHAMBRY =) que je te le montre sur fui.
MENON
Volontiers. Approche ici.
SOCRATE
Est-if Gree et parle-t-il grec ?
MENON
Parfaitement : il est né chez moi.
. . ’ SOCRATE
XV. — Donc, puisque I'sme est immortelle e qu'elle Maintenant fais attention quelle solution va_sc pro-

a vécu plusicurs vies, et qu'elle a vu tout ce qui se passe

ici il i ; ire ¢ 8'i uvenic ou apprendre de moi.
ici et dans )'Hads, il n'est rien qu'elle n'ait appris. Aussi duire : s'il va se ressouveni PP

n'est-il pas du tout surprenant que, sur la vertu et sur le MENON
seste, elle puisse s souvenir de ce qu'elle a su auparavant. J'y ferai attention.
Comme tout Se tient dans la nature et que Pime a tout SOCRATE
appdis, rien n'emptche qu'en se rappelant une scule chose, X i i i
— Dis- argon, sais-tu que le carré est
cc que les hommes appelient apprendre, elic ne retrouve xvi. Dis-moi, mon garcon, 9

-ci?
d'clle-méme toutes les autres, pourvu quiclic soit coura. une figure comme celle-ci ?

geuse ¢t me sc. lasse pas de chercher; car chercher et L'ESCLAVE
apprendre n'est autre chose que se ressouvenir., Il ne faut Oui.
donc pas écouter cet argument captieux : il nous rendrait ¢« SOCRATE

paresseux et il n'est agréable qu'aux oreilles des hommes
indolents, Le mien au contraire les rend actifs et les incite
4 la recherche. Comme je suis assuré qu'il est vrai, je veux
bien chercher avec toi ce qu'sst la vertu, Certainement

MENON SOCRATE
Et celles-ci, qui le traversent par e milicu, ne sont-clles

Alors, dans un carcé, toutes ces lignes, il y en a quatre,

sont égales ? .
L'ESCLAVE

Soit, Socrate, Mais qu'est-ce qui te fait dire que nous

n'apprenons pas, mais que ce que nous appelons apprendre pas égales aussi 2 )
c'est se ressouvenir. Peux-tu me démontrer qu'il en est L'ESCLAVE
ainsi ? Si.
SOCRATE SOCRATE
Je t'ai dit tout & *heure, Ménon, que tu ¢uis un rusé; N'y a-t-il pas de surface de cette sorte qui soit plus
€t maintenant cncore tu me demandcs sije puis Censci- cr-’mt{c ou plus petite

gner unc chose, & moi qui soutiens qu'il n'y a pas d'cnsci-

; e t H i o
mais des oé Putiens donc a fuire voir 1EscLAVE

Certainement si,



SOCRATE

Si donc ce coté-13 avait deux picds de long et celui-
deux picds, combicn de pieds aurait le tout 2 Considére
chose de cette manidre s 8'il y avait de ce edté-¢i deux picc
€t de cet autre un scul, n'est-il pas vrai que Pespace sen:
d'unc fois deux picds

L'ESCLAVE
Oui.
SOCRATE

Mais comme il v a aussi dgux picds du second cété, cc

ne fait-il pas deux fois deux 7
L'ESCLAVE

En effet.
SOCRATE

L'espace est donc de deux fois deux pieds,
L'ESCLAVE

Qui.
SOCRATE

Et combica font deux fois deux picds # Fais le calc
et dis-le-rmoi.
L'ESCLAVE
Quatre, Socrate.
SOCRATE
Ne pourrait-il pas v avoir un autre espace, double ¢
celui-ci, mais semblable, ayant toutes ses lignes ¢égal
comme celui-ci #

L'ESCLAVE
Si.

SOCRATE
Combicn aurait-il de pieds ?

L'ESCLAVE
Huit.

SOCRATE

Eh bicn, essaye de dire quelle scrait la longueur ¢
chaque ligne de ¢¢ nouveau carré, Dans celui-ci, la lig
a deux pieds; quelle longucur aura-t-clle dans le car:
double ?

L'ESCLAVE

Il est évident, Socrate, que cette longucur sera doubl
SOCRATE

Tu vois, Ménon, quc je ne lui enscigne rien et que
nc fais que le questionner. En ce moment il se figure qu’
v quelle est L ligne dont doit se former Pespaze de hu
picds. Ne crois-1u pas qu'il a cette conviction ?

MENON
Si.

SOCRATE
Le sait-il donc ?

MENON
Non certes,

: SOCRATE

11 croit qu'il se formérait d'unie ligne double ?

MENON
Oui,

SOCRATE

XVII. — Regarde-le maintenant se souvenir progressi-
-ement, comme on doit se souvenir. Réponds-moi, 1of : tu
{is que l'espace double se forme de la ligne double ? je
Jentends point par Ja un espace long d’un cbté, court de
‘autre : il faut qu'il soit égal en tous sens, comme celui-ci,
t qu'il en soi((ic double, c'est-d-dire qu'il ait huit picds.
Aais vois si tu crois encore qu'on lc formera en doublant
t ligne,

L'ESCLAVE

Je le crois.

SOCRATE

Cette.ligne-ci ne sera-t-elle pas double de celle-1a ¢, si
ous y cn ajoutons une autre de méme longucur en par-
nt d'ici ?

L'ESCLAVE

Sans doute,

. SOCRATE *

C'est done, d'aprés toi, de cette ligne que scra formé
cespace de huit pieds, si nous tirons quatre lignes parcilles ?

) L'ESCLAVE

Oui.

SOCRATE

Tirons donc, sur le modéle de celle-ci, quatre Ijgncs

sales. Estece 1a ce que tu appelles I'espace de huit pieds ?
L'ESCLAVE
Cenainement.

393

SOCRATE
N'y a-t-il pas dans’ cet cspace les quatre que voici,
ont chacun est égal au premicr, qui est de quatre pieds,
L'ESCLAVE
Si.
SOCRATE
De quelle grandeur est-il donc ? N'est-il pas quatre fois
15si grand ¥

L'ESCLAVE
Sans doute.
SOCRATE
Mais une chose quatce fois aussi grande qu'unc autre
en cst-clle le double ? .

L'EsCLAvE
Non, par Zeus.
' SOCRATE
Alors, combicn de fois est-clle plus grande ?
L'ESCLAVE
Quatre fois.
SOCRATE

Ainsi donc, mon gargon, le doublement de [a ligne ne
donne pas une surface double, mais quadruple,

L'ESCLAVE
Cest vrai,
: SOCRATE
Car quatre fois quatre font scize, n'cst-ce pas?
. L'ESCLAVE
Oui,
SOCRATE

Mais I'cspace de huit picds, sur quelle ligne le tracerons-
nous ? Celle-ci nc donne-t-clle pas un ¢space quadruple ?
. L'ESCLAVE
Si.
. SOCRATE .
Et Pespace de quatre pieds que voici ne se forme-t-il
pas d'unc ligne qui cst la moitié¢ de celle-1a ? .
. LESCLAVE
Si. .
. SOCRATE
Bon, Mais Vespace de huit pieds n'est-il pas double de
celui-ci, et la moitié de I'autre ?
L'ESCLAVE
Clest veai.
SOCRATE
Ne sera-t-il pas formé sur une ligne plus grande que
celle-la et plus courte que celle-ci 2 Qu'en dis-tu ?
L'EsCLAVE
C'est mon avis,
SOCRATH
A merveille. Réponds-moi sclon ta pensée et dis-moi ¢

Ceute ligne-ci nétait-clle pas de deux picds, ct I'autre de
quatre ?
L'ESCLAVE
Si. .,
SOCRATE

11 faut donc pour I'espace de huit pieds que'la ligne soit
plus grande que celle-ci, qui a deux pieds, mais plus courte
que cclle qui en a quatre,

L'ESCLAVE
11 le faut,
SOCRATE
Essaye de dire de quelle longueur tu crois qu'elle est.
L'ESCLAVE
De trois pieds,
SOCRATE

Si clle doit ¢ure de trois pieds, nous n'avons qu'a ajouter
3 cclle-ci **' la moiti¢ d'clle-méme ct elle aura trois picds.
Car voici deux pieds, ct ¢n voici un; et parcillement de
ce coté-ci deux, plus un, et cela fait I'espace que tu dis.

L'ESCLAVE

Oui,
SOCRATE
Mais si nous avons trois ricds d'un c8té et trois pieds
de I'autre, le tout ne sera-t-il pas de trois fois wois pieds ?



L'ESCLAVE

Evidemment,
SOCRATE
Or combicn font trois fois trois pieds ?
L'ESCLAVE
Neuf,
SOCRATE
Mais combicn devrait avoir de pieds la surface double ?
L'ESCLAVE
Huit,
SOCRATE

Ce n'est donc pas encore avee la ligne de trois picds
que sc forme la surface de huit.

L'ESCLAVE
Non, assurément,
SOCRATE
Alors avee quelle ligne ? Tiche de me le dire exactement,
¢t, si tu ne veux pas faize de calcul, montre-la-nous,

L'ESCLAVE
Mais, par Zcus, Socrate, je n'en sais rien,
SOCRATE
XVIII, — Remarques-tu encore, Ménon, 3 quel point
il en est & présent dans le chemin de la réminiscence ? Au
commencement, il ne savait pas quel est le cOté du carré
de huit pieds, ce que d'ailleurs il ignore encore. Majs il
croyait alors le savoir et il répondait avec assurdnce
comme &'l le savait, .t il n'avait pas conscience de la
difficulté. A présent il reconnait son embarras, ct, s'il ne
sait pas, il ne croit pas non plus savoir.

MENON
Tu dis vrai.
SOCRATE
N'est-il pas actucllement en meilleure  disposition
relativemnent A la chose qu'il ignorait ?

MENON
C'est ce qu'il me semble également,

SOCRATE

En le jetant dans I'embarras, en I'cngourdissant comme
la torpille, lui avons-nous fait quelque tort ?
MENON
11 ne me semble pas.
SOCRATE
En tout cas, nous avons fait, & ce qu'il me parait,
quelque chose qui I'aidera & découvrir la vérité, Car &
présent, comme il ne le sait pas, il cherchera sans doute
volontiers, tandis qu'auparavant il était 1out porté A croire
qu'il aurait raison de dire et de répéter devant une foule
de gens que, pour doubler un caseé, il faut doubler Ja
“longucur des coués,
MENON
Il'y a apparence. .
SOCRATE
Crois-tu donc qu'il se fot mis & chercher et 3 apprendre
unc chose qu'il pensait savoir, quoiqu'il ne la sdt pas,
avant d'¢ire tombé dans I'embarras en se rendant compte
de son ignorance, et d'avoir senti le désic de savoir ?

MENON
Je ne le crois pas, Socrate.
SOCRATE
11 a donc profité & &ure engourdi ?
X MENON
Il me parait que oui.'
: SOCRATE

.. Examine maintenant ce qu'd la suite de cct embarras
il va découvrir en cherchang avec moi, sans que je fasse
autre chose que linterroger, sans lui ricn enscigner.
Observe bien si tu me surprendras & lui enseigner ct 3
lui expliquer quelque chose, au licu de le questionner sur
ce qu'il pense,

XIX. — Réponds-moi, toi, N'avons-nous pas ici un
espace de quatre pieds ™. Sais-tu?

. L'ESCLAVE
Oui.
SOCRATE .
Nous pouvons lui ajouter cet autre-ci, qui lui est égal.

L'ESCLAVE
Oui.
SOCRATE
Et ce troisitme ici, égal & chacun des deux autres ?
L'ESCLAVE
Oui.
SOCRATE
Ne pou pas pléter en aj celui-ci dans
fe coin ?
L'ESCLAVE
Nous le pouvons fort bien.
SOCRATE
N'avons-nous pas ici & présent quatre espaces dgaux ?
L'ESCLAVE
Si.
SOCRATE

Et tout cet espace-ci, de combicn est-il plus grand que
celui-ci ?
L'ESCLAVE
De quatre fois,
SOCRATE
Ot c'cst un espace double qu'il nous fallait; ne t'en sou-
viens-tu pas ?
L'ESCLAVE
Fort bien,
SOCRATE
Cette ligne tirée d'un angle A l'autre ** ne coupe-t-clle
pas en deux chacun de ces quatre espaces ?

L'ESCLAVE
Si.
SOCRATE
Nous avons donc ici quatre lignes qui enferment cet
cspace-ci ?
L'ESCLAVE
Nous les avons.
SOCRATE
Regarde maintenant : quelle est la grandeus de cet
espace ?
L'ESCLAVE
J¢ ne le vois pas.
- SOCRATE
De ces quatre espaces, chaque lgn.c n'a-t-elle pas séparé
en dedans la moitié de chacun ? Qu'en dis-tu?
L'ESCLAVE
Oui.
SOCRATE
Et combien d'espaces de cette dimension y a-teil dans
cc carré 42

L'ESCLAVE
Quatre,
SOCRATE
Et combicn dans celui-ci?*?
L'ESCLAVE
Deux.
SOCRATE
Et quatre, qu'est-il pas rapport & deux ?
L'ESCLAVE
Le double.
SOCRATE
Combicn de picds a donc cet espace ?
L'ESCLAVE
Huit.
SOCRATE
Sur quelle ligne est-il construit ?
L'ESCLAVE
Sur celle-ci.
SOCRATE

Sur 1a ligne qui va d'un angle & I'autze dans le carré de
quatre pieds ¥°?
L'ESCLAVE
Oui.

SOCRATE

Cette ligne, les sophistes Fappellent diagonale. Si tel
est son nom, c'est sur la dlagonaTe, ue sclon toi, esclave
de Ménon, se construit I'espace double.

. L'ESCLAVE

C'est bien cela, Socrate,
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L'impasse arithmétique :

Socrate trace un carré qu'il caracterise par : quatre coles egaux et deusx
diagonales egales passant par le centre.

L'existence d'une figure semblable plus grande ou plus petite étant évidente.
Socrate suppose que le carré tracé a comme coté deux pieds. fait voir 2 l'esclave sur
la figure que le carré mesure quatre pieds et pose le probléme : il faut trouver un
carré double, de huil pieds.

L'esclave propose immédiatement de doubler le coté et reste insensible aux
mises en garde de Socrate. Ce n'est quaprés construction de la [figure
correspondante qu'il admet avoir obtenu un carre quadruple et non double. Entre 2
et 4 il ne reste plus qu'a essayer 3 qui ne convient pas non plus.

Socrate : alors, avec guelle ligne 7 Tiche de me le dire exacrement, et sf 1v ne veur
pasfaire de calcul, monire-/a novs.
L esclave : Mals par Zeus, Socraie, je nen safs rien”

Par son intervention, Socrate indigue qu'il est peut-étre inutile de faire
d'autres tentatives numériques et oriente la recherche vers la géomeétrie : sur la
figure tracée il v a une ligne qui donne la solution. il suffit de la montrer. L'esclave.
impressionné par 'impasse précédente, désespére.

“Trois remarques avant de poursuivre :

1) Platon ne sorl pas dans ce passage du domaine des entiers. Les grecs
connaissaient les fractions, ou, plus précisément, les quantiémes égyptiens
(fractions de [a forme L) mais reservaient leur usage 2 la fogistique (calculs) et ne

n
leur donnaient aucun statut théorique. L'arithmétique, science des nombres, ne
iraite que des nombres entiers (voir plus loin les définitions du livre VII).

2) L'unité, qui n'est pas elle-méme un nombre, est indivisible et Platon
précise dans "la République” :

“TJu sais en eltel ce gue foal les gens habiles en celle scieace si fon
essare au cours d une discussion, de diviser / unite proprement diie, 1/s sé
moguent et nécovenl pas. Si v la divises, ifs fa mu/tz,b/zjem davrani,
dans lg cramie guelle napparaisse plus comme uneé, mals comme un
assemblage de parties’”.

(Platon-La républigue-Livre VIT 525e édition GF. p. 284/
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Cest precisement ce que fait Socrate : pour ne pas avoir & partager l'unite, il
suppose que le c6té mesure deux pieds. Ainsi, en constatant qu'un carré de coté 3
est plus grand que le double d'un carré de cote 2. il realise en restani dans le

N
domaine des entiers ce que nous faisons en vérifiant que (%)2 >2.

3) Socrate-Platon ne poursuit pas la recherche avec des carres de cotés 3.4, ...
S, . e . oy a2 2
En effet, si on peut vérifier aisement que, pas plus que 2 x 22, 2% 5% 2% 4°ne
sont des carres, il est impossible de prouver par cette méthode que, pour 1out

entier n, 2n® n'est pas un carre. On ne peut pas realiser une infinite d'operations. La
méthode ne méne a rien, c'est bien l'impasse.

La solution geometrique :

Le dénouement est rapide. Socrate
adjoint au carre initial trois carrés qui luj
sont isometriques, de facon 4 obtenir un
nouveau carré, quatre fois plus grand.

Ayant fait conslater par l'esclave gqu'une
diagonale coupe un carré en deux parties
egales, il est aisé de voir que la figure
construite sur les quatre diagonales est bien
double du carré initial. Du reste. il est
tellement fait appel 2 levidence que la
nature carree de la figure obtenue n'est
méme pas évogquée.

Dans tout ce passage, Socrate montre, fait voir, mais ne démontre pas. I1 est
en effet parfaitement inutile de trouver ici une démonstration rigoureuse de
resultats parfailement connus de Platon et de ses lecteurs. N'oublions pas quiil
s'agit avant tout de prouver "expérimentalement” la thése de la réminiscence et
d'établir I'eficacilé de la méthode de Socrate : commencer par balayer les fausses
opinions (ici, il faut doubler le coté pour doubler les surfaces) pour permetire
ensuite a I'esprit d'accoucher des verites dont il est le porteur.

Reminiscence ou pas, l'esclave n'a-1-il pas appris davantage, n'est-il pas plus
convaincu par cette “monstration” quil ne ['aurait é1é par des "démonstrations” de
tvpe euclidien 7
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I1. LES DEFINITIONS EUCLIDIENNES

Les grandeurs ne sont définies nulle part dans les "Eléments” mais l'usage
qui en est fait permet de préciser : il s'agit essentiellement des objets de la
ceomeétrie. lignes. surfaces, volumes. Les figures qui accompagnent de nombreuses
propositions representent ces grandeurs par des segments de droite.

LE CINQUIEME LIVRE

DES ELEMENTS DDEUCLIDE.

DEFLINITIONS

"1. Une grandeur est partie d’'une grandeur, la plus petite de la plus grande,
quand-la plus petite mesure la plus grande.

2. Une grandeur plus grande-est multiple d’une grandeur plus petite, quand
la plus grande est mesurée par la plos petite.

3. Use raison, est certaine maniére d'éire de deux.grandeurs homoséaes
entr’elles , suivant la quantité. ’

4. Udé proportion est tne ‘identité de.raisous. . .

5. Des grandeurs sbnt dites avoir une raison eat’elles, lorsque ces grau-
deurs, étant multipliées, peuvent.se surpasser mutuellement.

6. Des grandeurs sont dites étre en méme raison, la premitre 4 la seconde,
et la troisi¢me ala ciuatriﬁgnc, lorsque des équimuliiples queiconqué;de la pre-
mitre et de la troisiéme, et d’autres équimultiples quelconques de la seconde et de
la quatriéme sont tels, que les premiers équimuliiples surpassent, ¢hacun & chacun,

~ les seconds équimuliiples, ou leur sont égaux 4 la fois; ou plus petits 2 la fois.

7. Les grandeurs qui ont la méme raison sont dites proportionnelles.

8. Lorsque, parmi ces équimultiples, un muliiple de la prenﬁére surpasse
un multiple de la seconde, et qu’un muliiple de la troisi¢éme ne surpasse pas
un multiple de la quatriéme, on dit alors que la premiére a avec'la seconde
une plus grande raison que la troisiéme avec la quatriéme. .

9- Une proportion a au moins$ trois termes.

10. Lorsque trois grandeurs soot proportionnelles, la premiére est dite avoir
avee la troisiéme une raison double de celle qu'elle a avec la seconde.
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"Mesurer” qui intervient dés la définition [ et dans la définition 2 pour
definir respectivement les notions de "partie” et de "multiple” est une technique
qui consiste 2 metire bout a bout des grandeurs egales a une grandeur A pour
reconstituer une grandeur B.

Ainsi. sur la figure ci-contre. B est formé de 4
segments egaux 3 A donc "A mesure B" ou "A
B ! + + 4 est partie de B" ou "B est multiple de A",

A —

La notion fondamentale de la théorie des grandeurs est la "raison” (logos),
elle conduit a l'é¢tude des proportions. Pour quil y ait ‘raison” entre deux
grandeurs il faut deux conditions :

- I"homogeneité” (Def 3) : on ne peut metire en rapport que des grandeurs de
meme nature, ligne avec ligne, surface avec surface, volume avec volume.

- ce que nous appelons aujourd'hui 1"axiome d‘Archiméde” (Def 5). Nous pouvons
traduire cetle definition par : deux grandeurs a et b ont une raison enire elles
lorsqu'il existe au moins deux naturels m el n telsque ma> b et nb> a.
Cependant, il faut se garder d'assimiler les grandeurs 4 nos réels positifs. Les
nombres (entiers) ne sont pas des grandeurs, les termes "multiple” “partie”
‘raison” ‘“proportionnel’, sont repris au livre VII pour les nombres
independamment des definitions du livre V.

Cetle “raison” est un lien irés précis entre grandeurs, l'identité des raisons
definit fa proportion (déf 7). Nous pourrons donc utiliser le terme “rapport”, voire
méme la notation % , a condition de ne pas perdre de vue que les grandeurs ne

sont pas des nombres, et qu'en particulier le produit de deux grandeurs n'existe
pas. La "raison” entre a et b n'est ni un nombre, ni une grandeur.

Cest avec la définition 6 que la théorie des grandeurs prend son sens.
"Traduisons” :

%= % forsque, quels que soient les naturels non nuls
m et n, ona: ma»nb el mc>nd (1)
ou
ma=nb et mc=nd (2)
ou

ma <nb et mc<nd (3)

(21 ne peut se réaliser que dans le cas ol a et b d'une part, ¢ et d de l'autre
sont commensurables, mais la deéfinition 6 est praticable dans tous les cas. La
théorie  d'Eudoze permet effectivement de contourner [l'obstacle de
lincommensurabilité.



Le contraste avec les définitions du livre VII, consacrées aux nombres,
permettre de mieux apprécier l'originalité de la théorie des grandeurs.
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devrait

Toutefois Euclide utilise dans ses démonstrations une autre forme de la définition 6

s

ma »nb alors mc>nd

si ma=nb alors mc=nd
si ma <nb alors mc <ad.

"LIVRE SEPTIEME
DEFINITIONS.
1. L'r;milé est ce selon quoi chacune des choses existantes est dite une.

2. Un nombre est un assemblage composé d’unités.
5. Un nombre est une ‘partie d’un nombre, le plus petit du plus grand,

“lorsque le. plus petit mesure le plus grand.

-4+ Un nombre est parties d’un nombre, quand il ne le mesure pas.
P > q P

. 5. Un nombre est multiple d’un nombre, le plus grand du plus petit, quand
il est mesuré par le plus petit.

6. Le nombre pair est celui qui peut se partager en deux parties egales.

7. Le nombre impair est celui qui ne peut pas se partager en deux parties
égales, ou bien celui qui differe d’une unité du nombre pair. |

8. Le nombre. pairement pair est celui qui est mesuré par un nombre pair
multiplié par un nombre pair.

9 Le nombre pairement impair est celui qui est mesuré par un nombre
pair multipli¢ par un nombre impair.

" 10, Le nombre impairement pair est celui qui est mésuré par” un nombre
impair, muliiplié par un nombre pair. -

11, Le nombre i xmpaxrement lmpau' est celui qui est mesuré par un nombre

impair multiplié par vn nombre impair. -

22, Le nombre premier est celui qui est mesuré par l’unue seule.

15, Les nombres premiers entr'enx sont ceux qui ont Punité seule pour
commune mesure. )

".14. Le nombré composé est celui qui est mesuré par quelque nombre.

15, Les nombres composés entr’eux sont cenx qui ont quelque nombre
pour commune mesure.

16. Un nombre est dit muliplier un nombre, lorsque le multiplié est ajouté
autant de fois qu’il y a d'unues dans celm qui le muluphe, et qﬁ un nombre
est produit. : .

17. Lorsque dewz” nombres se multipliant font un nombre, _celux qui est
‘produit se nomme plang et les nombres qui se muluphent, se nomment les
cérés de ce produit. .

18. Lovsque trois nombres se muliipliant entr’enx font un nombre, celui
qui- est produit est appelé solide; et les nombres qui se muluphem, se
nomment les cotés du produit.

1g. Le nombre quarre est celui qui est e"alement égal, ou celui gui est
conteru sous deux nombres égaux. .

"20. Le nombre cube est celui qui est également égal également, ou bien
celui qui est contenu sous trois nombres égaux., |

21. Des nombres sont proportionnels, lorsque le premier est le méme
multiple du second que le troisi¢me Vest du quatri¢me, ou lorsque le pre~
mier est la méme partie ou les mémes parties du second que le troisiéme I'est
du quatriéme.

22, Les nombres plans et solides semblables sont ceux qui ont leurs céiés
proportionnels.

23. Le nombre. parfait est celun qui est égal & ses parties.



400

Le texte est ici beaucoup plus accessible. Nous limiterons nos commentaires
aux definitions |, 4 el 21.

Def.} : c'est 1a possibilité de considérer une chose globalement et isoléement (comme
élément unique d'un singleton dirions-nous aujourd’hui) qui définit l'unité. Cela

. permel une grande souplesse, nous l'avons observé dans le passage du "Ménon” :
rien n'empéche de "dire une” une portion du cdté d'un carré pour éviter par la suite
de partager l'unite en quantiemes. L'unité est indivisible. La conception
pythagoricienne du nombre, et au depart de l'unite, est trés differente. Pour le
pvthagorisme, le nombre est la substance profonde des choses, par exemple des
formes geometriques : nombres triangles, nombres carrés .. Nous retrouverons
cette conception dans le texte de Théon de Smvrne.

Def.4: quand un nombre a mesure un nombre b, a est "partie” de b. sinon a
est "parties” de b. Curieusement le pluriel devient la marque de la négation. Une
explication simpose : si a n'est pas lui-méme partie de b, on peut cependant
décomposer a en parties de b, quitte s'il le faut a le décomposer en unités. Un
exemple : 6 n'est pas parlie de 4 mais 6 est trois fois 2, 2 est partie de 4, 6 est donc
formé de trois parties de 4.

Ce point étant éclairci, nous relevons dans ce livre VII des termes communs au
livre V tels "partie”, "multiple”. Mais ces termes sont totalement redéfinis. nous
sommes ici dans un autre domaine, celui de l'arithmétique. De plus I'usage qui est
fait du pluriel "parties” n'a pas de sens dans la théorie des grandeurs, une grandeur
peut se partager indéfiniment. L'incommensurabilité, l'icrationalité ne sont pas du
domaine de l'arithmétique, du nombre.

Def.21 : cette définition de la proporiionalité peut se "traduire” ainsi :

ab.c,d sonl des nombres proportionnels
- lorsqu'il exisie un entier n tel que (2 = nb et ¢ =nd) ou (na=b et
ne = di
ou
- lorsqu'il existe deux entiers m et n tels que ma = nb et mc = nd

Pourquoi tant de precautions ? Parce que | n'est pas un nombre on ne peut pas
poser m=1 ou n=1 dans le'second cas pour retrouver le premier.

Le contraste avec la définition de la proportionalité du livre V est éclairant.
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Lincommensurabilité et l'irrationalite sont traitées au livre X. Pourquoi avoir
placé les livres arithmétiques (VII, VIII et IX) entre des livres consacrés aux
grandeurs ? Une explication est fournie par la proposition § du livre X ;

Les grandeurs commensurables ont enire elles /a
raison qu un nombre a avec un nombre”

Les notions jusque 12 wrés cloisonnées de “raison de grandeurs” et de "raison
de nombres” soni identifiées dans le cas des grandeurs commensurables et de

nombreuses propositions du livre X seront démontrées a2 l'aide de résultats
arithmetiques.

La rigueur de la démonstration de la proposition X-5 est douteuse et certains
auteurs v voient une faiblesse majeure de I'édifice euclidien.

LE DIXIEME LIVRE

DES ELEMENTS D’)EUCLIDE.

DEFINITIONS

1. On appe]e grandeurs commensurables celles qui sont mesurees par la
méme mesure. .

2. Et incommensurables, celles qui n’ont aucune mesure commune.

5. Les lignes droiles sont commensurables en puissance, lorsque leurs quarrés
sont mesurés par une méme surface.

4+ Etincommensurables, lorsque leurs quarres n’ont aucune surface pour com-
mune mesure,

5. Ces choses étant supposées, on a démontré qu’une droue propasée a une
infinité de droites qui lui sont incommensurables, non seulement en longueur,
mais encore en puissance. On appélera rationnelle la droite proposée.

6. On appélera aussi rationnelles les droites qui lni sont commensurables, soit
en longueur et en puissance, soit en puissance seulement.

- 7. Et irrationnelles, celles qui lui sont incommensurables.
_ 8. On appélera rationel le quarré de la proposee.

9. On appélera aussi rationnelles les surfaces qui lui sont commensurables.

10. Etirrationnelles celles qui lui sont incommensurables.

11. On appélera encore irrationnefles et les droites dont les quarrés sont égaux
4 ces surfaces , c’est-a-dire les cé1és des quarrés, lorsque ces surfaces sont des
quarrés; et les droites avec lesquelles sont décrits des quarrés égaux a ces sur-
faces, lorsque ces surfaces ne sont pas des quarrés.
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Def.3 : la notion de “commensurabilite en puijssance " est aujourdhui
disparue. Expliquons sur un exemple : la diagonale et le c6té d'un carré sont
mcommensurables, mais le carre construit sur la diagonale est double de celui
construit sur le caté. Voila donc deux grandeurs dont la commensurabilité n'est pas
realisee. en acle. mais seulement potentiellement. C'est une distinction comparable
a celle gue fail Aritoste 4 propos de l'infini : I'infini existe en puissance mais pas en
acte. Par exemple, il n'existe pas de grandeur indivisible. une grandeur est donc
infiniment divisible mais on ne peut pas réaliser, rendre "actuelle”, cette infinité de
divisions,

Del 6 et 7 : “irrationnelle” est indissociable d™incommensurable” et a le méme
caractere relatif.

Sait par exemple un carré ABCD dont le ¢dté AB est prolongé par BE tel que
BE = AC. Posons AB =1

AC est "irrationnelle” par

rapport 24 AE car, méme en

puissance, AC et AE sont

incommensurables

(AC? = 2et AE? =3+2AC)
! P AC est "rationnelle” par rapport
A B E a ABcar ACet AB sont
commensurables en puissance.

La “commensurabilite en puissance” confére a une grandeur la qualité de
‘rationnelle”. En disant que le carre construit sur la diagonale est double du carre
construit sur le coté, on a réussi 4 exprimer, méme indirectement, le rapport entre
ces deux grandeurs: “rationnel”, indissociable de "commensurable” l'est aussi d’
“exprimable”.

Notons que dans les définitions 9 et 10 la commensurabilité en puissance
n'intervient pas pour les surfaces : on peut construire un carré sur un segment
mais il n'y a pas de construction analogue & partir d'une surface.

Dans {a définition 11 il est pose qu'il existe un carré égal a une surface non
carree. Trouver  un tel carré est le probiéme de "la quadrature”. Celle du cercle a
occupe longtemps les mathématiciens.
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I1I. LA METHODE DU PAIR ET DE L'IMPAIR :
proposition X-117

Cette proposition n'est pas d'Euclide, elle a été rajoutée postérieurement aux
FHéments Elle ne figure pas dans l'édition anglaise des /f/émenis présentée par
Heath. If convient donc de se garder de théoriser sur le détail du texte.

Toutefois, nous la retenons ici : I'opposition pair/impair qui est au coeur de
cette demonstration de l'incommensurabilite de la diagonale et du céte d'un carre
fait partie du vieux fond pvthagoricien. Il n'est pas exclu que ce soit avec une

démonstration de ce lype que les premiers pythagoriciens aient établi le premier
cas d'incommensurabilité.

Par ailleurs, la preuve de l'incommensurabilité de la diagonale et du c¢été du
carré par la méthode du pair et de l'impair est citée par Aristote comme modele de
démonstration "par l'absurde” :

Toujours, en effel, quand on ellcclue un raisonnc-
ment par l'absurde, on conclut le faux par sy!'lo'-
gisme?, mais la préposition initinle & démontrerfest
prouvée -hypothéliquément quand ;.un'.(‘: impossibililé, 25
résulte de lu proposition conlradidtoire <é. la pro-
posilion initiale>>. On prouve, par excmple, l'in-’
commensurabilité de Ia diagonale, par celle raison
que les nomibres impairs deviendraient éguux aux
- nombres pairs, si on posait la diagonale commensu-

-

rable ; on tire alors la conclusion que les nombres

impairs: deviennent égaux aux nombres..pairs, ¢t on

prouve hypothéhquement Vincommensurabilité de

la diagonale par cc qu'une conclusion faus';c découle
30 de la proposxuon contradictloire’.

ARISTOTE Premiers analytiques traduction Tricot Vrin pp.121-122

Encore aujourd’hui, cetle démonstration presentée en des termes modernes
ou des variantes, parfois avec des références historiques, figure dans de irés
nombreux manuels scolaires (voir en annexe les documents 4 et 5).
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Proposition 117 du livre X d'EUCLIDE

LE DIXIEME LIVRE DES ELEMENTS D'EUCLIDE,
PROPOSITION CXVIL
. Qu'il nous soit proposé de démontrer que dans les figures quarrées la diago-
nale est incommensurable en longueur avec le cété. '
Sait le quarré ABra, et que AT soit sa diagonale ; je dis que la droite ar est -

incommensurable en longueur avec aB. . :

V’A B Z

A <

 Qu’elle lui soit commensurable, si cela est possible; je dis qu'il s’en suivrait
qu’un méme nombre serait pair et impair. Or, il est évident que le quarré de ar

. est double du quarré de AB (47.10); mais AT est commensurable avec 48; la
droite AT a dc{ncavec, ladroite ABla raison qu'un nombre a avec un nombre (6. 10).
Que AT ait avec 4B la raison que le nombre EZ a avec le nombre 1, et que les
nombres Ez, H soient les plus petits de ceux qui ont ]a méme raison avec eux;
Je nombre Ez ne sera pas Vunité. Car si Ez éuit 'unité, i cause que EZ a avec
# la raison que AT a avec 4B, et que AT est plus grand que 4B, l'unité £z serait
plus grande que le nombre H, ce quiest absurde ; Ez n’est donc pas I'unité;
£z est douc un nombre. Et puisque TA est 3 AB comme EZ est 4 K, le quarré de ra
sera au quarré de B comme le quarré de Bz est 4u quarré de H. Mais le quarré de
TA est double du quarré de 4B; le quarré de £z est donc double du quarré de H;
le quarré du nombre £z est donc pair. Le nombre Ez est donc pair; car ¢'il était:
impair, son quarré serait impair; parce que si 'on ajoute tant de nombres im--
pairs que I'on voudra, leur quantité étant impaire, leur somme est un nombre
impair (23.9); le nombre Ez est donc un nombre pair. Partageons le nombre
Ez en deux parties égales en o, Puisque les nombres £z, 1 sont les plus petits
de ceux qui ontJa méme raison avec eux, ces nombres serout premiers entr’eux.
Mais le nombre Ez est pair; le nombre H est donc impair. Car &'l éuait pair,
les nombres Ez, H, qui sont premiers enir’eux, seraient mesurés par deux; parce
que tout nombre pair a une partie qui en est la moitié, ce qui est impossible.’
Le nombre H n’est donc pas un nombre pair ; il est donc impair. Mais £z est
double de £ ; le quarré de £z est donc quadruple du quarré de Ee (11 8) Mais
le quarré de £z est double du quarré de H; le quarré de H est donc double du
quarré de E@; le quarré de H est donc pair; le nombre H est donc pair, d'aprés
ce quia.été dit (29. o). Mais il est aussi impair, ce qui est impossible ; la droite
AT p’est donc pas commensurable en longueur avec a3 ; elle lui est donc incom~
mensurable. Ce qu'il fallait démontrer.

. On remarquera de la ligne 1! 2 la ligne 14 une autre démonstration par
I'absurde pour etablir que EZ n'est pas l'unité, c'est a dire que EZ est un nombre.

Comple tenu des réserves que nous avons lailes au début, nous ne
commenterons pas davantage ce texte. Nous avons preféré approfondir la mérhode

d'g pqir et' Qe Iimpair, regarder si elle peut s'appliquer a d'autres preuves
d'irrationalité, en voir Jes limites.
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METHODE DU PAIR ET DE L'IMPAIR (prolongements)

1) Nombres carres et nombres triangulaires
DIOPHANTE : 7our nombre iriangulaire, pris 8 fofs, et avgmenié de I vaité
devient un carré

T - nin+11

a3

STH=§“’(%I——)?1=4nz+4nrl=(2n+liz

réciproguement : le carré d'un nombre impair est égal a l'unité augmentée de § fois
un nombre triangulaire.

2) Autres preuves d'irrationalité

Soit N un nombre impair.

Supposons qu'il existe une fraction irréductible 2 telle que N = (Q]Z.
p

On a alors sz -2 ()

el n el pimpairs : n? - 8§T+1 et pz =8T'+1

En posant N =2N+1,(1)s'ecrit: S8NT'+ 2N'+ 1 = 8T + 1

d'ou, en simplifiant, 4NT'+ N'=4T "(2)
al N' impair. 4NT" + N' impair et 4T pair : contradiction
N est irrationnel quand N=3;7; 11;15;19:..;4k+3; ..
b) N' pair : N'= 2N" et (2} s'écrit 2NT +« N"=2T (3)

a) N"impair. 2NT' + N" impair et 2T pair : contradiction
fﬁ estirrationnel quand N =5;13;21;..;8k+5;..

BIN" pair : N" = ZN™ et (3) sécrit NT'+N" =T (4)

La méthode ne permet pas de conclure (N = 8N"+1}). Le premier cas sur
lequel cette méthode ne permet pas de conclure est celui de \ﬁ; (N" = 2).
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Cette reconstitution de preuves d'irrationalité a laide de notions
pythagoriciennes telles que “nombres carres”, ‘nombres triangulaires”, opposition
pair/impair n'a toutefois aucune valeur historique. Nous ne cherchons pas 2
affirmer gue telles ont e1é les premieres preuves de lirrationalité de +/3, V5. .. En
ce qui nous concerne, l'interét est surtout pedagogique : sappuyer sur ce schema

—

pour proposer en classe des activités sur l'irrationalité \E 5, découvrir méme

. [ — . -
une 1mpasse pour V17 tout en resiant dans le cadre de la proposition 117,
I'opposition pair/impair.

Terminons par une curiosite :

Theodore (.. nous avairl tracé quelgues figures 4 propos de racines el
nous avarl moniré gue celles de lrols preds et de cng preds ne sont paoml
pour 1a longueur commensurables avec celle dun pred, ei, fes prenant
ainss fune aprés /avire, il étart allé jusqu i celle de dix sept pieds el 1]
SElanl, je ne $als pourquor arréré /3”7

Platon - Théetéte 147
edition Garnier-Flammarion page 86

Il semble donc, d'apres Platon, qu'il v ail bien eu avant la demonstration de
Theodore un obstacle pour la ‘racine” de 17 (entendre par "racine” de 17 le coé
d'un carré de 17 pieds).

IV. L'algorithme de HERON D'ALEXANDRIE

Avec le texte qui suit, nous changeons complétement de registre. Héron ne se
préoccupe guére de théorie et donne deux recettes. La premiére sert 2 calculer la
surface d'un triangle quand on connait les trois cotés, elle peut donner lieu a une
activité en classe sur les relations dans un triangle mais sort de notre sujet.
L'exemple qu'il choisit 'améne a calculer "le c6té de 720", c'est 4 dire la racine
carrée de 720, et c'est sur ce cas qu'il donne sa deuxiéme recette : un algorithme
qui fournit des approximations de plus en plus fines d'une racine cafrée.

[y a une méthode générale pour trouver, sans perpendiculaire, 1a
surface d un trizngle quelcongue dont les Irofs colés sont donnés.

Par eremple, que les corés dun irizngle soient de 7 8 ef 9 uniés,
Additronne 7. 8§ ef 9. cela fart 12 reiranche 7, if resie 5 de nouvesu
relranche de 172, 8, il reste 4 et retranche-lui de nouveau 9, if reste 3,
Fars fe produit de 1.2 par 5 cela fai1 60 multiplie fe par 4, cela fait 240 ,
multiplie ce dernier par 3. celz fzr1 720, Prends le cote de celui-ci ;- ce
sera la surface du lriangle. i
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Puisque 720 n a pas de céle rationnel, novUs exirairons le cote avec vne
1rés pelite dilference de /a facon suivanie, Comme le premier nombre
carré plus grand que 720 est 729, qui a pour cdté 27, divise 720 par 27 .

S A o ea s .
cela [zl £0 el 3 - dfoure 27 cela [arf 53 :; ; prends en la monié o cela farl
Ans/ done fe co1é de 720 sera irés proche de 2 ‘r—ﬁ ~£
F

P ys
4

I\ll\
LN

£n tan, 26 —/7 —/; DUILPHE par lui-méme donne 720 —é de sorie gue 12
PEA 20

dirrerence (sur fes carres) :?5.?—% :
S

S/ nous voulons rendre celte diférence inférievre encore i 3/3 , N0Us

wmelirons 720 7{‘, rouve lout 4 lheure 4 la place de 729, el en

procedant de fa méme facon, novs irouverons gue la dillérence (sur les
carrés/ est beavcoup plus peirte que-% “
J

{ "Algorithme au fil des Ages” IREM de Poitiers)

Nous trouvons dans ce texie les quantiémes egyptiens que les Grecs

réservaient a la logistique. C'est une notation additive : 26 % % signifie 26 + % +

(SR

Pour éviter de trop longs développements sur les techniques de calcul égyptiennes,
et pour reduire la place des calculs nous avons utilisé nos fractions.

Dans un premier temps. suivons le texte :

7295720 : 27 est une approximation par exceés de V720

720 , 720 2 : : :
LY fE2 ¢ 26 £ estune approximation par defaut.
27 720 3

PO | e—
(SRR

€

26 2 <720 <27

-

J

st la moyenne arithmétique de 26 % et 27 ;



408

Q6 l %)2 =720 —;I~> 720 donc 26 L L est a nouveau en exces.
23 36 2

|

En poursuivant, on obtient :

720:26% %=720 ;Lgi 13610 (par deéfaut)

pmql (12 413690) 311983421 (2 E 4 L4 513 19]37)
(%834—21)2 - 720 - 19;22 :51]98342l est en exces.

26%—< D2 720 ¢ 519842‘ ¢ 26 %l- ¢ 27

Cherchons maintenant. a la maniére de HERON des approximations de \/5 :

APPROXIMATIONS SUCCESSIVES DE 2

1 ¢2 <22 lére valeur : 2
1(5,21.3 cme valeur - 11
E(Z El > 2éme valeur : | 5 {1,5)
différence: (1412 - 2 .1
2 4
1 .3 2 17 as 17 1 1
~(2+2)-2L Jémevaleur: 2L <12 L & 141666
723 12 ’ 12 3 12
différence : (1712 2= 2
12
1 (£+—2—]=5ﬂ 4eme valeur - 227 o 14142157
2 12 17408 408
12
[ S S
3 17 51 408
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différence : [ﬂ)z -
408

4082
1 (377, 2 _y (065 887 Seme valeur : 993 887 4 4442136
2 408 577 470 832 470 832
4048
difference : (283 387y 5 |

p 257
470 832 470 8322

A la base de lalgorithme de Heéron, il v a la proportionalité. La movenne
arithmetique, bien str, mais aussi les deux autres moyennes fondamentales :
I'harmonique et la geometrique.

On commence avec 4, tel que aoz) N puis on calcule b0 - N
a
0

1 . "
., "5 (an + bn) = ma(an.bn7 (movenne arithmétique)
' 2a_b
b= N N =—208 .m(ab ) (moyenne harmonique}
a+l oy 1 o4+ h h*'n™n
o+l Ha N) n n
20—
an

a b =N donc N = mgtan.bn (moyenne géomeétrigue)

Or ces moyennes n'avaient guére de secret pour les Grecs, ils savaient en
particulier que m, >m,>my (voir en annexe le document 6) dont on peut tirer :

. l>m>an>man>m;Jﬁ>m>bn)mbl»bd

Poursuivons encore :

N 1 N N | I N N
a . -b =a_ ., - ==—fa +—)- ——=-a_ +_— -
n+l n+l n-+1 n 7N
a, 2 a, a,, 2 2:1n .,
d'ou, puisque agoag .
a_ . -b_<ia -p ()
n-l n-l 9
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Aujourd’hui nous dirions que (an) et (an sont des suiles adjacentes qui

convergent vers vN. Les Grecs ne connaissaient pas [a notion de limite, nous
sommes allés un peu trop loin. Héron dit seulement qu' “en procédant de [z méme
Jacon, nous rouverons que la diffdrence (sur fes carres) est beavcoup plus pelile
que-f—,‘:

20

Revenons, pour terminer, a Euclide. En effet, I'inegalite que nous avons notee
{1} renvoie trés précisément a la premiére proposition du livre X. sur la
“dichotomije” :

PROPOSITION I

Deux grandeurs inégales étant proposéés, si ’on retranche de la plus Egrande
une partie plus gram%e que sa moitié, si Pon retranche du reste une partic plus
grande que sa moilié, et si Pon fait- toujours la méme chose, il restera une
certaine grandeur qui sera plus petite que la plus petite des grandeurs proposces-

L'algorithme de Héron ne fournit pas une preuve d'irrationalité :

(a NP2 noLl Nz 1 2 y2
a 4 0 o

. co 2 N 2 N
par consequent, sia “« N, 3., N.

It suffit donc que la premiére valeur choisie, a, ne soit pas \/ITI pour qu'aucun

terme de la suite ne prenne la valeur \fﬁ
Nous pouvons donc avoir une suite (an) infinie, dans le cas ol \/ITI est rationnel.

V. LES NOMBRES LATERAUX ET DIAGONAUX : TEXTE DE THEON DE SMYRNE

Théon est un philosophe néopythagoricien, le passage qui suit est extrail de
son ouvrage : ‘Erposilion des connaissances mathématiques uliiles pour i fecture
de Platon " Dans un passage de "La Républigué, dont la lecture prendrait ici trop de
place, Platon parle de la " dizgonale rationnelle de cing'. Le mot diagonale évoque la
figure du carre, mais 2 la différence des nombres triangulaires, tetragones,
pentagones .. représentés par les figures correspondantes d'une géoméirie
“discrete”, il importe ici de bien distinguer diagonale et c6té d'un carré, grandeurs
incommensurables, et nombres latéraux et diagonaux (pour lesquels Platon rajoute
I'adjectif "rationnel”), entiers toujours mesurés au moins par l'unité.
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Des nombres latérewr et des nombres diegonauz

XXXI. De mdme que les nombres ont cn'[iuissancc les
rapporls des triangulaires, des élrmgones, des pentagones ot
des autces figures, de méme nous trouverons que les rapporls
des nombres latéraux el des nombres disgonaux se manifes-
tent dans les nombres sclon des raisons génératrices, car'ce
sont les nombres qui harmonisent les figures. Donc comme
P'unité est le principe de toutes les figures, sclon la raison
suprime ¢t génér’a.tricc, de méme aussi le rappért de la_dia-
gonale ct du colé s¢Lrouve dans I'unilé. .

Supposons par exemple deux unilés dont l'une soit la dia-
gonale et Luutre le colé. caril faut que unilé qui est le prin-
cipe de lout soit en puissuncé le colé et la dingonale; njou-
tons au ¢olé la diagonale et @ la diagonale ajoulons deux
€blés, car ce que le colé peut deux fois, la diagonale le peut
une fois °. Dés lors lu diagonale est devenue plus grande et
le coté plus pelit. Or, pour le prcfnicr ¢olé et la premiére
dlagonale, le carré de la diagonale unité sera moindre d'une
unité que le double carré du célé unilé, car les unilds sont
en ¢galité, mais un est moindre d'une unilé. que le double

de l'unité. Ajoulons mainfenant la diagonale.au coté, clest-

3-dire une unilé & T'unité, le coté vaudra alors 2 unilés;
mais, si nous ajoutons deux ¢olés 3 la diagonale, c'est-a-dire

2 uaités & l'unilé, la diagonale vaudm 3 unilés; le carré

construil sur le colé 2 est §, el lc carré de la diagonale est 9

qui est plus grand C'unc unité que le double earrd de 2.

De mime ajoulons au ¢61é 2 la diagonale 3, e ¢516 devien-
dra 5. i 3 la diagonale 3 nous ajoutons deux colés, c'est-2-
dire 2 fois 2, nous aurons 7 unilds. Le careé consteuil sur le
colE § est 235, el celui qui est construit sur la diagonale 7
est 49, qui est moindre d'une unilé que le double (30) du carré
25. De nouveau, si au ¢olé 5 on ajoule la diagonale 7, on
obticnt {2 unités; ctsi & la diagonale 7 on ajoute 2 fois le
¢Sl 5, on aura 47 dont e careé (289) est plus grand d'unc
unité que lc double (288) du carré de 12. Et ainsi de suile en
continuant l'addilion. La proportion allerne : l¢ carré cons-
truit sur la diagonale sera tantot plus petit, tantot plus g grand,
dune unité, que le double earré conslruit sur le- colé, en
sorle que ces diagonales el ces colés seront loujours expri-
mables. .

* Invessement les diagonales comparées aux colés, en puis-
sance, sont fantsl plus g grandes d'unc unité que les doubles,
tantat plus petites d'une unité. Toules les diagonales sont

done, par mapport aux carrés des colés, doubles alternalive-

n_lcnl par excés ol par défaul, la méae unilé, combinde -
également avee lous, rélablissant Fégalité, en sorle que le
double ne picheni par excis, ni par défaut; én effet, cc qui
manque dans la diagonale précédente se trouve en excis, en

puissance, dans la diagonale qui'suil = -

Ce sont Jes nombres qui harmonisent les fgures', " [ vnité est fe principe de toures

les tgures®

" Théon récite tout le credo pythagoricien, credo qui avait pu sembler

éire mis a mal par la découverte de lirrationalité. Théon veut visiblement nous
montrer qu'il n'en est rien, que les nombres sont bel et bien, "en puissance” et selon

des “raisons generatrices”,

dans le rapport de la diagonale et du céte d'un carre.

Voyons donc comment Théon construit ses nombres latéraux et diagonaux :
{notons a le coté, d la diagonale, et utilisons pour simplifier le nombre négatif -1)

2 2
dl -2:11 =-]

La raison en est idéologique . { est principe de tout

Fn puissance (en élevant av carré), [a diagonale est

2
deur 1ois fe coté : & = 24

donc 7
d3= 2a24 d2=7

Par ‘dragonale rationnellede cing" Platon désignait
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41 a ., =a,+ dn “er amsi de suite en contnuant addition”
dml =2a +d a
2 2 " . . . .
dn = - Zan" = (-1 Lz proporison alterne : fe carré consirurt sur la diago-

nale sera 1anidl plus pelil, (antét plus grand, dupe
unilé, que le dovble carré consirust sur le coté

La fin du texte est obscure, M. CAVEING en donne une autre traduction :

Tovles les diagonales seronl rendves dovbles en puissance de lous
les colés, [exces el fe défaur alternés de la méme uniié placés

- undormément en lovles produisant une égalité el lendant 3 ce gue,
dans leur tolalilé, elles ne sofent ni inférieures nf supéricures au
double - car ce gui manque en puissance 3 [a diagonale précédente
esl én exces 4 celle gurs /a suil immeédiatement”’

Toutes fes digonales’ ‘Tous les cotés” “dans feur roraliié”: Théon actualise-t-il

linfini 7 envisage-t-il 3 dn2 7 N'allons pas jusque la et revenons au début du
n=l

texte. Théon ne peut se contenter, comme Héron par exemple, d'approximations 2

l'aide de nombres lateraux et diagonaux du véritable rapport entre {a diagonale et

le cite d'un carrée, il lui faut une identite. Or cetie identité est fournie par un
nombre pair d'additions :

2p 2p 2p
z dnz_ =2 Z ::tnz puisque S, - Z (D% =0
n=1 n=1 n=1

De 12 a généraliser, dans un infini qui reste potentiel, il n'y a qu'un faux pas |
52p4] = -1 et nous savons aujourd'hui que (Sni ne converge pas.

2

On peut par conire montrer, en utilisant la dichotomie, que LZ - 2 peut étre rendu

a
o

aussi petit que 'on veut.

On peut également généraliser la méthode des nombres latéraux et

diagonaux pour des approximations de Jﬁ . il suffit, partant de d = Naz. de poser

- =N
A, =a,+d et d =Na «d.
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Un autre commentateur de Platon, Proclus, atiribue aux pythagoriciens la
découverte du procédé de formation des nombres latéraux et diagonaux et indique
que la preuve géomélrique se trouve au livre 11 des Eléments, avec la proposition
10, C'est cette piste que nous allons suivre pour terminer, elle nous conduira a2 un
nouveau type de preuve de l'incommensurabilite de la diagonale et du cété d'un

carré.

La proposition II 10 dit, en substance, que si I'on ajoute 2 un segment AB un
segment BD, et si C est le milieu de AB, alors

AD? + DB? - 2(AC% + CD?)

K C B D

Remarque : le livre I est consacré a ce que nous appelons I' "algébre géométrigue”.
En posant
AC=x et BD=vy

nous obtenons l'identité

(2x+y)2 + yz =2 [(x+y)2 + 1)

' Comment retrouve-t-on a partir de 1a la formation des nombres lateraux et
diagonaux ?

C2‘ . B2
."/ . A
: /
Construisons, comme sur la ligure c / dz )
ci-contre, un carre de cote a, et 3 By
de diagonale d1 puis, accolé, un carré / !
de cote ay=a;+ dl' Ao al Ay a1 A7 41 Az

On peut donc, d'aprés IT 10 ecrire : A0A22+ A‘IAZZ =2 (A0A12+ AlAZZJ
Comme A" A, =AC, et ACZ=2A AZ onobtient A A2~ 24 A%=AC2
1772 11 171 ol 02 12 272

Le coté du carré AIAZBZCZ esta, =a; + dl' s; diagonale d2 = 2;:1l + d]
Incommensurabilité de la diagonale et du coté d'un carré B preuve par
anthyphérese

La propriété des carrés que nous venons de voir se préte particuliérement a
la méthode des soustractions alterneées ou anthyphérése. Le cas le plus connu
d'application de cette methode est I'algorithme d'Euclide pour la recherche du plus
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grand diviseur commun de deux entiers :

étant donnés deux entiers aet b tels que a > b, on retranche b de a autant
de fois qu'il est possible,

a= mlb +ry avec 0« ry e b lorsqgue b ne divise pas a.

Tout diviseur de a et b est diviseur de b et r.

- s0it r divise b, c'est alors le PGCD deaetb
- s0it r, ne divise pas b et on recommence : on retranche r de b autant

de fois qu'il est possible,

b=m2r +r

1
€l on recommence avec I‘l el 1’2.

Les restes successif's étant des entiers tels que rp2r,>..or on est sOr que

le processus s'arréte au bout d'un nombre fini d'opérations. au pire, lorsque a et b
sont premiers entre eux, avec r =1, les Grecs ne connaissant pas le zéro.

Il est possible de faire fonctionner le méme algorithme avec deux grandeurs,
mais il n'existe pas une grandeur plus petite que toutes les autres et I'anthyphérése
peut se poursuivre indéfiniment. Ce «cas est précisément un critére
d'incommensurabilite, c'est ce que démontre la proposition 2 du livre X :

PROPOSITION IL

‘Deus grandeurs inégales étant proposées, et si la plus petite étant tovjours
retranchée de la plus grande, le reste ne mesure jamais le reste précédent; ces
grandeurs seront incommensurables,

Euclide ne donne dans la suite des Aéments aucun exemple d'utilisation de ce
critére. Pourtant on peut penser que si Euclide lui donne une place et prend la
peine de le fonder théoriguement, c'est qu'il a été fécond.

L'exemple qui suit n'est pas historique, mais vise 4 montrer comment peut
fonctionner un tel critére :
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Soit un carré de diagonale AIB], de cote AIAZ' Tracons sur la demi droite
(_A]AZ) le point A3 tel que AIA3 = AlBl‘ Le carré de coté AZA3 a comme diagonale
AZBZ' Cl est le symeétrique de A3 par rapport A, On recommence avec le carré de
diagonale AZBZ pour obienir le caré de coté ASA gct ainsi de suite.

By

— : C A
AAC A G Ay 1 1
Il s’agit de démontrer I'incommensurabilité de la diagonale AlB1 par rapport

au cotée AIAZ‘

2
A]B

AIA2 ne mesure pas AIBI car —12 =2 et 2 n'est pas un carre.

AIA2
lére soustraction : AlB1 - AIAZ = AZA3
Z2éme soustraction : AIA2 - AZA3 = AIA2 - AZCl = CIA1 = Asz

(nous utilisons pour cette soustraction la propriété des carrés indiqués au
paragraphe précedent).

Le reste A2A2 est le c6té du carré de diagonale AZBZ' on est ramené au point

de départ : le coté d'un carré ne mesure pas sa diagonale. L'anthyphérése va donc
se poursujvre indéfiniment el nous pouvons conclure : la diagonale et le cdlé d™un
carré sont incommensurables.

Note : tous les textes analvsés ici ont été distribués lors de l'atelier, mais le dernier
n'a pas pu éire abordé faute de temps.
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ANNEXES

Document 1

APPROXIMATIONS BABYLONIENNES DE /2

Toblette de Lovvee (4 05@54?“‘% chogue. sdhucids:

0[& dtcz a'mpe f/ cane er/‘ .,/o ..; d;,{o

\ ’ 7 | a=dZ
‘,co‘f—a'eer qu ‘est le f&nc die careé { a = 7
:['/7* m:.ﬂ',b/‘em:] Ao par 42;30 _g_z = 42;%0
‘1_';,-5 le flene 7 ~ N

[ T Mu@h/:ﬁems 75 par 4;25 (i Ve = 4:25
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ke|2535 =42;25;35
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i
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ﬁ 154 =44 i :4'30 '
,’ . -4 :l«{ ZSI
\/— =\(t+3 )"' v 4*2 -5(4,.1) {*Z az Tl
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Document 2

ALGORITHME DE BABYLONE

TaREwe VAT £592/6€

—— e e T TS ]
Une poife . Hautewr : wn dems [ninda) <
e{' & Cou&leQ .(an?eu.c B Z Cou.:leq_; . /}

e

qu. wt LN :la%ano.pe o

Y Tol | carre /(o , da -041? . 2 >
T Arowseras A;bo e 5ol
{ _)eb\ou.e {nverse de 4o -cou;\oze - & hadfear.

)?pﬂt a J~(‘a ﬁe/)a@ fuﬂ‘owefds [Z ]30

Fmol'tome e deux ;30 K Arouseras 4;15. 4 . /{_

T o

/m;wh 4745 [ Go, b hautiar ] ,m} é(L
Aouveres &fidS . . . .

[_' le a’ajcncﬁe ot 4-/ IS . C etf- P« A{nfcul | 3 ; H2+Lz
ollofx/ar . N ” \A _ _,,_()

D asdeur

lorgonc

dfagona(.)t. ‘ Jl“ z+ Lz

: H
L

c( mZ_V\a(a = 42 C::«Je:s

d' CQ‘LAQ’Z = 5 dov\»\?.

L=do

a;"vﬂz((u

Lz_— dos = J"rc

e '
s on o!\efcl\e dex anofox«mahonr a(e. \)_

ALC-oxzmms
’ ,So-f‘ a Lnme ﬁ",?/b&nahov\ ) cx:/culu- le. '!exf‘e
- . r
Pt %y = % +2,q;
s 4 Nza.t+« .
l'emarqu.es ) .fo.{p.\x ! a, t ‘(,_
T —_ oz A ¢ 2
" & * 2a,
%) r N - a N oo
— —_— =&, + - - 2 =
Qi = 24 a.& * Zq « 2a, 1 2

f :'lmul e

=4,5 =4;30

) = 4'04-%2,'

2 .

L
s He —
KT

; 2
r=N-a;

reN-a =24a; t4" . On e
puis une afffoximehon de & ¢ K2 2_2

( a,+ N
4 a;
de Herowm

i



Document 3

Chronologie des mathématiciens

MATHEMATICIENS

ET AUTEURS

Ecole fonienne
Thalés de Milet

Anaximandre
Héraclite
Anaximeéne
Anaxagore

Lcole des Eléates
Xénophane de
Colophon
Mélissos de Samos
Parménide

Zénon d’Elée

Lcole des Pythago-
riciens. :
Pythagore

Philolaiis de Crotone
Empédocle
Archytas de Tarente
Hippasos de
M¢taponte

Ecole des Sophistes
Leucippe
Démocrite

Hippocrate de Chios

"Hippias d’Elis
Antiphon

Bryson
Dinostrate
Zénodorce

Ecole de Platon
Platon

Eudoxe

Théodore de Cyrene
Thééecte

DATES

636-5406

610-547
576480
550-480
500-428

570-478
Ve, s,

544.450
495-430

585-500
470-?

490-430
428-347
vers 430

Ve.s.
460-370

470400

450-400
480411

520-450
IVe s,
les.

4238-348
408-355
460-369
410-369
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T . DUOMBRES

NeHBAS -FESULE T Losdrialy
ErlsTEHoLowE 6 Himols -
cevic [N ATHAN .

OEUVRES CARACTERISTIQUES

Fondatcur traditionnellement
reconnu de la géométrie.
Astronome.

Philosophe du changement

Théorie de la perspective. qua-
drature du cercle.

Paradoxes sur le
De I'Bere

Sur la Nature
Paradoxes sur la
chille et de la

mouvcement

fleche d°A-

tortuc  crc...

Irrationalicé de V2

Ecrits de Pythagore

Sur la Nature...

Duplication du cube _

Construction du pentagone et

ili[v_l.ﬂgution de Tlirrationalité de
35

Théorie atomiste
Public un traité sur les
tionnels.

rra-

"Eléments de Géomérric et dupli-

cation du cube.

Quadratrice.

Tente la quadrature du cerele
par exhaustion.

Méthode d’exhaustion.

Quadratrice.  Aire du  cercle.
Traité des Isopériméeres.

La  Républigue, Le Ménon..
Livre V des Eléments.
frrationalité de V3, V5....
Théorie des nombres : ¢rude

des irrationnels.




MATHEMATICIENS
ET AUTEURS
Mdénechme

Avistée

Autolycus de Pilane
Lcole d " Aristone
Aristote

Fadéme de Rhodes

Aristoxcne

~lcole d*Alexaudrie
Euclide

Archimede

Apollonius de Perge
Eratosthénc

Hipparque

Nicoméde
Dioclés

Théodore de
Bithynie

Héron

Ménélais |
Nicomaquc de
Gérasa

Prolémée (Claude)

Théon de Smyrne
Théon d"Alexandric

Porphyre

Diophante
Pappus
Hypathic

DATES
375.325

320.7
©360-300

384-322

Ve s,

vers 300

287-212

262-190
284-192

190-125

les.
e s.

lers.

feap. _I.C.

leap. ]J.C

Jleap. J.C.

. 128-168

120-180

Ve s,

234-305

325-409
IVes.
370-415

" Exposé
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OEUVRES CARACTERISTIQUES

Sections coniques.
Géomecre.
Glomerre.

Considérations sur l'infini et le
continu.

Histoire de l':)rithmétique, de
la géomérric et de I'astronomie.
Eléments d'Harmonic Musicale.

Sur le rychme.

Les Eléments, Théorie des nom-
bres irrationnels...

La mesure du cercle. Conoides
ct sphéroides. Quadrature de
la parabole, etc. )
Les Coniques, De Locis Planis.
Astronome, mathémarticien,
géographe.
Astronome
trigonomérrie.

de la

pour la

précurseur de la

Découverte
Cissoide
du cube.

conchoide
duplication

Les Sphériques.

Les Métriques.

Les Sphériques.
Introductio Arichmetica

Syntaxis  Mathematica  (Alma-
geste).

des  « Connaissances
mathématiques  utiles pour ia
lecture de Platon ». -

Calecul 3 laide des fractions
sexagésimales, extraction des
racines carrées.

les

Explication sur. Eléments
d’Euclide.

Arithmetica.

La Collection machématique.
Fille de Théon d'Alexandric

Machématicienne érudice.
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Document 4

MATHEMATIQUE SECONDE
M. GLAYMANN/J. MALAVAL - CEDIC

Dés Fantiquité, les mathémariciens ont éprouvé des difficultés & décrire certains rapports
par des rationnels. Il a fallu un profond marissement 4 la fois d’ordre mathématique ct
philosophique pour arriver & concevoir que certains rapports n'étaient pas ra:':qnnels.
Un exemple célébre est fourni par le rapport de la longueur d*un cété d’wiv carré d celle

d'une de ses diagonales. ~
Les cotés du carré de la figure ci-contre ont pour lon-
gueur a. 4 C
Le théoréme de Pythagore appliqué au triangle rectangle /./
ABC conduit &
AB? + BC! = AC? avec AB=BC=a
dot AC* =24’
et AC = aﬁ
T AC a s
Ainsi- i A 8
7= V2 :

Dans ce cas uit multiple entier de AC ne sera jamais égal é un autre multiple entier de AB.
Auwtrement dit, il est impossible de trouver deux naturels m et n tels que

mAC = nAB

- . n
Il w'existe pas de rationnel - tel que

ﬁ estirrationnel. Cette découverte est ancienne : clle a ét€ mise en ocuvre par Pythagore
ct son école. :

Voici une démonstration contemporaine de Virrationalité de \/2—.
o e . .o - P

Supposons 'existence d*un rationnel L, tel que ﬁ =L,
. ; q q

P €l g sout érangers (ils nont pas de facteur commun), sinon il est toujours possible

de simplificr g par le facteur commun,
[ ’ :
Nous-avons 5 = 2 ou encore p* = 2 42
Cette égalité nc peut avoir licu que si p est pair. En effet, si p est impair, son carré p?
est lui-méme impair et ne peut &tre égal 4 2 ¢, qui est pair. 11 s'ensuit que g est impair,
sinon p et g auritient en conmun le facteur 2.
Comme p est pair, il existe un maturel & tel que p = 2k, et
4kt = 24"
ct . gt = 2k,

Cette galite implique que g ¢st pair,

Ainsi, I'existence d'un rationnel -’; cgeal i \/l impliquerait que le naturel ¢ est A la fois
{

pair cCimpair. Il y « contradiction,

I est ainsi prouvé qulil w’existe pas de rationnel éual 3 \/Z.
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MATHEMATIQUES SECONDE
Collection TERRACHER - HACHETTE - 1986

Calcul numérique

Complésments
Des nombres irrationnels

Nous nous proposons dans ce paragraphe dc donner quelques exemples de nombres
irrationnels, notamment ceux obtenus au moyen dcs racines carrées.

Exercice résolu

. e . .
Le véel N2 w'est pas rvationacel.

Solution

Supposons que V2 soit un nombre rationnel, Il cxiste alors un couple d'entiers non nuls p et g tels
que \/2'=£. la fraction 4 étant de plus irréductible.,
q q

2
En élevant au carré, on obtient 2=2

3. Clest-a-dire 2g?=p2.

Rappelons lc résultat suivant®? (appelé théoréme de Gauss'®). «Si un nombre premicr divise un produit
d’entiers, il divise au moins I'un de ccs entiers. » .

L écriture p?=24® montre que 2 divise p? ¢t donc 2 divise p: il existe alors un entier p’ tel que

p=2p'. 1l s"ensuit  (2p°)* =242, soit dp?=2q2, d'ois 2p=gq2.
Cette dernigre égalité montre que 2 divise ¢? ¢t donc que 2 divise ¢.

. .. PR . 4 . .
Les cnticrs p ¢t ¢ sont ainsi tous deux divisibles par 2 : Ia fraction £ n'est pas irréductible.
Ce résultat est contradictoire avee I'hypothése « /2 rationnel ». a

Cunclusion

Le nombre V2 est irrationnel.

Exercices . . P

de deux rationnels est rationnel. En déduire que
35, Bn s'inspirant_ de . la méthode ci-dessus, les nombres suivants sont irrationnels =
établir que V3, V5 sont des irrationnels. Vi-i 1

1+3V2 ;

4. On sait que b somme., le produit, le quoticnt 4 Vs
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Document 6

Le traité de la Musique d'ARCHYTAS DE TARENTE

Extrait du Traité de Musique d'ARCHYTAS traduit par Maurice CAVEING

"Il y a trois médiétés dans la musique : l'une est I'arithmétique,

la seconde la géométrique, la troisitme la subcontraire, que I'on

appelle harmonique. Il y a médiété arithmétique lorsque trois termes

sont en proportion quant ‘4 leurs différences de la manidre suivante :

de ce dont le premier excéde le second, le second excéde le troisie-
Et dans cette proportion, il se trouve que I'intervalle des plus

grands termes est plus petit et celui des plus petits plus grand.

Il y a médiété géométrique quand les trois termes sont tels que

le premier est au deuxidme comme le deuxieme est au troisidme.

Dans ce cas, I mtervalle produit par les plus grands termes est égal

a celm que font les plus petxts- Il y a médiété subcontralre, que -

nous appelons harmonique, quand ils sont tels que de la partie de

soi-méme dont le premier terme excéde le second, de cette méme

partie du troisizme le moyen excéde lé troisieme. Dans cette

propottion, l'intervalle des plus. grands termes est plus grand, et

celui des plus petits plus petit". [Ill, p. 1179].

Pour plus de détails, voir la brochure "PYTHAGORE, quelques aspects de l'arithmétique
Pythagoricienne", chapitre "médiétés"
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