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DE LA METHODE DITE D'EXHAUSTION :
GREGOIRE DE SAINT-VINCENT

(1584-1667)

Jean-Pierre Le Goff

INTRODUCTION

Les textes sur lesquels nous s&llons appuyer cette é&tude,
sont extraits d'ceuvres d'Euclide [2], d'Archimede [1], et de 1'Opus geometricum
Quadraturae circuli et sectionum coni (i-e Tralté géoméirique de la Quadrature
du Cercle et des Sections coniques), 1647, de Grégoire de Saint-Vincent
(1584~-1667) [3].

11 s'agit de quelques propositions exposant des quadratures
établies par Archiméde et reprises par Grégoire de Saint-Vincent, selon une
méthode falssnt asppel & l'axiome d'Eudoxe, réénoncé par Euclide (Elément X,1), et
si bien illustré par Archiméde qu'il porte souvent son nom.

Notre propos est de mettre en évidence que la méthode des
anciens, dont on salt qu'elle permet d'exclure le recours a tout processus
infini, sort singulitrement transformée de la lecture qu'en fait Grégoire de
Saint-Vincent, qui lui donnera le nom pour le moins paradoxal de “ méthode
d'exhaustion ". Ce falsant, c'est tout le débat sur 1'infini et les contradictions
relevées par les Eléates qui se trouve ici réactivé au profit d'une irruption de
1'infini actuel qui ouvre la voie aux Pascal et autres Newton et surtout aux
Huygens et Leibniz, mails au détriment de la rigueur qui fait le mérite essentiel
de la méthode des anciens,

. Le Jjugement que portera Leibniz sur Grégoire de
Saint-Vincent, prouve - une fois de plus - que le philosophe de Hanovre s'est
montré plus clairvoyant que bon nombre de ses contemporains ou que bien des
procureurs et censeurs de l'histoire des sciences. L'oeuvre de ce savant jésuite
fut décriée en raison de son échec sur ce qui fait 1'objet final de son
ouvrage : la quadrature du cercle. Leibniz, au contraire, estimait & sa juste
valeur l'apport du jésuite belge ; il s'exprimera en ces termes :

Et si Gregorius a sancto Vincentio quadraturam
circull et hyperbolae non absolverit, egregia multa
tamen dedit. i-e : Et si Grégoire de Saint-Vincent
n‘a pas résolu entiérement les quadratures du
cercle et de l'hyperbole, i1 n'en reste pas moins
qu'il a livré beaucoup [de résultats] remarqusbles,

(0) Le texte qui suit est en substance celui proposé dans le polycopié distribué lors d'un atelier prograsué le
13 mai au collogue de Besangon ; il a Eté remodelé en tenant compte des interventions pertinentes qui se sont
fait jour pendant la discussion, Les notes entre crochets [n] renvoient & un ouvrage de la bibliographie en fin
d'article,
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GREGOIRE DE SAINT-VINCENT : L°‘HOMME & L‘OEUVRE.

Grégoire de Saint-Vincent est né & Bruges en 1584, et mort
a Gand en 1667. Membre de la Compagnie de Jésus, il fut 1'¢léve de Christophore
Clavius (1537-1612), surnommé 1'Euclide du XVI*™~ siécle. Clavius fut en effet
l'auteur d'un ouvrage d'enseignement de la géométrie fort réputé, 1'Euclidis
Elementorum (Rome, 1574), et le réformateur du calendrier & la requéte du pape
Grégoire XIII. Grégoire de Saint-Vincent enseignera lui-méme les Mathématiques
dans divers colléges de la Société (Rome, Prague), et sera tuteur & la cour de
Philippe IV d'Espagne. Outre son monumental ouvrage en deux volumes dont la
pagination se suit sur 1225 pages (plus 4 d'errata), et quil roule sur la
quadrature du cercle, il a laissé de nombreux manuscrits formant treize volumes
in-follo que conserve la Bibliothéque de Bruxelles.

L'on apprend dans la préface de son ouvrage, que Grégoire
de Saint-Vincent était en possession de 1l'essentiel de ses méthodes de
quadrature et de cubature vers 1625, c'est-a-dire avant la mise au point, vers
1629, par Cavalieri (1598-1647) de ses propres conceptions sur ce qui devait
s'appeler les indlvisibles (1635). Les méthodes de Grégolre de Saint-Vincent
s'inspiraient des travaux de Simon Stevin (Bruges, 1548, Leyde, 1620), auteur du
De praxl Geometrise suivant le titre donné par Snellius, son traducteur, et de
Luca Valerio (%#1553-1618), auteur du De centro gravitatis solidorum, Rome,
1604, et d'un Traité de la quadrature de la parabole par une méthode différente
de celle d'Archiméde. Mals le jésuite belge devait perdre ses manuscrits au
cours de 1l'un de ses voyages, ce qui en retarda la publication : Mentucla, qui a
manifestement 1lu la préface de Grégoire de Saint-Vincent, signale qu'il avait
composé un traité de la Quadratrice dont le manuscrit fut la proie des flammes
lors de la prise de Prague par les Suédois en 1631 et que ses écrits furent en
partie perdus pendent le sac de la ville (1). Il reprit, plusieurs années aprés,
le menuscrit de 1'Opus geometricum (le frontispice parle d'un Problema
sustriacum) : les restes sauvés des flammes par le pére Rodrigue Arriaga
avaient été expédiés & Vienne ol ils stationnérent dix ans, loin de leur auteur
dévolu a d'autres taches d'enseignement, avant de lul revenir. L'ouvrage fut
finalement achevé et proposé & l'impression : le Général de la Compsgnie, Vincent
"Caraffa hésitait & rendre public un travail dont 1'issue n'était pas certaine et
qui pouvait jeter le discrédit sur son auteur et sur l'ordre tout entier ; il
reprocha méme & son subordonné belge le frontispice tapsgeur, mais Grégoire de
Saint-Vincent s'entéta contre ces réticences, l'ouvrage parut en 1647, & Anvers,
et se trouva ainsi au centre d'une fameuse polémique scientifique [17].

L'Opus geometricum de Grégoire de Saint-Vincent comporte
de nombreuses innovations, dont volci un apergu, sulvi d'une description de
l'ouvrage.

Son projet est bien de quarrer le cercle, mails aprés avoir
échoué en utilisant la spirale - dont 1l est, par parenthése, le premier & noter
l'analogie avec la parabole, " qui s'écrit " x = r et y = r6 , si 1l'une s'écrit
r = ab et l'autre x® = ay, analogle repérée aussi par Cavalieri, et reprise par
De Sluze et Pascal -, puis la quadratrice, il s’oriente vers la quadrature des
coniques (segment de parabole, ellipse et segment d'hyperbole rapportée & ses
asymptotes), dont 11 espére déduire celle du cercle, en usant une fols encore
d'une analogie, qui tient cette fols & 1l'appartenance du cercle & l'espéce
étudiée, ce qui n'est pas sans faire penser au point de vue arguéslen.

(1) Voir Montucla, J,F,, Histoire des Kathénatiques, Tome 11, pp, 79 & sqq., & troisitee supplément au Tome IV,
Histoire de la Quadrature du Cercle [12), et Histoire des Recherches sur 1a Quadrature dv Cercle [13],
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Notons que notre propes ne sera pas d'étudier l'ouvrage ni
le " mal-fondé " des prétentions de son auteur en matiére de quadrature du
cercle. Notre étude se propose de donner une idée du contexte dans lequel
apparait la dénomination de " méthode d'exhaustion ", et donc de livrer quelques
extraits.

Pour mener & bien son projet, Saint-Vincent va - excusez du peu - :

1°) systématiser la génération de volumes par une méthode dite Ductus plani
In planum uction d'une sire plane sur une aire plane), qui le conduit a
imaginer une espece d'arithmétique générale des grandeurs (en l'occurence &
définir ce qui s'apparente au produit de deux surfaces) ;

2°) systématiser 1l'étude de. ces volumes, que nous appelons onglets, ou
coins, qui furent l'objet de certaines é&tudes d'Archimdde et de Képler, et qui
jouent un grand ré6le dans les travaux de Huygens et Pascal, travaux qui
préparent eux-mémes le calcul des intégrales doubles () ;

3°) ramener la quadrature du segment d'hyperbole & la mise en relation de
deux progressions, l'une arithmétique et l'autre géométrique (sans introduire
cependant la notion de logarithme d'invention récente par John Napier
(1550-1617) et Henry Briggs (1556-1630) : ce sera l'apport d'Alphonse-Antoine de
Sarassa, en 1649, dans sa réponse aux objections de Mersenne 3), puis de
Mercator, en 1667) ; la proposition remarquable qu'il énonce & ce sujet se situe
au livre VI (prop. 109, p.586) et établit en substance que :

51 les abscisses d'une hyperbole équilatére
croissent en progression géoméirique, les aires des
surfaces découpées entre I1'hyperbole et son
asymptote par les lignes ordonnées correspondantes,
croissent en progression arithmétique.

La réciproque porte le n° 130, p. 597. Il faut noter de surcroit que Grégoire de
Saint-Vincent va généraliser et systématiser l'usage des progressions
géométiriques de raison contractante, telle qu'Archiméde le mit en oeuvre avec
quelques rapports élémentaires, comme un demi ou un quart ;

4°) effectuer des rapprochements entre les coniques, qui ne sont pas sans
interét pour 1'histoire de leur théorie ;

5°) enfin, et surtout, systématiser les idées de Valério et Stevin en
matiére de " passage & la limite ", en définissant la somme d'une série comme
une grandeur réelle, terminus d'une progression que celle-ci ne peut atteindre &
sucun stade fini de son évolution mais dont elle peut s'approcher plus prés que
tout intervalle donné.

() Cf, le Traitf des trilignes rectangles e de leurs onglets dans les Letire de 4, Dettonville de 1659,

(3) Mersenne, dans ses (ugifa physico mathewatica,,, de 1644, affirme que la quadrature du cercle est soumise 4
la résolution du probléme de la détermination du logarithee d'un nombre quelconque, sous la domnée des
logarithees respectifs de deux nombres donnés, Le pire Sarasa, s.j,, répondra au minime, dans un opuscule de
1649, intitule Réponse 4 Ja question de Mersenne, en uiilisant les résultats de son aoi Grégoire de
Saint-Vincent, les aires hyperboliques tenant lieu de logarithues, Outre que cette intervention apparut comee
un soutien de poids dans la controverse suscitée par 1'ouvrage du jésuite, elle avait le sérite de meitre en
évidence la généralité de la notion de logarithwe ; Neper et Briggs n'avaient développé que le logarithee
décinal, Voir, sur ce point, 1'#istoire des fogarithwes en deux volumes, de Ch, Naux [14] et 1'article de
H, Bosmans [1€],
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Clast ainsi qu'il utilise des rectangles infiniment minces
en nombre infini (analogues aux parallélogrammes de Stevin) et des polygones
inscrits ayant un nombre infini de cétés, falsant preuve de sa connaissance des
discussions contemporaines (chez les scholastiques) sur la nature du continu et
le résultat de la division & 1'infini. Au passage, il réfute les objections de
Zénon, en indiquant que la division du temps doit se faire en progression
géométrique de méme raison que l'espace parcouru ;

Voici ce que dit Leibniz sur ce dernier point, dans une
lettre & Foucher, de Janvier 1692 (4) :

Le P. Crégeoire de Salnt-Vincent, traltant de la
somme d'une multitude Infinle des grandeurs qui
sont en progression géométrique décroilssanie, a
montré fort pertinemment autant que Jje m'en puls
souvenir, par la supposition méme de la divisibilité
& 1'infini, combien Achille doit avancer plus vite
que la tortue, ou en quel temps il la devrait
Joindre si elle avait pris les devants.

Et c'est en effet 1l'objet du Scholie de la proposition 87 du livre II,
consacré aux progressions (pp. 101 & sq.), que nous donnons en traduction Infra.

Un plan de l'ouvrage en donnera une petite idée :

Livre I : De llnearum potentiis p. 1 & 50, 82 propositions.
Qui traite des proportions, propriétés des triangles et rectangles en proportion.

Livre II : De progressionibus Geometricis p. 51 & 166, 177 prop.
Qui traite des progressions géométriques.

Livre III : De Circulls p. 167 & 218, 94 prop.
Prolegomena ad sectiones coni p. 220 & 241, 18 prop.

Livre IV : De Ellipsi p. 242 & 356, 204 prop.
Livre V : De Parsbola p. 357 & 527, 364 prop.

Livre VI : De Hyperbola p. 358 & 663, 248 prop.
Qui contient, en particulier, une proposition conduisant & la quadrature de
1'hyperbole dans ses asymptotes (pprop. CIX & CXXX, données ci-dessous).

Spiralis & parsbolae symbolizatio p. 664 & 703, 27 prop.
Livre non numéroté, qui traite de 1'analogie entre spirale d'Archiméde et
parabole.

Livre VII : De ductu plani in planum p. 704 & 864, 247 prop.

Livre VIII : De Froportionalitatibus Geometricis p. 865 & 954, 162 prop.
Qui traite des proportions et de la similitude des grandeurs géométriques.

Livre IX : De cylindro, cono, sphaera, sphaeroide, & utroque conoide
parabolico & hyperbolico, p. 955 & 1098, 205 prop.
Qui traite des onglets cylindriques de base circulaire ou elliptique, des sphéres
et ellipsoides, et des segments de conoides paraboliques ou hyperboliques.

(4) Leibniz 1 Fhilos, Schriften, Ed, Gerhardt, 1, p.403, cité par L, Brunschvicg [5],
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Livre X : De ipsa circull quadratura, p. 1099 a 1225, 149 prop.
Qui traite de la quadrature du cercle " proprement dite ", et de nouveau de
celle de 1'hyperbole.

Nous commenterons les extraits suivants, dont nous donnons
une traduction qui resterait & parfaire :
Livre II, p.55, déf. III (terminus d'une progression).
Livre II, p.96, prop. LXXVIII et Scholie (Euclide X, 1).
Livre II, p.101, prop. LXXXVII et Scholie (réfutation de Zénon).
Livre V, p.462, prop. CCXXXI & CCXXXII (quadrature de la parabole).

Livre VI, p.586, prop. CIX, & p.597, prop. CXXX (relation exponentielle et
inverse entre progressions des abscisses et des segments d'hyperbole).

Livre VII, p.739-40, prop. XLV et Scholie (application de la méthode de
duction, utilisation explicite d'une iInfinité de parallélépipédes, et usage
— peut-étre le premier dans 1'histoire du calcul infinitésimal -, en contexte, du
mot " exhaustion *).

g il b, o
GCREGORIVS & JANCTO VINCENTHG 5
BRVE EXNSIS, EX SOC. TESY.
GLOMETRA SVBIGLILISHVS.

) Tita_geamasrag amere quor Gracis.is e
Ve i w,::.'u.//,h: FRLGORIVA.

Portrait de Grégoire de SAINT-VINCENT (1584-1667).

Natus anno MDLXXXIV. Obiit anno MDCLXVII.
Gregorius & Sancto Vincentio
Brugensils, ex Soc., Jesu,

Geometra subtilissimus.

Tota geometrus numerat quot Graecla, 1n uno
Ut simul aspicias. aspice Gregorum.
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EXTRAITS DE L' QPUS GEOMETRICUM (1647)
DE GREGOIRE DE SAINT-VINCENT, ET COMMENTAIRES.

Le premier extrait que nous proposons & la lecture est
issu du livre second, qui traite des progressions géométriques : ce deuxiéme
livre est un peu l'exposé des méthodes et des outils qui vont servir aux
quadratures envisagées, aprés le rappel obligé du livre un sur les figures
élémentaires de la géométrie. Il est directement inspiré des méthodes de Stevin,
exposées dés 1586 dans ses deux ouvrages, De Beghinseten der Weeghconst
Beschevren Devr Simon Stevin van Brugghe et De Beghinseten der Waterwichts
Beschevren Devr Slmon Stevin van Brugghe, inspirés eux-mémes d'Archiméde bien
s0r, mais aussi du De centro gravitatis de Commandin. Ces deux ouvrages de
Stevin furent traduits en latin en 1608 par Willebrord Snellius, et en frangais
en 1634 par Albert Girard. On y trouve, pour déterminer la position des centres
de gravité ou de poussée sur les axes de certains solides, des raisonnements
qui sont de véritables passages & la limite : Stevin s'y libére du double
raisonnement par l'absurde d'Archiméde, ce qui rend la démarche du syracusain
plus expéditive, sinon plus rigoureuse [19 & 20].

Clest le méme esprit qui anime la définition III du
Livre II de Grégoire de Saint-Vincent.

Définition IIT
Liber secundus : De progressionibus geomeiricis
(Livre second : Des progressions géométriques), Argumentum, (page 55).

Le terme d'une progression est la fin des
séries, & laquelle aucune progression ne peut
aboutir, s'il nous est permis de la poursulvre &
1'infini ; mais & laquelle 11 est possible d'accéder
d‘aussi prés que de n'Importe quel intervalle donné.

Une progression ne peut donc aboutir puisqu'il y faudrait
une infinité d'étapes, mais elle a un terme auquel on peut accéder d'aussi prés
que l'on veut. C'est ce qui s'sppelle se frayer un accés, sans autre forme de
procés par l'sbsurde. Grégoire de Saint-Vincent introduit donc 'infini actuel,
preuve qu'il a sans doute suivi les récentes discussions scholastiques sur la
nature du continu et sur le résultat d'une division infinie. Malgré tout, une
explication assez longue de cette définition lui paraft nécessaire, dans laquelle
11 exprime cette idée dont nous donnons l'interprétation suivante : si l'on admet
qu'une suite de grandeurs en progression géométrique décroissante conduit & une
grandeur qui peut &tre rendue aussi petite qu'on le souhalte (on divise AB en
un point C tel que CB = kAB, avec O<k<1, puis CB en un point D tel que DB = kCB,
&c...), alors la somme des différences de ces grandeurs, série de grandeurs qui
sont en progression géométrique de méme rapport (i-e AC = AB - CB = (1-lAB,
CD = CB - DB = k(i~-k)AB, &c...), s'spprochera d'autant qu'on veut de la grandeur
primitive (AB) ; B étant l'extrémité commune des grandeurs primitives, le terme
de la série est donc bien réél, puisqu'il est matérialisé actuellement : ce n'est
pas seulement simple fagon de parler : :

Nam de re nobis est hic quaestlo, non de verbo.
[Car pour nous cette question est ici [affaire] de
chose et non de mot].

Voyons meintenant une proposition qui nous a un air bien
connu, puisqu'il s'agit d'une version de la premiére proposition du Livre X des
Eléments d'Euclide.



Proposition LXXVIII & Scholie
Liber secundus, Fars secunds, (page 96).

D'une grandeur AK, soit enlevée une partie
quelconque AB ; et du reste BK soit enlevé BC, en
sulvant cette lol que : de méme que AB est & BK, de
méme BC sera & CK. Je dis que si cette ablation se
perpétue toujours, 11 restera de AK une quantité
plus petite que toute donnée. Il s‘agit de la
premiére [proposition] universelle du dixiéme
[61ément d'Euclide].

Le lecteur notera que l'on enléve une partie quelconque, ce
qui n'est déja pas la méme chose que le plus que la moitié d'Euclide dont nous
rappelons ici 1'énoncé dans la traduction assez libre de Kayas [2] :

X,1. Etant données deux grandeurs inégsles, si
de la plus grande on retranche plus que sa moiltié,
pul du reste ainsi obtenu on retranche encore plus
que sa moitlé et si 1l'on continue toujours ainsi,
nous aboutirons finalement & une grandeur qui est
Inférieure & la plus petite des grandeurs données.

Outre 1'extension & toute progression de raison
contractante, le Jésuite met en place sa notion de somme d'une série par passage
4 la limite implicite, dans le scholie qui fait immédiatement suite & cette
proposition :

Scholie

Note : lorsqu'il est dit dans la proposition que
si cette sblation se perpétue toujours, je dis qu'il
restera de AK une quantité moindre que toute
donnée, le sens de cette proposition n'est pas qu‘il
reste de AK une quantité moindre que toute donnée,
aprés que l'ablation alt été continuée & son terme
& 1l'infini ; ou qu'sprés toute la serle achevée, 11
reste encore wune quantité moindre que toute
donnée ; mais ayant enlevé des termes de AK, dans
le rapport qui a été dit au-dessus, & un certsin
moment enfin des retranchements, la part résiduelle
de AK sera plus petite qu‘une quantité donnée : que
cecl soit dit & toutes fins utiles.

A bon entendeur salut, et qu'on ne revienne pas lad—dessus.
Nous voila, en somme, nantis d'une nouvelle notion commune avec laquelle chacun
s'accorde, sans se laisser influencer par un Eléate attardé.

Voyons quel usage en fait notre jésuite. Et- tout d'abord,
un exemple d'application (dont les données numériques n'ont rien d'innocent), en
bon pédagogue qu'il semble avoir été. Toujours dans le livre second, voici la :

Proposition LXXXVII & Scholie

Liber secundus, Fars secunds, (page 101).

Enfin [aprés d'autres exemples], soit donnée
une proportion quadruple de AB & BC. Je dis que la
série entiére sera sesquitierce [i-e une fois et un
tiers de fois, solt les 4/3] de la premiére
grandeur.
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) DEFINITIO TERTIA.
TErminus progrelionis et (erici finis , ad quem nulla progrcﬂ}o;cr-.

tinger, licee in infinitum continuetur; fed quouis interuallo dato
propitis ad cum accedere poteric.

Exp[imlia.
A . C D E ¥ oG B

POnuur re@ta AB, divizin CD B F G. vecontinuent eandem rationein A B,
CB, DB, EB,,FB,GB. Cim fircademratio AC2ad CD, & CD ad D,
atqueiry delnceps, cum ea, qux reperlur incer lincas AB, CB, DB, &e. fimilis
quoque erit ciuldem rationisprogrefsio AC ad CD, cum progrefilonc AB, ad
CB. terminus autem rationis AC ad CD, dicitur pundum B, fiue illum intrin-
fccum velis, fiue extrinfecum, perme licer; nam dere nobsseft hic quzftio, non dé
werbo: ad quod pun@um nulla progrefsio pertingere valet, cdm omnis pn}[grcﬁio
Interminata pars ferici exiftat: nihilominus tamen, potcritad illum progreflio pet
continuationem magls ac magisaccedere,ita vt vicinlor vlidmus terminus progref-
fionisintctminatx exiftac Ipfitermino ferlel, quim firdiftantia quzcunque propa-

fita.
PROPOSITIO LXXVIIL
A : 1 ‘¢ b mr K
L M N-TO P L

Magnitudine AK auferarur quzuispars A By & i refiduo B K an-
feratur B Cyea lege vificuc et AB ad BK, leafie B G ad GK. -
Dico (thxcablatio (‘cmpcrﬂ:nr, relinquicx AK quantitatem data mi-
notem.é5F minerfilis prine decimi.

Scholion. .
Nou s dum in prapofitione dicitur , G hac ablatlo femper fiac , dico relinquiex AK

quantitacem datd minorem  fenfum propofitionss non cfic srelingul ex AK qusntis.
semdusaminarem , poll ablstionem terminorum in infinitum continyalam ; Sruepofl totams
Jeriem abfolutam,relingni adbwe quantitatem datsminorers [ed suferendo serminos ex A K
inratione anse ditla, aliqusndo sof siferendusirad vefidui pars doling A Ky minior fit qusnsso .
patedatizquodingraciam quorundam diclum fir, e ’

PROPOSITIO LXXXVIL
A I n cDhi
DEniquc Prof»ortio dnmﬁcquzdmph ABadBC.

Dico totam feriem etle {efquirertiam primx magnitudinis ¢ fiuc
c:mIubcrcrauoncmndprimam mngnimdincm,qmm quatuor ad tria.

K

Extraits de 1° Opus geometricum
de Grégoire de Saint-Vincent, Anvers, 1647.
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Cette proposition est suivie d'une longue digression sur le
paradoxe de Zénon (Achille et la tortue), sous forme de scholie dont voici un
passage (p.102) :

Scholle

[...] Le discours captieux de Zénon engendre
des désagréments en ne consldérant pas de
différence, ainsi que cela a été relevé Ici, entre
les deux progressions qu'il Imagine dans le double
cours de son argumentation ; l'une, en effet, est
une progression par parties égales [arithmétique) ;
l'sutre par parties proportionnelles [géométrique] ;
celle-cl, dsns 1l'un des c6tés du discours, est
supposée se falre par parties uniformes, ou par pas
égaux : comme le premier pas sera au second, tel ne
différera pas le troisiéme, qul sera & deux pas
d'Achllle, par exemple...

Ces préliminaires techniques sont congus comme
préparatoires aux opérations d'exhaustion proprement dites, que nous allons
observer sur un exemple bien connu : la quadrature de la parabole. Pour
permettre la comparaison avec la démonstration géométrique d'Archiméde (i-e
celle, synthétique, qu'il met en oeuvre dans la seconde partie de La Quadrature
de la Fsrabole, et non pas celles, analytiques, quil font appel & des
considérations de statique, et qui sont incluses, l'une sous le méme titre, et
l'autre dans La Méthode relative aux théorémes mécaniques), nous en rappelons
les énoncés essentiels et la démonstration finale (olt se situe la double
réduction a 1l'absurde), dans la traduction de P. Ver Eecke, avec un commentaire
qui permetira d'en comprendre la spécificité en regard de la démarche de
Grégoire de Saint-Vincent. Le lecteur bien familiarisé avec le texte et la
méthode d'Archiméde pourra se dispenser de cette relecture et passer son chemin.

Archiméde & Dosithée, prospérité !

[...] Nous démontrons, en effet, que tout segment délimité par
une droite et par une parabole dépasse d'un tiers le triangle ayant
méme base et méme hauteur que le segment, en admettant d’'ailleurs
pour la démonstration ce lemme : que l'excés dont la plus grande de
deux alres Inégales dépasse la plus petite peut étre ajouté a
lui-méme jusqu'd dépasser toute aire finie donnée. |...}

[Définition intercalaire)

J'appelle base, la drolte des segments délimités par une droite
et par une ligne courbe ; hauteur, la plus grande perpendiculaire
menée de la ligne courbe sur la base du segment, et sommet, le point
d'ol est menée la plus grande perpendiculaire.

Propositions XVITI & XXITT

XVIII. 51, dans un segment délimité par une droite et par une
parabole, 1'on méne, du milieu de la base, une paralléle au diamétre,
le sommet du segment sera le pcint o1 la paralléle au diamétre coupe
la section de céne,

XIX. Dans un segment délimité par une droite et par une parabole,
la dreite menée [parallélement & un diamétre ou a l'axe de la
parabole] du milieu de la base a comme longueur les quatre tiers de
la droite mende [parasllélement & un diamétre] du milieu de la moitié
de la base.
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XX, 51, dans un segment délimité par une droite et par une parabole,
I'on inscrit un triangle ayant méme base et méme hauteur que le segment,
le triangle inscrit sera plus grand que la moitlé du segment.

Corollaire. Cela étant démontré, il est évident que, dans un pareil
segment, 11 est possible d'inscrire un polygone tel que les segments
restants solent plus petits que toute aire dennée. En effet, i1 est clair
que, si l'on retranche continuellement ce qui, en vertu de cette
proposition [XX], est plus grand que leur moitié, les segments restants,
devenant continuellement plus petlts, deviendront moindres que toute alre
donnée [Euclide, X,1].

XXI. 51, dans un segment délimité par une droite et une parabole, 1'on
Inscrit un trlsngle ayant méme base et méme hauteur que le segment, et
s1, dans les segments restants, l'on Inscrit d'autres triangles ayant méme
base et méme hauteur que ces segments, le triangle inscrit dans le
segment entler sera octuple de chacun des triangles Inscrits dans les
segments qul restent & 1l'entour.

XXII. Etant donné un segment délimité par une droite et par une
parabole, si des alres en nombre quelconque sont établies en une série
dont ls raison est quatre [i-e en progression géométrique de raison
inverse, un quart, comme 1'indique le contexte de la preuve}, la plus
grande aire étant équivalente au triangle ayant méme base el méme
hauteur que le segment, l'ensemble de tloutes ces ailres sera plus petit
que le segment.

XXIII. Lorsque certaines grandeurs sont établies dans une série dont la
raison est quatre, la somme de toutes ces grandeurs, augmentée du tilers
de la plus petite, vaudra les quatre tlers de la plus grande.

XXIV [et derniére]. Tout segment délimité par une droite et par une
parabole équivaut aux qualre tlers du triangle ayant méme base et méme
hauteur que le segment,

[Démonstration]. En effet, soit AABEI un segment délimité par une
droite et par une parabole ; solt ABI un trilangle ayant méme base et
méme hauteur que le segment, et solt une aire K équivalente aux quatre
tlers du triangle ABIL Il faut démonirer que cette aire est équivalente au
segment AABEI. En effet, si elle n'est pas équivalente, elle est plus
grande ou plus petite,

Que le segment AABEI soit d'abord plus grand que l'aire K, s'll se
peut, Dés lors, Inscrivons les tirlangles AAB, BE[, comme 11 a éié
dit [XXI], et, dans les segments qui restent alentour, inscrivons d'autres
triangles ayant méme base et méme hauleur que ces segments ; enfin,
inscrivons, dans les segments successivement obtenus, deux tiriangles
ayant méme base et méme hauteur que les segments. Il en résulte que les
segments abandonnés seront plus petits que 1'excédent dont le segment
AOBET dépasse l'aire K [en vertu du corollaire de XX] ; en sorte que le
polygone inscrit sera plus grand [en aire] que l'aire K ; ce qui est
impossible. En effet, pulsque ceriaines alres sont disposées dans une
série dont la raison est quatre, que le triangle ABI' est d'sbord quadruple
des triangles AAB, BEI [XXI), qu'ensuite ces dernlers sont quadruples des
triangles inscrits dans les segments suivants, et ainsi continuellement, 11
est évident que l'ensemble de ces ailres est plus petit que les quatre
tiers de la plus grande [XXIII}. Or, l'aire K vaut les quatre tiers de la
plus grande alre ; par conséquent, le segment AABE n'est pas plus grand
que l'aire K.

Au reste, qu'il soit plus petit, s'il se peut, Dés lors, disposons
une aire Z équivalente au triangle ABI, une aire H équivalente su quart
de l'aire Z, et, de méme, une alre 6 équivalente su quart de l'aire H ; et
disposons ainsi successivement des aires Jusqu'd l'obtention d'une derniére
aire plus petite que l'excédent dont 1l'aire K dépasse le segment. Soit I
cette plus petite aire. Donc, l'ensemble des alres Z, H, 6, I, augmenté du
tiers de 1'aire I, vaut les quatre tiers de l'aire Z [XXIII],
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Or, l'aire K veaut aussi les quatre tiers de l'ailre Z ; par
conséquent, l'alre K équivaut & l'ensemble des aires Z, H, 6, I,
gugmenté de la troisiéme partie de l'alre I. Dés lors, pulsque l'aire K
excéde l'ensemble des aires Z, H, 6 I d'une alre plus petite que
l'aire I, et qu'elle excéde le segment d'une alre plus grande que
l'aire I, il est évident que l'ensemble des alres Z, H, 6, I est plus
grand que le segment ; ce qul est impossible. En effet, il a été
démontré que, lorsque des aires en nombre quelconque sont établles
dsns une série dont la ralson est quatre, et que la plus grande est
équivalente au trilangle Inscrit dans le segment, l'ensemble de ces
alres sera plus petlt que le segment [XXII). En conséquence, le
segment AABEI n'est pas plus petit que l'aire K. Or, 11 a été démontré
qu'il n'est pas plus grand ; donc, 11 est équivalent & l'aire K. Or,
I'aire K vaut les quatre tiers du triangle ABI; donc, le segment
AABET vaut aussi les quatre tiers du triangle ASI.

Commentaire de Ls Quadrature de la Farabole d' Archiméde

Archiméde, comme ses contemporains, appelle " segment " de
parabole 1'¢tendue plane qui se trouve limitée par un arc de la parabole, connue
comme une section conique, et la corde qui sous-tend cet arc. Le probléme est
de quarrer un tel segment de parabole, c'est-a-dire de trouver une figure
rectiligne de méme aire que ce " segment ", ou d'aire qui soit dans un rapport
rationnel connu avec celle que l'on cherche & rapporter & un carré. On sait en
effet quarrer toute figure rectiligne donnée, c'est-a-dire trouver un carré de
méme aire qu'elle, gréce A ls méthode dite * d'application des aires “. La
proposition XXIV de La Quadrature de la Farabole donne pour rapport 4/3 entre
l'aire d'un segment de parabole quelconque et celle du trisngle ayant mémes base .
et hauteur que le segment, c'est-a-dire : aire (segm ABI) = 4/3 aire (tri ABD).

Dans La Quadrature de la Farabole, Archiméde donne d‘abord
une démonstration " mécanique ", en opérant par pesée et mise en équilibre
d'aires pesant aux deux extrémités d'un levier (propositions VI & XVII, non
données ici). C'est sans doute cette démonstration qui nous livre son heuristique
car la preuve géométrique, de type synthétique, suppose le résultat connu.

La corde AI' est la base du segment. Sa hauteur est la
distance de son sommet & la base. Ce sommet B est obtenu en menant par A,
milieu de Al, une paralleéle au diamétre, c'est-a-dire une paralléle & l'axe de la
parabole (voire méme l'axe de la parabole lui-méme, ce qui est le parti-pris
choisi pour la figure de la proposition XXIV), qui coupe alors l'arc Al au point
B, en lequel la tangente sera paralléle & la corde : c'est une propriété, bien
connue alors, de la parabole, qu'Archiméde énonce dans la proposition I de La
Quadrature de ls Farabole, sans démonstration : celle-ci figure dans un traité
ultérieur, Les Coniques d'Apollonius de Perge, qui, tout comme Les Eléments,
accumule et ordonne bien des résultats établis avant d'innover.

I1 prend seulement la peine de montrer (proposition XVIII),
que le point B étant le sommet de l'arc, sa distance & la corde est bien la
distance maximale d'un point de 1'arc & la base. Dans la figure de la proposition
XX1V, le pled de cette hauteur est confondu avec le milieu de Al, puisque le
segment a été choisi, dans le dessin et sans nuire & la généralité du résultat,
symétrique par rapport & l'axe de la parabole ; mais lorsque l'on réitére le
processus & partir des bases AB et Bl les paralléles & l'axe passant par les
milieux de ces bases, déterminent sur les arcs AB et Bl des sommets A et E,
pour lesquels la propriété reste vrale bien que les triangles inscrits ne solent
plus isoceles.
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La proposition XIX é&tablit que dans tout arc de parabole,
la ligne BA a pour longueur les 4/3 de la ligne ZE qui lui est paralléle et
passe par le milieu E de AA. De ce fait dans la figure de la proposition XXIV, A
et E sont situés en hauteur aux 3/4 de celle de B au-dessus de Al, et il en ira
de méme dans le segment AAB et les suivants obtenus par itération, pour
lesquels il ne s'agira plus de hauteurs mais de lignes paralléles & l'axe, comme
les lignes ZE et HK de la figure de la proposition XXI, qui ont pour longueur
les 3/4 de BA.

Cela posé, la proposition XX autorise & utiliser l'argument
de la proposition 1 du Livre X des Eléments d'Euclide, réénoncée ici dans le
corollaire, puisque le triangle inscrit dans un segment de parabole (tri ABI
dans segm ABI) a une aire quil est plus que la moitié de celle du segment,
puisque l'aire du triangle est la moitié de 1'aire d'un parallélogramme qui
contient sirictement le segment :

aire (tri ABI < aire (segm ABI) < aire (para AEA) = 2 fols l'aire (tri ABM.

La proposition XXI établit que le triangle ABI' a une aire
octuple de celle de chacun des triangles AZB et BHI (qui ont des alres égales,
par " application "), et donc quadruple de la somme des deux. Ce rapport de 4 &
1 se répéte donc & chaque fols que 1'on construit deux nouveaux triangles sur
les cotés autres que la base d'un triangle inscrit dans un arc de parabole par
le procédé de la proposition XVIII (c'est-a-dire de fagon que Z soit le sommet
de l'arc AB par exemple).

Cette proposition est démontrée par Archiméde du fait que

EZ vaut les 3/4 de OB, et que EO vaut la moitié de AB et le double de 6Z, car
© est le milleu de AB. Dés lors :

alre (tri ABA) = 2 aires (tri ABE) = 4 aires (tri ABE) = 8 ailres (iri ZeB) =

4 aires (tri ABZ),
car BE est la médiane de ABA, E6 est celle de ABE, et Z6 celle de ABZ ; enfin,
pour la méme raison :

aire (tri ABI) = 2 aires (tri ABA) = 8 aires (tri ABZ).

La proposition XXII établit que la somme d'un nombre
quelconque d'aires, quadruple l'une de la suivante, n'‘excéde pas l'aire du
segment de parabole si la plus grande vaut celle du triangle inscrit ABI. En
effet, si l'alre Z vaut l'aire du triangle ABI, l'aire H, son quart, vaudra la
somme des aires des triangles AAB et BEl, d'aprés la proposition XXI, l'aire 6,
quart de H, vaudra la somme des aires des quatres triangles construlis sur les
bases AA, AB, BE et El, et ainsi de sulte. La somme des aires Z, H efc... sera
l'aire d'un polygone inscrit dans l'arc de parabole (27 cotés par duplication s'il
y a n aires, + la base A, aire inférieure & celle du segment de parabole.

Enfin la proposition XXIII établit wune formule de
sommation finie avec appréciation du reste, plus précisément et en termes
algébriques, A étant une grandeur donnée :
A+ A/4 + A/I6 + A/BA + o+ AJA7) + (1/3)(A/4™) = 4A/3.

Et l'on a bien, d'aprés la formule de sommation des progressions géométriques :
1+ 174 4+ 1716 + o0 + 1/4n = (1 = 1747/ - 1/4) =
A/3)L = 1/747%) = 4/3 = (1/3)(1/4™).

Tout est alors en place pour la démonstration que Grégoire
de Saint-Vincent, et avec lui depuls, la communauté mathématique, appellent
* par exhaustion ".de la proposition XXIV qui donne le rapport 4/3 de l'aire du
segment de parabole A& son triangle inscrit maximal. Archiméde procéde par double
réduction & l'absurde, en envisageant trois cas. Si K est une aire égale aux 4/3
de celle du triangle ABIL, de trois choses 1l'une : l'aire du segment est
supérieure & K, ou inférieure, ou, si tels ne sont pas ces deux cas, égale & K.
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PROPOSITIO CCXXVIL

DAm: parabolx terminatz maximum inferibere wiangulum,

cexxyil F—F

PROPOSITIO CCXXVIII

PArabohm AB Cinterlecent dux quzuis parallelz AB, D C fun- ‘
&iffue B C, A D, fegmento CB triangulum inferibatur maximom
AEC, Pon:uur(luc LEF, xquidiﬂans AB, &iungantur AFD;

Dico AFD triangulum, illorum cffe maximum quz AFD {cgmen-
toinfesibipoflunt. Sccontra fi triangula AFD, BEC fucrint mazima,
dico FE azquidiftarc A B..

PROPOSITIO CCXXX.

ltad ABC parabolc diametrum AD, pofitaordinatim ¢D; ixfln:

&ig;-A Cdinisiin F bifatiam, ponacur diameter B F junganturque
AB,CB. ! )

Dico CA D wiangulum quadruplum effccrianguli ABC.

T

- PROPOSITIO .CCXXIX.

PROPOSITIO CCXXXEL

ESt'o ABC parabolx infcriprum triangulum maximom ABC: in- _ESro ABC parabolz inferi-
feribantur autem & refiduis fegmentis triangula maxima ¢ &hoc prum triangulum maximum

femper fiat. S : . ABC. . BN
Dico toti triangulorum ferici zqualem cfle parabolam ABC. Dico illud maius effedimidio pa-
Demonfiratio. rabolx AB G. '

SI cnim non fic zqualis,maior igi-

wr elt vel minor, fir primim pa-

sabola’ maior totd triangulosum b5

ferie, & exceflus ponatue quanci-

ras G, quoniamigicurrrlangulum

ADBC maximum tftillorum, quz

parabolz inferibi poffunt, maius

bguoque illud eric dimidio para-

bolg cui inferiptum cft. fimiliter

trianguladuo A BB, BFC malo-

ra fune dimidijs fegnentorum qul-

bus inferibuntur, qued cim Enc

erduini termino continuari poflic, selin-

qucxurcx‘p:rabolaqu:ntim,d.x-‘

timinor, crgo & minor quantitate G, ergoilla exceflusnon cft,quo parabola trian-
gulorum fericm excedic sergo parabola maior non efttotd rrian{;u!orum feric,

Quod verd neque minor illa fie, manifeftum eft s.cdm sriangulozum ferics yex hy-

pothefi femper intra parabolam continycrur, ac proinde ferics illa quantumcunque

audt1, plicium triangulorum additiong, femper ramen par:mmc::,‘urabolz: cim

" igitg feric triangulorii, nce maior, nec minor fit parabola, zqualis velic nceefle cfte

PROPOSITIO CCXXXIL

D s

l E:Adcm pofit figuri: : )
4 Dico ABC parabolamad triangulum maximum ABC cam ha- CCRKX
bergpropostionem quam quatuor ad rja. - '
o : . Demonflratio. :
“‘:,:llw- Riangulum d maximum AB C, quadruplum c¢ft triangulorum maximorii A R B,

BFC quzrefiduis inferibuntur fegmentis ; & illa rurfum fimul fumpta, quadeu-
platriangulorum refiduisfegmentis inferiprorum. atque ita fine termino proceden-
do, ciim ablaca femper quadrupla finttriangulorum , qu refiduis inferibuntur fe-
gmentis, tora triangularum feries, id et 2 parabola ABC, beftaderianguli ADC, L:,x.h.‘ :.Ilnﬂw-

primum fericicermiguny, ve quacuor ad tria. Quod fuicdemonftrandum.

b8g.D¢
ogroffienis
o,

Extraits de 1° Opus geometricum
de Grégolre de Saint-Vincent, Anvers, 1647,
La quadrature de la parabole.
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Dans la premiére hypothése (aire du segment supérieure &
K), on sait que l'on peut, en un nombre fini d'étapes, construire un polygone par
duplication des triangles, tel que l'aire des segments restant entre ce polygone
et le segment soit plus petite que l'excédent (segm - K). De sorte que ce
polygone aurait une aire supérieure & K, ce qui ne se peut car l'sire du
polygone est une somme d'aires en raison quadruple l'une de sa suivante, somme
qui est inférieure aux 4/3 de la plus grande (le triangle inscrit), ce que vaut
justement K.

Dans la seconde (aire du segment inférieure & K), on
construit une suite décroissante d'aires : Z qui vaut l'aire du triangle inscrit,
H qui en est le quart, et ainsi de suite jusqu'd I, que l'on peut trouver au bout
d‘un nombre fini d'étapes, et qui sera inférieure & l'excédent (K -~ segm). Comme
K = 4Z/3, c'est que K est la somme des aires Z, H, etc.., I augmentée du tiers
de I. K excéde donc la somme Z,..., I d'une quantité moindre que I, donc moindre
que son excédent sur le segment : c'est donc que cette somme excéde le segment,
ce qui est impossible, puisqu'une telle somme est plus petite que le segment
d'aprés la proposition XXII. N'étent ni plus grand ni plus petit que K, le
segment vaut K.

On a donc 1ad une démonstration non mécanique de la.
propriété énoncée ; mais 11 est clair qu'une telle " preuve " suppose la
connaissance du résultat (le rapport 4/3 et non quelqu'autre). Exemple de ce
qu'est la " synthése " en géoméirie, La Quadreture de Ia Farabole nous livre
aussi 1' " analyse " dont Descartes déplore que les anciens l'aient dissimulée.
Cette méthode de découverte, cette heuristique, semble étre ici l'usage de la
métaphore mécaniste de la balance, mise en oeuvre aussi bien dans La Quadrature
de la Farabole que dans la Méthode.

La_gquadrature de Grégoire de Saint-Vincent : textes et commentaires

La quadrature de la parabole par Grégoire de Saint-Vincent
figure au Livre cing. L'auteur commence par quelques propositlons géométfriques
analogues & celles d'Archiméde, concernant les segments de parabole. La
proposition CCXXVII * construit et démontre " un triangle maximal inscrit dans
un segment de parabole (par une paralléle au diamétre passant par le milieu de
la base). La suivante montre que : si un trapéze inscrit dans une parabole, de
base commune avec un segment de cette parabole, découpe deux segments
résiduels latéraux, et si un point de 1'un de ces segments est le sommet de son
triangle maximal, le sommet du triangle maximal dans l'autre segment résiduel se
trouvera sur une paralléle & la base ; la démonstration, ajoute Grégoire de
Saint-Vincent, reste valable lorsque le trapéze devient triangle maximal, sa
petite base devenant la tangente au sommet, ce qui reléve encore du passage &
la limite implicite. La proposition CCXXIX énonce que le triangle maximal est
d'aire plus grande que la moitié de l'aire du segment de parabole. Enfin la
proposition CCXXX nous dit qu'un demi triangle maximal vaut, en aire, quatre
fois celle du triangle résiduel maximal construit sur le c6té du demi triangle
principal qui fait corde. Viennent ensuite les propositions CCXXXI et CCXXXII qui
sont censées abréger les propositions XXII & XXIV d'Archiméde.

Propositions COXXXI & CCXXXIT
Liber quintus : De Farabola

(Livre cinquiéme : De la Parabole), Fars quinta (Cinquiéme Partie, page 462).

CCXXXI. Soit un triangle maximal ABC Inscrit dans
un segment de parabole ABC. Solent Inscrits d‘autre
part les  trlangles  maximaux  des  segments
résiduels ; et qu'il en soil toujours ainsi.
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Je dis que la série de tous les triangles est
égale au segment de parabole ABC.

Démonstration.

51, en effet, elle n'est pas égale, alors elle
est plus grande ou elle est plus petite. Tout
d'abord, que le segment de parabole soit plus grand
que la série de tous les triangles, et que l'excés
de l'un sur l'sutre soit posé égal & la quantité G.
D'sprés le falt que le triangle ABC est maximal,
parmi ceux qul peuvent étre Inscrits dans le
segment de parabole, ce trisngle sera donc plus
grand que le demi-segment de parabole dans lequel
11 est inscrit [en marge : CCXXIX]. Or cecl peut
étre poursulvl sans fin ; 11 restera du segment de
parabole des quantités mecindres que toute donnée
donc, et plus petites que la quantité G [en marge :
Euclide, X,1} ; donc 11 n'y a pas d'excédent par
lequel le segment de parabole excéde la série des
triangles ; et le segment de parabcle n'est pas
plus grand que la série des triangles.

Qu'll soit vral que ce segment ne soit pas plus
petit que ls sérile est manifeste. Comme la série de
triangles est, par hypothése, toujours prolongée &
l'intérieur du segment de parabole, par conséquent
la sérle, quelqu'augmentée qu'elle soit en grandeur,
somme de plusieurs triangles, sera toujours et en
fin de compte en défasut du segment de parabole.
Donc, comme la série des triasngles n'est, ni plus
grande, ni plus petite que le segment de parabole,
elle lul est nécessairement égale.

CCXXXII. Etent donnée la méme figure : Je dis que
le segment de parabole ABC est au trisngle maximal
ABC dans le méme rapport que quatre & trois.

Démonstration.

Le triangle maximal ABC est quadruple des
triangles maximaux inscrits dans les segments
résiduels ; et ceux-14, derechef, pris ensemble,
sont quadruple des triangles Inscrits dans les
segments résiduels, et procédant ainsi sans fin,
comme les  parties enlevées sont  toujours
quadruples des triangles qul s‘Inscrivent dans les
segments résiduels, la série entiére des triangles,
c'est-d-dire le segment de parabole ABC, est au
triangle ABC, premler terme de la série, comme
quatre est & trols, Ce qu'il fallait démontrer.

Commentaire des propositions V - CCXXXI & V - CCXXXIT

. L'oeuvre du géométre syracusain, dont s'inspire & l'évidence
l'extrait précédent, est importante & un triple titre, pour nous comme pour un
mathématicien du XVII*™* sigcle :

a) c'est le premler exemple connu de quadrature exacte d'un segment de
ligne courbe (la quadrature du cercle n‘est donnée qu'en valeur approchée par ce
méme Archiméde), preuve que certains segments de lignes courbes ont une aire
commensurable & celle d'une certaine figure rectiligne (ici un triangle) ;
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b) c'est le premier exemple connu d'une quadrature livrant des
indications sur le mode de découverte du rapport établi (ici 4/3) avec une aire
rectiligne, et donc donnant un ape: ,u sur " l'analyse " des anciens qui ne nous
ont laissé, en général, que des oeuvres de synthése ;

c) c'est enfin l'un des premiers exemples d‘utilisation de la méthode
que nous appelons d'exhaustion depuis Grégoire de Saint-Vincent.

Rappelons que la géométrie grecque est finitiste, & l'image
des conceptions cosmologiques qui ont dominé le monde grec dont l'univers est
clos. D'ol la méthode de descente finie qui n'implique aucunement 1l'épuisement de
la surface & quarrer par des figures rectilignes emboitées. Certes, la mise en
oeuvre du processus de descente finle sous un seuil donné peut paraitre lourde,
mais elle évite le recours & un processus infini, analogue & notre moderne
passage & la limite (sans l'appareil propre & le rendre rigoureux), dont on
savait assez & quels paradoxes, et donc & quelles critiques ils pouvalent
conduire (cf. Zénon et 1l'école des Eléates).

La Quadrature de la Farabole d'Archiméde est donc, tant par
les méthodes que par le résultat, un texte fondateur du calcul infinitésimal. Ce
sont ces méthodes, essentiellement utilisées par Archiméde, que vont redécouvrir
les géométres du début du XVII*»* siécle, et Grégoire de Saint-Vincent 1l'un des
premiers, Mais ce qui caractérise ce réemploi, c'est la profonde mutation qu'il
subit, avec Stevin et son émule belge d'abord, puis avec les écoles italienne et
frangaise. E

Dans cet exemple de quadrature, aprés s'étre autorisé
l'extension & 1'infini du polygone inscrit pour épuiser la surface du segment de
parabole (d‘ot la dénomination d‘exhaustion), le jésuite opére une double
réduction a 1'absurde, dont 1'interét se trouve considérablement affaibli en
regard de la méthode archimédienne : perdant sa nécessité (le non-recours & un
processus infini) la méthode y perd aussi en rigueur, en ralson des implicites
(topologiques par exemple) qu'elle s'autorise. Elle y gagne en rapidité
d'exposition et sans doute en clarté, au sens ol elle facilite l'acquisition d'une
certaine virtuosité technicienne : convaincre ou démontrer ? transmetire ou
former ? Elle y gagne enfin une certaine émancipation ; de celles qui permettent
une rupture, puis une avancée théorique, méme au prix d'un recul sur le plan de
la rigueur.

Qu'elle soit la marque d'une incompréhension du souci grec
de rigueur, dens un monde en proie & toutes les audaces conceptuelles et en
passe de se défaire des arguments d'autorité (Descartes, Galilée), ou qu'elle
soit le signe d'une volonté de s‘affranchir d‘une méthode difficile qui, en
voulant emporter l'adhésion par une argumentation sans faille, éloigne le lecteur
d'une conviction obtenue par le recours & l'intuition, la démarche de Grégoire de
Saint-Vincent est toute différente : il n'hésite pas & parler d'une série de tous
les triangles, série infinie de figures dont on saurait additionner les aires et
dont on saurait définir l'aire totale pour la comparer & l'aire d'une figure
fermée donnée ; 1l va Jjusqu'd parler d'un processus de duplication de figures
inscrites qui peut étre poursuivi sans fin et qul conduit & des quantités
moindres que toute donnée, en indiquant, certes, l'argument d‘autorité (Euclide,
X, 1), mais sans insister sur l'aspect finitiste de cet argument, qui fait son
interét , dans la mesure ol on s'appréte & passer & la limite dans le deuxiéme
temps de la démonstration ; 1l n'hésite pas plus & parler d'une série toujours
prolengée & 1'intérieur du segment de psrabole, dont l'aire peut étre augmentée
de facon quelconque, et qui sera toufours et en fin de compte en défaut du
segment de parabole. Autant d'affirmations qui ne sont pas d'évidence pour un
Euclide ou un Archiméde.
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PROPOSITIO CIX,
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T Dico HD,IE , KL; CM
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""l‘m' tercim EH, LI, MK, F C in eadem fine proportionc, g zqualia quoque funt fe-
gmenta EL LK,MC, Conftacigitur veritas propofitionis,

PROPOSITIO CXXX.

L 4
Int AB,BC afymprori hyperbolx, & ponantur parallel= alympto-
Sto D H,E},FK, Gi,’CM,"zufc,{;ntcs fegmenta xqualia HE, IF,
KG,LC. . S
Dico lineas H D, 1E;I{F, LG, MC cflerin continua analogia.

ﬁ)b?;an_/?mlia. )
R‘Aﬂp ‘enlr DL 'ad 1 B, Fotics multiplicar fatfoneeh’ £ 2d MG, ‘quéciés fu?

Mhethcic? B chadlnnir'h fopetficfe 1C. fed fpetfices H B ff fdakia pars,®! iyt
veBLERHELpFA| T Cigitut Farid HD JdXCquadiuplicata elt rziohlf T/ 15,7 BRI SN
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Igitu¢dndditial eihdem ratishdmline "D T8, K'E, LCyM C, Qliod tairded
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PROPOSITIO XLV..

D Atafintrriaplana BAC,BEC,BDC qualiacunquc, communem
habeneiaalticuding B C:pofitiqy BD.normaliad B C,ducanturii
liinfinitz, thoceft quotcunque) zquidiftantes AK ED, quaoccursant
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AAEE,DD, ' :

St AK, KE, KD, fintcontinué proportionales , fiuc, (quod idem
eft,) fiquadrara K E, zqualiafint rectangulis A K Ds B

Dico planumi BA C ductum in planumB D C, xquari plano B EC
ductoinfe. : i )

~H

)

L. . Cdmigitur in Progbﬁrionibut proximé przcederitibus 2
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meleflialeleris repetendus effes, placwit fatum ¢x anllionis megotinm boc loco terminis vis
werfalibus proponere ac demmonflrare. | : . S

Extraits ae 1e Opus geometricum
de Grégoire de Saint-Vincent, Anvers, 1647.
Quadrature "logarithmique” de 1'hyperbole. Méthode de duction.
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En particuller, une hypothése implicite, faite par Grégoire
de Saint-Vincent dans la deuxiéme partie de sa démonstration, est que tout
segment de parabole est convexe et que toute figure polygonale qui lui est
inscrite, aussi démultipliée soit-elle, délimite une surface entiérement incluse
dans ce segment. C'est que Grégoire de Saint-Vincent pense le processus comme
indéfiniment prolongeable et la figure donnée comme indéfiniment reproductible
dans l'infiniment petit, s'autorisant ainsi le passage a la limite qu'Archiméde
s'interdit : ce dernier prend soin de montrer, proposition XXII de la Quadrature
de la Farabole, qu'un nombre quelconque, mais fini, de triangles inscrits obtenus
par duplication, a une aire totale inférieure & celle du segment.

Nous reviendrons en conclusion sur cette question de
1'¢cart entre méthode de descente finie et méthode d'exhaustion. Mais il nous
parait difficile de quitter 1'Opus geometricum sans citer deux propositions
concernant la quadrature de l'hyperbole, ni donner une idée de la méthode de
" duction ". D'autant que la racine du mot exhaustion y apparait pour la
premiére fois, sous la forme d'un verbe.

Pour la quadrature de 1'hyperbole, nous 1l'avons dit,
Grégoire de Saint-vincent met en évidence la relation exponentielle qui 1lie
abscisses et alres de segments d'hyperbole, de maniére directe et réciproque. Ce
sont les propositions CIX et CXXX du Livre VI, dont nous ne donmnerons que les
énoncés :

Proposition CIX
Liber sextus : De Hyperbola, Fars quarta, (page 586).

Solent AB, BC les asymptotes d'une hyperbole
DEF : et divisons AC, de facon que AG, AH, AI, AK,
AC solent en proportion continue [progression
géométrique], et que sofent posées [les lignes] GD,
EH, LI, MK, FC, paralléles & AB.

Je dis que les segments [d‘hyperbole] HD, IE,
KL, CM [i-e les quadrilatéres mixtilignes HEDG,
ILEH, KMLI & CFMK] sont égaux [en aire].

Proposition CXXX
Liber sextus : De Hyperbola, Fars quarta, (page 597).

Soient AB, BC les asymptotes d'une hyperbole ;
posons des paralléles & une asymptote [ici & AB],
DH, EI, FK, GL, CM, découpant des segments
[d*hyperbole] égaux HE, IF, KG, LC.

Je dis que les lignes HD, IE, KF, LG, MC sont en
progression continue [géométrique].

Voyons enfin la méthode de duction d'un plan sur l'autre,
sur l'exemple proposé au Livre VII, proposition XLV, et le scholie qui fait suite
& la proposition XLVI :

Proposition XLV et Scholie
Liber septimus : Ductus plani in planum, Fars tertis, (page 738).

Solent donnés trois [figures] plan(e]s BAC,
BEC, BDC quelconques, ayani une hauteur commune
BC : et étant donnée BD, normale & BC, que Ilui
solent tracées, en nombre infini, (ici en nombre
quelconque) des paralléles AKED, qui coupent la
ligne commune aux points KK, et les périmétres des
plans aux points AA, EE, DD.
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S1 AK, KE, KD, sont en propertion continues, ou,
(ce qui revient su méme), si les carrés KE [i-e de
c6té KE] sont égaux aux rectangles AKD [i-e de
cotés AK et KD] :

Je dis que le plan BAC duit sur le plan BDC,
sera égsl au plan BEC duit sur lul-méme.

Démenstration.

Soient menées des lignes AF et DH, paralléles &
BC ; soit Inscrite dans les [figures] plan[e]s BAC
et BDC [ici des segments complémentaires d'un méme
cercle, découpés par une corde BC] une Infinité de
rectangles KF, KF [i-e KAFK', K'AF'K", &c] et KkH, KH
i-e KDHK®, X‘'D'H'K", &c]. Solent menédes de méme
parallélement & BC] des lignes EG, et solt
inscrite dans le plan BEC [i1-e le demi disque de
diamétre BC] de la méme msniére [en méme nombre
infini que  précédement ?]  une  infinité de
rectangles KG, KG [i-e KEGK', K'E‘G'K", &c]. Si les
rectangles KF [KAFK'] sont duits sur les rectangles
kH [XDHK'), dans le solide que produit la duction
du plan BAC [le segment de cercle BAA'A"C] sur le
plan  BDC [le segment de cercle BDD'D"C],
s'inscriveni une Infinité de parallélépipédes dont
les bases sont les rectangles AKD [de cotés AK et
KD}, et les hauteurs AF, AF [A'F'] ou encore DH, DH
[D'H']. De la meéme fagon, si les rectangles KG, KG
[i—e KEGK', K’E‘G‘K“] sont duits sur eux-mémes, dans
le solide que produit la duction du plan BEC [le
demi-disque BEE'E"C] sur lui-méme, s'inscrivent une
infinité de parallélépipédes dont les bases sont
les carrés [de coté] KE, KE [K'E'], et les hauteurs
GE, GE [G'E']. Du fait de I'hypothése que les
rectangles AKD sont toujours égaux sux carrés KE
[en aire : KAKD = KE®], alors les parallélépipédes
inscrits dans le solide prodult par la ductlon du
plan BAC sur le plan BDC, ont des bases égales aux
bases des parallélépipédes Inscrits dans le solide
engendré par la duction du plan BEC sur lui-méme.
Msis les hauteurs AF sont aussi égales aux
hauteurs EG. Donc tous les perallélépipédes inscrits
dans le solide engendré par la duction mutuelle des
plans BAC, BDE [il faut lire BDC], sont égaux &
tous les parallélépipédes inscrits dans le solide
produit par le plan BEC duit en lui-méme. Ainsi
donc, comme cels & été démontré dens les
propositions qui précédent immédiatement, ces
parallélépipédes peuvent  étre multipliés [en
nombre] jusqu's ce qu'ils épuilsent [exhauriant, nous
soulignons] le solide méme dans lequel ils
s'inscrivent, c'est a dire qu'une fols 6tés de lui,
1ls laissent une quantité plus petiie que n'Importe
quelle donnée. Aussi est-i1 inéluctable que ces
corps solent égaux entre eux.

Celui qul est expert en géoméirie n'sura pas
besoin de ls démenstration de cette chose, [que
l'on trouvera] 4 la suite. Msis afin de satisfaire &
la rigueur géométrique pour toutes choses, nous
démontrerons cels méme en cet endroit avec soin.
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[ce passage, en italiques dans le texte comme les
scholies et autres commentaires non démonstratifs,
est suivi de l'habituelle double réduction &
1'absurde].

Scholie.

J'sjoute que ce théoréme est démoniré d'une
fagon trés universelle et qu'il peut s'étendre &
toutes les propositions suivantes. Donc un méme
discours peur des propositicns particulléres serait
un travail Inutile, et comme 11 serait répété pour
le déssgrément du lecteur, 11 est préférable de
proposer et de démontrer en termes universels en
cet endroit tout le travail d'exhaustion.

Cette méthode de duction d'une surface plane sur une autre
consiste en fait en la considérstion du volume intercepté par deux cylindres
s'appuyant sur les frontiéres de ces surfaces f{racées dans deux plans d'un
diédre droit : dans chaque plan orthogonal & l'axe commun aux deux plans, la
trace de ce volume est un rectangle dont les coétés sont les lignes ordonnées
menées de l'axe vers les courbes enfermant les surfaces considérées. Le volume
considéré peut alors é&tre congu comme contenant un empilement de
parallélépipédes rectangles dont l'accumulation, au stade infinitésimal, épuise
l'espace intérieur. Ici, la proposition montre 1l'égalité de deux volumes obtenu
1'un par duction d'un demi-disque sur lui-méme, l'autre par duction d'un segment
de cercle sur son complémentaire au cercle. Une figure dans l'espace permettra
de juger du résultat. Quant au principe de cette égalité, dans le cas de figure
adopté ici, il provient de ce que la puissance d'un point ) de l'axe du
faisceau des deux cercles, l'un de diamétre BC (BECL) et l'autre de corde BC
(BDCA), est la méme <(KE® = KL® = KD.KA) relativement aux deux cercles, quelle
que soit la position de K sur l'axe (c'est évident si K est le milieu de BC, dans
le triangle rectangle DBA, mais cela reste vrai en tout point K de BC puisque
KE= = KB.KC dans le cercle BECL, et que KB.KC = KD.KA dans le cercle BDCA).
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11 apparait surtout, pour notre propos, qu'd ce stade de
son ouvrage, l'épuisement des surfaces et des volumes par des surfaces
polygonales rectilignes ou des volumes polyédraux tourne au procédé. Grégoire de
Saint-Vincent aura tout de méme attendu 740 pages pour s'exclamer que sa
métihode d'exhaustion peut &tre tacitement reconduite.
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CONCLUSTON

Grégoire de Saint-Vincent a donc inventé, & proprement
parler, la méthode d'exhaustion, puisqu'elle n'est & l'évidence pas la méthode non
infinitiste d'Eudoxe-Archiméde (qui nécessite une démonstration par double
réduction & 1l'sbsurde), méme si le jésuite s'en inspire de trés prés ; l'exemple
de la quadrature de la parabole est & cet égard trés clair.

I1 ne s'sgit pas ici de faire de Saint-Vincent le héros
conscient d'une révolution dans la pensée, mais plutét de signaler que l'acte de
naissance du calcul infinitésimal est entaché d'un abandon : le détour, en somme
nécessaire & y regarder retrospectivement, du fils prodigue. Le meurtre du pére
se pratique aussi chez les mathématiciens. Et Archiméde lui-méme eut conscience
de transgresser certaines régles de 1'école d'Alexandrie, avec son recours aux
pesées, qu'elles alent été mises en balance ou effectuées en pensée.

Mais alors, la dénomination * d'exhaustion *  ne
participe-t-elle pas, su moment méme ol elle fut proférée, d'une liquidation ?
Le mathématicien le sait bien, qui pourtant 1'a conservée pour désigner ce qu'il
sait étre une méthode rigoureuse, celle d'Archiméde : preuve qu'en Mathématie,
c'est le dernier qui parle qui impose sa raison, renvoyant aux calendes grecques
les balbutiements de ses prédécesseurs. L'essentiel, ici, est que la méthode
finitiste et son traitement infinitésimal ajent trouvé leur raison quelques
siécles plus tard. Mais si, en mathématiques, il n'est point de littérature, la
querelle des anciens et des modernes se dénouant toujours au profit du plus
achevé, il serait pour le moins curieux que 1'histoire des mathématiques s'en
laisse conter : le temps est le seul vecteur qui puisse nous éviter le piége des
idéalités. L'on peut é&tre tendu sans étre dupe, ou amnésique,

Dés lors, 11 nous paraitrait judicieux d'inventer une
expression moins historiquement datée, moins anachronique - puisque l'exhaustion
traduit plus 1'idée que Grégoire de Saint-Vincent se fait de la méthode des
anciens, puisqu'elle désigne plus la traduction " moderne " qu'il en fait en
1625, que l'esprit méme de cette méthode -, expression qui désignerait, du point
de vue de l'historien, et non du mathématicien, la méthode d'Archiméde appuyée
sur l'sxiome d'Eudoxe : nous proposons ici et maintenant la périphrase “ méthode
de descente finie sous un seuil donné “, qul pourrait peut-étre désormais rendre
compte de la démarche archimédienne, pour laisser & Grégoire de Saint-Vincent,
inventeur ou propagateur, 1a responsabilité pleine et entidre de sa mé&thode
d'exhaustion, avec ses manques et ses audaces : Redde Gregorio quae sunt
Gregoril, et quae sunt Archimedis Archimedii.

S S G S
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