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QUELQUES EXEMPLES DE DEMONSTRATION

EN MATHEMATIQUES CHINOISES

Jean-Claude MARTZLOFF

Que peuvent  étre des mathématiques “sang mathéma=~
tiques", c'est.—é.—d_ire des mathématiques dépourvues d’axionﬁes, de
définitions, de théorémes, de raisonnements hypothético-déductifs,
en un met. des mathémat.iques privées de tout ge qui fa‘it que les

mathématiques sont ce qu’elles sont 7

De telles mathématiques ne seraient sans doute rien d’autre
que de banales  collections de receltes numériques » une

logistique, sera-t.-on tenté de répondre.

Cette impression s’avere cependant trompeuse car les
mathématiques développées en Chine of frent, exemple d'une
mathématique ouverte a des résultats parfois complexes et

cependant ¢établis grace A des moyens d’apparence peu orthodoxe.

Les = mathématiques chincises contiennent, en effet, de
nombreux résultats non-triviaux appartenant A des domsaines variés
des mathématiques. Or, bien que non-fondés sur des raisonnements
purement, discursifs, ces résultats reposent cependant =ur des
procédés opératoires cohérents et convaincants. Nous sommes donc
‘en présence d’une mathématique gqui, contrairement & la plupart des
aut.res mathématiques non-occidentales de Pantiquité et méme du
moyen age ‘aussi, accorde de Yimportance A "la" démonstration,

méme s’il s’agit d’'un type de démonstration bien particulier.

Les quelques exemples de démonstrations chinoises que nous
allons présenter ci-aprés font presque toujours appel au concret
de l’'évidence visuelle. La validité des "ralsonnements” chinois

repose donc crucialement sur le témoignage direct de la wvision.
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Aussi, pourrait-on parler A leur propos de "monstrations” plutdt
que de éémcnst.rat.ions. Cependant, le concret visuel ne devrait pas
étre systématiquement et irréductiblement opposé a 1"abstrait”
discursif car le systéme démonstratif chinols ne se limite pas au
seul.t.émoig-nage des yeux : il repose aussi sur tout un arsenal de

procédés ingénieux centré autour de manipulations complexes d’

aires et de volumes.

Plus précisément, les mathématiques chinocises utilisent un
princii)e d'invariance des aires et des volumes stipulant que toute
figure plane ou spatiale conserve la méme aire C(ou le méme volumel
lorsqu'elle est fragmentée en un certain nombre de morceaux puis
eventuelliement ré’assemblée sous une autre forme.

Dans les cas les plus simples, les mathématiciens chincis =se
limitent & la fragmentation d'une unique figure statique, sans
déplacement de  pidces. lls obtiennent ainsi desg relations
mathématiques iInconnues d’eux auparavant en écrivant que aire
Cou le volume) de la figure qu’ils considérent est égal A la somme

des aires de ses composantes.

Dans des exemples plus é&laborés, il=s effectuent des
déplacements de pieéces. Les égalités additives daires ou de
volumes ainsi obtenues concernent alors deux figures distinctes
{c’est-&~dire, d’une part, une premiére figure donnde .au départ
puis découpée de maniére ad hoc et dautre part, une seconde

figure construite A partir de la premiére par réassemblage).

Parfois aussi, ils considérent plusieurs exemplaires d’une
méme figure. Ils ont alors affaire A des aires ou a des volumes
qu’ils "multiplient”, pour ainsi dire. Mais, en dehors de '
d’addition ou de multiplication, i{ls se =ervent aussi de la
divis_i.on ou méme de la soustration d’ aires ou de volumeés, De
plus, le découpage d’une figure peut les conduire A des situations
dans lesquelles les composantes obtenues =se chevauchent. Nous
sommes donc lad en présence d'une véritable "algébre gdéométrique”,
opérant sur les aires et les volumes, et évogquant la maniére dont

David Hilbert présentait la géométrie éldmentaire dans =es
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Grundlagen der Geometrie.'

Mais, par ailleurs, que sont donc ces figures chinoises 7 Des

“objets de pensée" ou bien des objets matériels 7 Pour autant

qu’on puisse en juger, le peu de renseignements que contiennent
les textes originauxz laisse supposer que la seconde hypothése
serait la bonne. Les textes nous apprennent en effet que le
mathématicien doit manipuler des "pié.u:es".B Le terme employé
poﬁr désigner ces 'piéces" -~ gi - laisse supposer qu’il s'agirait..
la d’objet=z concrets tels que les pidces d'un quelconque jeu . En
effet, ces "pieces". possédent des couleurs , jaune rouge et bleu,
permettant de les distinguer les unes des autres. De plué, le=
textes démonstratifs chinois abondent en verbes exprimant des
actions concrétes a effectuer sur des “pidces” tels que "découper,
retourner, déplacer, boucher dun vide), remplir, couper’. De la
sorte, ce que nous continuerons d’appeler “figures™ dans ce qui
sult renverrait plutét & des représentations matérielles planes ou

spatiales de type piéce de puzzle.

Les exemples de démonstrations chinoises présentés ci-apreés

sont. issus des textes originaux suivants :

- Jiushang suanshu ([Neuf chapitres sur Vart du calcull. Ce
t.ext.e,‘ qui est le pius ancien manuel chinois de mathématiques
qui soit parvenu jusqu’a nous, remonte, pour l’'essentiel, a la
dynastie des Han (206 AQG. - 220 P.CY. II se compose d’une
suite de problémes accompagnés de leurs receltes résolutoires.

11 est important de noter que ces recettes possédent leurs

Voir le chapitre 4 de cet ouvrage, consacré a la théorie des
aires planes, p. 60 dans la traduction anglaise, Foundations of
Geometry, La Salle, Illinois : Open Court, 1971,

Nous faisons allusion ici au chapitre 3 du Jiuzhang suanshu
(voir ci-aprés une bréve présentation de cet ouvraged.

of. JOG. Martzloff, Histoire des mathématiques chinoises,
Pari=, Masson, 1987, p. 256.

Edition utilisée :@: Qian Baocong ed., Suanjing shi shu [Les Dix
ouvrages canoniques de calcul numérique il s’agit d’une
célébre collection de manuels de mathématiques qui furent  en
usage sous la dynastie des Tang €618-90721, Peékin <(Zhonghua
shuju), 1963. Le Jiuzhang suanshu, qui est le second de ces
“Dix ouvrages canoniques” se trouve p. ?1-158 de cet ouvrage.
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Il esf important de noter que ces recet‘t‘,es possédent leurs
démonstrations, Cependant, ces démonstrations ne sont pas aussi
anciennes que le texte original : elles se rencontrent dans
divers commentaires” publiés a partir de la fin du 3% siecle
de notre ére.

Tel= qu’ils sont parvenus Jjusqu’a nous, le texte et les
commentaires du Jiushong =uanshu ne contiennent pas de figures.
Les flgures  que nous donnons ci-aprés Vsont. donc - dex
reconstitutions fondées sur les textes de cért.ains commentajires,
Ces reconstitutioné ne sont donc pas arbitraires.

Les plus anciens commentaires mathématiques chinois contenant
syst.ématiquement des figures=s remontent, pour lessentiel, a la
firn du 18é siécle. A cette é&poque, de nombreux leitrés avaient
entrepris, sous I'égide de 'empereur Qianlong C1736-17962,
d’éditer et de rétablir, par la critique textuelle, certains

text.es majeurs de la tradition chinoise.

‘Zhoubi suanjing [Canon des calcu.ls gnomoniques des Zhou® 1 Ce
texte contient. la description de la théorie cosmologique
chinocise 1la plus ancienne, celle "du ciel couvrant” Cggitian).
Selon cette théorie, la terre est plate et les dimensions de
Punivers sént finies. II ne =s’agit pas =implement d'un mythe,
mais d’une construction qui repose sur des calculs
mathématiques, tels que ceux que préconise Je théoréme "de
Pythagore”., L'un des commentaire de ce texte, dont Ia plus
ancienne &dition encore existante remonte & environ 1230 AJQ.,

contient une figure dite “de l'hypoténuse" (xian tu)

Nous avons aussi utilisé d'autres sources, Nous en
indiquerons les références précises en note, en relation avec

chague démonstration présentée,

Ce gque nous appelons ici "commentaire" est un genre littéraire
hétérogéne complexe centré & la fois autour de Véxplication de
texte, de la philologie, ,de la phonétique historique, de
Phistoire, de la géographle et méme de Lexplication logique.
Cl'est par ce dernier aspect que les commentaires chinecis
relévent. de la démonstration mathématique.

Les Zhou : nom global de la dynastie ayant régné sur la Chine
de 1121 AC. a 256 AL, Ce texte remonte aussi A la dynastie
dex Han mais on ne sait pas le dater précisément a lintérieur
des 4 miécles du régne de cette dynastie.
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I- LA FIGURE "D-E‘L’HYPOTENUSE" CXIAN TUD

Original : veoir la fig. 1 Creproduite d'aprés la figure figurant
au début du texte du Zhoubi suenjfing dans I*édition Tian-ilou
lin-lang du Suaenjing shishu, Pékin, 1932, Cette é&dition reproduit
un texte dépivant dune copie de Védition de 1084 du Suanfing

shishu {Les dix cuvrages canoniques de caleul numériquel.

Traduction de la figure 1 @ voir la fig. 2.

Interprétation : Le commentaire du Zhoubi suanjing rédigé par un
certain Zhao Shuang (fin du 3° giécle de notre ére) contient Ia

formule suivante :

of = 4¢abs2> + b - a)° rig.2>

“lLe carré de Uhypoténuse contient g4 surfaces rouges et r surface

. w7
Jaune®.

De nombreux auteurs chinois ont aussi utilisé une flgure

analogue pour découvrir d'autres relations, par exemple B

b+ a7 =4ab+ b - ad Crig2d

CGette relation permet. de calculer deux nombres i partir de
leur somme Cou leur différenced et leur produit , moyennant une
extraction de racine carrée. Nous sommes donc la en présence d'une
technique conduisant A la résclution d’équations du second 'degré a
une époque ol la notion méme de telles équations faisait

totalement. défaut.

on’ note incidemment que ia méme figure fournit aussi
directement et “sans paroles", Dinégalité entre les moyennes

arithmétiques et géométriques &

7 Le lecteur trouvera d’autres précisions sur cette figure dans

{par exemple> J. Hoe, Les systémes d’équations polyndomes dans
le Siyuan yujian (rzo3z), Paris, Collége de France,. Institut des
Hautes Etudes Chinoises, 1979, vol. VI, p. 84 =q.

Cf. J.G. Martzloff, Recherches sur Posuvre mathématigue de Mei
Wending, Paris, Institut des Haut.es Etudes chinoises, 1981, p.
128 =sq.

Cette relation ne figure cependant dans aucun texte chinols.



a + b /2
" < Cabd

Remargue : La méme figure 'de l'hyp.ot.énuse" se renconbtre aussi
dans le texte sanscrit d'un commentaire d’Aryabhatiya. Cf. K35,
Shukla ed., Aryabhaityva of Jdryvabhata with the commentary of
Bhaskara I anrd Somesvara, New Delhi, Indian National Science

Academy, 1976, p. 48 (fig. 3>

I~ LE THEOREME "DE PYTHAGORE

On pourrait penser que le théoréme “de Pythagore" chinois
découle de la premidre relation indiquée ci-dessus. Cette
interprétation n’est pas exclue mais, 4 une époque & laquelle les
calculs= algébriques n‘existaient pas, le pas=sage de cette
premiér(-.\-.‘:f-elabion a ce théoréme n’allait pas nécessairement. de soi.
En fait, & propos du premier probléme du chapitre ¢ du Jiuzhang
suanshu, le gcommentateur-mathématicien Lin Hul dJdvers 270 ACD
présente le théoréme de Pythagore sans se- référer A la '"figure de
Phypolénuse” précédente mais a partir d'une figure <hélas perdued
dont, il préconize de déplacer certaines parties . Le détail exact
de sa technique n’est donc pas connu mais la nature de celle-ci ne
fait pas de doute : il =s'agit d'une dissection. A titre d’exemple
nous indiquens ci-aprés une reconstitution de la figure de Liu Hui
rig. 4>

Selon cette reconstitution, on doit partir dun triangle
rectangle, sur les cstés  ‘duquel on. a trace les carTéas
correspondant=s, de fagon que le carré (physique) de 'hypoténuse
recouvre partiellement chacun des deux carrés (physiques) des deux

‘cotés de 1’angle droit. L’idée sous-jacente & cette construction

est. é[u’il est. possible de reconstituer physiquement le carré de
Phypoténuse en recouvrant les deux autres carrés des célés de
I’angle droit, Or, il est ecertain qu’on s’épargne déja un certain
travail en recouvrant. déjia partiellement ces carrés avec le carré

Cphysique? de LIhypoténuse | Le texte de la figuie chinoise

anclien.

1o Maprés Gu Guanguang, Jiushu cungu [Les "Neuf chapitres"

dépositaires de la traditionl, texte &dité en 1892 par la
maison d’édition Jiangsu shuju, ¢h. 9, verso de la page 4.
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indique laconiquement, sur la rigure eile-—méme,‘ les instructions
suivantes Mrouge sort" (zhu chu) et "bleu entre" (gqing ru> (voir
la  traduction, fig. 53, Ces indications lapidaires signifient
qu’il faut *“faire sortir" certains fragments rouges ou bleus afin
de les "falre entrer" & Ia place des fragments correspondants de

1&4 méme couleur qu'eux fig. 5.

= UNE IDENTITE REMARQUABLE

La figure 6 montre une dissection d'un cube destinée A faire
apparaltre l'identité remarquable <a + b5°, Nous ne donnerons pas
de traduction de cette figure car ce qu’elle exprime est d&vident.
On nole que les caractéres . d’é&criture chinois qui l’accompagnent
n'équivalent aucunement A des lettres de l’alphabetu 3 il s’agit
au contraire de mots indiquant concrétement la nature de certaines
parties de la figure : le ‘coin" yvu) -c’est-a-dire le cube
prhysique de a=- et les "bords" Cliand relatifs aux
parallélépipedes rectangles qui . interviennent - dans la

B

développement de Ca + &5,

V= UN SYSTEME NON LINEAIRE DE TROIS EQUATIONS A TROIS INCONNUES
Original : voir la figure 7_‘2
Traduction : voir la figure 8.

Inberprétation t  Qette figure sert & expliquer [P’algorithme
résclutoire du probléme n® 1f du chapitre 9 du Jiuzhang suanchu

dont, voici le texte :

"Soit une porte dont lg hauteur dépasse la largeur de & pieds 8
pouces et dont les coins opposés sont distants d' une toise
Combien font la houteur et la largeur de la porte 2"

a Cette remarque s*applique aussi E toutes les figures

géométriques chinoises présentées ici,

1= Source : Gu Guanguang, op. cit.,, recto de la page 5 du chapitre

9.

1 toise = 10 pieds, 1 pied = 10 pouces (les termes originaux
dé=signant ces unités sont., resp. : le zhang, le chi, le cund.

13
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Autrement dit, avec des notations évidentes :
’ W+ yz a o
y = % = a
z = d

Afin de ne pas trahir 'esprit. de la démarche coriginale, nous
allonis maintenant nous efforcer d’expliquer la démarche chinoise
sans ut.ilisei- les facilit.és que procureraient les notations
mathématiques usuelles.

D’aprés les explications de Yang !-Iu:l."4 (vers 12612, ce
probléme doit se résoudre en ‘''posant une figure” plutét qu’en
posant. des équations."Posons™ donc une figure <Ctexte original
fig. 7, traduction : fig. 82 :

La figure 8 montre les deux carrés physiques des deux
dimensions de la porte (c’est—~a-dire, ceux des deux cotés de
’angle droit> posés (physiquement.> l'ur; sur tautre. Cettle
configuration traduit l’équ.at;ion ¢1>. On observe ensuite que le
carré de cobié y est découpé en

- 4 rectangles ;

- 2 petits carrés jaunes ¢ ayant chacun pour coté arz*? ;

- et enfin, un carré de cbété .

Si maintenant PPon &te du grand carré de cobté y Péquerre qui
le borde =sur le dessus et a droite, il reste un carré doﬁt les
dimensions valent. a la fois x + a2 ou y — ar et dont ll’a:i.re vaut
g moitié¢ de Laire totale des deux carrés 5 et yz diminuée de

Paire des deux carrés jaunes, soit 2(a/2)2. Par conséquent :

. 2
x-/irdz-zc‘—’)]- - g
z z . F4

Yang Hui, Xiang Jjie Jiuzhang suanfa [Explication détaillee des
méthodes de calcul numérigque des Neuf Chapitres (CPest-a-dire :
du Jiuzhang suanshud, 1261, Lredition utilisée ici est celle
qui fut publi¢e en 1936 par la Commercial Press (Shanguwu
yinshuguand de Shanghai.

i3

% te c6té de chacun de ces carrés “jaunes” vaut la moitié de la

différence entre les longueurs des cétés des "grands carrés'.
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2
y=/5td2- 2¢%> 1 + 2
4 z

On  obtient donc ainsi directement la solution du texte

original sans effectuer le moindre calcul.

V= FIGURES INSCRITES

Les problémes n°® 15 et 16 du chapitre ¢ du Jiuzhang .s-.uc,mshu
s’intéressent a la détermination de la longueur du cété d'un carré
Cresp. du  diamétre d’un cercle) insecrit dans un triangle
rectangle. Le commentateur Liu Hul J{vers 270 AGQ) explique les
formules donnant les solutions de ces deux problémes de deux
maniéres différentes dans chaque cas : d'une part, & l'aide de la
similitude de triangles, d’autre part a l’aide‘ d’une dissection.
Un lettré de la fin du_ 1B°siécie, Li Huang P - 18123 =&
reconstitué les figures manguantes des démonstraticns de Liua Hui.

Nous présentons ci-aprés les figures de Li Huang <fig. 9 et 10>.%°

On veoit <au =sens propred que les solutions consistent A
considérer plusieurs exemplaires d'un méme triangle de base
disséqué en composantes colorées. Par exemple, dans le cas du
probléme du carré inscrit, Liu Hui conseille de prendre deux
exemplaires du triangle de base puis de recomposer les fragments
qui résultent d’une disseection ae celul-ci 1’ indique la figure.
Il remarque alors que le double de Iaire du triangle initial
(soit abd est ég.al 4 Vajre d'un rectangle de dimensions c (= cote
encore inconnu du carré inscrit) et a- + b, Dod la relation
cherchée. Le raisonnement suit la méme voie dans le cas du c_:erclé

inscrit, mais en considérant 4 exemplaires du triangle initial.

Vi LA SOMME DES CARRES DES N PREMEERS ENTIERS

L’ingénieuse solution de ce probléme consiste X considérer 3
exemplaires d’'une méme pyramide se. composant. de 1+ 2 + .. + n°
17

petits cubes <(voir la figure 113 En assemblant ces trois

**  Source : Li Huang, Jiuzhang suanshu xicao tushuo {Solut.ions

détaillées des problémes du Jiuzhang suanshu avec figures et
explicationsl, Chengdu, 1895.

17 Source : Du Zhigeng, Shixue vao [La clef des mathématiques)
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pyramides comme indiqué on trouve un volume irrégulier gqui peut
héanmoins &tre transformée en un paral.lélépipéde rectangle. D’cu

le résultat cherché.

Vit QUELQUES CONCLUSIONS :

Les techniques précédentes présentent d’évidentes limites car
ce qui wvaut pour un probléme particulier ne stapplique pas de
maniére évidente A un autre .pbcbléme. Un effort d'invention doit
donc &tre refait & chaque feis, Plus grave, on voit mal comment on
pourrait généraliser ce type de méthode a des problémes impliquant
des éguations de degreé supérieur & 3. Enfin, les techniques de
dissection manquent pour le moins de rigueur. C’est pourquoi, pour
{llustrer ce dernier point, le facétiet.lx Lewisz Caroll, pour ne
citer que lul, se fait-il fort. de "démontrer” d{(dans ses Diversions
and D?‘.sgressionsm > que 64 = 65 , en produisant. une habile mai=s
fallacieuse application du principe d’invariance de ’aire, apreés
dissection et réassemblage de certains fragments d'un

carre®  CCGf. fig. 12)

Ces critiques peseraient tourd s*il s’agissait. de comparer
entre elles certaines techniques mathématiques anciennes ou
modernes en tant que "mathématiques en s6i". Tel n’est pas notre
but, cependant : nous cherchons seulement a retracer des fragments

d’histeire des mathématicues.

Dens une telle perspective l'argument de Lewis Caroll ne méne
pas lJoin puisqu’on ne cennait. aucune exemple historigque d’erreur

mathématique causée par une dissection malencontrueuse.

En définitive, on peut espérer que la mise & Jjour de ces
anciennes démonstrations pourra nous aider A mieux apprécier
Pimmense effort d’ingéniosité qu'a exigé le développement. des

mathématiques surtout =i Ten s=’efforce d’éviter, dans la

fin 17e siécle). D’aprés la réédition du texte parue & Talpei
o en 19075 dans la collection Siku quanshu zhenben,
18 sédit.é A New York par les éditions Dover en 1961.

¥ yeir J. Martzloff, Recherches sur Uoeuvre mathdmatique de

Mei Wending, op. clit, p. 296.
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présentation de leur longue histoire, les raccourcis suggestifs.
mais souvent trompeurs, issus de tLrop f‘aciies utilisations de
notions maintenant familiéres et courantes mals dont ’apparition
fut. cependant tardive et auxquelles nos lointains prédécésseurs

n‘avaient pas néceszalrement acceés,
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Fig. 5
Le théoréme "de Pythagore" démontré par dissection
(tradiction de la figure chinoise)
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La somme des carrés des n premiers nombres
(reconstitution)
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Fig. 12 {Lewis Carocll}

des manipulations par diszection 1

La premiére figure, dicompomée melon les traitm pleins,
donne naissance 4 la asconde qui & l'apparencs trompsuss d'un
viritable rectangle, mais dont 1'mire diffire de cells du carrd
initiad. Om "prouve" airsi que B x 8 = 5 x 13 | On voit 4 le
danger de telles mondiaaiiand : la méthode manque assurdmént
de riguour. Mala i} est 1mportant de souligner que, pour s
part, Mot Uendlng n'aboutit jnma:u & des régultats inoxaota an

ll'utiligant.

D'autre part, le principe do décomposition appligué aun
caleul du volume des solides ne me suffit plus toujours 4 lui~
wéme ; en général, il fant fairs appel & la notion de limite.
Clest d'ailleurs ce qu'a reconnu Hei VJnd{ng. Malgré tout, cetle
géométrie des nires et des volumes pomsdde unme bonne valeur
heuristique. Plus précisément, c'est mnrtout le cas en giométris
blane. En effet, on sait maintenant que les prooceszus de calenl
dsas limites sont muperflus tant qu'il s'agit de calewler 1'airs

des polygones plens, ‘andis qu'il est impossible de s'sn pasasr,



