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Dans cet article, je voudrais montrer un aspect de l'apport de
I'histoire des mathématiques, a savoir comment son étude a influencé mon
enseignement des nombres relatifs. Dans la premiére partie, je cite des textes
historiques illustrant mon propos, et dans la deuxiéme partie, je donne une
description rapide de ma présentation des nombres relatifs aux éleves. Je
tiens a préciser que les textes historiques qui suivent, n'ont pas été donnés
aux éléves; par contre, leur lecture a influencé ma pratique pédagogique.

La lecture de textes historiques montre que la conception des nom-
bres négatifs a posé beaucoup de problémes, bien plus que celle des nombres
complexes. Voici, par exemple, un extrait de l'article "Négatif"' écrit par
D'ALEMBERT (1717-1783) pour 1'Encyclopédie:

. NEGATIF, adj. (Algeb.) quantités
negatives yen Algebre , font celles qui font
aﬁi&ées du figne —, & qui fonc regardées
pac plufieurs machémariciens, comme plus
petites que zéro. Cette “derniere 1dée
n'eft cependant pas julle, comme on, le
verra dans un moment. Foyeg QUAN-
TITE. ‘

Les quantités negacives font le contraire
des pofitives : ol le pofiif finic, le né-
gatif commence. Poyez PoSITIF:

I faue avouer qu'il n’eft pas facile de
fixer I'idée des quantités négatives, & que
quelques habiles gens ont méme contribué
4 'embrouiller par les notions peu exaes
qu'ils en ont données, Dire que la quantité
negacive eft au deflous du rien, c'eft avan-
cer.une chole quine fe peut pasconcevoir.

Ceux qui prétendent que' 1 o'eft pas com-
parabled =1, & que le rappore entre 1
& — 1 elt diffecent du rapport entre — I
& 1, font dans une double ecreur: 1°,
parce qu'on divife tous les jours dans les
opérations algébriques, 1 par — 1 2°,
I'égalicé du produit de — 1 par — 1, &
de<f=t par4-1, fait voirque 1 eft d —1
comme —1d1. . @

Quand on confidere I'exadicude & Ia
fimplicité des opérations algébriques fur
les quantités ncgacives , on eft bien tenté
de croire que l'idée précife que I'on doit
attacher aux quantités négatives doic éere
une idée fimple , & n'étre point déduice
d'ane métaphyfique alambiquée. Pour ti-
cher d'en déconvrir la vraie notion, on,
doit d'abord remarquer que les quantitds
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v'on appelle ncgatives , & qu'on regarde
zuﬂ'emcnt comme au deffous du zéro,
font trés - fouvent tepréflencées par des
guantités téelles, comme dans'la Géo-
métrie , ol les lignes négatives ne dif-
ferent des pofitives que par leur ficuacion
a Pégard de quelque ligne ou point com-
mun. Voyeg COURBE. Deld il eft affez
nacurel de conclure que les quantités nega-
nves que I'on rencontre dans le calcul,
font en effet des quantités réelles; mais
des quancitds réelles auxquelles il faue
actacher une idée autre que eelle quon

avoit fuppolée. Imaginons, par exemple;
qu:on. cherche 1a vjcut d'un nombre x4
qui ajoucé 3 100 faffe <o; on aura par
les regles de PAlgebre, = 4100 = 50,
& x=—750; ce qui faic voir que la
g}:annté_: eft égale 4 50, & qu'an lien

éere ajoutée 4 100, elle doit en dere
retranchée ; de force qu'on auroit dd
énoncer le probléme ainfi: trouver une
%uznnré z qui éeanc recranchée de 100 ;
il refte 50 ; en énongant le probléme
ainfi, on auroit 100 — x =0, & r —
50 ; & la forme ncgative de x ne fubff
teroit plus. Ainfi Fes quantités négacives
indiquent réellement dans le- calcul des
quanrités pofirives, mais qu'on 2 fuppofées
dans une fauffe poficion. Le figne — que
I'on trouve avant une quantitd fere 4 re-
dreffer & 1 corriger une erreur que Pon
a faite dans hypochefe , comme Pexemple
ci-deffus le fait voir trés-clairement. Voyeg

UATION.

emarquez que nous ne paclons ici que
des quantités negativesifoises, comme— a,
ou des quantités a— b, dans lefguelles b
eft plus grand que a; car pour celles o
a =5 eft pofitif,, c’eft-d-dire, ol b eft plus
petxzque a, le (igne ne faic aucune diffi-
culeé,

Il o'y a donc poine réellement & abfo-
lument de quantité negarive ifolée : —
pris abftraicement ne “préfente i Pefpric
aucune idée ; mais fi je dis qu'un homme
a donné 3 un autre— 3 écus, cela veue
dire en langage intelligible , qu'il lui a 6cé
3 éeus

Voila pourquoi le produit de—apar—3,
donne ~4~a b: car a & b étant précédés du

figne — par la fuppoficion, c’eft une mar-.

que que ces quandtés @, b, fe trouvent
mélées & combinées avec d'autres 3 qui
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on les compare, puifque fi elles étoiene'
confidérées comme feules & ifoles, les
fignes — dont elles font précédées , ne pré-
fenteroient rien de net 2 Iefpric. Done
ces quantités — a & — b ne fe trouvent pré.
céd2cs du figne—, guc parce qulil y a
quelque erreur tacite d’ans Fhypochefe du
probléme ou de Popéracion : file probléme
&eoic bien énoncé, ces quantités = a, =B,
devroient fe trouver chacune avec l¢ figns

-, & alors leur produit feroic - a b; cax

que fignifie 2 multiplication de == a par —
b7 c'eft quon recranche b de fois la quan-
ticé négaive == a: or par I'idéc que nous
avons donnée ci-deffus des quantités ne-
gatives , ajouter ou pofer une quantité né-
gativé , ceft en retrancher une poficive ;
donc par la méme raifon en recrancher
une nezative 5 c'eft en ajoucer une pofi-
give ; & P'énonciation fimple & naturelle
du probléme doic éere, non de muldiplier—
a par—b , mais 4~ pac =} & ; ce qui donne
le produic 4~ a b. Il n'eft pas poflible dans
un ouvrage de la nature de celvi-ci, de
développer davantage cette idée, mais
elle eft fi fimple, que je doute qu'on
puiffe lvi en {ubficuer une plus nette &
plus exale ; & je crois rouvoir aflurer que
fi on Papplique 4 tous les problémes que
T'on peut réfoudre, & qui renfermenc des
quantités ncgacives , on ne la trouvera ja-
mais en défaut. Quoi qu'il en foit, les regles
des opérations algébriques fur les quanticés
ndgauves, font admifes par tout le monde,
& regues généralement comme exaes,
quelque idée qu'on attache diailleurs 3
ces quantités fur les ordonndes négarives
d’une courbe , & leur fituation par
rapport aux ordonnées pofitives. P oyez
COURBE.

Dalembert
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et des extraits de la Géométrie de Position, livre écrit par CARNOT (1753-

1823):

"Pour obtenir réellement une quantité négative isolée, il faudrait retrancher une
quantité effective de zéro, Gter quelque chose de rien: opération impossible. Comment
donc concevoir une quantité négative isolée ?

()

Les notions qu'on a données jusqu'ici des quantités négatives isolées, se
réduisent & deux; celle dont nous venons de parler, savoir que ce sont des quantités
moindres que zéro, et celle qui consiste & dire, que les quantités négatives sont de
méme nature que les quantités positives, mais prises dans un sens contraire:
d'ALEMBERT détruit l'une et 'autre de ces notions. Il repousse d'abord la premiére par
un argument qui me parait sans réplique.

Soit, dit-il, cette proportion 1:-1:-1:1 :sila notion combattue était exacte,
C'est-a-dire, si -1 était moindre que 0, & plus forte raison serait-il moindre que 1; donc le
second terme de cette proportion devrait étre moindre que le troisiéme; c'est-a-dire, que
1 devrait étre moins que -1; donc -1 serait tout ensemble moindre et plus grand que 1;
ce qui est contradictoire.

Quant & la seconde des notions données ci-dessus, d'Alembert lattaque avec le
méme succés dans son mémoire sur les quantités négatives dont j'ai parlé ci-dessus; et
cependant, comme il n'a rien & mettre & la place, il semble adopter cette notion pour le
fond, et vouloir montrer seulement qu'elle est sujette 2 diverses exceptions. Il est, dit-il,
d'autant plus nécessaire de démontrer cette position (des quantités négatives en sens
conlraire des positives) qu'elle n'a pas toujours lieu.

()

Une multitude de paradoxes ou plutét d'absurdités palpables résulteraient de la
méme notion, par exemple, -3 serait moindre que 2; cependant (-3)2 serait plus grand
que 22, c'est-a-dire qu'entre deux quantités inégales le carré de la plus grande serait
moindre que le carré de la plus petite, ce qui choque toutes les idées claires qu'on peut
se former de la quantité.

Passons a la seconde notion, qui consiste & dire que les quantités négatives ne
different des quantités positives qu'en ce qu'elles sont prises dans un sens opposé.
Cette idée est ingénieuse; mais elle n'est pas plus juste que la précédente. En effet, si
deux quantités, I'une positive, l'autre négative, étaient aussi réelles I'une que l'autre et
ne différaient que par leurs positions, pourquoi la racine de I'une serait-elle une quantité
imaginaire, tandis que celle de I'autre serait effective ? Pourquoi Y-a ne serait-elle

pas aussi réelle que Y+a ? Congoit-on une quantité effective dont on ne puisse
extraire la racine carrée ? Et d'ol viendrait le privilége que la premiére, -a, aurait de
donner son signe au produit -a x +a ?

La régle des signes, plus particulierement le "moins multiplié par moins
égal plus”, posait probleme. Comme exemple, voici un extrait de la Vie de
Henry BRULARD, livre écrit par STENDHAL (1783-1842):
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Suivant moi I'hypocrisie était impos- Jen fus réduit & ce que je me dis
sible en mathématiques et, dans ma simpli- encore aujourd'hui: il faut bien que - par —
cité juvénile, je pensais quil en était ainsi donne + soit vrai, puisque évidemment, en
dans toutes les sciences ol javais oui dire employant & chaque instant cette régle dans
quelles s'appliquaient. Que devins-je quand je le calcul, on arrive a des résultats "vrais et
m'aperus que personne ne pouvait indubitables". -
m'expliquer comment il se faisait que: moins Mon grand malheur était cette figure:
par moins donne plus ( - x - = +) ? (C'est
une des bases fondamentales de la science
qu'on appelle "algebre”). c
On faisait bien pis que ne pas
m'expliquer cette difficulté (qui sans doute R |A] P
est explicable car elle conduit a la vérité), on B

me l'expliquait par des raisons évidemment
peu claires pour ceux qui me les pré-
sentaient.

M. CHABERT pressé par moi s'embar-
rassait, répétait sa "legon", celle précisé-
ment contre laquelle je faisais des objections,
et finissait par avoir I'air de me dire: "Mais

Supposons que RP soit la ligne qui sépare le
positif du négatif, tout ce qui est au-dessus
est positif, comme négatif tout ce qui est au-
dessous; comment, en prenant le carré B
autant de fois qu'il y a d'unités dans le carré
c'est l'usage, tout le monde admet cette Qu F::l;fn]ée ga;veEr:l'r :niil‘r,?v;:?q,g:; 2?,,,?8:

explication. EULER et LAGRANGE, QUi paison gauche que Faccent souverainement
apparemment valaient autant que VOUS, trainard et grenoblois de M. CHABERT
Tont b'j" ?d“‘ife : N ) rendait encore plus gauche, supposons que

e fus longtemps a me convaincre qué o5 quantités négatives sont les dettes d'un

mon objection sur — X —= + ne pourrait pas homme, comment en multipliant 10 000
absolument entrer dans la téte de M. francs de dette par 500 francs, cet homme
CHABERT, que M. DUPUY n'y répondrait aura-t-il ou parviendra-t-il & avoir une for-
jamais que par un sourire de hauteur, et que  une de 5000 000 ?

les "forts™ auxquels je faisais des questions
se mogueraient toujours de moi.

Les modéles naturels proposés pour interpréter l'addition des
nombres relatifs ne fonctionnent pas pour la multiplication; un nombre
négatif étant associé a une dette, quelle signification faut-il donner au
produit de deux dettes ? D'ailleurs, A ma connaissance, il n'existe pas de
modéle naturel permettant d'interpréter, en méme temps, l'addition et la
multiplication des nombres relatifs.

Dans l'enseignement frangais, on enseigne les relatifs a partir de la
sixitme (enfants agés de 11 ans). La multiplication des relatifs était étudiée
en cinquiéme jusqu'en 1987; maintenant, dans les nouveaux programmes,
son étude est abordée en quatrieme (éleves de 13 a 14 ans), I'addition, quant
A elle, est restée au programme de la cinquiéme. On considere généralement
que la régle des signes est quelque chose de facile pour les éléves: "il n'y a
rien 2 comprendre; il n'y a qu'a appliquer !" est une expression fréquem-
ment entendue chez les enseignants. Pour illustrer ce propos, je cite un
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extrait du livre I des Arithmétiques de DIOPHANTE d'Alexandrie, mathé-
maticien grec, probablement du 3éme siécle apres J.-C.

Bien que DIOPHANTE n'ait pas disposé des nombres négatifs (les
"expressions" négatives n'ont pas le statut de "nombres" chez DIOPHANTE),
il utilisait une regle des signes:

Ce qui est de manque, multiplié par ce qui est de manque, donne ce qui est
positif; tandis que ce qui est de manque, multiplié par ce qui est positif, donne ce qui est
de manque, et la marque distinctive de ce qui est de manque est /|\ , c'est-a-dire un
incomplet et renversé.

Aprés t'avoir expliqué les multiplications des expressions que nous avons
exposées plus haut, leurs divisions sont claires. Il est donc utile que celui qui aborde ce
traité se soit exercé a l'addition, & la soustraction, et & la multiplication des
expressions, ainsi qu'a la maniére d'ajouter des expressions positives et négatives non
équipollentes a d'autres expressions qui sont elles-mémes positives, ou méme positives
et négatives; enfin & la maniére de retrancher d'expressions positives et d'autres
négatives, d'autres expressions soit positives, soit aussi positives et négatives.

(traduction de Paul VER EECKE)

Dans les manuels scolaires, 'addition est souvent présentée a l'aide
de pertes et de gains. De fagon implicite, ou explicite, I'éléve associe alors un
nombre positif & un gain et un nombre négatif a une perte. Lorsqu'il aborde
le produit de deux négatifs, il se trouve confronté a un probléme de
compréhension puisque son modele de représentation ne fonctionne plus
(Ie produit de deux pertes est un gain !); ce qui explique peut-étre ses erreurs
de signe, souvent qualifiées d'étourderie. le probléme rencontré par 1'éleve
existe, bien que le modele, donné pour l'addition des relatifs, ait été aban-
donné pour la multiplication; parfois, on propose un modele spécifique a la
multiplication, mais ne fonctionnant pas pour l'addition. Le plus souvent,
on construit la multiplication des relatifs de fagon qu'elle conserve la pro-
priété de distributivité par rapport a I'addition; par exemple; on veut que
I'égalité suivante soit vérifiée:

B x [(+7) + (D] = (3) x +7) + (3) x (-7)
d'ott (3)x0 = 2D+ x5 0 = (2D +(3)x(-7)
donc,ona: (-3)x(-7) = +21 .

Mais cette solution ne résout pas le probléme créé par le modéle pro-
posé pour l'addition. De plus, elle laisse souvent les éléves perplexes.

Comment ne pas créer ce probléme aux éleves ? Voila la question a
laquelle j'ai essayé d'apporter une réponse.

"Je vais maintenant expliciter, a partir de textes historiques, les
grandes lignes de ma démarche pour arriver & la présentation des relatifs
que je propose a mes éléves.
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Les premiers textes sont tirés des Eléments d'EUCLIDE
(mathématicien grec d'Alexandrie, vivant probablement au 3eme siécle
avant J.-C.) dans la traduction de Frangois PEYRARD:

Extrait du Livre Il des Elémenlsb voici la proposition IV avec sa démonstration (EUCLIDE y

établit lavelation: (a + b)? = a +b° + 2ab ):
PROPOSITION 1V.

Si la droite est coupée a volonté, le quarré de la droite entiére est égal
aux quarrés des scgments, et i deux fois le rectangle contenu sous les deux
segwents.

Que la droite 4B soit coupée 4 volonié au point r; je dis que le quarré

de AB est égal aux quarrés des segments AT, TB, et 4 deux fois le reclangle
contenu sous AT, TB.

A r B
e !
A 7 E

Avec 48 décrivons le quarré AsrB (4G. 1); joigoons B4 ; par le point r con-
duisous THZ paralléle 2 I'une ou i l'autre des droites As, EB (31. 1%, et par le
peint H conduisons '@k parallele 4 Puuc ou i Yautre des droites 4B, AE.

Puisque 12 est paralléle & A4, et que Ba tombe sur ces deux droites, V'angle
extérieur THB est égal 4 I'angle intérieur et opposé AaB (3g. 1). Mais J'angle AsB
est égal & l'angle aBa (5. 1), puisque le coié Ba est égal au céié Aa; donc
I'angle rHB est égal & Vangle HBr ; donc le cdté Br est égal au céeé ru (6.1);
mais TB est égal & HX (34. 1), et TH égal & BK; donc HK est égal 4 xB; donc
le quadrilatére THKB est équilatéral. Je dis qu’il est rectangle. Car puisque It
est paralléle 2 Bx, et que I'B tombe sur ces deux droites, les angles kBr, BrH sont
égaux h deux droits (29. 1). Mais I'angle kBr est droit (déf. 30. 1); donc
Pangle BrH est droit. Donc les angles opposés THK, HKB sont droits aussi
(34- 1); donc le quadrilatére THKB est rectangle. Mais on a démontré qu'il est
équilaiéral; donc ce quadrilatére est un quarré, et ce quarré est décrit avec IB.
Par la mémeraison €z est aussi un quarré, et ce quarré est décrit avec ©H, c’est-
a-dire avec Ar; donc €z, Ik sont des quarrés décrits avec Ar, 8, Et puisque le



Les nombres relatifs
dans le Premier Cycle -101 - J. S1p

rectangle AH est égal au rectangle HE (43. 1), et que le rectangle AH est com-

A T B
e H K
a Y B

pris sous les droites AT, I8, car Hr est ¢gal & 1B, le rectangle HE est égal
au rectangle sous Ar, 1B; donc les rectangles AH, HE sont égaux & deux fois le
rectangle sous AT, r8. Mais les quarrés ez, TK sont décrits avec les droites AT,TB;
donc les quatre figures oz, rx, AH, HE sont égales aux quarrés des droites r, B
et & deux fois le rectangle comprig sous AT, TB. Mais les quatre figures oz, rx,
AH, HB sont la figure entiére ALEB, qui est le quarré de aB; donc le quarré
de AB est égal aux quarrés des droites Ar » TB, et a deux fois le rectangle com-
pris sous Ar, rB. Donc, etc.

Extrait du Livre VIl des Eléments, voici les définitions 17 et 19, ainsi que la premiére proposition:

17. Lorsque deux’ nombres se multipliant font un nombre, celui qui est
produit se nomme plang et les nombres qui se mulliplient, se nomment les
cbiés de ce produit,

19. Le nombre quarré est celui qui est également égal, ou celui qui est
contenu sons deux nombres égaux.

PROPOSITION PREMIERE.

Deux nombres inégaux étant proposés, le plus petit étant toujours retranchd
du plus grand, si le reste ne mesure celuj qui est avant lui-que lorsque Von
a pris I'unité, les nombres proposés scroat premiers entr’eux.

>

Q_ 7 B

=

H A

——

7

"]
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Soient les deux nombres inégaux AB, Ta; que le plus petit étant toujours
retranché du plus grand, le nombre restant ne mesure celui qui est avant
lui que lorsque Pon a pris Vunité; je dis que les nombres A, ra sont
premiers entr’eux’, c’est-a-dire que I’unité seule les mesure.

Car i les hombres AB, ra ne sont pas premiers entr’eux, quelque nombre
les mesurera. Que quelque nombre les mesure, et que ce soit E; que Ta
mesurant AB laisse za plus petit que lui-méme; que zA mesurant ar laisse
HT plus petit que Jui-méme; et qu'enfin Hr mesurant 24 laisse l'upité @A,

e 17 B

H

T

PR
<

E

A

Puisque E mesure T4, et que Ta mesure 28, le nombre E mesure zB. Mais
il mesure AB tout entier; donc il mesurera le reste Az. Mais Az mesure aH;
done B mesurera aH. Mais il mesure Ta tout entier; donc il mesurera le
reste TH. Mais rH mesure 20 ; ‘donc E mesurera z@. Mais il mesure zA tout
entier; donc un nombre mesurera V'unité restante A®, ce qui est impos-
sible (déf.' 3. 7). Donc, aucun nombre ne mesurera les nombres AB, ra.
Donc les nombres AB, ra sont.premiers entr'eux. Ce qu'il fallait démontrer.

Extrait du Livre V des Eléments:

PROPOSITION PREMIERE.

5i l'on a tant de grandeurs que l'on voudra, ¢gales en pombre & d'autres
grandeurs, chacune des premiéres étant le méme équimultiple de chacune des
secondes, une des premicres grandeurs sera le méme muliiple d'une des
secondes que la somme des premiéres I'est de la somme des secondes.

Soient AB, Ta (245), tant de grandeurs qu’on voudra égales en nombre &
d'aurres grandeurs E, z, chacune étant le méme muliiple de chacune;. je dis

que AB est le méme multiple de E, que la somme de 48 et de 12 I'est de la
somme de E et de Z
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Puisque AB est multiple de E, que ra l'est de z, il y aura dans 4B auntant
de grandeurs égales 4 E, qu'il y ade grandeurs égales & z. Partageons AB en
grandeurs égales 2 E, et que ces grandeurs soient AH, HB; parlageons aussi
TA en grandeurs-égales 2 z, ‘et que ces grandeurs soient 1@, €4, Le nombre
des parties @, 64 sera égal au nombre des parties AH, HB. Mais AN est égal
2k, et ro égal A z; donc Ja somme de aH et de Te sera égale & Ja somme
de ket de z. Par ]a méme raison, HB est égal AE, et ©a & 2; donc 12 somme
de uB etde 04 est égale 2 la somme de E et de z. 1l y a donc dans AB autant
de grandeurs égales 4 E, qu'il y a dans la somme de AB et de ra de grandeurs
égales & la somme de E et de z. Donc AB est le méme multiple de B que la
somme de 4B et ra 'est de Ja somme de E et de z. Donc, etc.

Le texte suivant est tiré de I'Essai sur une maniére de représenter les
quantités imaginaires dans les constructions géométriques, ouvrage
d'ARGAND (1768-1822; d'origine genevoise) paru en 1806 a Paris. C'est I'un
des premiers livres justifiant géométriquement les nombres complexes; le
mot “imaginaire” prononcé ci-dessous est relatif aux nombres négatifs.

1. Soit @ une grandeur prise 4 volonté. Si a cette gran-
deur on en ajoute une seconde qui lui soit égale, pour
ne former qu'un seul tout, on aura une nouvelle gran-
deur, qui sera exprimée par 2a. Faisant sur cette derniére
grandeur une pareille opération, le résultat sera exprimé
par 3a, et ainsi de suite. On obtiendra ainsi une suite de

grandeurs
a, 2a, da, La,...,

dont chaque terme nait du précédent, par une opération
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qui est la méme pour tous les termes, et qui peut étre

répétée indéfiniment.
Considérons cette méme suite 4 rebours, savoir :

ooy 4a, 3a, 2a, a.

On peut encore concevoir, dans cette nouvelle suite,
chaque terme comme déduit du précédent, par une opé-

ration inverse de celle qui sert & la formation de la pre-
miére suite; mais il existe une différence notable entre
les deux suites : la premiére peut étre poussée aussi loin
qu'on voudra; il n'en est pas de méme de la seconde.
Aprés le terme a, on trouvera le terme o; mais, pour
aller plus loin, il faut que la nature de la grandeur a soit
telle, qu’on puisse opérer & I'égard de o comme on I'a fait
A I'égard des termes ..., §a, 3a, 2a, a. Or c’est ce qui
n’est pas toujours possible.

Si a, par exemple, désigne un poids matériel, comme
le gramme, la suite des quantités . .., 4a, 3a, 24, a, 0
ne peut étre continuée au dela de o; car on Gte bien
1 gramme de 3, de 2 ou de 1 gramme, mais on ne sau-
rait I'ter de 0. Ainsi les termes qui devraient suivre o
ne peuvent avoir d’existence que dans I'imagination; ils
peuvent, par cela méme, étre appelés imaginaires.

Mais, du lieu d’une suite de poids maltériels, conside-
rons les divers degrés de pesanteur qm agissent sur le
bassin A d’une balance qui contient des poids dans ses
deux bassins, et supposons, pour donner plus d’appui &
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nos idécs, que les mouvements des bras de cette balance
soient proportionnels aux poids ajoutés ou retranchés,
effet qui aurait lieu, par exemple, au moyen d'un ressort
adapté A I'axe. Si I'addition du poids  dans le bassin A
fait varier de la quantité »’ I'extrémité du bras A, I'addi-
tion des poids 2, 3nr, 4n,... occasionnera, sur cette
méme extrémité, des variations 2n', 37', {n’,. .., et ces
variations pourront étre prises pour mesure de la pesan-
teur agissant sur le bassin A : cette pesanteur est o pour
le cas d’égalité entre les deux bassins. On pourra, en
ajoutant dans le bassin A des poids , 27, 3n,. . ., Ob-

tenir les pesanteurs =’, 27', 32/,..., ou, en partant de
la pesanteur 37’, obtenir, en retranchant des poids, les
pesanteurs 2r’, n', o. Mais ces divers degrés peuvent
étre produits non-seulement en enlevant des poids au
bassim A, mais aussi en en ajoutant au bassin B. Or
Paddition de poids sur le bassin B peut étre répétée
indéfiniment; ainsi, en la continuant, on formera de nou-
veaux degrés de pesanteur exprimés par —n/, — a7/,
— 37',..., et ces termes, appelés ncgatifs, exprimeront
des quantités aussi réelles que les termes positifs. On voit
donc aussi que, si deux termes, de signes différents, ont
le méme nombre pour coefficient, comme 32/, — 3/,
ils exprimeront deux états du levier tels, que l'extrémité
qui marque les degrés de pesanteur sera, dans l'un et
dans I'autre, également éloignée du point 0. On peut con-
sidérer cet €loignement en faisant abstraction du sens dans
lequel il a lieu, et Jui donner alors le nom d’absolu.
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Considérons cncore dans une autre espéce de gran-
deurs la génération des quantités négatives. Si, pour comj-
ter une somme d’argent, on adopte pour unité le franc
matériel, on pourra opérer des diminutions successives
sur cette somme, et la réduire a zéro par la soustraction
d’un certain nombre de francs. Arrivé & ce terme, on
voit que la soustraction cesse d’étre praticable, et que,
par conséquent, — 1 franc, — 2 francs,... sont des
quantités imaginaires.

Prenons maintenant le franc de compte pour unité, a
dessein d’évaluer la fortune d'un individu, laquelle se
compose de valeurs actives et de valeurs passives. Ce que
nous appelons diminution dans cette fortune pourra avoir
lien soit par le retranchement d’un nombre de francs a
Iactif, soit par 'addition d’'un nombre de francs au passil,
et, en poussant i un certain terme cette diminution par
I'un de ces deux moyens, on parviendra i une fortune
négative, telle que — roo francs, — 200 francs.. ... Ces
expressions signifieront que le nombre de francs des va-
leurs passives, considéré abstraitement, est plus grand
de 100, de 200,... que celui des valeurs actives. Ainsi
— 100 francs, — 200 francs,. . ., qui n’exprimaient dans
le premier cas que des quantités imaginaires, repré-
sentent ici des quantités aussi réelles que celles que d¢-
signent les expressions positives.

9. Ces notions sont trés-élémentaires; néanmoins il
n’est pas si aisé qu’il pourrait le paraitre d’abord de lcs
étublir d’une maniére bien lumineuse, et d’y donner cette
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généralité que demande leur application aux calculs. On
ne peut d’aillews douter de la difficulté du sujet, si I'on
réfléchit que les sciences exactes avaient été cultivées pen-
dant un grand nombre de siécles, et qu’elles avaient fait
de trés-grands progrés avant qu’on elt acquis les véri-
tables notions des quantités négatives, et qu’on edt congu
la maniére générale de les employer.

Au reste, on ne s'est nullement proposé de donner ici
des principes plus rigoureux ou plus évidents que ceux
qu’on trouve dans les Ouvrages qui traitent ce sujet; on
a eu simplement pour but de faire deux remarques sur
les quantités négatives. La premicre est ue, selon l'es-
péce de grandeurs a laquelle on applique la numération,
la quantité négative est réelle ou imaginaire  ; la se-
conde est que, deux quantités d'une espéce susceptible
de fournir des valeurs négatives étant comparées entre
elles, I'idée de leur rapport est complexe. Elle comprend :
1° I'idée du rapport numérique dépendant de leurs gran-
deurs respectives considérées absolument; 2° I'idée du
rapport des directions ou sens auxquels elles appartiennent,
rapport qui en est I'identité ou 'opposition.

Dans les Eléments d'EUCLIDE, on constate que les nombres sont
représentés par des segments (ainsi que les grandeurs), que la somme se fait
en placant des segments bout a bout dans une méme direction et qu'au pro-
duit de deux nombres est associé un rectangle. Dans le texte d' ARGAND, on
peut trouver une idée de mouvement dans la représentation des nombres
relatifs.

C'est de cette idée de mouvement, associée a la représentation du
produit de deux nombres a l'aide d'un rectangle, que découle ma présen-
tation des relatifs aux éléves. En voici un descriptif rapide: une unité de
longueur étant choisie:
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— un nombre relatif est représenté par un segment orienté, matérialisant un
déplacement. Deux 'directions sont privilégiées: "I'horizontale" et la
"verticale" avec un sens positif sur chacune d'elles:

*de gauche a droite sur I'horizontale: % _
____) Y

*de bas en haut pour la verticale:

Ce choix n'a géné en rien les éleves; cela leur a paru méme trés "naturel”.

— La somme de deux relatifs est représentée a I'aide de deux déplacements
successifs suivant une méme direction.

— Le produit de deux relatifs est représenté a l'aide d'un rectangle et de son
aire algébrisée; le premier nombre suivant la direction horizontale et le
deuxiéme suivant la direction verticale.

Ce qui donne par exemple:

* pour un nombre positif:

+3 est représenté par: Arrivée
\
‘|
+3
L
’
’
~’Départ
ou par: N
D +3 A

* pour un nombre négatif:

-2 est représenté par: D

ou par: -
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* pour la somme de deux relatifs:

e —2+3=+1
A - A
1
DI )43 +3
-2
2 y
-2 2 D A ="
ou: — D \“{3‘/( D AA
+3

e +3-55=-25

D ou: 'Kw_/

e -2-3=_5
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* pour le produit de deux relatifs:

+3xH2) +3)x(-2)

Quelles que soient les situations, on obtient deux sens de parcours possi-
bles: celui des aiguilles d'une montre et le sens contraire (sens
trigonométrique).

Pour attribuer un signe a chacun de ces deux sens, on utilise le fait que
l'on peut supprimer le signe + d'un nombre positif: + 3 =3 .

Ainsi (+3) x (+2)=3x 2 =6 =+ 6 : on attribue le signe + au sens de
parcours contraire a celui des aiguilles d'une montre (le sens positif est le
sens trigonométrique) et le signe — au sens de parcours des aiguilles d'une
montre. Par conséquent:

+3Ix+2)=+6 +3Ix(=2)=-6

ipmssis Kememey
: +6

+2

H
'
~

+3

=3)x(+2)=-6
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° Le produit de deux nombres positifs est un nombre positif.
® Le produit de deux nombres de signes différents est négatif.
e Le produit de deux nombres négatifs est un nombre positif.

Suite & cette présentation des relatifs, je peux dire que la plupart des
éleves ont pergu cette démarche comme étant naturelle; "moins multiplié
par moins égal plus" ne leur pose aucun probléme. Bien siir, cette démarche
ne saurait constituer un modele universel. L'histoire montre qu'il faut se
méfier de tout dogmatisme !

En conclusion, j'estime que I'étude de I'histoire des mathématiques
permet de mieux comprendre l'émergence des concepts, de mieux
appréhender les difficultés que peuvent rencontrer les éléves face a de
nouveaux concepts, d'expliquer certains de leurs blocages ou certaines de
leurs erreurs, et de créer des outils pédagogiques pertinents.
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