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Le groupe M.:A.T.H. (Mathématiques: Approche par des Textes
Historiques) travaille depuis quelques années a I'IREM Paris VII; l'idée
directrice du groupe est d'introduire une perspective historique dans
I'enseignement des mathématiques, en faisant lire des extraits de textes
originaux ou de leur traduction aux éléves.

L'histoire des mathématiques peut intervenir de diverses maniéres
dans l'enseignement:

— pour introduire des notions nouvelles: par exemple, avec les anciens
programmes de terminale, l'introduction des nombres complexes se
faisait souvent de maniére formelle (ensemble de couples de réels, muni
de deux lois qui en font un corps commutatif). Or ces études de structures
ne figurent plus dans les programmes. Plutdt que de "parachuter" les
nombres complexes, on peut choisir de les introduire historiquement, a
l'aide d'exercices appropriés (sur la résolution d'équations du troisiéme
degré) et de textes historiques (DESCARTES, ARGAND);

— par I'étude de textes historiques importants en histoire des mathéma-
tiques ou fournissant des sujets de problémes intéressants.

Cette démarche historique devrait s'inscrire plus souvent dans un
travail pluridisciplinaire, en particulier avec les enseignants d'histoire,
philosophie, etc. Ce n'est malheureusement pas encore assez souvent le cas
(manque de temps pour la concertation, programme souvent trop chargé
dans ces matieres, ...).

L'expérimentation relatée plus loin a consisté en la lecture d'un
extrait de La mesure du cercle d' ARCHIMEDE en terminale scientifique
(¢éleves de 17-18 ans).

ARCHIMEDE (287 av. ].-C., 212 av. J.-C.) a laissé de nombreux
ouvrages, entre autres: le premier et le second Livre des Equilibres,
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1'Arénaire ou il expose un systéme de numération pour les trés grands
nombres, Des: corps flottants (le fameux principe d'ARCHIMEDE), Sur la
Sphere et le Cylindre, etc.

Dans La mesure du cercle, ARCHIMEDE démontre deux propositions impor-
tantes:

*Tout cercle est équivalent & un triangle rectangle dans lequel I'un de cdtés de l'angle
droit est égal au rayon du cercle et la base (Cest-a-dire l'autre coté de 'angle droit)
égale au périmétre du cercle".

En termes modernes, si A, P, R sont respectivement l'aire, le
1 A
périmetre, le rayon d'un cercle, alors A =5RxP ou Ei— = 7R - Autrement

dit, c'est la méme constante (celle que nous appelons m) qui intervient dans
le calcul de l'aire et celui du périmetre d'un cercle.

"Le périmétre de tout cercle est égal au triple du diamétre, augmenté d'un segment
compris entre les dix-soixante-et-onzieme et lo septiéme du diamétre.”

Autrement dit, si P et D sont le périmetre et le diametre d'un cercle,

o _r .1
alor53+71<D< +7

P
Notons qu'ARCHIMEDE se preoccupe d'encadrer un rapport (—D-) , et

non pas un nombre. La notation © (de meppetpos) date du début du 18éme
siecle.

ARCHIMEDE, comme nous le verrons plus loin, obtient
l'encadrement cherché par le calcul approché des périmetres de polygones
inscrits et circonscrits au cercle. La méthode sera d'ailleurs reprise de nom-
breuses fois: citons AL-KASHI (15¢me siécle), FIBONACCI (13eme), METIUS
(17éme), ...

VIETE (1540-1603), par un travail analogue sur les aires, obtient le
fameux rapport comme produit infini

HUYGENS (1629-1695) améliore la méthode.

1l faut attendre NEWTON (1642-1727) pour trouver des méthodes
différentes: dans La méthode des fluxions, NEWTON calcule une approxi-
mation de 7 & l'aide d'un développement en série et d'un calcul d'intégrale.
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LAMBERT (1728-1777) démontre l'irrationalité de & ; on retrouve cette

démonstration, ainsi que celle de l'irrationalité de n , dans les Eléments de

géométrie de LEGENDRE (1794).

Enfin la transcendance de 7 est démontrée par LINDEMANN en 1882.

Au sujet de 7, on lira avec intérét le numéro spécial © du Petit
Archimede, [7].

Il s'agissait pour nous de faire lire aux éleves la démonstration de la
proposition d'ARCHIMEDE sur l'encadrement du rapport du périmeétre au
diametre d'un cercle.

La lecture d'un texte original étant difficile, le groupe de I'lREM Paris
VII a adopté la méthode de travail suivante:

— Fabrication d'exercices suivant la démarche du texte, mais dans une
formulation plus "moderne" habituelle & 1'éléve; ces exercices ‘sont
résolus a la maison ou en travail dirigé, avant ou pendant la lecture du
texte. ’

— Lecture du texte.

Ceci permet de séparer les deux difficultés principales de la lecture d'un texte

historique: difficulté mathématique et difficulté de langage.

Par ailleurs, un méme texte peut &tre utilisé & des niveaux différents,
avec des objectifs différents. Nous relatons en annexe 1 le récit (rapide) de
trois expérimentations en classe de troisi¢tme sur un extrait du méme texte.

I- Expérimentation en classe
Lecture de La mesure du cercle d' ARCHIMEDE

Classe: Terminale C - 14 éleves - Début du mois de janvier 1987.
Objectifs:

Objectifs pédagogiques:
- calculs géométriques dans le plan (possibilité d'utiliser les théorémes de
PYTHAGORE et THALES ou les formules de duplication en trigonométrie);
- révisions sur les suites;
- détermination d'un algorithme de calcul de w et utilisation de calculatrices
programmables.

Objectifs culturels:

- probléme de la mesure du cercle en histoire des mathématiques; intérét
d'un algorithme de calcul et des suites récurrentes pour déterminer des
approximations de nombres;

- formulation d'ARCHIMEDE:

* il s'intéresse au rapport du périmetre et du diamétre d'un cercle et
calcule uniquement des rapports (sans parler de nombre);
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*  démonstration géométrique.
265
- par ailleurs, ARCHIMEDE utilise dans ses calculs l'approximation g3 pour

~/3 . Comment peut-on déterminer cette approximation ? Quels sont, a
1'époque d'ARCHIMEDE, les "algorithmes” connus de recherche de racines
carrées ?

Scénario:

- exercices 2 faire a la maison (voir pages suivantes);

- correction des exercices en classe, suivie de la lecture du texte (environ 3
heures de travail en classe).

Exercices donnés aux éleves (niveau TC)

La mesure du cercle est un théme qui traverse I'histoire des mathémati-
ques depuis I'Antiquité.la plus reculée jusqu'aux recherches les plus
récentes d'algorithmes performants pour calculer 7 .

Les exercices suivants permettent de trouver un algorithme de calcul de
7, en suivant la méthode d'ARCHIMEDE; nous lirons d'ailleurs un extrait
de La mesure du cercle d'ARCHIMEDE.

Exercice 1 : encadrement de =

1°) a/ Soit © un cercle de centre O, de rayon 1. Quel est son
périmetre ?

b/ Inscrire dans G un hexagone régulier (A, A, A; A, AgAg). Quel est le
périmetre de I'hexagone ?

¢/ La médiatrice de chaque c6té [A; A,, ] de I'nexagone coupe le petit arc

N ;
(A, A;,4) du cercle en un point par lequel on mane la tangente au cercle.

Expliquer pourquoi on obtient ainsi un hexagone régulier circonscrit au
cercle. Calculer son périmétre. ‘
d/ A l'aide de a/, b/, ¢/, donner un encadrement de ® (décimal).

2°) a/ Sur la méme figure, inscrire dans T un dodécagone régulier.
Calculer son périmeétre.

b/ Circonscrire & © un dodécagone régulier. Calculer son périmétre.
¢/ Donner un encadrement de 7 .

3°) Algorithme de calcul
On appelle:

¢, la longueur du cdté d'un polygone régulier & 2" x 6 cotés
inscrit dans G et p, son périmétre (que valentcy , Py, €4, Py ?)
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I t, la longueur du c6té d'un polygone régulier & 2" x 6 cotés |

circonscrit & G et q,, son périmétre (que valent t, 9, t, 0, ?)

a/ Déterminer une relation de récurrence liant c,etc, ;.

b/ Ecrire un programme permettant d'obtenir & l'aide de votre calcula-

trice une valeur approchée de c, et % P, pour n quelconque.

Au choix: ¢/ ou ¢/ bis

¢/ Déterminer une relation de récurrence liant t,, et th.y - Programmer la

machine pour obtenir -21-pn et %—qn.

c/ bis Déterminer une relation liant ¢, et t, . Programmer la machine pour

o1 1

obtenir 5P, ot 3q,.

d/Donner a l'aide de la calculatrice des valeurs approchées par défaut
1 1 1 1 1 1

de 5P4:5Ps,5P1o 6t par excéds de 29 59, 59

En déduire des encadrements décimaux de « . A quelle précision avez-

vous obtenu 1t ?
e/ Que pensez-vous de la convergence des suites (pn)mN ot (qn)mN?

Exerclce 2 : étude des suites (pn)mN ot (qn)n-N

1°) On appelle [AB] un c6té d'un polygone régulier & 2" x 6 cotés inscrit
dans un cercle G de rayon 1, de centre O.
Soit © la mesure en radians, comprise entre 0 et 7 , de I'angle non

orienté A/O\B
a/ Déterminer 0 .

b/ Calculer ¢, = AB a l'aide des lignes trigonométriques deg .

En déduire une expression de;— c,-

. sinx - ;
¢/ Rappeler la valeur de lim —x (xétant exprimé en radians).
x—0

Etudier la convergence et la limite de (;— pn) .
neN

2°) Faire un travail analogue avec un polygone régulier & 2" x 6 cotés
circonscrita € .

Etudier la convergence et la limite de (%- qn) i
Na

| Que savez-vous d'ARCHIMEDE et de I'spoque 2 laquelle il vivait ? _J
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En avez-vous entendu parler en classe ? dans quel cours et & quelle

occasion ?

Extrait de La mesure du cercle d'ARCHIMEDE

- Editions "Les belles lettres", t1, 1970.

3.

Le périmélre de tout cercle est dgal au triple du
diamétre, augmentd d'un segment compris ‘enl.re les
dix soixante el onziémes et lo septitme du diamatre®,

Soit un cercle, AT son diamétre, E son centre, TAZ
une Langente ; que I'angle ZET soit ¢gal au tiers d'un
angle droit ; le rapport de EZ & ZI[ est done égal au
rapportt de 306 & 163, et lo rapport de El & T'Z est
4gal au rapporl de 265 & 153. Bissectons I'angle ZED
par EH ; dés lors ZE est & ET comme ZH est d HT,

et par permutation el par composition. 11 s'ensuit que
la somme de ZE et EI' est & ZI' comme EI" est & T'H ;
le rapport de I'E & I'H est sinsi supérieur au rapport
de 671 & 153. Le rapport du carré sur EII ou carré sur
HI' est donc égal au rapport de 349 450 & 23409 ;
par conséquent EH est & HT comme 591 1/8 est & 153.

==

Fig. 64.

Bissectons de méme I'angle HEI' par*EO ; pour les
mémes raisons (sc. que plus haut), le rapport de EI'
4 T'O est donc supérieur ou rapport de 1162 1/8 & 153 ;
il s'ensuit que le rapport de OE & O est supérieur au
rapport de 1172 1/8 & 153. Bissectons encore I'angle
OET par EK ; le rapport de ET" & KT est donc supérieur
au rapporl de 2334 1/4 & 153. Bisscclons encore I'angle
KEL par AE ; ET' a donc & AT un rapport supérieur
A cclui de 4673 Y% & 153. Du moment donc que I'angle
ZET, égal au liers d'un angle droit, a él& bissecté
quatre fois, I'angle AET" est la 48° partie d'un angle
droit. Donnons-nous un angle 'EM égal & AET de
méme sommet E'; I'angle AEM est ainsi la 24¢ partie
d’'un angle droil ; il s’ensuit que le segment de droite
AM est un cdté du polygone circonscrit au cercle ayant
96 coOlés. Puisque, donc, on a démontré que le rapport

10

Traduction: Charles MUGLER

Y.

Mavrds xbrhov | meplparpos Tiis Siapdrpou Tpiwhacluy
lovl xal &n Sweplyer dhdooovs pdv § 1066py plpa vijs
Biapdrpou, pallove 82 §} Béxa §€8opnroovopdvors.

*Eovw xixhog xal Bibparpos §) AT xal xbvrpov 78 E xal
4 TAZ lpawroplvy xal § Swd ZET vplvou Sp0fs ° & EZ
Bpa wpds ZI' Adyov Ixa, Bv 7% wpds pvy, 4 81 EF wpdg
[+v) TZ Nyov &xe, 8v ote wpds pvy. Terphodu odv §
dwd ZET Blya vfj EH * Yovwv Bpa, &g & ZE wpds ET, & ZH

wpdg HI [ral dvalrdg xal cuvbivn). ‘Qg Bpa cuvapdé-
vepog W ZE, EF. wpds ZT, #) ET wpds I'H * Gove ) FE wpds
H pallova Aéyov dxe fwep Joa wpds p_v;. ‘H EH &pa

L J— | J—
wpds HI Buvéper Aéyov Ixas, 8v M Buv wpds M ,yud*
prixa Bpa, 8v $Sa 3’ wpds pvy. MaAw Bixa # dwd HEF

N

Flg. 64.

i EO° 814 74 alvd 8pa §) EF wpds MO pellova Adyov
Uixet §j 8v ,aptl n mpds pvy * # OE &pa wpds OF pelfova
Aéyov Exa | 8v ,apof n' wpds pvy. "En Blxa & dwd OEM
v§ EK* § EF Epa wpds K pelfova Adyov Ixas § 8v ,BvAB
5" wpds pvy * 1) EK Bpa wpds 'K pellova §) Bv JB7A0 8 wpds
VY. "Emu blya ¥ dwd KEF +ffj AE* 4 El Epa wpds Al
pallova [prixa] Aéyov Exer fmep va Fﬂy‘ L' wpds pvy.
"Ewel odv #) dwd ZET vplrov odoa 8pbijs rérpnrar revpliag
Slxa, §) owd AET 8pBis doms pn'. KeloBw olv alrfj oy
wpds 1) E & dwd TEM * +} Gpa dwd AEM 3pBijs dore «b'.
Kal # AM &pa ebfdia 100 mwepl 1dv rixov dorl woluydvou
wheupd whevpas Exovros Sy, "Ewmel odv ) EF wpds viv
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de EI' & I'A est lugﬂrleur au rapport de 4673 14 & 163,
que AT est lo double de EI' ot AM le double de A,
le rapport de AT au périmdtre du polygone de 96 cotés
st supdrieur au rapport de 4673 1} & 14688, Et 14688
est lo triple do 4673 3;, aveo un reste de 667 1, qui
est intérieur & In 7° partie do 4673 % ; par conséquent
le (sc. périmétre du) polygone circonscrit au cerclo est
inférieur au triplo du dismétre augmenté d'une partie
du diamdtre supérieure au septidme. A plus forte raisont
done lo périmdtre du cerclo est inférieur au triple du
diamétre augmentd de plus d'un septitme.

B

=SXe

E
Flg* 66,

Soit un corcle, AT lo diamétre, I'angle BAT égal &
la troisitme partie d'un angle droit ; lo rapport de AB
& BI' est donc inférieur au rapport de 1351 & 780,
ot le rapport de AI' & T'B est égal au rapport de 1560
& 780, Bissectons I'angle BAT par AH. Dy moment. donc
que I'angle BAH est égal & I'angle HI'B? et aussi &
I'angle HAT', I'angle HI'B est aussi égal & I'angle HAT.
L'angle droit AHI' étant en commun?, le troisiéme
angle HZT est égal au troisiéme angle ATHX. Il s'ensuit
que le triangle AHI est équiangle au triangle THZ ;
AH est donc® & HT' comme T'H est & HZ et comme
AT est & T'Z. Mais AT est & I'Z aussi comme la somme
de T'A et AB est & BI', et par conséquent la somme de
BA et AT est & BI' comme AH est & HT', Pour ces

A

raisons, le rapport de AH & HI ést done intérieur au
rlppoﬂ: de 2§lpl & 780, et lo rapport de AI' & I'H est
inférieur au rapport de 3013 1/2--1/4 & 780. Bissectons
I'angle 'AH par A@ ; pour les mémes ralsons que plus
haut le rapport do A© & OT est inférieur au rapport de
6924 1/2--1/4 & 780 ou de 1823 & 240 ; car chacun des
termes (sc. du dernier rapport) est les 4/13 du terme
(sc. correspondant du premier rapport); le rapport
de AT & IO est donc inférieur au rapport de 1838 9/11
A 240. Bissectons aussi I'angle OAT par KA. Le rapport
de AK & KT est inférieur au rapport de 1007 & 66,
puisque des eeconds termes chacun.vaut les 11/40
d'un autre nombre ; le rapport de AT' & KI' est donc
inférieur A celui de 1009 1/6 & 66. Bissectons encore
I'angle KAL' par AA ; le rapport de AA & AT est
dong inlérieur au rapport de 2016 1/6 & 66, le rapport
de AT & TA est inlérieur au rapport de 2017 1/4 & 66.
Inversement donc le rapport du périmétre du polygone
au diamétre est supérieur au rapport de 6336 & 2017
1/4 et 6336 est supérieur au produit de 3 10/71 par
2017 1/4. 1l s'ensuit que le périmétre du polygone
de 96 cOtds inscrit ‘dans le cercle est supérieur au
triple du diamétre augmenté de 10/71 ; & plus forte
raison' donc le (sc. périmétre du) cercle est supérieur
au triple du diamdtre augmenté de 10/71.

Le rapport du périmétre au diamétre est done inférieur
4 3 1/7 et supérieur & 3 10/71.
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FA 184lx0n palfova Adyov Exovoa fwep ;Bxoy L' wpds pvy,
4NN +ijs pdv ET BiwAq ) AL, vijs 81 FA Birhdolwy 4 AM,
wal § AT 8pa wpdy v +00 G¢ yévou weplparpov palfova
Adyov Uyxa fiwep m L' wpds :1 m. Kal doviv rpiwhae
ola, xal O"plxoumvm L', &wep v0v ,-S(u—y L' W\brvovh
tovwv ) 73 T6opov* &ove vd wokbywvov v8 wapl vdv
wbihov vhig Biapérpou dovl vpiwhdaiov ral ENdrrove @
1688p¢ plpas paitov * ¥ 700 wdihou Bpa weplparpog wokd
18N ov Mdoowy lotlv i rpiwhacluy kal 1686pe pépa
palluv,

B

gy

E
Fig. 65,

"Eotw wixhos kal Bidperpos % AT, § 82 Swd BAr
vplrov pbijs * ﬁ_A_ﬂ &pa wpds BI Méuuov_ukéynv_‘_xu
f} 8v Jarva mwpds Y [ 52 AT wpds B, 8v ,adt wpds Yur].
Alya ¥ éwd BAI +ff AH. 'Evwdl odv fon dovlv 4 dwd BAH
T Owd HIMB, &AA& kal T Owd HAT, kal Y Ond HIB T
U8 HAT toriv Yoq. Kal ko) ¥ Owd AHI 8p0) *
xal 7plry &pa ¥ dwd HZI Tplm i Owd ATH Yo, 'laoydviov
Gpa v& AHT 1@ THZ vpiydvey * Toriv 8pa, &5 § AN wpds
HF, § TH wpds HZ wal § AP wpds IZ. "ANN' &g ) Al
wpds I'Z, [kal) ouvapdérepos W TAB wpds BI* kal &g
ouvapddrepos Bpa ¥ BAT wpds Br, § AH wpds HIM. A

vo0vo odv § AH wpdg [r\v] HI' I\dovova Ayov Ixa
fiwep e wpds Y, W 83 AT wpds miv TH d\dooova §)
8v iy £ 8 wpdg Y. Alxa 4 Swd FAH +f) AB* § AO
8pa 814 74 adrd wpds wiy OF dNdooova Ayov fxai ) 8v
b LY wpds Y 4 Bv m wpdg ;' tkardpa yap
tcarbpag B W't Gare ) Al mpds v 'O § 8v ,auly 0 '
wpds o, "Ent Slxa § dnd OAT +fi KA * kal W) AK wpdsg
v K &\éooova [&pa) Aéyov Ixa f 8v Jal wpds €5 °
karépa ydp dxarlpas ia p'. ‘H AT fpa wpds [mv] KM §
8v,a0'¢" wpds T7. "Ens Blxa § $md KAT rfj AA* § AA tpa
mpds [rv] AT {\dogova Néyov fxen §f 8y 74 Bis ¢ wpds
£, 9 88 AT wpds TA {\dooova B ovd Bl 8 mwpds £
*Avémwalw Bpa | weplparpos 100 woluydvoy wpds T
Sibperpov pellova Adyov Exa ﬁntpm'pbs BLe, &wep
v P 8 pelfovd donv ) rprirhaclova ral Bika oa’* kal
) meplparpos Epa 100 Syydvos 7ol dv 9 wixhy T
Siapdrpou rpurhacluv dovl kal palfwy i ¢ oa’ * Bova kal
3 kixhos I péAov tpirhacluy dorl kal pelluv § § oa's

'H Bpa 100 kixhou weplparpos s Siaplrpov rpurhacluy
ol kal d\dooovi piv § 1688py plpa, pallovs 68 f § oa’
pailwy,

Les travaux des éléves ayant montré que le texte des exercices était
ambigu (voir le premier bilan ci-dessous), 'avant-propos des exercices a été
modifié comme suit (pour une expérience ultérieure).
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La mesure ducercle est un théme qui traverse I'histoire des mathé-
matiques depuis I'Antiquité jusqu'a nos jours.

Les exercices suivants ont pour but de déterminer un algorithme de
calcul de =, suivant une méthode analogue a celle employée par
ARCHIMEDE pour encadrer le rapport du périmétre au diamétre d'un
cercle. La notation "i" est "récente" : début du 18éme siécle; ARCHIMEDE
ne calcule pas un nombre, mais un rapport. Nous lirons d'ailleurs en
classe un extrait de La mesure du cercle d"ARCHIMEDE.

La "régle du jeu" des exercices est la suivante: nous cherchons m, donc
nous nous interdisons I'utilisation de la touche "n" de nos calculatrices;
nous ne nous servirons que des opérations élémentaires "+ ,x, 1, —, ¥ "
(qu'on savait faire "a la main" du temps d'ARCHIMEDE).

II- Premier bilan

La majorité des éleves a trouvé une relation de récurrence liant c_ et
c,.; faisant intervenir 7 , ce qui dénote une mauvaise compréhension du but
de l'exercice: calcul de = . Il faudrait donc remodeler la question 3°) a/ en
demandant une relation de récurrence ne faisant intervenir que des opé-
rations élémentaires (additions, multiplications, divisions, soustractions,
extractions de racines carrées) faisables a la main sans connaissance préalable
dem.

L'exercice 2, plus classique, a été généralement bien traité.

Peu d'éleves cherchent A justifier les propriétés qu'ils voient a la
figure (alignement de points, parallélisme, etc.) et qui servent a calculer les
longueurs des ctés des polygones inscrits dans le cercle (ou circonscrits).

. 1
Tous ont conjecturé avant l'exercice 2 la convergence de (5 pn)
neN

1 . : o g .
et (59, vers T . Mais aucun n'a essayé de voir ce qu'il était possible de
2 neN

montrer 2 ce stade (on peut montrer que les deux suites convergent vers Let
L avec £<m<A).

Le fait que le périmetre d'un polygone inscrit dans le cercle est
inférieur au périmetre du cercle est évident a partir de l'axiome sur les
distances: "le chemin le plus court d'un point & un autre est la ligne droite”,
que les éléves connaissent depuis le college. Par contre, pour les polygones
circonscrits, on ne peut pas déduire simplement le résultat des connais-
sances des éleves (méme si le résultat parait évident a tous): il faudrait
ajouter & l'énoncé de l'exercice 1: "on admettra que le périmétre d'un poly-
gone circonscrit au cercle est supérieur au périmeétre du cercle”.
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Ceci fait d'ailleurs l'objet d'un postulat et d'une proposition de La
Sphere et le Cylindre d'ARCHIMEDE (voir annexe 2).

Enfin, six éléves répondent a la question posée sur ARCHIMEDE:
* Ils connaissent le principe d'ARCHIMEDE dont ils ont entendu parler en
physique.
* Un éleve cite la géométrie dans l'espace ou ARCHIMEDE a complété le
travail d'EUCLIDE.
* Un autre: "Je ne savais pas qu'il avait étudié = ",
* Un éléve cite ARCHIMEDE comme "ayant inventé le calcul intégral".

III- L'expérimentation

* Correction des exercices d'introduction

Il n'y a pas eu de probléme de compréhension. La plupart des éléves avait
compris avant la correction que le fait que 7 intervienne dans la relation de
récurrence permettant de calculer Pn €t q, posait probleme.

L'un d'eux a soulevé une question trés intéressante au sujet du
calcul: la programmation de sa calculatrice lui donne P10 > 9y etil n'obtient
finalement © qu'avec 4 décimales exactes. D'olt viennent les erreurs
d'arrondi ?

En fait, on calcule avec notre algorithme Cp , puis on multiplie par

2" x 6 pour obtenir P, » donc l'erreur d'arrondi commise sur ¢, est multipliée

par 2" x 6 . C'est d'ailleurs le calcul que fait ARCHIMEDE dans le texte: il
calcule une approximation de la longueur du c6té d'un polygone & 96 cotés,
puis multiplie la valeur trouvée par 96. Mais on peut améliorer
l'algorithme (voir: Mathématiques élémentaires d'un point de wvue algo-
rithmique d'Arthur ENGEL, Cedic, p. 97-100).

* Lecture du texte (utilisation d'un rétro-projecteur, puis distribution
du texte)

On commence par lire la proposition 3 et la "traduire" en langage moderne.
les €leves ont la satisfaction de voir apparaitre une approximation connue
22
dem: 7.
Ensuite, nous lisons ensemble la démonstration, en faisant la figure

Er
et les calculs pas a pas: le calcul de Tz hous donne la valeur +/3 alors
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265
qu'ARCHIMEDE emploie 153 - La calculatrice permet de voir qu'il s'agit

d'une approximation par défaut a 2,5 x 10° prés. Les calculs suivants
nécessitent 'emploi d'un résultat sur la bissectrice d'un angle que nous
avions démontré peu auparavant en exercice (Dans un triangle (ABQ), si le
—— AB AC
point H de [BC] est tel que (AH) est la bissectrice de BAC, alors gy = H{C )

La suite des calculs montre bien le coté itératif du procédé: pour

b ) leul coté adiacent hXBOténuse
chaque angle, on calcule u, = <BHE opposé vV, = Ot& oppose avec
Upg=Unp+t Vg et vigsAl+uy, -

Les éléves sont trés impressionnés par les calculs d’ARCHIMEDE.
Nous ne lisons que la moitié de la démonstration (le périmetre de tout
cercle est inférieur au triple du diamétre augmenté de plus d'un septieme)
sans nous attaquer au calcul sur les polygones inscrits dans le cercle.

1l suit une discussion sur ARCHIMEDE et des commentaires sur le
texte: les éléves situent bien la période historique et connaissent un certain
nombre d'anecdotes sur ARCHIMEDE (sa mort, l'incendie de la flotte
romaine, etc.). La formulation géométrique de la proposition retient leur
attention, ainsi que la précision des calculs.

Au sujet de l'approximation de «/5, nous nous demandons com-
265

ment on peut arriver a g3 - On ne sait pas du tout comment ARCHIMEDE a
pu arriver a cette approximation.

Quels sont, a I'époque d’ARCHIMEDE, les moyens possibles d'obtenir
des approximations de racines carrées ?

Dans Connaissances mathématiques utiles pour lire PLATON, THEON
DE SMYRNE (ler siécle apres J.-C.) étudie les "nombres latéraux et diagonaux"”.
En termes modernes: partant du couple de nombres (1, 1) il donne un
procédé itératif permettant d'obtenir des couples (c_, d,) de nombres de

2
plus en plus grands tels que d, -2 ci =1 ou -1. (¢, = 9, +¢c, et
d,,; = d,+2c,).CAVEING [6] remarque que cela permet d'obtenir des

approximations de A2 alternativement par défaut et par exces: en effet, si

d
di est "proche" de 2 ci , alors 2%‘- est "proche” de /2 . Ce procédé permet

donc d'obtenir une régle de calcul d'approximation de N2 par comparaison
des carrés d'entiers et doubles de carrés, mais le texte de THEON ne se préoc-
cupe que de propriétés de nombres entiers, sans jamais parler clairement

d'approximation du rapport de la diagonale au coté d'un carré (V2) . On
peut cependant se demander si le procédé était utilisé par les Grecs pour
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obtenir des approximations de racines carrées de petits nombres. Pour /3 par
exemple, on peut essayer de comparer les carrés d'entiers et les triples de

carrés (si p2 est "proche" de 3 q2 alors E est une bonne approximation de

«/3), voire chercher un procédé itératif analogue a celui de THEON. Mais
aucun texte ne permet d'affirmer que les Grecs firent ce genre de calcul. A ce
sujet, voir CAVEING [6] , GUILBAUD [5].

Il existe d'ailleurs d'autres procédés de calcul d'approximations de
racines carrées. Nous avions déja vu en exercice l'algorithme babylonien (dit

aussi méthode de HERON): en termes modernes, pour approcher ¥A , on

1 A
forme la suite définie par récurrence par u ., =3 |u,+ u—J a partir de u,
n

quelconque pasitif. Mais cette méthode ne donne que des approximations

: 2. 265 —_—
par exces, alors qu' ARCHIMEDE utilise 153 @pproximation par défaut de /3 .

En fait, on peut, & partir d'une approximation par excés, obtenir une
approximation par défaut a l'aide d'un développement en fraction conti-
nuée. Ceci est équivalent 2 l'algorithme d'EUCLIDE et a été probablement
utilisée par ARISTARQUE pour ses calculs astronomiques. (Voir Jean ITARD
3.

On peut trouver d'autres idées (proches des développements en
fraction continuée) sur la maniere dont les Grecs pouvaient trouver des

approximations de /2 dans Les Eléments d'EUCLIDE de Jean ITARD, mais il
s'agit 1a de reconstitutions plausibles, pas de faits attestés par des textes.

En classe, nous avons cherché comment nous pourrions, avec nos
méthodes modernes, approcher ¥3 , en précisant bien que ce n'est pas ce
qu'a fait ARCHIMEDE (nous utilisons une écriture symbolique de suites et des

nombres négatifs); aprés avoir remarqué que x*=3 peut s'écrire x* -4 = — 1

. ; 1
ou x=2- ) , nous étudions la suite: U=7 et u ,=2- un—+2

On aurait pu aussi prolonger . cette recherche par l'étude du
265
développement de +3.en fraction continuée ( 153 est la 8eme réduite).

La recherche d'une suite récurrente de limite v/3 rejoignait des exer-
cices d'approximation de racines carrées déja traités en classe: méthode de
HERON et une méthode donnant le type d'algorithme qu'on trouve ici:

i . r , .
si A=al+r , alors si X2 = A , xestsolutionde x =a +— et on étudie la

x+a
suite définie par:
ug=a
r
u ., =a+

n+l
u . +a
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* Les prolongements

Il n'y a pas eu de réelle évaluation. Mais, l'intérét des éleves a été trés vif et
l'étude de ce texte a suscité un certain nombre de questions. En particulier,
au moment de 1'étude de l'intégration, un éleve a fait la remarque suivante:
les intégrales servant 3 calculer des aires, on peut probablement obtenir des
approximations de ® par le calcul d'intégrales.

J'ai donc donné un peu plus tard un probleéme de calcul
d'approximation de ® suivant la méthode de NEWTON (approximation de

51 .

T2 . .
f x—x_ dx par une intégration terme 3 terme du développement en
0

série de Jx J1=x); ce probleme figure dans la brochure M.:A.T.H. de
'IREM Paris VII Le probleéme a été généralement bien traité et la correction
a été l'occasion de parler de NEWTON, de La méthode des fluxions et de la
naissance du calcul intégral.

A la fin du troisiéme trimestre, nous avons fait le bilan de l'année
en classe et nous avons, entre autres, discuté de l'histoire des mathéma-
tiques. Tous les éleves saccordent a trouver "intéressant” de faire de
I'histoire des mathématiques; une éleve aurait cependant préféré plus
d'exercices de type baccalauréat. Tous ont été plutot surpris au départ,
n'ayant jamais fait ce genre de travail auparavant. L'un d'eux précise que
cela lui rendait le cours plus intéressant en lui permettant de voir quels
étaient les problemes que se posaient les mathématiciens.

Nous avions eu d'autres occasions de parler d'histoire des
mathématiques:

- Introduction historique des nombres complexes avec lecture d'un texte
d'ARGAND.

- Introduction historique des logarithmes.

- Texte de La Géométrie de DESCARTES sur la trisection de l'angle, etc.

Annexe 1
Utilisation du texte en classe de 3éme (éleves de 14-16 ans)

La lecture de ce texte a fait I'objet de trois expénmentations dans des
classes de troisiéme (par M. BUHLER, C. PERRINEAU, M. HALLEZ du groupe
M.:A.T.H. de I'IREM Paris VID).
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1) Travail effectué dans deux classes de 3¢me en collaboration avec

le professeur de grec

-89 -

— en cours de grec (1h en présence des deux professeurs): traduction des trois
propositions du texte d'ARCHIMEDE avec explication de leur signification.

- en cours de mathématiques (1h 30): travail diri
en annexe (il s'agit 14 en fait d'une deuxiéme versio

donnée par C. PERRINEAU A ses éléves).

— en cours de grec (1h): traduction du texte La mort d’ARCHIMEDE de

PLUTARQUE (extrait du livre du grec de 3eme, collection Belin).

Ce travail (qui a eu lieu au premier trimestre) a été prolongé au
second trimestre par un travail analogue sur La mesure du cercle
~d'HUYGENS (qui améliora la méthode), avec cette fois un calcul des

périmetres des polygones inscrits et circonscrits au cercle.

LA MORT D’ARCHIMEDE

En 212 avant J.-C.. aprés un long siége. le générai romain Mar

Le participe, gram. § 96-101.
L'infinitif, gram. § 91-95.

cellus s'empare de la cité grecque

de Syracuse. Le mathématicien Archiméde habite cette cité.

"Etuxev  ‘Apxwmdns  dvaoxomédv  dri
BiocypaupeTos xed TH Bewpic Beduokdg
Gua Ty Te Sidvoiav Kkai THY TpdTOWIY,
oV mponoBeto! Y xoradpouny THY
‘Popcicov 0Bt THY dAwow THs ToNews
Govw 8 EmoTavTos aUTd oTpecTidTOY
kai KeEARUOVTOS  doAouBelv Trpds Map-
keAdov, oux oUAeTo mpiv f{ 2 Tehiom
TO TpéGANua kai KaTaoThox TEds THY
&modafw 3, ‘O §'¢ dpyiobeis kai omaod-
uevos 16 §igos dwelhev 8 avrrov, “Etepor
ukv oUv Aéyouatv EmioTiven piv eUBUs (AT
crokTevoUvTa §ipnipn ? Tov ‘Pwpaiov, xel-
vov b'I56vra Beiobon kai  dvTioAeiv 8
avapeiven Pparxuv xpdvow, ds? pf kaTa-
Aty 16 {nToUuevov drehés kai dBecopnTov,
Tov 810 ol ppovricavta Bioypricacta !,

Plutarque, Marcellus.

1. Voir aicBavouen,

2. wpiv ff (<4 infinitif) avant de.

3. xeraoTiioa Tpés THY awébeiwv parvenir 3
la solution (du probléme ).

4. Voir gram. § 29,

5. Voir aipiw -@&.

6. &g + participe futur, voir gram. § 99,

7. Sigripns. €5 armé d'une épéde.

8. Beioban et avTiCoAeiv ont pour sujet éxeivov ;
Archiméde.

9. & : méme sens que iva pour que.

10. Tov i, c'est-a-dire Tov 5 ‘Popaiov.

11. biaxpricacbar twer,

M. BUHLER

gé sur les exercices joints
n des exercices,
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2) Travail effectué dans deux classes de 3eme

Les exercices ont été donnés comme devoir a la maison, avec
correction en classe (1 h). Les travaux rendus ont été en moyenne d'un
niveau satisfaisant et ont montré un intérét certain des éléves.

Certains des éleéves n'ont pas réussi a trouver les résultats
numériques exacts sous la forme donnée par I'énoncé (par exemple,

AD =YV 2-4/2+4/3 ), mais ont néanmoins fait le probleme et trouvé des
approximations décimales grace a leur calculatrice (approximation a chaque
pas du calcul) ... Ce qui, finalement, est plus proche de la démarche
d'ARCHIMEDE !

Les éléves ont bien compris et apprécié la proposition 3 du texte et les
meilleurs ont trouvé intéressante la proposition 1 (et ont su I'expliquer).

3) Travail effectué dans une classe de 3eme

Premier temps en classe (une demi-heure en novembre)

— construction des hexagones inscrit et circonscrit a un cercle;

_ obtentionde 3<7;

_ discussion sur la possibilité d'obtenir un encadrement de 7 et la nécessité
d'outils nouveaux pour le calcul de I'hexagone circonscrit (théorémes de
PYTHAGORE, THALES, racines carrées).

Deuxiéme temps (février-mars)

_ calcul du c6té de I'hexagone circonscrit et encadrement de 7 (en classe et a
la maison);

_ devoir a la maison: calculs des cotés des dodécagones inscrit et circonscrit
et encadrement de 7;

_ correction en classe; lecture de la proposition 3 d'ARCHIMEDE.

Troisieme temps: évaluation-(2 h)
_ devoir en classe sur les exercices joints.

Parallelement, les éleves ont fait des recherches sur THALES,
PYTHAGORE, EUCLIDE, ARCHIMEDE, ARISTOTE.

Exercice

Soit (G) un cercle de centre O et de rayon 1. Soit A et B deux points de
(B)telsque AB=1.

1°) Quelle est la nature du triangle (AOB) ?

—

LOueIle est la mesure en degrés de l'angle AOB ?
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[ En déduire une méthode de construction d'un hexagone régulier inscrit™ ]
dans (G).

Faire la figure avec une grande unité de longueur (5 cm par exemple ou
10 cm).

Le péZimétre P de I'hexagone est bien sir inférieur au périmétre P du
cercle (principe de base de la méthode).

Calculer P (a l'aide de m), et Py .

En déduire une premiére minoration de = .

2°) La médiatrice de [AB] coupe le segment [AB] en H et le petit arc AB
en C.
Calculer OH. En déduire HC, puis AC.

(On doit trouver AC =+/2 —13).

Soit Py, le périmétre do dodécagone régulier inscrit dans le cercle, dont
[AC] est un cété.

Donner la valeur exacte de P45, puis une valeur approchée par défaut a
107 pres.

Py, < P . En déduire une nouvelle minoration de 7 .

3°) La médiatrice de [AC] coupe le segment [AC] en K et le petit arc AC
en D.
_Calculer OK, puis KD. En déduire AD.

( On doit trouver: OK=;—4/2+1[§ et AD= \/—2_—«/2+\/§).

Soit P,, le périmétre du polygone régulier & 24 cétés inscrit dans (C),
dont [AD] est un cété.
Donner la valeur exacte de P,, , puis une valeur approchée a 102 pres

par défaut.
P,4 < P . En déduire une nouvelle minoration de = .

ARCHIMEDE, qui, outre de génie, était doué d'une remarquable -obsti-
nation, pousse le calcul jusqu'aux polygones a 96 cbtés, inscrits, mais
aussi circonscrits.
Ainsi, il put énoncer sa célébre proposition:
"Le périmétre de tout cercle est égal au triple du diamétre augmenté
d'une valeur supérieure & la dix-soixante-et-onziéme partie du diamétre et
inférieure a la septiéme partie du diamétre."

Autrement dit: P =3D+X
avec . XD<X<...xD
d'ol ..XD<P<..xD
et donc, en divisant par D,

W< <,
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Qu'en pensez-vous ?
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Autre célébre proposition d'Archiméde, qu'il a énoncé AVANT son
calcul sur le rapport du périmetre au diamétre d'un cercle:
*Tout cercle est équivalent a un triangle rectangle dans lequel 'un des
cdtés de langle droit est égal au rayon du cercle et la base (C'est-a-dire
lautre coté de I'angle droit) égale au périmetre du cercle."

Annexe 2

Extrait de De la Sphére et du Cylindre d' ARCHIMEDE.
Livre | - Traduction C. MUGLER. Editions "Les belles lettres".

1. PosTuLATS

J'admets ce qui suit :

10 De toutes les lignes ayant les mémes extrémités
la plus courte est la droite?.

20 Quant aux autres lignes, elles sont inégales lorsque,
situées dans un plan et ayant les mémes extrémités,
elles tournent 1'une et l'autre leur concavité du méme
coté et que I'une d'entre clles est ou bien enti¢rement
comprise entre l'autre et la droite ayant les mémes
extrémités qu'elle, ou bien en partie comprise, d'autres
parties lui étant communes avec l'autre ligne. La
ligne comprise est la plus courte.

Ces principes posés, si un polygone est inscrit dans
un cercle, il est évident que le périmétre du polygone
inscrit est plus court que la circonférence du cercle,
car chacun des colss du polygone est plus court que
I'arc du cercle découpé par lui.

1.

Si on circonscrit un polygone A un cercle, le périmétre
du polygone circonscrit est plus grand que le pourtour
du cercle. 3

Circonscrivons 4 un cercle le polygone marqué sur
la figure. Je dis que le périmétre du polygone est plus
grand que le pourtour du cercle?.

AAMBANOMENA

Aapbive §& ralra *

o', Tov ré adre mépara éxouadv ypappdv éAaxiomy
alvar v ebBeiav.

B'. Tov 8¢ &Mwv ypoppidv, v & émmédw odoar
7& alrd wipata Ewow, dvigous cvar Tas TowalTas,
imadav Gow pdérepar dm Ta abra roilai, kai firou
8\n wepihaplavnras 1 iripa adtdv Uwo Tis éTépas xai
Tiis ebleias s 74 adra wipata éxodoms alrh, { Twa
pév wephapGévnrar, nwva 8@ xowa &xy, xai éhdooova
dvar Ty wephapGavopiviy.

Tobrwv 8¢ Umokapévwv, v ds xixhov wollywvov
tyypadi, davepdv dm 7 wepiperpos Tod &yypadévros
wohuydvou éNdgowv dativ Tis Tod wuxhou mwepidepeias
ixdorn yap T@v Toi woluydvou whevpdv idoowv éoTi
s Tol ruxlou wepipepeaias TS 4wd Ths alriis awo-
Tepvopévns.

g
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‘'Edv mepi xukAov woddywvev weprypaddi, 1) Tod wepi-
Ypadévros woluywvou wepiperpos peilwv doriv  Tis
wepipérpou Toi kurhou.

Mepi yap xuxhov mwolbywvov wepryeypddlw 70 Umo-
l-ui|:uvnv. Aéyw 37i 7| wepiparpos 7ou woluydvou peilwv
doTiv Tijs wepipérpou Tob xixAou.
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Fig. 1. Fig. 1.

Puisque, en effet, la somme des segments de droite
BA+AA est plus grande que l'arc de cercle BA, du
fait que la ligne brisée BAA a mémes extrémités que

Ewei yap ouvapddrepas ) BAA pelov éort ris BA
mepidepaias Sia 16 1 adra wépara Exouaav wephapGévay

celb arc_et comprend ce_dernier, que de méme AL Tl mepudépuiay, doius 8 xai ouvapddrepos piv 7 Ar,
IB>AB, AK+KO>A0, ZH+HO>ZO et, finale- 15 Tils AB, owangérepos 8 4 AK, KO riis A, ouvap.
ment, AE+EZ>AZ, tout le périmeétre du polygone $brepos 8 | ZHO ris 26, in. 8¢ uvapdérepos 1) AE,
est supérieur 4 la périphérie du cercle. EZ riis AZ, §)n &pa 4 mepierpos 108 woAuydvoy pn'!u\:

lori rijs Tepiepeias 105 kixAou.
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