ESQUISSE D'UNE HISTOIRE DE TRANSPOSITIONS
DANS L'ENSEIGNEMENT MATHEMATIQUE
Georges GLAESER

I TRANSPOSITIONS

C'est hors de 1'école que s'apprennent les savoir-faire les plus courants de la vie quoti-
dienne : pour se nourrir, voyager, vendre, acheter ... I'instruction ne fournit, au mieux
que des compléments d'information.

Les apprentissages sans enseignement sont ceux qui
se réalisent au contact de l'environnement.

L'enseignement au contraire repose sur une préparation intentionnelle de la matiere a
inculquer : elle est préalablement analysée, décomposée, dépouillée des détails non si-
gnificatifs, complétée par des explications, illustrée par des exemples. On la présente
alors a I'apprenant selon un timing diment planifié : cette gestion de temps prévoit non
seulement l'ordre dans lequel les divers items seront exposés, mais aussi les longs in-
tervalles de temps, qui permettent une maturation, une assimilation des bases.

Une transposition est une modification du contenu, ou de
son mode de présentation effectuée dans le but de faciliter
I'apprentissage

Glaeser 1987

Remarquons (qu'au méme titre que le mot permutation, en mathématique) les mots transposition
(ou modification) désignent soit une action soit le résultat de cette action : ce dernier ne
s'avere pas toujours conforme aux souhaits de celui qui entreprend l'action. Le contex-
te permettra, si nécessaire, de distinguer ces deux acceptions.

A coté des enseignements dispensés par un maitre dont c'est la profession, il existe

des apprentissages autodidactes réalisés par exemple grace a des livres.Les con-
naissances transmises ont été soumises a des transpositions séculaires ; les auteurs les

plus originaux empruntent beaucoup 2 la tradition, mais y apportent quelques modifica-

tions personnelles : les innovations sont parfois abandonnées ou, au contraire, reprises

et améliorées par la postérité.

La classe n'est pas l'unique théitre de tous les enseignements : c'est d'ailleurs une
institution récente. Mais le temps scolaire ne représente dans l'enseignement élémentai-
re actuel que 900 heures sur 8760. Et les années de scolarisation ne sont qu'une faible
fraction de la vie d'un individu. Bien des activités imposées ou suggérées par 1'école
(devoir, lecon, observation du milieu, lectures) se déroulent hors de la salle de classe. (L'Ouvert
n° 26).
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Le professeur apprend beaucoup en enseignant (bien aprés avoir “terminé” ses étu-
des institutionalisées). Expliquons ce paradoxe :

Pour préparer un cours sur un sujet nouveau, il consulte systématiquement plusieurs livres ; il refor-
mule systématiquement le contenu ; il invente de nouveaux arguments. Il parcourt le domaine d'étude
selon divers itinéraires, en variant les points de départ et d'aboutissement. Il explore aussi l'environne-
ment culturel, en composant des exercices et autres activités. Brefs, il transpose !

L'exposé linéaire qu'il fournira a ses éléves, gomme tous les chemins de traverses qu'il aura découverts.
Par contre, il bénéficiera de I'analyse qu'il aura réalisée en dévoilant la structure complexe du sujet trai-
té. De plus il prendra conscience des difficultés, en observant les réactions de ses éleves.

“La meilleure fagon de se familiariser avec un sujet, c'est de lui consacrer un livre ! ?

Qui peut me donner le nom de l'auteur de cette célebre boutade ?

La didactique d'une discipline est 1'étude des mécanismes d'appren-
tissage qui mettent en ceuvre des enseignements.

Pour se constituer en science, la didactique des mathématiques recourt surtout a des
méthodologies expérimentales . Mais elle recherche, en outre dans ['histoire de
I'enseignement des informations qui éclairent les phénomenes pédagogiques de notre
temps.

Et ce qui nous intéresse le plus, ce sont les ruptures qui balayent nos pratiques éduca-
tives. C'est ce qui conduit a esquisser une histoire centrée sur les transpositions.

Dans le cadre d'une seule conférence, je ne puis qu'évoquer une histoire en pointillés,
choisissant ¢a et 1a quelques points significatifs.

1°  Je survolerai le long régne de la pédagogie sans éléves , au cours de laquelle
toute la pédagogie porte sur la modification du texte enseigné, sur la fabrication
du message, sans égard a sa réception.
Je n'évoquerai donc que l'histoire d'un trés petit nombre de livres, ancétres de
nos manuels scolaires .
Je préciserai d'abord ce que signifient ces termes :

Un manuel se caractérise
par certains modes d'emploi pédagogiques,
par le public auquel il s'adresse (dge et niveau des lecteurs).

Un manuel scolaire
est adopté par des érablissements d'enseignement,
a l'usage des professeurs ou des éléves .
Ces derniers sont contraints, en principe, de consulter
ce livre, et & apprendre des passages par ceeur .
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2°  Une rupture fondamentale semble liée a 'avénement d'une pédagogie de l'exer-
cice et du probléme, dont I'histoire mériterait déja, a elle seule, tout un ensei-
gnement annuel.

3°  Je regrette de ne pouvoir aborder ici une histoire de la formation des maitres ; et
spécialement celle du XXe siécle, qui mériterait a elle seule beaucoup de recher-
ches supplémentaires.

I DEUX MILLE ANS DE TRANSPOSITIONS DU TEXTE
D'EUCLIDE

Jadis on croyait a une liaison rigide, absolue, irréductible entre la connaissance et le
texte

A cette époque ...

Connaitre : c'est savoir interpréter le texte et le mémoriser
Apprendre : c'est le psalmodier, le restituer ou le commen-
ter.

Quant au texte lui-mé€me, c'était (outre les Ecritures sacrées des
diverses religions) Aristote, Hippocrate ...

En mathématiques, c'était essentiellement “Les Eléments”
d'Euclide (11l siécle avant J.C)

Les livres anciens étaient surtout des textes évolutifs . Constamment recopié, remanié
au cours des siecles, le chef d'ceuvre d'Euclide est en état permanent de transposition.
La plus ancienne copie dont nous disposons est postérieure de cinq siecles environ a
ses premieres versions.

Les changements relevés ne sont parfois que des lapsus de copistes. Mais on inclut
souvent dans le texte les derni¢res améliorations scientifiques ... Et souvent, on pré-
tend apporter des modifications qui rendraient l'exposé plus clair, mieux enseignable.
Ce processus se poursuit au cours de l'histoire des traductions de l'ouvrage dans di-
verses langues savantes (latin, hébreu, arabe ...) et des adaptations , dont on trouvera un
premier inventaire dans l'article d'Alexandre Koyre (in Taton 1957).

Les “Eléments” s'adressaient essentiellement a des savants de haut niveau. Vers le
XVle siecle, apparaissent des versions destinées a des “commencants” : mais on
croyait alors que les mathématiques les plus élémentaires (les opérations de l'arithmétique par
exemple, et méme la numération (le “chiffrage”)) n'étaient pas accessibles aux enfants.

Au XVlIle siécle, on commence a disposer d'adaptations du texte d'Euclide, qui sont
des manuels scolaires destinés a des adolescents agés. Le plus célebre fut celui de Cla-
vius (1574), en usage durant tout le XVIle siecle dans les établissements de Jésuites ou
I'étude des mathématiques débutait (pour des éleves hautement sélectionnés) vers 19 ans envi-
ron !
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Plus tard s'amorce un processus d'adaptation des Eléments d'Euclide a des éleves plus
jeunes. Le manuel de Robert Simpson (1756) connut un vif succés de librairie (30 édi-
tions) en Grande-Bretagne.

Citons encore la “Géométrie de Port-Royal™: les “Nouveaux élémens de Géomérrie”
rédigés par Antoine Arnauld (1667). Ce n'était pas un manuel : Les Petites Ecoles de
Port-Royal disposaient de collaborateurs fort compétents en mathématiques (Blaise Pas-
cal), qui rédigérent en partie ces nouveaux “Elémens” et la célebre “Logique ou I'Art de
Penser” (1662), par Arnauld et Nicole. Mais, au témoignage méme de Jacqueline Pas-
cal le programme d'études du célébre établissement janséniste ne comportait ni calcul,
ni géométrie “si ce n'est une heure de “gets” (jetons) les dimanches et jours de féte,
lorsqu'il pleuvait ! (Carré, 1971).

Une des caractéristiques des sous-produits d'Euclide du XVII et XVIIle siécle est — a
mon avis — une régression du point de vue de la clarté. Les auteurs pensaient rendre
I'exposé plus accessible, en éliminant les exces de rigueurs.Mais les résultats ne furent
pas probants. L'idéologie de la “Lumiére naturelle”, chére a Pascal, était plut6t une
obscure clarté !!

Il CLAIRAUT (1713 - 1765)

Les premieres transpositions qui concernent vraiment la didactique des mathématiques

émanent des contestataires d'Euclide. Claude-Alexis Clairaut fut l'artisan le plus impor-
tant de cette rupture. Les deux ouvrages d'enseignement écrits par ce grand savant

“Elémens de Géométrie” (1741) et “Elémens d'algebre™ (1746) eurent le mérite de dé-

clencher cent ans plus tard un débat sur la diversité des modes d'enseignement en ma-

thématiques et leurs mérites respectifs. Ce débat n'est pas encore éteint.

J'ai exposé dans (Glaeser 1983) quelques uns des principes de la pédagogie de Clairaut, en
les illustrant d'exemples empruntés a sa “Géométrie”. Je compléte ici cet article en in-
sistant sur les transpositions qui apparaissent dans son “Algebre”.

Clairaut fut un pionnier de ce que 1'on peut appeler la mérhode d'exposition magistrale
par le probléme.

Auparavant le discours dogmatique fournissait des réponses a des questions non po-
sées.

Clairaut invente des progressions de questions ingénieuses-
auxquelles il apporte aussitdt ses réponses.

C'est 1a une rupture radicale vis-a-vis d'Euclide.

Un siecle et demi plus tard I'étape suivante est franchie (par
exemple par Martin Wagenschein) :

C'est I'apprentissage par problémes posés et résolus par
I'éléve, ce que des situations judicieusement choisies par le
professeur rendent possible.

C'est une rupture radicale vis-a-vis de Clairaut.

(1) Orthographe ancienne
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Des admirateurs trop naifs de Clairaut ne se contentent pas de rendre justice aux pro-
gres considérables qu'il a accomplis. Ils lui prétent, en outre, des intentions évidem-
ment anachroniques .

Jusqu'au XVIe siécle, 'enseignement des mathématiques concerne un nombre infime d'individus, adul-
tes ou adolescents agés. Il existe cependant des exceptions :

L'épisode sumérien (3000 ans av J.C.)(S.N. Kramer 1975) et I'épisode florentin (12¢ au 15¢ siecle
apres J.C) (Van Egmont 1980).

Dans ces deux cas, on sait que les écoliers commengaient leurs études vers 7-9 ans ; on connait les
énoncés des activités qu'on leur proposait (par exemple un répertoire de 400 exercices étudiés dans les
nombreuses boutiques a calcul italiennes).

Ces traditions se sont perdues. On ne connait pas d'exemples analogues au XVIlle
siecle : tous les documents d'époque, tous les témoignages d'anciens éléves, ne men-
tionnent pas d'enseignement mathématique, systématique avant 19 ans (sauf si un éleve
particulierement doué était admis a suivre des enseignements destinés aux adultes, ou disposait de le-
gons privées).

On ne peut parler de didactique tant qu'on se cantonne dans la pédagogie sans éléves :
au temps de Clairaut, nul ne songe & mettre des “apprenants” adultes en observation
pour étudier les mécanismes de la formation de la compréhension ... Nous n'en som-
mes encore qu'a la préhistoire de la didactique.

Cependant, cette époque est 1'un des dges forts de la pédagogie-fiction. On disserte sur
les comportements d'apprentissage de quelques Emiles, fruits de 1'imagination d'écri-
vains utopistes.

Clairaut n'en est pas la. Il a effectivement mis en oeuvre un enseignement non scolaire
et autodidacte (I). Il s'adressait & un public adulte, qui prenait plaisir a s'instruire sans
obligations ni sanctions. Les livres de Clairaut font de la vulgarisation au meilleur sens
du terme (Glaeser 1987) . Cette approche se rattache a ce que j'ai nommé la pédagogie
mondaine, dans une intention descriptive ... sans connotation péjorative.

Je persisterai dans cette opinion tant qu'on ne me présentera pas des documents qui attestent de I'utilisa-
tion des deux ouvrages cités de Clairaut, comme outils de travail entre les mains d'adolescents, éléves
d'un établissement d'enseignement. Alors, et alors seulement, je proclamerai que les “Elémens” de
Clairaut sont des manuels scolaires !

Dans l'inventaire des ouvrages utilisés dans les diverses écoles d'ingénieurs (Taton,
1964) on cite rarement les Clairaut, et toujours comme ouvrages d'accompagnement ou
d'agrément : ils figurent sur les rayons de la bibliothéque du professeur. Stendhal en
témoigne, a propos de 1'Ecole Centrale de Grenoble, dont il fut I'éleve de 1796 a 1799.
(in “La vie de Henri Brilard) : “Nous suivions le plat cours de Bezout, mais M. Dupuy (son
professeur de mathématiques) eut le bon esprit de nous parler de Clairaut ... ... Clairaut
était fort pour ouvrir l'esprit, que Bezout tendait a laisser a jamais bouché. Chaque
proposition dans Bezout a l'air d'un grand secret appris d'une bonne femme voisine”

Les pédagogues du XVIIle siecle s'inspiraient volontiers de la philosophie sensualis-
te de Condillac (1714-1780). Dans ses formulations les plus excessives, cette doctrine
professait que toute connaissance, toute compréhension, dérive essentiellement de la
sensation. Le credo pédagogique de J.J. Rousseau et de Pestalozzi s'exprime par cette
maxime : “Pour expliquer, il suffit de montrer ”. Destutt de Tracy va encore plus loin,
dans l'excés : il affirme que “Penser, c'est toujours sentir et ce n'est rien que sentir’”.
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Les géometres actuels sont unanimes pour affirmer que “pour comprendre la géomé-
trie, il ne suffit pas de regarder la figure !!” Dans une faible mesure, le raisonnement
géométrique se construit peu a peu a partir du donné empirique. Mais il s'élabore
surtout contre les apparences de la sensation.

11 s'agit donc, pour I'enseignement mathématique de trouver un compromis : d'un c6té,
il est parfois raisonnable de substituer la monstration a la démonstration ;
mais il ne faut pas en abuser.

Les livres de Clairaut réalisent un certain équilibre entre ces deux tendances : on doit en
discuter pour décider si certaines de ses options sont raisonnables, et d'autres fran-
chement excessives (Glaeser 1983).

La méthode de Clairaut, défendue d'une fagon académique dans les écrits pédagogi-

ques de Sylvestre Lacroix (1765-1843), fut effectivement mise en ceuvre dans l'ensei-
gnement secondaire frangais. Mais ce ne sera que sous l'influence d'Emile Blutel,

vers 1920. 11 aura fallu qu'auparavant Carlo Bourlet, Blutel et P. Chenevier fassent

subir & l'ceuvre du pionnier, beaucoup de transpositions décisives. (Cf. les manuels de P.

Chenevier avec leur préfaces écrites par Blutel).

Clairaut fut a l'origine de certaines pratiques moins heureuses ; notamment il eut sou-

vent recours a des artifices pédagogiques destinés a contourner certaines difficul-
tés. Ces procédés devaient envahir I'enseignement secondaire frangais dans la premiére

moitié¢ du XXe siecle.

Il s'agissait alors d'enseigner cofite que coiite certaines questions du programme, qui exigeaient naturel-

lement certains prérequis, encore inconnus des éléves. 11 fallait alors inventer des acrobaties intellec-

tuelles, dont Henri Lebesgue démonta les mécanismes dans “Les coniques” (1942).

L'exemple le plus ridicule & mon avis fut introduit lorsque le programme demanda d'exposer la théorie

des polaires par rapport 2 un cercle C,  des éléves qui n'avaient pas encore étudié les nombres comple-
xes.

Rappelons la définition classique : deux points M et N sont conjugués par rapport a C si la droite MN

coupe C en deux points A et B de sorte que la division (M,N ; A,B) soit harmonique. Cette définition

tombe en défaut, lorsque la droite MN ne coupe pas le cercle, et elle aurait conduit & une théorie boi-

teuse, obligeant a distinguer une profusion de cas de figures.

Pour débrouiller cet écheveau, on imagina une définition “réelle” des points conjugués, basée sur une
étude préalable des cercles orthogonaux. Evidlemmment ce détour ne pouvait étre justifié aux yeux des
éleves doués d'un minimum d'esprit critique. Bient0t on s'avisa que cet artifice n'était pas encore satis-
faisant. On “améliora” la construction, en introduisant la notion de cercles pseudo-orthogonaux ...
Bref, cetie présentation délirante, fut qualifiée a I'époque de méthode pédagogique élégante (consulter les
manuels de géométrie de la classe de Mathématiques élémentaires des années 1930 a 1950 - ainsi que
(Lebesgue 1942)).

On trouve chez Clairaut un tel détour tortueux lorsqu'il s'agit de faire accepter a ses lec-
teurs la redoutable régle des signes (Glaeser 1981) , utilisée des le 4éme siécle apres
J.C, mais jugée incompréhensible par les plus grands mathématiciens jusqu'au début
du XXe siecle !
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L'artifice de Clairaut commence treés naturellement par une initiation a la résolution de
problémes numériques par l'algébre : il utilise a cette fin un choix d'exercices gradués
formulés en termes pratiques (partages, rencontres de courriers, robinets ... etc). Les réponses
sont des nombres positifs, et cette initiation a I'utilisation d'inconnues littérales
n'offre guére de grande difficulté.

Suit alors une longue digression de 50 pages ! Clairaut repose les mémes problémes ;
mais cette fois-ci les données sont représentées par des lettres. Tout en établis-
sant les formules de résolution des équations, Clairaut familiarise ses lecteurs avec le
calcul littéral.

Jusque 1a rien a redire si ce n'est que ces calculs sont plut6t ennuyeux et que le lecteur
est peu incité a s'exercer lui-méme. Revenant aux problémes numériques initiaux, Clai-
raut retrouve les réponses numériques (positives) en appliquant les formules trouvées.

Clest 1a que survient le tour de passe-passe décisif ! Il choisit maintenant des don-
nées positives qui aboutissent a des soustractions “impossibles” ! (au niveau ou se trouvent
les lecteurs des “Elemens d'Algébre™).

Sans s'attarder sur cette situation troublante, Clairaut reprend les problémes, sans alge-
bre, et montre que les réponses “impossibles” s'interprétent en terme de déficit. Les
nombres négatifs sont introduits dans la foulée, et sont justifiés par des arguments
d'efficacité : ces nombres “impossibles” sont légitimes, puisque “¢a marche” dans les
quelques exemples imaginés ..

Supposons que par une maladresse (qu'il se garde bien de commetire), Clairaut ait choisi des
données numériques qui conduisent & des divisions par zéro, dans les formules
paramétriques. Il aurait alors été contraint d'expliquer que ce choix de données numéri-
ques, qui conduit a des opérations “impossibles”, n'est pas acceptable !

N'importe qui pourrait objecter alors que le méme argument réfuterait le raisonnement
d'efficacité précédent : c'est d'ailleurs ce qu'affirmait Lazare Carnot, dans sa
“Géométrie de position” (1803) lorsqu'il condamnait I'emploi des quantités négatives.

Les enseignants savent bien que lorsqu'on escamote une difficulté, elle risque de res-
surgir en d'autres occasions. L'artifice de Clairaut, qui peut réussir pour un temps avec

des lecteurs a l'esprit peu éveillé ne manquera pas de jeter un trouble, en maintes occa-

sions ultérieures.

Clairaut fut aussi le pionnier de la fameuse méthode de redécouverte, qu'il présente
ainsi :

PREFACE.

E me fuis propofé de fui-
vre dans cet Ouvrage, la
méme méthode que 'dans
mes Elémens de Géomé-
trie : Jai thché d’y don-
‘ner des regles de I'Algebre dans un
ordre que “les Inventeurs euffent pit
fuivre. Nulle vérité n'y eft préfentée
fous la forme de Théorémes, toutes
femblent éwre découvertes en s’exer-
cant fur les Problémes que le befoin
ou la curiofité ont fait entreprendre de
réfoudre. |
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L'exemple précédent montre bien que cette prétention historique n'utilise qu'une histoi-
re-fiction, qui méconnait l'ordre des difficultés que I'épistémologie moderne a dévoilé :

a)  En fait, I'article de Clairaut est basé€ sur une erreur de jugement. Il ignore que
l'utilisation des paramétres est bien plus difficile que l'emploi des inconnues . La
premiere est apparue (avec Viete ou Leibnitz) plus de mille ans aprés Diophante :
'usage des quantités supposées connues mais non précisées — momentanément
constantes mais qu'on fera varier ultéricurement — est tres difficile a comprendre.
Lorsque Diophante propose un probléme général il particularise aussitot les don-
nées pour n'avoir a raisonner que sur du numérique.

Ainsi la prétendue méthode de redécouverte de Clairaut ne suit pas un chemine-
ment de pensée qui aurait pu €tre suivi par les anciens savants ; elle se base sur
une épistémologie fictive et anachronique.

b)  Ladémarche de Clairaut postule que la difficulté pédagogique essentielle est de
faire admettre l'utilisation de la régle des signes.
I1 se trompe complétement de cible : c'est la justification de cette régle, et non
son emploi qui troubla, pendant seize siécles, les plus grands mathématiciens.
Stendhal calculait correctement sur les nombres négatifs, conformément a ce que
son maftre lui disait de faire. Mais il ne comprenait pas pourquoi “~ x — donne
+7,
A titre d'introduction a un algorithme, l'article de Clairaut est inutile. A titre de
justification, il ne justifie rien.

¢)  Contrairement a ce que déclare Clairaut dans la préface citée, 'algébre n'a pas été
inventée sous la pression des nécessités pratiques : il suffit de feuilleter I'ceuvre
de Diophante pour constater qu'aucune équation diophantienne qu'il résout ne
s'impose par des arguments d'utilité !

L'eceuvre pédagogique de Clairaut illustre bien ce que pouvaient étre, en son temps, les
meilleurs essais de transposition : on remaniait I'exposé tant sur le fond que dans son
agencement ; on I'llustrait par un choix judicieux des exemples illustratifs. L'influence
de “l'apprenant” y est tout a fait négligeable. D'ailleurs ... de jeunes éléves, il n'y en a
pas encore !

1V A L’AUBE DU CHANGEMENT

Ce ne fut qu'au XIXe si¢cle que commence la scolarisation universelle, le plus
grand bouleversement culturel de I'histoire. Auparavant, un pourcentage dérisoire de la
population des nations les plus avancées apprenait a lire et a écrire. Désormais plus de
50 % de 'humanité est soumise a des contraintes scolaires.

En France, cette mutation se préparait, a petite échelle, dés le XVIlle siecle, par la créa-
tion de nombreuses écoles supérieures techniques et militaires. L'effectif des éleves,
agés de plus de 17 ans, y reste encore faible ... Mais ces établissements servirent de
bancs d'essai pour la pédagogie qui assura 'accueil de la masse de la population scola-
risée progressivement pendant tout le XIXe siecle.

On trouvera dans (Taton 1964) une histoire institutionnelle de ces grandes écoles ..., et
aussi une liste d'ouvrages qui y furent utilisés. Ce qui nous manque le plus, c'est la
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restitution du climat des €tudes. Aux documents officiels, il faudrait ajouter l'iconogra-
phie des sceénes scolaires, pour lequel I'Atlas de (Alt 1960) est précieux.

La pédagogie se réduisait au cours magistral dicté. En 1722, Varignon dictait son
cours de mathématique en latin. En 1741, un de ses successeurs, 1'abbé de La Caille
dicte déja en francais : il imagine de distribuer a ses auditeurs des cahiers imprimés qui
résument son cours oral.

Au contraire, le pere Torne fait imprimer (1754) un manuel remarquable, a I'usage des
€leves de son college, ol il développe l'essentiel de son cours oral résumé .

Ainsi apparait une controverse pédagogique fort vive, a I'aube de la Révolution, a pro-
pos de la distinction entre les abrégés et les éléments, et leurs mérites respectifs.

Désormais, le livre d'étude semble changer de rdle. On rejette les auxiliaires de loisirs
éclairés et I'on réclame des outils de travail.

Au centre de ces débats, La Chalotais proclame dés 1763, ce qu'on pourrait appeler
aujourd'hui le mythe de I'exposé-miracle : non seulement c'est un des postulats de
la pédagogie sans €léves mais aussi l'instrument d'une pédagogie sans maitres
compétents !! N'écrivait-il pas : “Ces livres seraient la meilleure instruction que les
maitres puissent donner, et tiendraient lieu de toute autre méthode ... Ces livres bien
faits dispenseraient de maitres formés” ? (cité dans (Schubring 1984)).

V. LEGENDRE (1752-1833)

Un concours officiel fut organisé en 1794 pour sélectionner les meilleurs manuels sco-
laires. Deux auteurs recueillirent tous les suffrages : Etienne Bezout (1730-1783) et
Adrien-Marie Legendre.

Le premier écrivit en 1764 un célebre “Cours de mathématiques a 'usage des Gardes
du Pavillon et de 1a Marine” qui s'adressait initialement & des étudiants de plus de 17
ans. Mais du vivant de l'auteur, (ainsi qu'a titre posthume), ce manuel évolua. Il fut le
principal instrument de 1'extraordinaire processus d'abaissement de 1'dge d'initiation
aux mathématiques. On possede de nombreux témoignages sur l'utilisation effective
des livres de Bezout dans l'enseignement (dont ceux de Chateaubriand, Stendhal, Victor
Hugo ...)

Les “Elémens de Géométrie(1794) de Legendre connurent un succes considérable a
travers ses nombreuses variantes. Nous reviendrons bient6t sur 1'édition posthume,
publiée par A. Blanchet (1845) qui fut reliée en un seul volume avec la derniére édition,
relue par l'auteur. On a 13 un excellent instrument pour observer les changements qui se
réaliseront durant quinze années cruciales pour I'enseignement mathématique.

Une des traductions anglaises est dde & l'illustre écrivain Thomas Carlyle ... En 1885,
on utilisait encore le Legendre a l'université de Yale (aux Etas-Unis).

Legendre réalisa une double rupture, tant vis a vis dEuclide que de Clairaut.
Il remanie entiérement I'agencement des “Eléments” d'Euclide, en réinventant beau-
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coup de démonstrations nouvelles et plus simples. Le recours aux cas d'égalité des
triangles y est plus systématique. Du point de vue scientifique, cette option est
peut-€tre critiquable (“A bas le triangle” s'écriait naguére Dieudonné)

A la réflexion, je pense que c'est pourtant un outil pédagogique efficace pour dévelop-
per chez des débutants 'aptitude a construire de courtes séquences déductives.

— Legendre a innové aussi en utilisant le symbolisme algébrique dans ce qu'on
nommait la géométrie spéculative (en opposition avec la géométrie analytique).

— La rupture avec Clairaut se traduit surtout par un retour a des exigences de ri-
gueur.S'il lui arrive de déraper, au plan de la logique, Legendre ne se contente
pas, comme le fait la géométrie de Port-Royal (Amauld 1667) de quelques affirma-
tions aussi péremptoires que fausses.

Plutdt que d'énumérer ici les nombreux détails sur lesquels le manuel de Legendre a
apporté des modifications utiles, je me concentrerai sur une transposition trés importan-
te : le changement radical de la signification de l'expression ligne droite, depuis Eu-
clide jusqu'a nos jours !

11 s'agit d'un bouleversement aveuglant lorsqu'on embrasse du regard l'histoire des
mathématiques a I'échelle des millénaires. Mais il est passé complétement inaper-
cu de ceux qui vivaient I'événement & 1'échelle des années.

Jadis une ligne droite désignait ce qu'aujourd’hui nous nommons un segment de droi-
te . Faute de 1'avoir compris, un lecteur moderne des “Eléments d'Euclide” se heurte
constamment a des obscurités, qu'il attribue au manque de rigueur des Anciens, alors
que c'est un changement de signification qui est en cause.

Ainsi Euclide ne pouvait énoncer : “Par deux points distincts passe une ligne droite et
une seule” (parce que manifestement il en passe beaucoup de longueurs différentes !). C'est ce qui
explique “l'incompréhensible” sixiéme postulat d'Euclide qui se formule ainsi :

Deux lignes droites ne renferment pas d'espace.

Il exprime qu'il n'existe pas deux segments de droite distincts de mémes extrémités
(Pour le lecteur moderne non averti, ce postulat est manifestement contraire a I'expérience courante :
deux droites paralleles infinies, renferment une bande .)

Pour pouvoir définir des lignes droites paralléles, Euclide doit postuler la possibilité de
prolonger une ligne droite (ce qui pour une droite infinie n'a pas de sens !) Et il ne peut
formuler son célebre Séme postulat, comme nous le faisons de nos jours :

“Par un point du plan ne passe qu'une seule parallele a une ligne droite donnée”

(En effet, dans le contexte d'Euclide, cet énoncé est manifestement faux : par un point on peut tracer
une infinité de segments de droite de méme direction).

L'épistémologue s'interroge :

Depuis quand est-on passé de la conception archaique de la
ligne droite, & notre conception moderne ?
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Grosso modo, le tournant s'est produit dans la seconde moitié du XIXe siecle. Mais
on est passe (par exemple au XVIle sidcle) par une longue période de laxisme, en matiére de

formulation.

C'est ainsi que dans les “Nouveaux Elémens de Géométrie” d'Antoine Arnauld (1667)
(c'est 1a Géométrie de Port-Royal) on trouve les passages suivants. On y notera, au milieu de
l'exposé du troisiéme axiome, une acception de l'expression “ligne droite” qui n'est
valable que pour une droite idéale, indéfiniment prolongée :

St NouvEaux ELEMENS
lors que Pon compare plufienrs lignes enfemble , on les fappofe
tonjours dans ces premicrs elemens comme cffant posées, ou dé-
crites fur un méme plan , Ceff 3 dire furune méme fuperficie
flate; cc qu'il fuffir & avoirdis nne fois pour toutes.
PREMIERE SECTION.
De ra Licwe protTE.

Nous n'avons point defini la ligne droite , parce que
I'idéeen eft tres claire d'elle méme, & que tous les hom-
mes congeivent la méme chofe par ce mor. Mais il eft
bon de remarquer ce que nous concevons naturellement
eftre enfermé dans certe idée, ce que l'on pourra pren-
dre fil'onveur pour {2 defipition. S

La ligne droite eft la plus courte eftendué entre deux
points. ' L

Et celle qui approche plus dela droite | eft auffi la plus
courte: ce qui adPonné occafion 4 Archimede d’éeablir
ce principe ou Axiome. | : '

PreMmrer Axiome,

St deux lignes fur le méme plan
ont les extremitez communes &
font courbes ou creufes versla mé- !
me parr, celle qui eft contentie eft
plus courte que celle quila contient,
I'ay dit courbes ou creufes , car ce-
la n’eft pasfeulement vray des lignes 11
courbes comme dans la i. figure,
maisaufli des droites comme dans la
11, lors que deux ou pluficurs lignes 1t
droites fe joignant fonc un creux, -

Car alors deux ou plufieurs lignes
droitesfont confiderécs comme une
feule higne courbe qui feroitcreufe v
vers ce cofteld. _

Mais il fauc bien Temarquer ces
mots, ( versla néme pare ) car cela ne feroit pas vray, {1
la méme ligne courbe eftoir creufe vers differens coftez
comme dans la 111 figure , ou fi diverfes lignes droices-
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confiderées comme une feule ligne faifoient auffi des
creux de differens. coftez comme dans la 1v figure; car
alors la contenante pourroit eftre plus courte que la
conteniie. - -

SgcoNp AxioME ou DEMANDE
AvanT deux points donnez on peur mener une ligne
droitede 'una Pautre.

Etonn'y en peut mefler qu'une. :

Laquelle par confequent eft 'anique & na’c_urelle me-
fure de la diftance entre ces deux points.-L inftrument
donton fe fert pour cela s'appelle regle.

TROISIEME Ax1oME ou DEMANDE.

"La fimplicité de la ligne droite fair qu'en ayant une
ofée on )a peut prolonger de part & d'autre jufquesa -
Finﬁni», ceft & dire tant que'onveur. e

D’ott il s’enfuit que la pofition d'une ligne droite ne
dépend que dedeuxpoints. .- Lo -

Ou,que connoiffant deux points dans. unc ligne droxtg,
nous la connoiffons route. o

Ou, que deiix points eftant donnez de pofition, route
laligne droite eft donnde. -~ v -7

' QUATRIEME AXIOME. o

St uae ligne droite eft immediatement couchée fur
une autre en une de fes parties, elle le fera entoutes, pour-
veu que I'une & l'autre foit prolongée autant u'il fau-
dra, & clles ne feront propremdnt qu'une méme ligne.

CiNQUIEME AXIOME. :

Drux lignes droites ne fe peuvent couper qu'en un

point. . Lo o
. . . SixiEME AxroME R

Deux lignes droites qui eftant prolongces versun me-
me cofté s'approchent peud peu, fe couperontd la fin,

Euclide prend cette propofision posr sn principe. €r avee
raifon : car elle 2 affez de clarst pour;_’i_n-tomemer, e
(eroit perdre le temps inutilement que de [¢ rompre La 2efie posr
Ja prowver par un long circkit.

L j

VIIL

vIii:.
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Legendre est plus rigoureux : mais il n'a pas franchi ce pas 1a ! 11 écrit :

La ligne droite est le plus court chemin d'un point 4 un
autre.
D'un point a un autre, on ne peut mener qu'une seule ligne
droite.

Il ne s'agit ici que de segments. C'est dans 1'édition posthume (1845) (Blanchet)
qu'apparait la ligne droite indéfiniment et idéalement prolongée :

VI La ligne drofte est une ligne indéfinie qui est la
plus courte entre deux quelconques de ses points.

On doit regarder comme évident que d’un poin't i un
autre on ne peut mener qu'une ligne droite, et que si deux
portions de lignes droites coincident, ces lignes coincident
dans toute leur étendue.

Il semblerait donc que la transposition se soit enfin opérée. Mais Blanchet lui-méme
oublie constamment le changement qu'il a introduit ! 11 parle de droites égales ...
Pour définir des paralleles il use du pléonasme suivant :

Les paralleles sont des lignes droites qui ne peuvent se
rencontrer a quelques distances qu'on les prolonge I'une et
l'autre.

L'adoption de cette transposition fut fort longue. En 1920 Carlo Bourlet insiste clai-
rement sur ce point, dans l'avertissement a son cours abrégé de géométrie (Bourlet
1920) :

Une droile inddfinie n'a pas de moitié. D'ailleurs, pour dter défint-
tivement aux éléves idée qu'une droite indéfinie se partage en deux
parties égales de Ja méme fagon qu'un segment fini, il suffit de leur
faire. remarquer que, si d'une semi-droite on détache un segment
fint (d’ailleurs aussi grand qu'on le voudra), il reste encore une
semi-droite superposable potut par poinl i la premiere.

Il serait intéressant de suivre, de 1845 a 1920 1'évolution du discours mathématique
sur ce point, de manuels en manuels. L'introduction d'une terminologie nuancée
(segments, semi-droites, ouverts, fermés, (a gauche et a droite)) apparait souvent de nos jours
comme un pédantisme superflu. Dans beaucoup de cas, c'est bien un luxe inutile
mais c'est, de temps en temps, une nécessité incontournable.
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IV DES ELEVES ... ENFIN !

Au début de 'enseignement scolaire, 'enseignement mathématique reste encore un
soliloque du professeur. Le public sert de faire-valoir, comme il arrive dans un
spectacle de music-hall, ou 'on invite l'assistance & reprendre le refrain en cheeur,
ou a taper dans les mains. Mais les réactions de 1'éléve n'influencent guére le conte-
nu du discours magistral. Parfois, on fait passer un éléve au tableau, pour réciter sa
legon, c'est-a-dire pour restituer des réponses préparées a 1'avance, a des questions
répertoriées.

L'enseignement moderne, li€ a la scolarisation de masse apparait comme la conqué-
te progressive de l'autonomie de I'éleve. Un sigcle et demi d'invention pé-
dagogique a contribué a doubler l'exposé d'un cours par des activités scolaires va-
ries. Celles-ci sont proposées aux apprenants . Le maitre intervient plus ou moins
dans leur exécution. On les désigne généralement sous les dénominations globales
d'exercices ou problémes ou encore de travaux pratiques.

Je me souviens d'un collégue qui se vantait d'avoir proposé dans sa classe plus de 400 exercices !
Pour beaucoup d'enseignants, “T'exo” est une unité de mesure qui correspond & moins de 10 minutes
d'activités scolaires !

Je lui répondis que je venais de passer une heure entidre en 5&me 2 faire utiliser les tables de levers
et couchers du soleil et de la lune - publiées par 'almanach des postes. La classe, partagée en 12 pe-
tits groupes (1 pour chaque mois), calculait la durée des jours et des nuits, ainsi que les heures du
passage du soleil et de la lune au méridien. Les calculs furent ensuite relevés, sur des courbes repré-
sentatives. Etait-ce un exercice unique ? Sinon avais-je “perdu du temps” ? Cette activité était-elle
conforme aux programmes ? En tout cas, ce fut une excellente occasion d'observer des faits numéri-
ques et cosmographiques, de s'instruire et de s'éduquer.

Les exercices que nous envisageons dorénavant portent sur un ou plusieurs thémes
mathématiques (dans 'exemple précédent, sur le calcul dans les systemes de numérations se-
xagésimaux et la cosmographie). Ils sont exploités par 1'enseignant aprés une mise en
énoncé adaptée a un objectif pédagogique particulier.

Les adeptes de la pédagogie sans éleves préparent leurs séances d'exercies en résol-
vant par avance (de préférence de diverses fagons) les énoncés qu'ils proposeront, et pré-
voient les commentaires mathématiques qu'ils en feront.

Du point de vue de notre didactique, il convient en outre de prévoir les comporte-

ment interactifs des éleves et du maitre face a chaque énoncé.
Exemple
Theme : L'équation numérique du ler degré

Elle peut donner lieu a une profusion de situations didactiques différentes. Nous
n'en évoquons ici que trois :

1°  On peut interroger un éléve au tableau, en lui demandant, par exemple, de ré-
soudre 'équation :
2x - 19 =1/5(3x - 15).
On exige qu'il applique sans hésitation les algorithmes classiques qu'on lui
aura enseignés précédemment.
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Un échec complet est jugé trés significatif. L'éleve n'a pas travaillé ... I1
n'a pas appris sa lecon. On lui inflige une mauvaise note, voire un pensum.

Une réussite est beaucoup plus ambigiie. L'éleve est-il génial, intelligent,
docile, travailleur, soigneux ... ? Quelle note va-t-on lui donner, et selon
quels critéres ?

2 Les deux situations suivantes provoquées par 1'énoncé suivant sont bien diffé-
rentes :
“ Résoudre 1'équation :

x - 1987 N x - 1988 N x-1989  x-25 N x-24+ Xx-23
25 24 23~ 1987 1988 1989

La question est posée, a la fin d'une classe et commentée par le maitre quinze
jours plus tard : 1'éleve n'est pas soumis & des contraintes de temps.

22) Si un éleve résout cette question sans calcul, aprés avoir contemplé
I'équation pendant quelques minutes, on peut lui accorder une bonne intui-
tion. S'il doit réfléchir plus longtemps et trouver la racine aprés des chemine-
ments de pensée plus ou moins tortueux, ce n'est pas mal non plus !

Mais qui le blimera s'il séche longtemps sans trouver, bien qu'a posteriori la
réponse lui paraisse évidente ?

Ici, le succes est significatif et on ne peut rien conclure d'un échec.

2b) II se trouvera peut-€tre un éléve, habile au calcul et courageux, qui se
lancera dans une réduction au méme dénominateur, pour aboutir finalement a
la réponse. Que peut-on conclure de cet exploit ? L'éleve est doué de qualités
de soins , d'attention , de fiabilité , mais il ne brille pas apparemment par une
imagination extraordinaire ! Evidemment les succes a) et b) ne sont pas com-
parables.

Les réglements scolaires contraignent parfois les enseignants 2 attribuer des notes (de 0220 ... ) a
tous les exercices qu'ils proposent. On prend alors des moyennes, arbitrairement pondérées, de toutes
les notes ainsi collectées : le résultat fournira la fameuse moyenne trimestrielle, destinée a informer
les familles sur les aptitudes et le travail de leurs enfants.

11 est évidemment impossible de distinguer a I'aide d'une seule note équitable les deux profils sché-
matisés par les comportements a) et b).

En 1973, j'ai tenté une taxonomie synthétique des nombreuses situations d'exercices
et problémes, imaginées depuis un si¢cle et demi. Et 'LR.E.M. de Strasbourg pro-
duisit collectivement les 6 fascicules du Livre du Probléme [LP] ou l'on s'inté-
ressait a l'activité des éléves, aux interventions du maitre (et non plus aux seuls énoncés
d'exercices).

Une saine formation des maitres devrait entrainer a gérer ces diverses fagons de con-

duire des séances d'exercices et & mettre en ceuvre les diverses dialectiques qu'utilise

Guy Brousseau. Les enseignants doivent savoir développer un méme theme mathé-

mathue selon des ObjCCtlfS pedagoglques différents. D'ailleurs un méme énoncé

proposé a des éléves d'dge ou de niveau tres différent peut provoquer des activités

dont les déroulements ne se ressemblent guere. (Le fascicule 3 [LP3] consacré au theme ma-
thématique de la parité illustre bien ce que 'on entend par 13).
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Voici une grille, analogue a celle qui est proposée dans [LLP1]. Elle isole quelques
uns des facteurs qui permettent de distinguer les divers types d'exercices et de pro-
blémes.

PRINCIPALES VARIABLES DIDACTIQUES
DES EXERCICES OU PROBLEMES

ANTECEDENTS DES ELEVES  Quel est leur age et leur niveau ?
Quels sont les connaissances et habitudes prérequises avant que la question leur
soit posée ?

FORMULATION DES QUESTIONS  Orales, dictées, polycopiées, présen-
tées par le maitre, empruntées i un livre ?

L'énoncé est-il fourni entierement, sous forme définitive, au début, ou bien
sera-t-il remanié (par des éléves ou le maitre) au cours du travail ?

REPONSE  Orale ou écrite, au propre ou au brouillon, sur cahier, copie, ar-
doise ...

Les réponses exigées se réduisent-elles 4 un résultat ... ou bien doivent-elles étre
commentées ou justifiées ?

TEMPS ACCORDE pour fournir la réponse :
Fraction de minutes, des heures ou des mois. Temps limités ?

RECHERCHE en classe ou hors de 'école ; individuelle par équipe ou avec
participation de toute la classe ... Recours 2 des aides extérieures. Obligation du
secret (comme a I'examen) ou recherche collective ?

MATERIEL Interdiction, autorisation ou obligation de se documenter. Liste
limitative des documents ? Utilisation d'instruments (2 volonté ou imposés)

INTERVENTION DU MAITRE Fréquence et nature de ses interventions. Diri-
ge-t-il la recherche en l'influengant, ou se contente-t-il d'encouragements ? Four-
nit-il des informations ou des conseils ? Emet-il des jugements de valeur ?

EVALUATION La distinction entre réponse “juste” ou “erronnée” est-elle fer-
mée 2 I'avance ou négociable ? Comment sont reconnues les réponses partielle-
ment correctes (ou fausses) 7 Ces décisions font-elles objet d'un débat avec les
éleves ?

La tache donne-t-elle lieu & une note ? une appréciation ? des sanctions ?
(positives ou négatives) ?

L'échec (resp. le succes) sont-ils significatifs ?

L'évaluation sur une tiche précise contribuera-t-elle a 1'élaboration du profil de
I'éleve ? A un résultat d'examen 2 sanction sociale ?
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VII ELABORATION DU STOCK D'ENONCES

La tradition nous a 1égué peu de matériels pédagogiques utilisables en classe.
Voici quelques exceptions :

1°  On dispose d'une vaste anthologie de mathématique récréative d'origine
extréme orientale, perse, grecque, arabe etc ... L'ouvrage le plus céleébre sous
ce rapport fut assurément le livre de Bachet de Meziriac “Problesmes play-
sants et délectables qui se font par les nombres” (1613)
Ce trésor s'est notablement enrichi, grice a Edouard Lucas, Samuel Loyd,
Martin Gardner etc ...
Bien qu'il ne s'agisse la que d'une mathématique de divertissement , cette
veine fut souvent exploitée en pédagogie scolaire.

2 Les aventures sumériennes et florentines mentionnées en (III) ont laissé des
corpus d'énoncés d'exercices. Mais ce trésor ne fut exhumé qu'au XXe si¢-
cle : il n'influenca guére l'enseignement scolaire.

3 Beaucoup d'ouvrages de mathématiques contiennent dans le corps de l'exposé
quelques exercices entierement résolus par l'auteur. (Ceux de Clairaut, dEuler, du
marquis de L'Hospital sont typiques). Dans la mesure ol la réponse apparait au lec-
teur, avant qu'il ait eu le temps, le loisir ou l'obligation de s'exercer, ce ne
sont pas des exercices !

4 Les écoles d'ingénieurs du XVIIle siécle proposaient systématiquement a leurs
rares €leves des tiches techniques de dessin ou de calcul. Il resterait au didac-
ticien-épistémologue a collecter et a dépouiller les productions d'éléves con-
servées en archives, pour découvrir la part d'autonomie qui était laissée aux
apprenants (il s'agit d'exercices d'arpentage, de géométrie descriptive, de stéréotomie, de
projets mécaniques).

Mais a l'origine, la principale source d'énoncés releve de I'engouement pour la ba-
chomanie : l'institution de nombreux examens et concours provoque une demande
de préparation a ces épreuves. Le marché de 1'édition exploite cette clientele.

Ainsi paraissent au début du XIXe siecle des recueils de sujets d'examens tels ceux
de Reynaud et Duhamel (1823), de Georges Ritt (1836) ... En Allemagne,
E. Bardey compile des énoncés, et ses recueils sont traduits en diverses langues (en
francais de 1870 a 1920).
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Les premieres fournées témoignent de la médiocrité de 1'imagination pédagogique :

un €noncé d'exercice se griffonne sur un coin de table, sans qu'une réflexion péda-
gogique préalable dégage des objectifs et oriente la mise en forme. Voici par exemple
une batterie typique d'exercices empruntés a un recueil de Georges Ritt :

BT - | Hiplicati ivantes. ‘
ccluer fes min lp jcations suly anA 70 (5”6.}_300___460) (7((1}—1 Sac_*_ﬁzbc_}_d).

.B7. 88, 3a><bb. Ta'><8ab. 42a%b><Tabcl. gy (2 —38z—T) (z—2).

(0. —SulexBabd  UGlr><(SUET2 (G 329 (50 2ae)
62, Tab<8a><The.  (6a-25—8)7d 75 (i) (1)
(— 5+ 3ab — 85Y) (— 9al). A (& —2abf-ha't'— 8al4-106) (a-4-20).
65, (a0 (D). (=0 —075. (10— 5060 — 20 (3¢ — hab 41 62T
- 67 (a-0)(e+ - (@ -0—0)(d—)76. (& Batbf-1 00— § 0B —B%) (— 3
(2a—3b—8c—d+-9¢) (/25— ). +3al'—4).
(a-t-b) (a—B). 77, (500 —Galic-|-Tabe)2ale - 3abe—Galid)

Dans un premier temps, de tels exercices sont utilisés n'importe comment, pour faire
n'importe quoi.

Par exemple, on choisit 20 questions de ces types au hasard, et 'on attribue un point

par réponse correcte. Aprés quoi, on décide que 1'épreuve est réussie si le candidat
obtient la moyenne.

Ce n'est que vers 1920 qu'apparait la docimologie. Le progres décisif est dii & Char-
les-Edouard Spearman (1863-1945)(Spearman 1927). Il pose correctement la question

d'une évaluation scientifique des aptitudes, et invente un outil statistique puissant :
I'analyse factorielle.

Bientdt paraissent des solutionnaires: ce sont des recueils d'énoncés accompagnés
de leurs solutions ; puis des méthodologies, qui exposent des méthodes toutes
standardisé€es pour résoudre des épreuves qui se donnent aux examens, ol des pro-
blémes d'un certain type (Petersen 1866).

L'usage des énoncés, insérés en fin de manuels (ou en fin de chapitre) semble plus ré-
cent. L'exemple le plus ancien que je connaisse est justement 1'édition posthu-
me Blanchet (1845) de la Géométrie de Legendre : on y trouve 10 pages d'énoncés
de géométrie plane et autant de géométrie dans l'espace.

L'habitude ne s'en est pas imposée rapidement. Dans les “Applications de 1'Algébre

a la Géométrie de M. Bourdon (1872), l'auteur éprouve le besoin de prévenir le lec-
teur : ,
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“Nous croyons devoir terminer cette introduction, en proposant quelques exerci-

ces ... ”. Suivent onze énoncés élémentaires et ternes ; ce sont les seuls qui figurent
dans l'ouvrage.

A la fin du XIXe si¢cle, apparaissent des activités plus culturelles. Ce ne sont
plus des problemes d'examen ! (Bien qu'on continue parfois 2 les noter).

Voici quelques beaux calculs que Carlo Bourlet (1896) a exhumés des ceuvres de

quelques grands mathématiciens. Ici, deux solutions paramétriques de 1'équation
diophantienne :
Bevd=B el
y’=z>+u

Comparer avec le triste ramassis du spécimen cité¢ de Georges Ritt.

T 24 Démontrerque Pon a identité

, v 4 oyd =8 g8
lorsqu’on prend, soit

x = (f? +3f/> (11" + 399’ +)/f/~—3ff/)/ +df/ )s
y=—(/? + 3¢’ /‘ 14399 —3819"+3/"g) (/2 + 84%),
S=—(/"+3g ¢—l-(//+3ﬂ/—«3/(/ +3/9)(/* + 392,
o= ’2+ ’//2) UI'+ 399" +38fy—3/"g) ([ - 39°%)
y (LLLer).
So0it encore :
x o= (a® |- 302 )2——@ + 30,
Y= (L?‘-l-ri//) -+ a - 35,
s o= (a® {— 302 (0 4 30y — 1,
= —"la® 4 50%) (¢« — 30) + 1.
{BINET;.

L'institution des Freres des Ecoles Chrétiennes compila systématiquement des the-
mes d'exercices ; cette érudition est surtout orientée vers des questions ayant un inté-
rét par elles-mémes. Les volumes les plus intéressants sont signés F. JM ou F. JG
(Frere Jean-Marie(?) ou Frere Jean Gabriel(?))... ou portent la mention “par une réunion de
professeurs”.

Ainsi commence, surtout en France une nouvelle utilisation de 'exercice destiné a
présenter des compléments ou méme des questions hors programme qu'un bon
éleve devrait connaitre.

% Exemples

1°  Meéme si le tétraédre régulier est explicitement cité dans les programmes, le
professeur doit choisir, dans ce vaste sujet, ce qu'il dira dans le cours, et ce
qu'il proposera aux éléves curieux ou studieux.
Ainsi proposera-t-on en fin de chapitre le calcul du volume, des rayons des
sphéres passant pas les sommets ou tangentes aux faces ... et aux arétes !
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On en demandera un dessin (par exemple une épure de géométrie descriptive) sous
divers points de vue.

2 On peut alimenter la curiosité de quelques éléves en leur présentant les suites
de Fibonacci , 1a construction du pentagone régulier alaregle et au compas,
le nombre d'or , des calculs d'éclipses ou de phases de la lune ... etc...

Dans ces cas, l'objectif visé n'est pas la préparation a des examens (sauf si I'on sait
qu'il est bon de connaitre quelques questions hors programmes - par exemple la droite de Simpson
ou le cercle dEuler qui inspirent souvent les interrogateurs. Il ne s'agit pas davantage a faire
chercher longtemps. Le but visé est I'information . Et c'est ainsi que se déve-
loppe la technique de 1l'exercice d'exposition qui fleurit surtout entre 1920 et
1960 (LP1 - Chapitre 1).

Ce style de mise en exercice , est destiné & informer rapidement un éléve sans le faire
trop sécher, en lui fournissant les principales idées qu'il risquerait de ne trouver
lui-méme qu'au prix d'une perte de temps.

C'est sous cette forme que sont présentés dans Bourbaki les exemples et les con-
tre-exemples, ainsi que les questions annexes. En voici un spécimen, tiré du premier
chapitre § 7 de “1'Algebre”.

Le théme est la génération du Groupe &, des permutations de n objets.

' 7) a) Montrer que toute permutation de €, est un produit
de transpositions (raisonner par récurrence sur le nombre d’élé-
ments non invariants par la permutation considérée).

b) En déduire que &, est engendré par les n — 1 transposi-
tions (1 2), (1 3), ... (1 n), et aussi par les n—1 transpositions
(1 2),(2 3),...,(n—1 n) (utiliser la formule (1) de I'exerec. 6).

¢) En déduire que &, est engendré par les deuz permutations
(1 2) et (1 2 3...n) (méme méthode).

On aurait pu poser la méme question sous forme d'un Probléme de Recherche formulé ainsi :
“Quel est le nombre minimum de permutations qui peuvent engendrer le groupe ‘9771 ”

Mais, méme pour un mathématicien expérimenté qui ne connaitrait pas le résultat, la recherche se-
rait hasardeuse et en moyenne de durée assez longue.

L'exercice d'exposition, au contraire, découpe la question en sous-questions
posées dans un ordre efficace. Je conseille d'attribuer un titre a de tels énoncés :
il ne faut pas que I'éleve résolve la question sans prendre conscience de 1'intérét de
I'information qu'il vient de recueillir.

La vogue des exercices d'exposition, en France, conduisit a bien des aberrations

pédagogiques. On utilisa ce style de rédaction hors de propos. Ainsi on rédigea beau-
coup de problémes d'examen sous cette forme.

Ceci provoquait les effets pervers suivants :

a)  Le travail étant completement maché, le candidat n'a aucun moyen de faire va-

loir ses qualités (a 'exception de quelques savoir-faire algorithmiques ou de quelques con-
naissances mémorisées ...)

97



Esquisse d'une histoire des tramspositions dams l'enseigmement mathématique

b)  Sil'énoncé est long, on peut obtenir une excellente note, sans arriver a la fin
de I'épreuve ... On résout localement, sans savoir ou l'on va ...
Apres avoir passé 7 heures & travailler sur le probléme d'Agrégation masculine de 1929
(Dollon 1931), un candidat pouvait ignorer complétement qu'il venait de s'initier aux princi-
pes d'une géométrie non-euclidienne !
Au cours de 1a correction d'une séance de préparation au concours consacrée a cette épreuve,
j'ai demandé a mes étudiants s'ils avaient entendu parler du demi-plan de Poincaré. Personne,
(méme ceux qui m'avaient remis de longues copies) ne leva la main !

¢)  Un énoncé d'épreuve d'examen est destiné a 1'évaluation des aptitudes ou des
connaissances des candidats. Les problémes d'exposition ne sont pas adaptés
a cet objectif.

Les problémes de recherche se sont développés, hors de France, depuis long-
temps. C'est en 1894 que la compétition Edtvos fut instituée en Hongrie. Les Olym-
piades Internationales de Mathématiques sont instituées depuis 1959 (Gerrl 1976).
C'est en 1973 que I'IREM de Strasbourg a créé le Rallye Mathématique d'Alsace,
qui mobilise tous les ans environ un millier de participants. L'initiative fut suivie par
quelques autres IREM.

Un Probléme est une activité éducative qui vise surtout a développer des habitu-
des de curiosité et de recherche ; les connaissances qu'il peut faire acquérir
ne sont qu'un sous-produit secondaire qui ne sont pas systématiquement recher-
chées. (Cest I'un des traits qui le distingue des situations-problémes, systématiquement étudiées
par Guy Brousseau).

Selon la grille proposée ci-dessus, les principales caractéristiques d'un probléme
sont les suivantes :

- Formulation . L'énoncé est trés court, provocateur, débarassé de toute indica-
tion permettant une solution rapide. Il est parfois rédigé d'une fagon volontai
rement imprécise et incomplete, laissant a I'€leéve 'occasion d'apporter la ri-
gueur indispensable. Un des objectifs est d'entrainer a se poser des questions.

- La durée de la recherche, est, sauf intuition exceptionnelle, de plus d'une
heure ... parfois de plusieurs mois.
Pour un mathématicien cette durée peut dépasser des années (voir dans Glaeser 1983 'exem-
ple d'une découverte que Gauss mit plus de 15 ans a mener a son terme !).

- On évite de proposer un probléme qui exige des connaissances trop particuli¢-
res. En tout cas, I'éleve doit €tre en mesure d'inventer une information qui lui
ferait défaut. On l'invite & se documenter si nécessaire, et la consultation de li-
vres n'est pas tabou ... Mais, en principe, la clé qui résout un probleme dé-
pend rarement d'un renseignement.

- Enfin, un probléme ne peut donner lieu & une évaluation bilatérale : j'ai quel-
quefois signalé a un jury d'examen que tel étudiant avait ét€ le seul & résoudre
un probléme, afin qu'il en soit tenu compte, en cas de besoin. Mais on ne peut
faire grief a quiconque de n'avoir pas inventé une idée ingénieuse ! (Voir
I'exemple ¢ page 14 de I'équation du premier degré).
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L'introduction de ce nouveau type d'activité fut d'abord accueilli avec scepticisme
par le corps enseignant . Les critiques furent véhémentes ! L'introduction d'activités
heuristiques a I'école était, affirmait-on, irréalisables, élitistes, incompatibles avec
les programmes ... Toutes ces objections furent balayées en quelques années, 1a ou
'effort fut réellement entrepris. On trouvera dans 1'Ouvert (Ouvert n° 13, 16, 24, 26)
des comptes rendus d'activités qui prouvent bien que c'est faisable et souhaitable.

L'introduction de problémes dans 'enseignement, au titre d'ingrédients d'un menu
didactique équilibré fut une transposition importante . Mais il ne suffisait pas de
fournir le matériel mathématique pour cela. La nécessité de convaincre des profes-
seurs a se lancer dans l'aventure fut le facteur décisif.

Pendant plusieurs mois, des professeurs s'habituérent, & I'TREM & résoudre eux-mémes des proble-
mes ! L'étonnement de certains d'entre eux fut spectaculaire. Mais ils hésitaient a proposer ces énon-
¢és a des éleéves ... "IIs n'y arriveront jamais ... ! ” répétait-on.

Un ou deux stagiaires intrépides se jeterent a I'eau et firent part a leurs collegues des étonnants résul-
tats obtenus ! Nos éléves trouvaient des choses inattendues ... Ce n'était pas toujours le “premier de
la classe” officiel qui réussissait le mieux (ainsi, l'activité heuristique permettait a certains éleves,
mal 2 l'aise dans I'assimilation d'un cours, mais riche en aptitudes créatrices de se faire valoir auprés
du maitre et des condisciples).

Et trés vite, ces expériences isolées se répandirent dans toute l'académie . Et aujourd'hui, on trouve
un solide noyau d'enseignants qui proposent de temps a autre des activités, qui auraient été jugées
peu orthodoxes dix ans plus tot.

Ainsi apparait un aspect essentiel de la transposition. Des milliers d'innovateurs ont
inventé€ de nouvelles fagons de conduire une classe. Mais ce travail ne prend tout son
sens que si la communication s'effectue a l'intérieur du corps enseignant. Sinon,
tous ces efforts sont perdus.

Je ne détaillerai pas ici I'histoire des exercices de mathématiques appliquées.
Clairaut fut assurément un pionnier en la matiere.

L'utilisation de manipulations apparait dans l'enseignement primaire sous la ru-
brique : travaux manuels (découpages, pliages, construction de modeles etc ...).

Peu appréciées lors du régne exclusif d'une mathématique spéculative, elles repa-
raissent actuellement, avec l'engouement justifié pour les nouveaux auxilliaires de
calcul et de dessin (ordinateurs, calculettes).

Le colloque inter-IREM “Epistémologie et Histoire des Mathématiques” nous a
montré ce que sont les efforts de transpositions contemporains pour rendre un maté-
riel mathématico-historique accessible a nos éléves.

Une technique qui est souvent mise en ceuvre est de doubler un texte ancien (dont la
langue nous est difficilement accessible) d'une adaptation sous forme d'exercice d'exposi-
tion . Apres avoir résolu un probléme réécrit dans le style actuel, nos €leéves peuvent
lire les textes originaux ce qui replace les grandes découvertes dans leur contexte.

L'enseignement magistral traditionnel, qui était répétitif et contraignant, a contribué a
donner une image fausse de la mathématique.
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Mais I'imagination pédagogique fécondée par la didactique expérimentale bouleverse
actuellement les méthodes d'enseignement.

On ne se contente plus de transposer le discours magistral au niveau de l'auditoire.
On invente des situations didactiques ol 1'éléve est confronté a des questions ma-
thématiques et divers agents éducatifs (instruments, écrits, maitres, condisciples efc...).

La compréhension s'élabore en surmontant ces conflits.
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