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Les études des figures géométriques courbes, comme le cercle, les

lunules, la spirale d'Archim&éde dans le plan, la sphére, le cylindre, les
conoides et les sphéroides dans 1'espace ont intéressé un grand nombre de
savants au cours des siecles. Dés l'antiquité un des problémes les plus
discutés ou débattus était celui de la quadrature du cercle. A ce sujet
nous pouvons citer les tentatives, dés le Véme siécle avant Jésus Christ, de
Antiphon, Bryson et Hippocrate de Chio. On attribue & ce dernier la quadra-
ture de plusieurs lunules (1). Archiméde (287 -212 avant J.C) a comsacré
de nombreux écrits aux figures curvilignes. Dans la Mesure du cercle il
démontre que :

3+1(—)<1T <3+}9 )

71 70
valeur de T qui restera en vigueur jusqu'ad la Renaissance. Dans Les
spiralesil démontre que l'aire décrite par le premier tour de la spirale est
le tiers de l'aire du premier cercle. Dans l'espace, Archimede a étudié les
propriétés de la sphére, du cylindre, des conoides et des sphéroides. Plus
important est le résultat sur le volume de la sphere et du cylindre circons-
crit, qu'il présente dans "De lasphere et du cylindre" oii, entr'autres, il

exprima le voeu que sa tombe portit la représentation géométrique corres-

pondante, voeu que combla le général Marcellus (2).

Les résultats obtenus par les mathématiciens grecs sur l'aire
des lunules, des spirales et des segments de parabole et sur les volumes
des paraboloides, des cones, des sphéres et des cylindres au moyen de la
comparajson le plus souvent avec l'aire ou le volume de figures élémentaires

rectilignes et leur expression 4 l'aide de rapports simples d'entiers, ont

conduit les successeurs & penser aussi que le probléme de la quadrature du

(1) V.Caveing 1982, T.I,pp.586-723

(2) Vv.].Dhombres, Archim&de, dans No&l 1985, pp.53-66 .
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cercle pouvait se résoudre élémentairement. Ce n'est toutefois qu'en 1882
que F.Lindemann (1852-1939) en montra ['impossibilité. Mais ceci dépasse
le cadre de notre exposé. Nous voulons seulement rappeler que les études
d'Archimede ont été poursuivies et commentées et que l'intérét pour ces
problémes s'est aussi poursuivi durant la Renaissance avec la traduction et
1'étude des oeuvres mathematiques grecques. En particulier, en Italie encore
au XVI 2me sidcle et au début du XVIlléme certains mathématiciens
préferent continuer 1'étude des écrits grecs plutdt que d'envisager de
nouvelles méthodes de démonstration. Vincenzo Viviani (1622-1703) est un
des représentants les plus importants de cette tendance. Toutefois il ne se
limita pas aux études des classiques existants et il essaya de reconstruire
les oeuvres perdues (3). Viviani a travaillé toute sa vie dans cette direction
et il a négligé les travaux importants d'autres mathématiciens comme
Descartes, Fermat et Leibniz. Un des problémes qu'il a étudié plus particu-
lisrement dés le début de ses recherches, est celui de trouver une portion
de surface sphérique quarrable, c'est a dire égak & la surface d'un carré
donné (4). C'est justement le probleéme gqu'il a lancé beaucoup plus tard
comme défi aux savants étrangers en 1692: & notre avis, ceci est di au
fait que Viviani avait trouvé une solution & ce probléme mais qu'il n'avait
pas pu en donner une démonstration selon les canons de la mathématique
grecque. S'appuyant sur la solution du probléme de la chainette donnée

par Leibniz, lors de son voyage en Italie en 1689-1690, solution que Galilée

(3) Citons De maximis et minimis géometrica divinatio in quintum Conicaum
Apollonii Pergaei, adhuc desideratum « 1659 (Divination géométrique sur les

maxima et mimima dans le cinquieme livie  des Coniques d'Apollonius de

Perge jusqu'a présent recherchg ;) De locis solidis secunda divinatio geome-

trica in quinque libroginiuria temporum amissos Aristae i-senioris geometrae.

1702 (Deuxieme divination geéométrique sur les lieux solides dans les cing
livies perdus de Aristee le vieux).

| . . .
(4)"Car on entend par le mot Quadrature, la manidre de faire un quarre
égal & une figure proposée. Ainsi la Quadrature de la parabole est la maniere

de faire un quarré égal & une Parabole terminée" {Ozanam 1691).
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avait en vain cherchée André Robinet ajoute une autre interprétation intéres-
sante (5) : Viviani, qui s' en.orgueillissait d'étre le dernier disciple de Galilée

voulait relever le gant et il proposa donc ce défi.

Le 4 Avril 1692, a Florence, par ordre du Grand-duc Cosimo I,
un probleme de mathématique imprimé en un certain nombre d'exemplaires

ayant pour titre Aenigma Geometricun de miro opificio Teswdinis Quadrabi-

lis Hemisphaericae c'est & dire Enigme géométrique de la merveilleuse

construction de la volte hémisphérique quarrable proposé par un dénommé

D.Pio Lisci Pusillo Géométrra. L'énigme est par la suite envoyée a tous les
mathématiciens d'Europe et publiée également dans les revues les plus
prestigieuses du XVIléme sidcle, c'est & dire dans les Acta Eruditorum (Fig

1.), et dans les Philosophical Transactions (6).

L'auteur de l'énigme était, comme nous avons déja dit, Vincenzo
Viviani, qui voulait cacher son nom derrieére un anagramme afin de souligner

la circonstance qu'il était le dernier des éléves de Galilée. Car D.Pio Lisci

Pusillo Géometra signifie Postremo Galilei Discipulo. Nous vous rappelons

briévement qu'aujourd'hui ce probleme s'appelle 'la fenétre de Viviani"”
bien que ceci ne recouvre pas la réalité historique. En effet sous cette
locution nous comprenons la recherche de l'aire de la partie de la sphéere
tracée sur la figure obtenue au moyen de l'intersection de la sphere et

d'un cylindre de rayon moitié.

(5) V.Robinet 1986 et Leibniz 1692 a.

(6) Acta Eruditorum, Mensis Junii MDCXCII, pp 274-275 ; Philosophical
Transactions  voLXVIl , N.196, 1692/3 pp.585-586. Voir la traduction de

["énigme dans le Compte rendu de J'Atelier_ "La fenétre de Viviani" de D.

Lanier. in Commission Irter LR.E.M, Histoire et Epistemoiogie des mathé-
matiques. Bulletin de liaison n°4 pages 61-65. LR.E.M. e Toulouse 1986
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ENIGMA GEOMETRICYM DE MIRO OPIFI-
cio Tefludinis Quadrabilis Hemispharica

A D, PIO LISCI POSILLO GEOMETRA
© propofitum dieg April. A.169z,
Cujus divinatio a {ecretis artibus illuftrium Analy-
ftarum vigentis =vi expeatur, quod,in Geomersiz pura Hi-
" forie tantammodo verfatus, ad tam recondia videa-
- tur invalidus.

MNtervenerabilia eruditz olim Grzciz Monumenta extat adhue,

perperno equidem duraturum, Templum auguftiffimum ichno-
- graphia circulari, ALME GEOMETRIE dicatum,quod, Teftu-
dine intus perfeéte hemispharica yoperitur: Sedin hac feneftrarum
quatuor zquales arex {circom ac fupra bafim hemisphazrz iplius
difpoficarum ) tali configuratione, amplitudine, tantague jndu-
firia, ac ingenii acumine fint extrudtz, ut his derradtis fuperfies
curva Teltudinis fuperficies, pretiofo opere mufive ornara, Tetra-
gonifmi vere geometrici fit capax.

Quariter modo, quz fit, qua methodo quave arte pars ifta
hemilphzrica fuperficiei curva quadrabilis, tenf(z ad inftar carbafi,
vel turgidi veli nautici,ab Aschite@to illo Geomersa fuerit obrenta @
& cuidemum plano geomerrice quadrabili fis mqualis ?

Prafentis znigmaris enodatio (quod fpeftat ad hujus admirabilis
Fornicis tum Conftructionem cxpéditifﬁmam » tum Quadraturam)
Sereniffime FERDINANDO Magno Principi Etrarie , {cientiarum .
& nobiliorum artivm Culrori ac Patrono Generafifimo,ab eodem
JEnigmatifta oblaca jam eft; qui quidem fimul non dubitat,quin hoe
ipfum znigma a fingulis literario in orbe degentibus hodie przela-
siffimis Analy(tis fit fatim divinandum , proprias quadrationesim-
pertiendo fingularis Teftudinis bujus terragonifmicz ab hemisphz-
fa diffeétz’; & ipforum peracutas indagines, multiplicesque indu-
ftrias ad hoc unum, idemque geometricum collimantes imparien-
tér expectar, ut hinc, qui temere contumelias in Geomerricam jace-
£¢ audenr ; filere difcant ; vel potins maximacnm voce exclament,

Obunica verorum fiifiitabilium Scientia & Divina in hominum .

gmente infufa, uthzc imperviis, mutabilibus,faﬂncx’busque contem-
tis, zternaifta, qua femper & unicuique fint eadem , tantum appes
gat, nilque alind unquam magis innocuum feire perquirat,

Fig.1l Acta Bruditorum, Mensis Junii MDCXCIT p.274.
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Mais Viviani proposait de disposer opportunément quatre fenétres égales
autour de la base circulaire d'un déme hémisphérique de telie sorte qu'en

les enlevant, la surface restante soit quarrable (7).

Dans le premier probléme de son ouvrage Formazione e misura di

tutti i cieli (Formation et mesure de toutes lesvoutes, Fig 2), publié en

mai de la méme année, il donne une nouvelle forme 2 son énigme : "Trou-
ver un hémisphére et découper de sa surface non quarrable une portion

égale au carré du segment donné AB". (8)

Viviani donne ici, sans démonstration, une construction pratique &
I'aide d'un tour et d'une perceuse. Nous allons voir que cette solution, qui
ne sera connue a l'étranger que vers la fin de 1692, se rapproche de celle

de Jacob Bernoulli, Aenigmatis Florentini solutiones varie infinitae

(Une infinité de solutions diverses de 1'énigme florentine)

(7) Ce qui n'est pas pour nous surprendre,"La fenédtre de Viviani" ayant

Y

. 2 ‘ . . . e .
aire 2( W - 2 ) t“, alors que le domaine envisagé par Viviani a pour aire

2 . . . N N
4 17, c'est & dire un multiple entier du carré de rayon de la sphere.

(8) " Trovar una mezza sfera, ed assegnar sulla superficie curva di essa no
quadrabile una porzione, che sia ypuale al quadrato della data retta AB "
(Viviani 1692, p.3).
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. 7 Viviani considére une Sphére dont un diamétre horizontal est - AB
‘AL SERBNISSIHO SERENISSIMO et le centre E, représentée dans Fig- 3 par l'un de ses plus grands cercles
P ACBD qu'il suppose sur un plan vertical. Par une perceuse dont le diamétre
P R E N C E P E P R E N S E E? E de la méche est égal au rayon EA de la sphere, Viviani imagine la percer
DITOSCAN A ETRVERI A perpendiculairement au plan du cercle ACBD en Fet G, milieux des rayons
EA, EB.
FORMAZIONE , E MBPRA FORMATIO, AC DIMENSIO
DrrsTIL i CIELT QEQRVMW.S EORNI@B&
Con ls frastewra , ¢ qadrarers fzze Com clroione , exsoqae teigg.
dex!‘mm.ed’ril:pmdzm gm%o,qmadtmm &q10 ad
sewwe Cicle ammirabile ¢ di partes, novialter s admmabilis
& degli Lmickidelle_, Forms,:rqnem €T W .
Felre regelari degli quis rezularbas Tefedini-
oArebaretss . bus Archreeliomnem. .
. -
Coriefs Lexicl .
ESERCIT.ZDNE MATEMATIC.. EXERCITATIO MATHEMATICA .
DI VINCENTIL VIVIANI
Vizimo Scalsrs dsd Galilbo -~ Vltimi ex Galils Difcipalis
. .
B Bimigainn Somdmion defly O, Enex S, o> s Cordon d. il Bimig Fig 3.

Fe fame Exercitatioses @ mgenis , bec curricula mentis |
Como de Scm&.

Cme tamen me excidant bec rmguarm m axres Homingne,
difespline , eruditionifque expertism ;nulle enim
borum funt , que diffa ad Topulum magis
ridicala videantar ; vec qua apud

Deitas prelera magis smira-
bilis , ac divina .

Pisto in Egill. 2. ad Divoys Sidliz Tyr.

"Quand vous aurez fait ceci -précise Viviani- Je prétends qu
vous aurez rapidement et bien résolu le provigme sur chacun de ces deux

hémisphéres ACB supérieur et ABD inférieur." (9)

(9) 'Cio fatto dico che avete e presto e bene sciolto il problema su ciascuna
di queste mezze palle ACB superiore e ABD infériore." (Viviani 1692, pp
4-5).

Pige2 GoCGrandi, Ceometrica demonstratioc Vivianeorum problematum,p.l7.

Texte et traduction latine du livre de Viviani.
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Le dome quarrable est donc réalisé par Viviani en percant une
sphére moyennant deux cylindres égaux, dont le diametre est égal au 1ayon
de la sphgre. Ces cylindres ont une et une seule génératrice en commun,
passant par le centre E de la sphere. Si l'on considere le plan diamétral de
la sphére, passant par les axes des deux cylindres, qui est évidemment hori-
zontal, la partie de surface sphérique situde au dessus de ce plan et extéri-
-eure aux deux cylindres, est le doéme cherché, ayant une' aire égale auy
carré du diameétre de la sphére. Par sa forme et sa propriété, cette portion
de surface sphérique fut également appelée Voile Quarrable Florentine

(Vela Quadrabile Fiorentina).

N'étant pas entierement satisfait par la construction  proposée
sur une sphére en bois faconnée au tour, Viviani donne également, & la fin

de son exposition, une deuxiéme régle pratique pour l'exécution du déme.

Il part cette fois-ci de deux parallélépipedes égaux en bois (Fig
4) , ayant hauteur et profondeur doubles de la largeur, qu'il perce dans les
centres E et G. Il rabote les faces BR et PS jusqu'd ce que les points F et
H apparaissent. Ensuite il colle les deux plans BR et PS, en réalisant ainsi
un nouveau parallélépipéde, qu'il fagonne au tour, jusqu'a ce qu'il devienne

une sphére de diamétre LN, percée cependant & l'intérieur de ladite facon.

B

n

BP

Fig 4

. .
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Il obtient par la deux modeles de la Voile Quarratle Florentine.
C'est ainsi que Viviani  tient sa parole, qu'il avait donné le 4 avril 1692,
lorsqu'il avait écrit : "La solution de la présente énigme (...} a déjz &té

offerte au sérénissime Ferdinand Grand-duc de Toscane."(10).

Dans !'introduction de ce petit traité Formazione e misura di

tutti i Cieli qui, comme nous l'avons déja dit, ne sera connu & !'étranger
que vers la fin de 1692, l'auteur déclare entre autres avec orgueil qu'il a

été le premier & penser et découvrir une surface de ce genre sur la sphére.

En réalité comme le moine camaldolien Guido Grandi (1671-1742)
leremarquera plus tard, le premier qui indiqua une portion quarrable de
surface sphérique fur Pappus (III-1V sidcle aprds J.Ch.) dans sa Collection Ma-

thématique (Ver Eecke 1933 , livte 1V, prop. 30, pp. 201-206).

Son hélice (11) qui s'étale sur une surface hémisphérique, en
partant du péle pour rejoindre la circonférence de base, aprés avoir dessiné
un tour complet autour de l'axe de 1'hémisph&re, divise, avec l'arc du plus

grand cercle qui en unit les extrémes, la_dite surface en deux parties, dont

l'une a une aire équivalente au carré du diamétre de la sphare.

(10) "Presentis aenigmatis enodatio (...) Serenissimo Ferdinando Magno
Principi Etruriae ... ab eodem Aenigmatista oblata jam est. "

(11) Pappus congoit une hélice tracée sur une sphére de la manigre
suivante : "Soit, dans une sph&re, le cercie le plus grand K A M  décri
autour du point & comme péle ; décrivons, du point , la quatrieme
partie @ NK d'un cercle le plus grand, et que l'arc & NK, mu autour du
point fixe (@ sur la surface et vers le partie A M, s'établisse de nouveau
en place, tandis qu'un point mobile sur cet arc s'avance du point au
point K. Ce pcint céerit donc dans la surface une hélice (& OIK..."

(Ver Eecke 1933 p.202 ; voir aussi D.Lanier, Compte rendu de I'Atelier
"La fenétre de Viviani" déja cité.
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En proposant son Aenigma le 4 avril 1692, V.Viviani avair no—
tamment engagé des analysies de 1'époque & résoudre son probleéme, tout en
s'avouant incapable de comprendre leurs méthodes.

Les résolutions qui parviennent & Florence de toutes parts sont
trés nombreuses, ce que Viviani lui-méme déclare dans ses lettres & diffg-
rents amis. (12). Parmi les premiers et les plus connus mathématicieng
répondant a sa question nous trouvons Leibniz, Jacob Bernoulli, L'Hépital,
Wallis et David Gregory. Leurs résolutions singulidrement différentes entre
elles paraissent également dans les revues scientifiques citées précédemment,
& l'exception de la résolution du Marquis de L'Hépital, dont nous n'avons
par contre aucune trace. Toutefois, nous savons , par ses correspondances,
(13), qu'elle a été envoyée a Florence. Mais les recherches que hous avons
conduites dans les Archives et les diverses Bibliothéques de Florence n'ont
pas permis de la retrouver. Il est trés probable que cette solution du Marquis
de L'Hopital ne fit pas différente de celle de Jacob Bernoulli. Dans une
lettre de Johann Bernoulli & L'Hépital du 22 Juillet 1694, il est écrit
" Vous Lrouverez aussi dans cet extrait fa solution de L£'énigme {Lowen-
Line pan Mr. Viviani, mais efle est & peu prez La méme que celle que je

vous quois donné & Panis." (14)

L'examen des résolutions données est extrémement intéressant,

car il permet de confronter les méthodes et les moeurs des mathématiciens

de la fin du XVII' 2me sidcle, tout en révélant l'intérét qui dominait encore

pour les problemes liés & la quadrature des surfaces circulaires et spheriques,

et,si l'on veut, & la fameuse question de la  quadrature du cercle. (15)

(12) V.Tenca 1953 et Roero 1982.

(13) V.Gerhardt 1849, pp.218-224 et Huygens 1905, p.329, p.346 et 354.
(14)V.Spiess 1955, p.232.

(15) V.Tenca 1952.

ST e s e e

Aussi ces résolutions prouvent-elles la remarquable imagination

des mathémariciens s'appliquant & une construction d'architecture.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) r1ésout 1'Aenigma le 27
mai 1692, le jour méme ol il la recoit, et en envoie au Grand Duc de
Toscane le 28 mai la r1ésolution accompagnée d'une lettre ol il déclare son
admiration pour Galilée aussi bien que pour ses éléves. Quant au probléme,

Leibniz le définit "trés élégant et utile au progrés de la science”. 1l écrit

1Sa solution me donna L'occasdon de Zrnouver non seulement L'aire plane
équivalente de porntions de sunfaces sphériques parn  d'innombrables

moyens, mals également Leun quadrnabillité". (16)

La résolution, avec démonstration, de Leibniz, parait également
au mois de juin 1692 dans les Acta Eruditorium et est scrupuleusement
analysée par Jacob Bernoulli, qui v découvre , entre autres, une faute banale

de calcul qu'il signale & l'auteur. (17)

Leibniz commence par énumérer un certain nombre de découvertes
concernant des vportions de surface de la sphére depuis Archiméde. Il
rappelle le célebre théoréme d'Archiméde qui prouve que la surface de la
sphere est l'équivalent d'un cercle ayant le diameétre double de celui de la
sphere (De la sphére et du cylindre,l prop 33, Mugler 1970 pp.76.78) ainsi
que le théoréme plus général qui donne la surface d'une calotte -sphérique
ou d'une portion de sphre renfermée entre deux paralldles. (De la sphare
et du cylindre,] prop.42 et 43, Mugler 1970 pp. 95.97) Leibniz rappelle par

la suite qu'on venait de trouver l'aire du triangle sphérique r1enfermé par

trois grands cercles.

(16)Aenigma est perelegans,quod mitti curasti, et fructuosum ad augmenta
scientiae ; nam solutio ejus occasionem mihi dedit, innumerabilibus modis
superficiei sphaericaepartes non in plana tantum, sed et in quadrata redigen-
di,... " (Gerhardt 1858, P.270).

(17) Leibniz corrigera sa faute dans les Acta Eruditorum du Janvier 1693
(V.Leibniz 169b, Additio...) D'autres écrits de Leibniz sur ce probléme sont
conservés au Leibniz-Archiv de Hannovre (V.Fig.5).

Ces manuscrits seront publiés dans Roero 1986.
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En partant de ce theoréme, le philisophe et mathématicien
allemand généralise le r1ésultat en trouvant. également 1'aire de triangles
sphériques quelconques, c'est a dire renfermés par trois cercles quelconques.
Toutes ces prémisses lui servent pour parvenir a la solution du probléme
florentin , qu'il interpréte pratiquement sous cette forme : trouver des

portions de surfaces sphériques quarrables .

FE}%BV @d//% . Jf}?g ij 276

[N
i N
{ Ay
; [ o |
! i
¥ [ A T A FY N #7) g
Q
)
¢




Leibniz considére d'abord les petites aires élémentaires renfermées
(Fig 6) entre deux méridiens et deux paralléles en utilisant une généralisation
du théoréme d'Archimede, qui se trouve dans 1'édition des oeuvres d'Archi-
méde de Maurolicus(18), satisraisant & la relation suivante :
aire élémentaire LN : aire élémentaire NR = (HG x ST) : (GQ x TV).
En indiquant les longueurs des segments et des arcs de la fagon suivante
HK = PK = r; PL = a ; sinusversus PL = r(l-cos PL) = x ; sin PL = LS = V.
QH = v et en pensant 2a considérer, par son calcul infinitésimal,
les grandeurs

LM =da; ST = dx ; GH = dv , il trouve que

dv dx
NM =y — et LM =da =1 —
I Yy

d'olt

aire élémentaire LN = LM x NM =dx dv.

De ces petites aires il passe ensuite aux triangles curvilignes,
dont les cotés sont deux méridiens et un paralldle 3

triangle PHNP = PT x GH = sup. Cyl. GHAD = dx.dv = x. dv.

Il considere les triangles curvilignes formés par deux méridiens
et une ligne quelconque sous-tendue {arc de cercle, non nécessairement de
plus grand cercle) et en trouve l'aire équivalente sur la surface du cylindre

circonscrit.

On construit ensuite un cercle et une surface cylindrique qui lui
est perpendiculaire, constituée par tous les sinus du cercle, c'est-a-dire
que pour chaque point B sur la surface AB est toujours perpendiculaire &

BC et AB = BC. (v.Fig 7)

(18) V. Maurolico 1685, p.63

;
;
z
;:
E;
E
i
?

... ... _ . = .

e . s e

- 367 -

11 énonce donc le theoréme , déja connu par d'autres (Roberval,
Huygens), mais sans les citer , affirmant que
surf. cyl. B (B) (C) C = A (A) x rayon du cercle.

De ces propositions préliminaires, Leibniz passe au probleme en
question et démontre la quadrabilité d'une partie de surface sphérique.
1l prouve particulierment que la voile ou lunule sphérique, comme il ['appelle,
PALP,est équivalente au carré du rayon de la sphere, c'est & dire équivalente
au carré LiJ.QK Z  (v.Fig.8).

AKPQ est la quatrieme partie d'un hémispheére.

PALP est la lunule sphérique formée par le quart de cercle PA et par la
ligne ALP qui a été tirée sur la surface sphérique de fagon que, si l'on
conduit par P un méridien quelconque PLS, rencontrant l'équateur en S, on
a FS = PB, c'est 2 dire le sinus de l'arc QS égal au "sinusversus' de l'arc
PL. La surface cylindrique formée par les segments S est ensuite tracée

perpendiculairement au quart de cercle KQA.

Par le théoréme d'Archiméde généralisé et par celui qu'on vient
de rappeler, on a l'équivalence de la voile ou lunule PALP avec la portion

de surface cylindrique ACQA, équivcalente au carré \!JQK § .

Leibniz démontre ce passage pour une portion de voile PlNlLZLP
écuivalente & la surface cylindrique <151“)2W23 , les deux équivalentes, pour
ce qui a été dit,au rectangie 1F21*1M2M. )

Ensuite il intégre, c'est & dire il considere l'ensemble de la

voile, 1'ensemble de la surface cylindrique et le carré tout entier.

Suivent des considérations sur d'autres voiles ou lunules sphériques

qui sont dans un rapport donné avec le carré du rayon de la sphére.
Leibniz passe finalement & la construction du d8me florentin

qu'il voit simplement formé par quatre voiles égales, du type qui a été
<

¢

décrit et par quatre fenétres égales qui se rejoignent toutes en P (Fig




La quatriéme partie d'hémisphére AKPQ est donc tournde trois

fois de 90° jusqu'a constituer i'hémisph2re entier (Fig.9)
P

Fig. ¢

Les quatre voiles ou lunules sphériques ont donc une surface

égale 2 4r2, ou au carré du diameétre de la sphére.

Si nous prenons maintenant A comme pdle et PQ comme portion
d'équateur, on aura -c'est Leibniz qui le dii- un déme avec les mémes
caractéres de surface, mais avec une forme légerement différente, alors
que si l'on prend Q comme péle et PA comme portion d'équateur, on aura
un déme avec un grand trou au sommet et quatre murs au-dessus de la

base.

La solution proposée par le mathématicien et philosophe allemand
n'est pas jusque la trés satisfaisante si l'on demeure fiddle & 1'énoncé de
I'énigme florentine c'est & dire trouver le déme d'un temple hémisphérique
a quatre fenétres égales tel que, en enlevant les fendires, ce qui reste de
la surface soit quarrable. Car méme si au point de vue mathématique le
probleme est parfaitement résolu, on ne peut pas dire qu'au point de vue

de l'architecture la construction de Leibniz soit bien élégante.

Jacob Bernoulli, qui examina soigneusement la contribution de

Leibniz, finit, peut &tre bien pour cette raison, par proposer une autre
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résolution, publide en adut 1692, toujours dans les Acta Eruditorum.
Jacob Bernoulli cependant ne donne pas la démonstration des résolutions
proposées parce qu'il la considere peut-étre trop évidente aprés l'article de
Leibniz. Nous estimons que trés probablement Bernoulli aussi a employé le
caleul infinitésimal pour la résolution de ce probléme. En effet & la fin du
17eme siecle l'analyse infinitgsimale est déja trés développée et Jacob

i i is dé S i it s' 1 istrale.
Bernoulli a plusieurs fois démontré qu'il sait s'en servir de facon magistra

Ceci est aussi confirmé par Christiaan Huygens (1629-1695), dont
nous examinerons les écrits un peu plus loin et par 'auteur du compte-rendu

de la brochure de Viviani Formazione e misura di tutti i cieli, dans les

scta Aruditorum . Cet auteur (19) affirme en effet : "Celul qui proposa KLe

probleme fLorentin que Lelbniz aussi bien que Bennoullfl ont nésolu pan

le caleul Leibnizien dans nos Acta...”

L'assez court exposé de Bernoulli se compose de cing paragraphes
dont le pramier est déja la résolution du probizme. 1l considere ici en effet
le surface d'un quart d'un hémisphere ABCK (v. Fig 10) borné par les
quarts de cercle ABK, ACK, BCK. Les deux pemiers (ABK, ACK) sont

d'abord imaginés verticaux et le troisieme (BCK) herizontal.

PAEIR

o : Fig 10
L'on prend un point quelconque F sur l'arc du plus grand cercle

AB et l'on trace le plus grand cercle F et C. On détache de. ce dernier

un arc FE égal a BF."Le point E - affirme Bemoglli - se trouve sur le

(19) Acta Eruditorum 1694, pp.206=208 «
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contour demandé de la fendtre BEC" (20)

Aussi! par cette construction, le mathématicien suisse fournit-il
une régle pour trouver tous les points du contour de celle qui sera ['une
des quatre fenétres du doéme. 1l continue tout de suite aprés, avec un
parallele intéressant. Si l'on pense au doéme comme & la surface de la
terre, ot C représente le pole, BA l'équateur et BC le premier méridien,
il suffira de prendre tous les points ayant longitude et latitude égales pour

trouver le contour de la fenétre cherchée.

Les quarts de cercles verticaux sont maintenant BCK et ACK,

alors que ABK est horizontal.

Revenons maintenant & la disposition précédente ol A est le pole.
La surface ABECA du quart de dome qui reste en ayant enlevé l'aire BECDB
de la fenétre ''sera l'équivalent du carré du rayon et l'ensemble du dome

du carré du diametre de la sphére'’.

%’;
%
;}
|

Dans les quatre paragraphes qui suivent Bernoulli construit des
ddmes, dont les surfaces sont dans un rapport donné avec le diametre de la
sphere, ou alors 1'équivalent des figures quarrables données (par exemple

des célebres lunules d'Hippocrate).

Jacob Bernoulli revient encore sur ce probléme en 1696, lorsqu'il
répond & la proposition de son frére johan d'essayer la solution de 1'énigme

florentine sur la surface de conoides ou de sphéroides.

e

Dans un article jakobi Bernoulli Complanatio Superficierum Conoidi-

carum et Sphaeroidicarum (Aplanissement de surfaces conoidales et sphéroi-

dales) , publié dans les Acta Eruditorum en octobre 1696, Jacob donne la
résolution du probléme également sur ces solides. Il est ici particulierement
intéressant & notre avis de remarquer la fin de cet article, car Jacob Ber-
noulli revient & sa premiére solution de 1'énigme de 1692 en prouvant qu'elle

s'accorde & celle qui avait été donnée par V.Viviani dans son petit ouvrage.

(20) "...eritque punctum E in quaesito margine fenestrae BEC" (Bernouili
1692, p.370).

GG

Bernoulli déclare en effet (v. Fig 11) :0n fracera dans La base
de £'hémisphire BCDE dont Le centre est F, Le diamétrne BD, deux petits
cercles BHF, FLD, o Les nayons BF et FD sont pris comme diameinres.
Chacun de ces deux cercles sera £a base d'un cylindre drnoit quelconque,

par  Lequel, comme pan une perceude, on imaginera de percen La sphine.

Fig 11

On prendna un point quelconque H  sur La circongérence de
Llun des deux petits cencles BHF, d'ou L'on Linerna HI perpendiculaire
auw plan de La base BHF. Cette droite nrencontrera La surnface de Za
sphéne en I qui sera done L'un des points oi Les sunfaces de La sphire
et du cylindre se nencontrent. J'affiume que ce méme fail se trouve
égakement avee ma construction. SL L'on trace en effef Les segments BH,
HF, FI et L'on tine vers Le bas Le quant de plus grand cercle ventical
AIG, il est évident que dans Les trniangles BHF et FHI, &fant BF = FI,
Le cfté HF en commun et Les angles BHF et FHI  drnoits, seront Egaux
aussi Les cotés BH et HI. Senont done aussi égaux Les arncs BG et GI
dont ces cotis nepnisentent Les sinus. Si L'on suppose done que BCDE
est L'équateun, A Le pdle, BAD Le premien mérnidien, AIG Le mérnidien du
Liew T , La Longitude du point I sena égale & sa Latitude. EX volld ce
que dit exactement nofre construction du premien paragraphe'. (271)

(21) Bernoulli 1696p . 481, Cramer 1744, p.744.
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On pourra remarquer a ce propos qu'une démonstration de la
concordance des résolutions de Jacob Bernoulli et de Viviani avait été - donnée

par Christiaan Huygens en 1692, méme s'il ne publia jamais rien & ce propos.

Huygens, ainsi que plusieurs savants de son temps, s'intéressa au
probleme florentin et en fit des remarques dans ses lettres, surtout en

écrivant au marquis de 1'Hopital.(22)

L'occasion lui avait été donnée par la réception du petit traité

de Viviani Formazione e misura ditutti . cieli en octobre 1692.

De cette époque (27 octobre) datent un certain nombre de ses
'pages manuscrites portant sur ce probléme (23). Huygens y prouve justement
la concordance entre la premiére résolution de Jacob Bernoulli et celle de
Viviani et en donne la démonstration mathématique fondée sur l'équivalence,
dans le quart d'hémisphére, enmtre la surface ~du déme Florentin GFBCK
et celle de Monglet cylindrique KBH (V.Fig 12). Huygens s'amuse encore &

découvrir des propriétés de la courbe qui renferme l'une des fenétres.

[«

Fig 12

(22) Huygens 1905, p.329, p.346, et p.354 .

(23) Huygens 1905, pp. 336-338 .
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L'énigme florentine est regue avec intérét non seulement en

Allemagne, Suisse et Hollande, mais également en Angleterre.

John Wallis (1617-1703) n'en recoit un exemplaire qu'a la fin

aofit 1692 et se met tout de suite au travail, ignorant les résolutions précitées.

Sa démonstration est envoyée i Florence le 2 septembre 1692 et

publiée dans les Philosophical Transactions.

Les considérations du mathématicien anglais sur la forme qui a
été donnée x la rédaction de 1'énigme sont assez curieuses et d'ailleurs
intéressantes au point de vue historique. Wallis saisit immédiatement le lien
existant entre ce probléme de quadrature et celui de-la Gréce ancienne
concernant les lunules d'Hippocrate et avance méme l'hypothése de 1'existen-
ce du temple, lorsqu'il dit : " J'avais cuuque L'onpensall & Sainte Sophie

qui est & Constantinople". (24)

La résolution avec démonstration donnée par Wallis utilise certains
théoremes d'Archimede sur la surface de la sphére et la construction de la
premigre lunule quarrable comme elle nous a été léguée par Simplicius dans

son commentaire & la Physique d'Aristote.

Le programme que Wallis veut ici développer est en effet déja
tracé dans les considérations préliminaires suivantes : " Archiméde démontira
que la surface courbe d'un hémisphére est équivalente a deux plus grands
cercles de la méme sphere (c'est-a-dire a quatre demi-cercles)
et Hippocrate apprit & guarrer une certainc iunuie. Stoi'or enleve de chacune
des quatre parties de certe voire hémisphErique ce qui mangue & la lunule

par rapport a son demi-cercle, ce qui reste sera équivalent au carré inscrit

(24) ..."putaverim ego, S. Sophia (quod est Costantinopoli) Templum hic
insinuatum" (Wallis 1693 p.588).




dans le plus grand cercle de la sphere". (25)

En réalité la résolurion proposée par Wallis consiste tout simple-

ment & découper (Fig 13. et 14) de la surface du quart d'hémisphére ADP

Fig 13 Fig 14

(équivalente du demi-cercle ABD) une portion équivalente du secteur AED
additionnée du quart de cercle DBC. Ce qui reste, que Wallis considere au-
dessus d'un plan parallele 2 celui de la base, sera l'équivalent du triangle
ADC Le dbome imaginé par Wallis est donc une calotte sphérique dont la
surface est l'équivalent du carré inscrit dans le plus grand cercle. Les
quatre fenétres ne seront donc en ce; cas que des portions de surface
sphérique adjacentes entre elles. Dans sa démonstration Wallis rappelle,
entre autres, les résultats qu'il avait déja obtenus dans ses traités De Cyclo-
ide et De Motu.

"Quippe cum Archimedes demonstravit, Curvam He-

(25) ~ misphazrii superficiem qualem duobys Circulis cjusdem

Sperxe maximis, (id eff quarior Semicirculis;) Docu-

irque Hippocrates Chiys Lunulam quadrare guandam :

Si singulis Hemispberici bujuste Fornichs quadrantibes,

tawtundem eximatar, quanto deficit & Semicirculo ea Lu-

amla ; Reliquuin wquabitur Quadrato, guod Circulo Sphe-

ree maximo (el bic inststir Fornix FHemispharicus) in
scribatar! (Wallis 1693, p. 587).
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Pour terminer cette esquisse historique de la fameuse énigme
florentine, nous signalons l'article de David Gregory (1627-1720), Solutio

Problematis Florentini de Testitudine Veliformi Quadrabili ( Solution du

probleme florentin sur le déme quarrable en forme de voile), publié en 1694

dans les Philosophical Transactions. Le propos de l'auteur est de donner

simplement une démonstration mathématique de la comstruction de Viviani,
en s'appuyant sur la généralisation du théoréme d'Archimede relatif aux
surfaces de la sphére et du cylindre circonscrit et sur la méthode des indivi-

sibles.

Cette méthode des indivisibles sera employée par un autre mathé-
maticien dans le méme but : G.Grandi. En 1699 il publie le livie Geometri-

ca Demonstratio Vivianeorum Problematum (Demonstration géométrique

des problémes de Viviani) ol il traite de l'énigme et d'autres problémes

du méme genre en traduissant le texte de Viviani 1692. En particulier il
définit la courbe qui délimite la fenétre de Viviani en utilisant deux mouve-
ments, comme Archim&de 1'avait fait pour sa spirale et Pappus pour l'hélice.
Le point (Fig 15), qui part de I décrit de manidre uniforme l'arc IC et en
méme temps le quart de cercle CEI est rabattu uniformément autour de

1'axe EI sur le quart de cercle AEL

Pig 15
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Grandi affirme & ce sujet qu'il auraitpu démontrer la quadrature
de la portion ASIC de la voile florentine avec la méthode utilisée par Pappus
dans la proposition 30 du livie 1V de sa Collection Mathématique. Maijs
Grandi dit qu'il préfere se servir des autres moyens afin d'offrir au lecteur
d'autres spéculations géométriques. Cette affirmation nous semble tres
Importante parce que Grandi exprime ici, de cette manigre, la signification
fondamentale du probleme de Viviani (d'un point de vue historique) la
comparaison des diverses techniques de démonstration relatives aux problémes
de quadrature (méthode d'exhaustion, méthode des indivisibles et calcul
intégral de Leibniz). C'est aussi le point de vue de Viviani qui le 24 avril
1692, dans la dédicace au Grand Duc de Toscane de son opuscule Formazione
e misura di tutti i cieli, &crit : "

en cela je ne voulais provoquern
personne en duel, car celui-ci me semble toufourns odieux, mais seulement
vodn La multiplicité des diverses voies employées pourn parvenin &
découvrin une méme of belle Vérnitable Géométnie™ (26)

Sans aucun doute, au début, I'Enigme a été lancée comme défi
de la part des mathématiciens italiens envers leurs collégues étrangers qui

étaient beaucoup plus  avancds dans ces recherches mathématiques.

L'examen des divers textes et lettres que nous avons conduit
nous a  en effet montré que pour Leibniz, Huygens, L'Hopital, les Bernoulli
entr'auties cette énigme se ramenait & un probléme élémentaire et ne
présentait pas de difficulté particuliere.

"
(26) ... io non pretesi di provocare in ¢id, né di chiamar, come dir si suole,
alcuno a duello ; il che mi fu sempre odiosissimo, ma sol di vedere Ia
moltiplicita delle vie diverse, per le quali sarebbere tutti pervenuti a scoprire
uno stesso, e cosi bel Vero Geometrico ..." (Viviani 1692 pp.VIL VI .

i Eni fut trés bénéfique.
Par contre, en ltalie, 1'effet de cette énigme

. . icité .
i ins, confondus par la simplici
Guido Grandi et d'autres de ses contemporains,

icacité § des dans la résolution du pro=-
et l'efficacité des nouvelles méthodes employée

Vi : m X0 1 e
5 3 athemath es
bleme de Viviani, commencére a s'interesser aux d'au la

P % éradier les
i i tre mathématique) et a étudier
P ils appelaient cette au
les Alpes (comme

les de
écrits de Leibniz et de ses éleves, les oeuvres de Descartes et cel

i i i i 3 Slai nt
Newton. Le panorama de la mathématique italienne changeait ; délaissant

dométri i i dvoilai vastes
souvent le domaine restreint de la géométrie classique, il dévoilait de

et nouveaux horizons.
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