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Le De Motu est beaucoup plus modeste de proportions, beaucoup
‘plus accessible aussi. I y a grand avantage & lire d'abord l'une de ses
versions' avantde plonger dans les méandres et les raffinements des Principia.
Une premigre orientation est indispensable, un repérage des résultats princi-
paux , des enchainements et des méthodes, permettant ensuite de suivre les
Principia .

Les premiéres pages des Principia ont été trés lues et activement
discutées, notamment par les philsophes. : lois du mouvement, scolie sur
le temps et l'espace absolus. Les débats sur les fondements de la mécanique,
sur la nature de l'espace et du temps, se sont nourris de ce préambule des
Principia. Dans la perspective que nous adoptons ici, ces textes n'occupent
plus une place aussi essentielle. le De Motu , dans ses toutes premires
versicns, ne contient encore ni les fameuses trois lois du mouvement, ni
la mention du temps et de l'espace absolus. Il apporte avant tout le premier
témoignage d'une traduction géométrique de la force centrale. C'est ce qui
nous intéresse au premier chef : comment la force a pu recevoir une expres-
sion géométrique , et comment les mathématiques sont devenues aptes &

traduire la dynamique.

Désormais la dynamique est intégrée au discours mathémathique.
Les formes particulidres pourront évoluer : Newton proposait 1'étude de
configurations géométriques naissantes ou ultimes, alors qu'aprés lui les
Bernoulli ou Euler exprimeront les mémes énoncés dans le langage nouveau
du calcul différentiel. La science du mouvement se trouvera "exposée analy-
tiquement" (selon le titre de la Mechanica d'Euler), mais son noyau essen-

tiel restera identique & ce que Newton proposait dés 1684 dans les manus-

crits De Motu.
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LA RIGUEUR MATHEMATIQUE -

Euler et le ZVilléme siécle

Jean DHOMBRES
(Irem de Nantes)
1. L'enjey de la riguveur.

La présente étude fut préparée en vue de ['Université dété
d'histoire des mathématiques, tenue dans la premiere moitié de Juillet
1986: il s'agissait de mieux cerner ce qu’onvappeile la rigueuwr. A priori ,
le choix de lexposé oral était de partir de texies originaux, et non de
guelques .extraits de texies, et de les commenter au fur et 2 mesure de leur
deroulement, en les serrant au plus prés de leur logique, avec juste
quelques mises en situatiqn historique sur le plan conceptuel. Par une sorte
de démonstration a contrario, les texies retenus provenaient tous d'Euler,
ou furent écrits dans son entourage intellectuel précisément parce que cet
auteur prolifique est souvent considéré par les historiens comme le
prototype du mathématicien de grande qualité qui ne sembarrasse pas
des soucis de la rigueur mathématique . Morris Kline, dans Mathematical
Thought from Ancient to Modern Times {(Oxford University Press,
1972) exprime un sentiment largement partagé (p.466): "/t is fair to say
that in the efghieentfi- century works on infinite series the formal View
dominaied. On the whole , the mathematicians even resented quay
lrmitations, such as the need lo think about convergence. Thetr work
produced useful resulls and they were salisfied with this Dragmatic

saaction” On ajoute souvent , en guise d'explication , que le génie inventif
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joint 2 son sens des choses metiait Eufer de toutes facons dans le bon
chemin.

Dés lors, saul 2 minimiser a tort le réle dEuler, une telle
explication poussée en ses recoins extrémes n'envisage-i-elle pas la
rigueur mathématique comme l'apanage de ticherons peinant a vérifier
laborieusement les idées éclatantes de ceriains génies? " Jhe spirit o
Eulers methods should be clear. He is the grat manipulator and poinied the
way lo thousands of results later establisbed rigorousfy"{opcité, p.453).
Autrement dit , {a rigueur ainsi concue serait une catégorie secondaire dans
le domaine mathématique , au mieuz une exigence réduite 3 fordre
pédagogiéue destinée 2 faciliter tant Papprentissage que la transmission
des informations entre mathématiciens et utilisateurs 3 divers titres des
mathematiques. Mais une telle atiitude contredit toute la tradition par
laguelle les mathématiques sont promues comme le domaine propre ou se
déploie la rigueur . tandis que bien des auteurs philosophigues
sessoufflent (ou nous essouiflent) 3 écrire " more geomeirico ™. § il west
pas mauvais , éventuellement, de contredire une tradition , il convient au
minimum de ne pas se conienter d'arguments rhétoriques a priori , et il
est donc indispensable d'apporter des éiéments de justification .

Mais au fond ce nest pas ceile polémique qui nous intéresse
vraiment et il vaut mieux dire tout de suite que le lecteur ne trouvera pas
dans ce qui va suivre une défense passionnée des méthodes éducatives en
mathématiques suivant Pesprit de Bourbaki ou 2 lopposé une écoute
forcenée des démarches ‘“intuitives', qu'elies soieni qualifiées de

géométriques ou autres. Nom que ces problemes éducatifs ne nous
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concernent pas, ne serait-ce que par la pratique journaliere de
lenseignement des mathématiques , mais parce que nous avons choisi de
faire acte d'historien . A partic des documents traduits du Latin et
éventuellement de notre commentaire , nous entendons laisser au lecteur
le soin de faire jouer son jugement et de prendre parti si besoin était. Mais
notre propos d'historien des maihématiques n'est pas passif , méme § il
faut entendre cette épithéte dans son sens positif, puisque nous tentons ici
de reconstituer les logiques intermes du raisonnement eulérien
Précisément nous voulons mesurer la rigueur des démarches dEuler,
disons plutdt de certaines d'entre elles, 2 faune que lui- méme se donna.
L‘exposé oral nous évitait dentrer dans des considérations
méthodologiques sur {a rigueur. Mais nous ne pouvons guere les éviter en
couchant ici quelques remarques sur le papier , 2 la demande des
organisateurs de Université d'été. Aussi retardons-nous encore un peu

l'intervention d’Euler.

2. Rigueur et architecture des mathématigues.

Une critique de nature épistémologique viendrait tout de suite
bloquer nolre propos en exprimant que NOUS reconstruisons, ou pire que
nous metions de la rigueur a posteriori , 13 o0 il n'y aurait que leffet
dentrainement de la pensée mathématique. Cetle pensée serait comme
portée vers la découverte par la logique impérieuse des objets de l'étude

elle- méme . Cavaillés indique que lhistoire des mathématiques obéit a un
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cheminement quasi obligatoire car les objets 4 exhiber ont une telle
existenice propre que la mise a jour de leurs propriétés est coniraignante.
Cette remarque fine , el qu'il est impossible de tenir pour lhistoire de la
physique ou de la chimie , a quelque chose d'obsédant. Particulierement
lorsque lon veut parler de rigueur. En effet, comment qualifier une
démonstration oy une théorie datée dans le passeé , lorsqu'elle présente 2
nos yeux non pas une faute rédhibitoire mais Poubli , la lacune , ou
Tomission de conditions qu'il suffirait de rajouter pour rendre en rigueur la
démonstration valide , du moins 2 nos veux contemporains? Autrement dit,
I'absence de telle ou telle étape du raisonnement dEuler , ou méme sa
faible acéentuation, ne reléve-t-elle que du travail de mise au point des
successeurs , ce gue daucuns appellent aprées T.Kuhn, [lactivité de "la
science normale” , ou bien signe-t-elle par quelgue prétérition , une
conception de la rigueur 2 un moment donné de l'histoire?

Pour fizer les choses . nous parions ici de la conception selon

faquelle les mathématiques obéissent profondément 3 des soucis

d'architecture, cest-a-dire gue ce n'est pas tel ou tel objet qui est en jeu,

malgre tout son intérét. ni tel ou tel concept . mais bien l'organisation d'un

ieu de relations entre des objets et des concepts. Ce complexe relationnel

est organisé au poini gue. pour nous, la mesure de cetie cohérence des

objets et des concepts enire eux est précisément {'évaluation de |a rigueur
mathématigue . Evidemment , on objectera qu'une théorie peut étre irés
construite, voire un comble de rigueur au sens que nous venons de définir,

et pourtant n'avoir que bien peu de valeur mathématique. Cela est vrai, et

I'on a méme parlé 3 ce propos de "structures molles”" . Voild qui nous
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contraint a préciser que le souci architectural domnt nous souhaitons nous

occuper est celui qui sait aussi prendre en compte les résultats du passé, du
moins la partie d'entre eux relative 2 l'objet étudié, afin de les insérer

dans la construction mise en place . Cest 4 propos de ielles architectures

que nous porterons la guestion de la rigueur, et notre menior sera Euler.

Toutes les mathématiques ne s'¢laborent pas ainsi, mais nous aurions tort.

de croire que seuls les Modernes, 2 partir de Dedekind ou Hilbert repris
par Bourbaki, aient eu une vision densemble dordre architectural.
Commengons par un exemple concret avec la démonstration de la formule

du binéme de Newion.

3. La formule du bindome de Newtom: ['approche différentielie
coniroversée.
Cest dans la Méthode des Fluzions de Newton que l'on trouve

pour la premiére fois la mention et l'utilisation de la formule du bindme

. ) . s . .y o
qui fournit lexpression d'une puissance non entiére de {1 +x),

3 partir
d’une série développée selon les puissances entiéres de la variable zx,
(1+x )0‘=.1 + QX + gmz—_llxzwk

Newton ne donne aucune démonstration de cette formule , mais sen sert
de facon frequente dahs le cours de son ouvrage, par exemple pour deduire
la fluxion d’'une puissanceA quelconque de x. Le livre , composé vers 1671 ,
parut en latin en 1736 (Methodus Fluzionum et Serierum
Infinitarum) mais les principes en furent divulgués par Wallis dans sa

deuxiéme édition latine de I'Algebra(1693). Une traduction francaise de

- 171 -

louvrage de Newton fut donnée par Buffon en 1740. N. Bourbaki , dans ses
Eléments d'Histvire des Mathématiques , décrit fort bien la situation
de la formule dans la recherche mathématique de Newton (nouvelle
édition, 1974, Hermann, p.234):. " C(est en towr cas [ interpolation
effecivée par Wallis des entiers (Qr:_g/ 4 des valeurs non entiéres de m
(plus précisément aur valeurs de (g forme n = p/s avec D enlrer impair,

gui sert de point Jde départ # Newton débutant, lamenant , d'sbord par
s particutier (1-13 72 4 12 séri - . |
fétude du cas particulier (1-r. . & la série du binome, puls de It 3

lintroduction de x (ainsi noté) pour tout 2 réel et 3 fz différentiation de x
au moyen de Iz série du bindme; lout cela sans grand effort pour obrenir
des démonsirations ni méme des définitons rigoureyses de plus

N

naovalion remarquable, cest de fa conpaissance de 13 derivée de ¥ gut/

déduir f 7y pour a ¥ -1 Du reste et bien gull ait été bienidt en
possession de méthodes beavcoup plus générales de développement en
série de puissances, tell es [a méthode dite du polygone de Newton {(pour
fes fonctions algébrigues) et celle de:;' coefficients indéterminés, if revient
malates fois par la suile avec une sorle de prédilection, 3 Iz série du
bindme et 4 ses généralisations.. "

En 1755, Euler présente une démonsiration de cetie formule du
bindme dans ses Imstitutiomes Calculi Differentialis, parus 2
Saini-Pétersbourg , c'est-a-dire dans un livre qui entend établir le calcul
différentiel, sa pratique et ses utilisations. 1l conviendra de juger de la
pertinence 2 ce propos de la phrase de N.Bourbaki (op.cité pp.245-246).

Nous navons 3 nous occuper foi gue des Iravaur qui oal coniribué i
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metire au pomt, approfoadi et consolider les priocipes mémes du calcy/

lafinltésimal, en ce qui concerne les fonctions o uge varizble réelle

De ce pofat de vue, les grands iraités du milieu duy YVIIT ¢ srécle
noflrent que peu de nouveautés Maclavrin en Aggleterre Fuler sur le
conlinent, restent fidéles aux iraditions dont chacun Jeur est 1héritier. It
est vral que le premier sefforce de clarifier guelgue peu les conceptions
newlonlennes landis que fe second , poussant le formalisme letbnizien 3
lertréme, se contente, comme Leibaiz et T; aylor, de faire reposer fe calcul
diférentiel sur un passage 4 la limite fort obscur 3 partr du caleul des
différences, calcul dont if donne du reste un exposeé fort sogns.”

Nous donnons des extraits du traité dEuler en traduction
francaise: on pourra se rapporter, pour des notes complémentaires
volontairement omises ici, 3 mon article: Les Présupposés
dEuler dans l'emploi de la méthode fonctionnelle, Swvences et technigues en
perspective, 1985/1986, vol. X, pp. 191-249. On trouvera aussi dans cet
article les traductions , réalisées avec l'aide de mes collegues JL.Gardies et
R.Violette de la Faculté des Lettres de Nantes , de deux autres articles
dEuler relatifs a ta formule du binéme de Newton. La premiére
démonstration apparait au chapitre IV de la deuxiéme partie( 2%
conversione functionun i serdes), une partie ol Euler décrit’ ce qui est
utdise dy cafeu/[différentiel] en analyse des quantilés finies et aussi ep
théorie des séries” dans les Institutions du calcul différentiel . Ceite
démonstration part de la formule dite de Taylor et naturellement

présuppose la connaissance de la dérivée des puissances
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CAPUT IV

DE CONVERSIONE FUNCTIONUM IN SERIES

70. In capite superiori iam ex parte ostensus est usus, quem expressiones
generales ibi pro differentiis finitis inventae habent in investigatione serierum,
quae valorem cuiusque functionis ipsius # exhibeant. Si enim y fuerit functio
data ipsius @, eius valor, quem induit posito z =0, erit cognitus; hicque si
ponatur = 4, erit, uti invenimus,

zdy ziddy z8d%y wdty -4
— 4z Tisds 12.3d " 1.2.3 4ds ete. -

Y

Hine ergo mon solum habemus seriem plerumque in infinitum excurrentem,
cuius summa aequetur quantitati constanti A4, etiamsi in singulis terminis
nsit quantitas variabilis z, sed etiam ipsam functionem y per seriem expri-
mere poterimus; erit enim

zdy  zzddy diy Aty

Y=A+ T — i Gas T T esds 1.3 5 4da T o

cuius exempla iam aliquot sunt allata.

71. Quo autem haec investigatio latius pateat, ponamus functionem y
abire in z, si loco z ubique scribatur z + w, ita ut z talis sit functio ipsius
% 4 w, qualis y est ipsius =, atque ostendimus [§ 48] fore

ody | o'ddy odddy wdly
=9+ tigas T e s T 125 4da

-+ ete.

Cum igitur huius seriei singull termini per continuam ipsius y differentia-
tionem ponendo ds constans inveniri simulque valor ipsius z per substitu-
tionem & + » in locum ipsius # actu exhiberi queat, hoc modo perpetuo
obtinebitur series valori ipsius z aequalis, quae, si w fuerit quantitas vehe-
menter parva, maxime convergit atque non admodum wultis terminis capiendis
valorem ipsius z proxime verum praebebit. Ex quo huius formulae in negotio
approximationum uberrimus erit usus.

’(70. AU chapitre précédent, nous avons déja en part..
montré l'usage que des expressions générales ici trouvées pour des
différences finies ont dans 1'étude de séries qui fournissent une valev-
pour toute fonction de x. En effet, si v est une fonction donnée de x, la
valeur qu'elle revét une fois posé x = O sera connue; si V'on pose ceTA*"

valeur = A, on aura, comme nous 1'avons trouvé

zdy z*ddy ?dy dty
Y~ 3 Ti5dz2  T.2-3d2 * 1.9.3-4d2

Doenc @ partir de 13, non seutement nous avons une série qui généralemen'

ete. = 4.

se développe a I'infini, et dont 1a somme est égale a une guantité constante

A, quand bien méme ces termes pris isolément contiennent une quantité
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variable x, mais encore nous pourrons exprimer la fonction elie-méme par

une série; on aura en effet

N zdy  zzddy ody  dy
Y= At G s T e sds T Taaade T et

ce dont nous avons déja donné guelques exemples.

71. Mais pour élargir le champ de notre recherche,
admettons que Ta fonction y se transforme en z, si & la place de x on écrit

partout x +o, en sorte que z soit fonction de x +w de 1a méme maniére que

\

y T'est de xX Nous avons montré (548) qu'on aura

ody

de 3d3 Ad&
=y + dz +m Y 0y ot

1-2dz* 1-2«3d15+1-2-3-4da:‘

-+ etc.

Donc, puisqu'on peut obtentr effectivement les différents termes de cette
série par différentiations successives de y pour un méme dx , et qu'on
peut obtenir en méme temps l1a valeur de z en substituant x +3 1a place de
X, de cette maniére on obtiendra toujours une série égale a la valeur de z.
Si w est une quantité extrémement petite, cette série converge trés
rapidement et 11 suffira de prendre un nombre assez réduit de termes pour

gu'etle fournisse une valeur de z trés proche de sa vraie valeur. C'est
pourquoi on fera un usage trés fréquent de cette formule quand on aura

pesoin d'approximations.

72. Donc , pour procéder par ordre en montrant l'usage
remarquable de cette formule, substituons d'abord & la place de v des
fonctions algébriques  de x. Et d'abord ,s0it y = x™. On aura, si 'on met x

+wd la place de x, z = (x +w". Donc, puisqu'on a

dy dd
L e gl J: . e i

i ©aE T 0BT i — 1) — 9,
dy .

%zn(”’*l)(”“@(”—'ﬂ)x‘“‘ otc.,

on obtiendra par substitution de ces valeurs

&+ oy =z"-+ ?Li—z"“lw + 71@—?;1—):0""&)’ + wx""@’ -+ etc.,

1-2 1-2-3
ce qui est 1a fameuse expression de Newton servant a convertir en série la

puissance du bindme (x +«) . Le nombre des termes de cette série est
H

toujours fini, si n est un nombre entier positif
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Ceci fait | qui parail écrit pour les seules puissances entieres, a

valeur au-dela de ces puissances comme nous allons en avoir la
confirmation. Euler déduit d'abord une formule voisine pour le cas de
puissances entiéres négatives, n'utilisant que la démonstration précédente
dans le cas des puissances eniiéres. L'avaniage de la nouvelle formule
réside , comme Buler va le montrer, dans la rapidité de sa convergence en
certains ¢as, ce qui montre combien Euler , méme dans un exposé théorigue
, 85l soucieux des calculs effectifs. Mais, pour le moment il prétend que les
deuz formules donnent le méme résultat dans le cas d'une puissance
entiére négative, ce qui revient 2 attribuer sans prévenir 2 la premiére

formule une validité pour de telles puissances.

"73. A partir de 12, nous pourrons aussi trouver la
progression gui exprime la valeur de la puissance du bindme en passant au
dénominateur  chaque fois que V'exposant de Ta puissance est un nombre

négatif. Posons en effet
— Uz,

@ = —
T+

On aura

i=Gtor=(GH)

et par le fait méme

xn nE"U n(n— Dz nln—1)(n— 2z u’

(x‘}‘“)":zn* 1(z +u) + 12z +uF  1-2-3(@+up -+ etc.
En divisant partout par x2" on aura

o gen . BETU n(a—1a e p(e—1)(n— 2)z- "
(CG+M) X “_1(2:-.+u) 1-2(@+up 1.2_3’5(“3_}_)‘;;3 u =+ @i,

51 nous posons maintenant -n=m, ceci deviendra

@+ ur =g g T mOm ot D2 m(n o+ 1) (- 2)zmus
) + 1z +u) 1-2(z+u)? _?2)3((—;@&%:““ +ete.,

-série qui , chague fois que m est-un nombre entier négatif, consiste enun

nombre fini de termes. Cette série est donc égale a celle que nous avions
d'abord trouvée , 3 la condition d'écrire u et m a la piace dewet n; on

aura en effet

(z+u)m=m,"+mx2“1u+m(m-—1)x”"3u’+m(m—-l)(m-——2)z”"‘3u3

0
12 1.2°3 + et.
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Conscient qu'il est passé du cas entier positif au cas entier négatif

sans preuve pour {a formule 2 proprement du bindme, Euler éprouve le
besoin , inutile en rigueur, de montrer que la nouvelle formule obtenue
peut directement se déduire d'une formule qui lui servit 4 exhiber la
formule de Taylor. Cette derniére formule, pour un lecteur moderne ,
revient 2 écrire la formule de Taylor développant f(0) = f(zx - x) en
fonction des puissances de -x , naturellement sans aucun souci explicité

des problémes de convergence,

i
74. Cette méme série peut aussi se déduire de
I'expression donnée au début du §70. En effet, puisque une fois posé x =0, y
se transforme en A, soit

zdy | zxddy 8 dy dly ote, — A
Y= T Tadr T 23d8 T 125 447 :

enposant y = (x+ a)" on aura A = a" et puisque

dy ddy

o, = — 1+ a
&3 ; -~
c_ﬁz =n(n—1){n—2)(z + a)~* ete.

on obtiendra
(x4 a) — %x(x +ayt 4+ "_(?‘1_:22 (e + af~* — etc. = a”;
la division par a"(x + 2 )" donnera

na""x n(n—1)a~"a*

@t =0 —rrat T ae sy — et

dont on déduit , en remplagant respectivemet x, a et n par u, x et -m, la
- . i
série précédemment trouvée.

Une fois ces choses dites , Euler compare [efficacité des deux
formules, et le fait cette fois dans le cadre des puissances fractionnaires,
alors qu'aucune des deux formules ne fut démontrée sous cette généralité.

! 75. S5t Ton met & la place de m des nombres
fractionnaires | les deux séries se développent a I'infini. Cependant, siu
est une quantité trés petite par rapport a X, ces deux séries convergent
fortement vers la vraie valeur. Si donc s — £ o=0d,0n obtiendra a partir

de la série que nous avions d'abord trouvée

(a'+u)i:—=a“(1+—5~u _&_",(“_T_”).ﬂ_}_‘_‘.(ﬁ_:_’)_(__”_?ﬂ.i‘;_;_ etc,),

@ v-3v  a*” v.2v-3v a®

; tout en gardantp = 1, on aura

=177 -
Tandis que la série que nous avions trouvée ensuite - donnera

v s ulp + ) pp 4+ 2) (e + 2v)u
@+w =a (1+v(alfiu)+v_2,,(a,+u)g+ By Bv@ TP +etc,).

Mais cette seconde série converge davantage que la premiére puisque ses

termes décroissent méme si ona ®>@& auguel cas en revanche la
premiére série diverge.

Stdoncona w=1, »—9 ,Onaura

1u 1-3u* 1-8-54° )

V(a2+u)=a(l+2(az+u)+2'4(a5+u),+2_4>6(a5+u)3+6tc.

De fagon semblable, en mettant & la place de\/—les nombres 3, 4, 5 etc.,

3 1-4u? 1-4.-7¢° )

T 1lu
@F o =0 (L4 gt + sregrrar T T oG e T

5 1 1-5uf 1.5-9u°
@D =0 (4 s eyt o e e o)

5 1u 164 ; 1-6-114°
(@ +u=a <1+ 5l ) + 5 10(a®+uy ' 5-10-15(a® +u)* + etc.)
"

ete.

Résumons : la démonstration de la formule du binéme de Newton,
moyennant la formule de Taylor , est obtenue pour toutes les puissances
pour lesquelles la dérivation a été prouvée. Il est clair que tel est le cas des
puissan&es entiéres positives. Une autre formule voisine est déduite , selon

deux procédeés distincts, pour le cas de toutes les puissances neégatives.

Euler se considére ensuite en droit dexaminer le cas de toutes les
puissances fractionnaires du point de vue du calcut: lorsque la série
converge, il ne fait aucun doute pour lui que la convergence donne le
résultat attendu. Mais remarquons bien que la divergence est diment

signalée.
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On pourrait prétendre qu’ Euler n'aurait examiné dans la formule

du bindéme , du point de vue theorique , que le cas des puissances entieres,

et on pourrait argumenter que dans sa démonstration de la dérivation des

fonctions puissances, seules de telles puissances entieres interviennent.
Cest au chapitre V de la premiére partie des Institutions du calcul
différentiel que la différentielle di® - nzx ™ L d.x est déduite . Comme
Euler le fait en utilisant {a formule du bindme de Newton sur (x + dx)?,
en éliminant ensuite toutes les puissances de d.x supérieures 3 l'unité, et
comme dans celle premiere partie de l'ouvrage didactique dEuler la
formule générale de Newton n'a pas encore été produiie, si l'on veut qu'il
n'y ait pas de cercle vicieux , il faudrait apparemment se restreindre au
seul cas des puissances entiéres puisque la formule du bindme s'établit par
des methodes combinatoires directes dans ce cas la. Une telle
interprétation qui “ sauve le texte " se heurte quand méme au fait que ,
bien vite , Euler donne sans sourciller une application de la dérivation
d'une puissance fractionnaire (c'est au § 153 de la premiére partie) et
quau § 154, il fournit explicitement la dérivation d'une puissance

fractionnaire quelconque sous la forme

By p-v
dx v == v dx.

Dautant que la pétition de principe, si elle se réduisait a4 ce seul point ,
serait facilement réparable grace au théoréme de dérivation des fonctions
de fonctions dont on sait quEuler fait un usage consianti et le considére

méme comme le plus important du calcul. En effet , fa dérivée dune

puissance fractionnaire se déduit de celle des puissance entiéres par la
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3
. . : . ( — )\) - X }L
smlple écriture de passage aux puissances X w =

Mais nous ne pouvons nous en tirer 3 si bon compte, car dan.s ia
preuve figure en plus liniervention de la démonsiration de la formule de
Taylor . Cette formule est évidemment indispensable selon la démarche
suivie. Or , pour obtenir cette formule de Taylor, Euler fait usage déja de la

formule du binome. Cest bien |3 que réside le vice de la démonstration de

1755.

I1y a incohérence dans lordre de l'exposé mathématique, et donc
manque de rigueur au sens gue nous avions défini en commencant, ce qui
est fort géﬁant dans un Traité didactique.

Cette démonstration fautive est d'autant plus embarrassante que
fa formule de Newton joue un grand role dans l'analyse du XVIIIeme siécle.
La pétition de principe de fa preuve différentielle était pourtani connue
depuis longtemps , puisque Castillon Pavait déja épinglée dans un mémoire
a la Royal Society des 1732.

Pour mieux comprendre embarras, il nous faut donc aborder la
preuve de la formule de Taylor elle- méme. Comment Euler procédait-il
dans les [astitutions du calcul différentiel au sujet de cette formule ?
La démonstration est particuliérement instructive , car elle fait 2
proprement partie de ce que Yon pourrait convenir d'appeler la démarche

typique de [' analyse algébrigue .
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4. Le cadre de {'analyse algébrigue

Ce cadre’est /décrit dans I'latroduction 4 I'analyse des infinis,
ouvrage quBuler fit paraitre (en Latin) en 1748, Ce sont les fonctions qui
sont l'objet d'étude par excellence de lanalyse et la définition retenue est
analytique: une fonction est au fond ug procedé de calcul, utilisant les
techniques algebriques aussi bien que les movens "transcendants” fc\mrnis
par le calcul intégral. L'essentiel est qu'une méthode unique existe qui
permette de travailler sur les différents types de fonctions , aussi bien les
algébriques que les transcendantes. Cette méthode , qui conduit aux
développements en série entiére de toutes les fonctions classiques de
l'analyse, fonctions exponentielles, logarithmiques, trigonométriques, aussi

bien que rationnelles, repose sur trois principes . L'un consiste en une

algebre de linfini portant sur les écritures polynomiales. A titre d'exemple,
un polyndme xn+ a. Ixn_l ot a lorsque T'on” prend” la variable x

infinie , est "égal” 3 ' Toute une algébre est ainsi créée. Le deuxiéme
principe consiste 3 traiter les séries entiéres comme des polyndmes |,
cest-a-dire permetire le remplacement des coefficients par un équivalent,
au sens algébrique du premier principe si ces coefficients dependent 2 leyr
tour dune wvariable qui deviendrail “infinie” . Cette procédure
déquivalence n'est malheureusement pas toujours simple , ne serait-ce
que parce nous ne pouvons facilement trouver lequivalent . pour la valeur
infinie de la variable , d'une série infinie donnée. Le troisieme et dernier

principe est encore une utilisation de [infini : on peut obtenir un nombre

réel comme produit dun infiniment grand par un infiniment petit.
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Remarquons que ce principe évite de penser en terme d'approximation des
nombres réels par les nombres rationnels.

Un bon exemple de mise en osuvre de celle procédure est celui de
lobtention du développement de lexponentielle. Dautant meilleur pour
notre propos que c'est la formule du bindéme de Newtion qui sert. En effet |
Euler part {nous simplifions volontairement un peu les notations et
certaines consiantes) de t, quantité infiniment petite, et écrit

el= I+w
ou © est une quantite infiniment petite egalement, proportionnelle 3 t. Il
¢léve 2 une puissance n, gui est aussitdl considérée comme une valeur

infinie de sorte que sa liaison avec t donne un nombre fixé réel x. Cest 4 ce

X N
moment {2 que tout ce qui précéde prend corps. En effet , = (1 +@) . Le

développement suivant la formule du binéme de cette puissance donne
x T k
€= gafk(n) 0.

Le premier principe consisie a remplacer fk\'n) par n?k!, le deuxieme est de

considerer que cetie équivalence passe sous le signe de la sommation et Ie
dernier principe retrouve le lien entre ® et n qui est tel que nw = I,

puisque nous avons choisi l'exponentielle 3 base nepérienne , de sorte que

ex= )X X?k.’

K=o

La juxtaposition de ces trois principes est encore typiquement 2

- foeuvre dans la démonstration de la formule de Taylor que donne Euler et

que nous reprenons sous forme résumée pour gagner de la place { On
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pourra se reporter 2 [loriginal dans les Imstitutions du calcul
différentiel , §44-50 )

En désignant un accroissement dz (pour le moment non précise,
mais qui va bientét étre pris infiniment petit) de {a variable x, Euler écrit (a

dependance fonctionnelle relative 3 une fonction { selon
fix + dx) = (1 +d)f(x),
Il itére cette dépendance n fois de sorte que
flx + ndx) = (1 + d) "f(x)

Intervient alors la formule du binéme pour agir sur lécriture

“opérationnelle” précédente, donnant le développement de (1 +d) !

n % k
(1+d)"= 2 fin)d
¥io K
Mais cette formule ne sera pas employée dans le seul cas d'une valeur

entiére de n: au contraire , Euler va prendre pour n un infiniment grand, en

liaison avec dx de sorte que le produit des deux donne un nombre réel

fixe @. Sous le signe de sommation 3 préecédent, fk(n] est équivalent a n§k!

selon les régles de l'algébre polynomiale des infiniment grands (premier
principe). Le deuxziéme principe consiste 2 estimer que cette équivalence

passe sous le signe 3. Dés lors, Euler dispose de

wlddy w'dy o'dly
+1 za T 1a 3d:z:’+ T23.4dn T

a
=yt == 2 y ete.
Cette fois , il reste a interpreter les quotients de dkf par dxK comme des
quotients différentiels, donc des quantités finies.. Finalement, la formule

de Taylor est obtenye.
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On a volontiers caractérisé la démarche décrite d'Euler en la qua.lifiant de

formaliste. Ce faisanl, une fois encore, Fhistorien critique joue habilement
sur deux registres. D'une part, le registre qui fait référence ) une évolution
bien postérieure des mathématiques, celle des séries formelles en
foccurrence, d'autre part lopposition entre une théorie déductive( formeile
par essencel et le calcul numérique.

La premiére référence est tendancieuse et il suffirait de dire que
cest fe préjugé polynomial qui est exercé, avec l'existence et {'unicité d'une

écriture en série entiére. Cela se constate d'autant mieux qu'Euler obtient a
partir de lécriture e" = (1+3/n)" o0 n est un infiniment grand, la
. X - n .
factorisation de e -e ¥ = l1+11/n)n -{1-1/n}) a partir de laquelie, en
L 2. . .
négligeant les termes en 1/n , il obtient 2 factorisation
d 2 22
21101 -z7am).
n A
Et 1a force polynomiale est telle qu'Buler déduit ainsi de la somme (infinie)

des puissances n-emes desracines de ce "polvnome” , la valeur de

0
El/kzn = a ﬂzn, exprimant ensuite les a a partir de nombres de
¥y

éernoulli Euler poursuit ainsi superbement le fondement de la ihéorie
analytigue d es nombres.

La deuxiéme référence est nettement plus significative. Il v a
divorce apparent entre le calcul explicite des valeurs 2 partir dun
développement en serie et la manipulation des séries. Le calcul numérique
est pourtiant omniprésent chez Euler, avec un souci maniaque de la

précision, par exemple dans le nombre de décimales trainées pour toutes
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les constantes inventoriées: nous [avons noté avec. la. premiére
démonstration de la formule du binéme dans les Institutions du calcul
différentiel. Mais , simulia nément , le constat d'une divergence du
numérique n'entraine aucune remarque dordre théorique. Entendu en ce
sens , il y a formalisme.

Il est tout 2 fait vrai que cest {a volonte "realiste” d'un Lagrange
dans sa Résolution numérigque des équaiions algébriques, dun
Gauss dans son traitement de la série hypergéométrique , qui permettra
un Cauchy d'aboutir 2 la liaison entre le point de vue "analytique” de
lanalyse algebrique et le calcul sur les nombres réels. I{ en sortira une

théorie de la convergence, laquelle devra laisser tomber dans sa

consiructi.on certains pans intéressants de lanalyse algébrigue (analyse
asymptotique pourtant développée considérablement par Laplace dans son
étude du comportement pour des grands indices du module des polyndmes
de Legendre , aussi bien dans le plan complexe que sur {intervalle
[-1, +1]}), pans repris beaucoup plus tard. La-aussi une rigueur est 2
l'oeuvre et si nous ne l'avons pas évoquée, cest faute de place ei surtout
parce quelle nous paraissait mieux connue tant sur le plan des concepts
que sur celui de son évolution historique. Nous reviendrons sur le sysiéme
de l'analyse algébrique au chapitre sur la rigueur comme moteur de la
construction architecturale mathématique.

Auparavant, il est sain de revenir aux textes pour donner les

démonstrations d'Aepinus, d'Euler et de Cauchy.
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5. Deuz exemples de rigueur

La pétition de principe survla ‘déh‘lonstrétion différentielle de ‘h
formule du binéme suscita de nombreuses réactions, beaucoup plus qu'on
e §'y atiendrait si on se contentait de reprendre le point de vue classique
sur le formalisme des mathématiciens du siécle des Lumiéres. Ces réactions
sont décrites dans la thése a paraitre de M.Pensivy (voir un des volumes de
Sciences et Teckniques ea perspective, 1987). Nous retiendrons ici deux
essais de mise en rigueur de la démonstration , parce que ces deux
tentatives ont pour but de respecter Parchitecture de lanalyse algébrique
et donc de fournir une démonstration qui pourrait venir dés les premiers
éléments.

La premiére tentative est dGe 2 Aepinus, un proche dEuler
pendant tout une période berlinoise et comme lindique une courte mention
a Rostock, lorigine de sa démonsiration doit remonter aux années 1732,
celles précisément qui virent la préparation des Institutions du calcul
différentiel . L'essai latin parut en 1763 dans les MNov/ Commentari/
gcademize  sclentiarum  Petropolitanae {8, 1760/61, pp.169-1380,
introduction pp. 27-29). La deuxiéme tentative que nous examinerons est
un travail tout 2 fait remarquable d'Euler, écrit en latin en 1774. 11 s'agit de
la Démonstration du théoréme de Newton sur le développement
des puissances du bindme pour les cas ol les exposanis ne sont
pas des entiers , publice dans les Moy Commentari acadéa’u‘aé

scientiarum Petropolitanae (19, (1774), 1775, pp.103-114).

Euler en 1774, presque vingt ans aprés sa premiére preuve

indique explicitement:
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' Sans doute jadls , javals ensegné une démonsiration tirée de lanalyse
des [nfinis. Mals parce que celte analyse sappuie elle- méme sur poire
théoréme. se reconnals maintenant quil faut la rejeter comme enlache
dune péirtion de principe "

Aepinus est encore plus clair puisquil mentionne lordre
d'exposition de I'Analyse:
" Il nest pas suffisant que les vérités mathématiques, dont la certzfude est
donnée couramment en exemple aur autres disciplines, sofent eremples de
lout risque déquivoque ; Il est neécessaire également que foute obfection
concernanl ces veriles , auxguelles adhérent des esprils exercés 4 1étude et
dotés dune intelligence suffisamment pénétranite sofl complelement
refulée ef que solenr rejelses en parliculier les  subtilités des
Sophistes...Ces critigues concernent surtout le théoréme de Newiton , selon
fequel on tienr generalement pour élabli gue la puissamce du bindme

(F+ y/m est donnée par le développement en série
xM + M m-] y+Mm m-] xm—2y2 +M M-l m-2 m-3
} : 2 [ 2 3

bren que celte égalilé ne sofit pas démontree sauf dans le cas oy lekposant

Y3

m est yn nombre enlier. Or, dans Ies auires cas ou m st soit un nombre
fraclionnaire, soit un nombre irrationnel soit un pombre franscendant sort
meéme un nombre [maginaire, on ést loin de douvter de sa véris Ay
conlralre, une fols ce theoréme acceplé en son sens le plus large on g étably
sur.celte base une Analyse universelle de linfini ... Co nest donc pas sans
rafson que [Auteur sest [1x6 la tiche de construire une démonsiration des
orincipes qui fondent fepsemble de cette Analyse et ce par les seuls

éléments de /'4lgébre commune.

+etc
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5.1 Une démonstration ¢'Aepinus

SOAEDIDUS Consery e encors guelque renom aujourdhul i ne le
dott guere a fes ravaud puremegnl mathematiques - une dizaine de
publicalions on Ul muie 4 un owsrage de 1759 Tentamen theorias
electricitalis ef magnetismi |1 v entay ure premeers en oifrant un
einnte raisnnne de phenumenes  elecirniGues. expose  base
maihe matlgue ment S 8 ACUONS & Jis1ance SO0 NoM redie qussi assoae a
{elecirophore o au condensateur, r
occaswon nediie.

Mathemalicign ripuaire, Aepinus est wutelois au {ain de nules

‘Academie de Berlin dee !735. alors

Deuy ans plus tard en olame
guerre de =enl Ans, Aepmus  Eagne  Sami- Petersboure. jasse de ia
mematite {rancaise Jde Derlin. =t 1 presgue sussitot a Vacademie de sa
nouvelle ville un papier conzacre o iz formule du bmome de Newton 1
sagin du Demonsiratio geperalis theorematis Wewioniani de
binomic ad potenliam indefinitam elevandn. Cest ce travail que
n0us voudrions analyser - parait seulement en 1763 car il suit de pres
les Institutiones calculi differsntialis guBuler {aisail publier 2 Sami -
Petershourg en 1753 1 nen temoigne pas moms dun souct paruculier de
riguenr. Une rigueur gu'on pourrait gualifier dalgebrigue - notre propos

est de peser cet aspect des choses- en toul ¢as une rigueur gui nentend
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pas se lasger entramer par la magie du caleul des infiniment petits

Leboaspri particubier de rigueur est dautanl plus interessant
GUON CONNAN 1S RNy UMSSEnt vers ceile epoyue Aepinus 21 Euler. Par son
aauiic avec e Lz ame dfuler. Johann Albrechi. lui- meme recemment
admis comme membre de |'Académie de Berlin sur proposition  de
Maupertuis Franz Clrich Aepmus. propulse par Euler 4 la meme academle
farsait partie du groupe de jeunes espoirs el de talents moins jeunes. mais

affirmes. gu'aler reunissan familierement dans sa maison de Berlin. Les

autres ont nom Lovis Berirand. qui publiera plus tard un gros manuel
destine a expliquer intwitivement (es mathematiques, johann Gottlob
Lehmann le mineralogisie. Johan Carl Wilcke le specialisie de l'electricite, le

fuiug

e

academicion Stepan Rumovskl. elc. Bt fasant vraisemblement
reference aux Adbendrede de Luther [ui- méme, Aepinus nhesitera pas a
parler de  Tischgesel/schalt podr marquer la variete des sujets
senuligues evogues 4 la wable dEuler. et rendre Tenthousiasme des
parienaires de ces conversaions a bawons rompus, La formule du binome
fit vraisemblablemen: partie des propos echanges, ainsi que la rigueur
necessaire  pour en obienir une  demcnsiration convaincante,

Contenions - nous ici de auelgues traits de la vie mathematique

daepinus. alore que lessentiel de sa carriere scientifique se situe ailleurs.

1quit a Bostock le 13 Decembroi724 ot mourut 2 Dorpat actustlement
Tartu en Estontet le [0 anut 1802, Son grand- pére avait heliénisé son nom
‘Hochy Enseignant les mathématigues 3 Rostock Aepinus publia d'abord

dvers arucles de mathémanques: sur les équations aux dérivées parielles,

tthmes sur lintégration des fonctions ripfimes, syr les

S N WS

S
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et sur les quantites négatives. Il annonga aussi une

preuve nouvelle de fa formule du bmbme de Newtion en [752. 1l avail 618
essentiellement forme en matiématiques par un professeur de [Univérsité
de Iéna, GE Hamberger. Cest au contact de son eleve, le Suédois Wilcke,

guAepinus sintéressa a Pédectricité, domaine qui sera son centre dacuvité
privilégié apres son instalistion a Saint-Pétersbhourg. Le livre d Aepinus
sur félectricite, gui fut influent pendant longiemps, posséde une armaiure
mathematique nettement plus ymporiante gue celle en usage dans les
manuels de phvaigue du ¥V1ilieme sfecle. Mais Aepinue ne reviendrs
quoccasionnellement a des travauy mathématigues et le lexte gque nous
allons étudier, qui ful publie a Saint-Pétersbourg en 1763, représente
plutot la tardive mise au point de travaux cffectués pendant son séjour a
Berlin, notamment dans lenvironnement dBuler. Apres 1767, Aepinus ne
se livra plus a des recherches scientifiques, etant de plus en plus implique
a2 fa Cour. d'abord comme précepteyr du prince impérial, Ie futur tsar Paul.
puis de plus en plus par des [oncuons politiques ou diplomatgques
Limpératrice Catherine 11, sensible 2 la reputaticn dexcellent professeur
de notre héros, lui avait demandé  en 1783 . un projet de réforme du
sysiéme éducatif. comme eille favait fait auprés de Diderot. Des deux
projets. i ne fut gudre tenu compte il faut noter quAepmus insistall sur

les Normalschulen afin de former au préalable des enseignants.

Aepinus part donc . dans son articie . de ce que noUs ecririons

aujoudhivi sous 1a forme :
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iR - n-k
SR Xl = I A imix
| S k
ou g sommalion htend de O Uinfini en & Implicitement il su v
Uuoad semmalon selend e U oa hinlint en K Implicitement, i Suppose

Tunicité de ce dévelnnpement une umicild midispensable pour la bhonne
conduite de la démonstration

La variable 3. apparemment est réelie iandis que m désigne une
variable guelcongue, eventuellement complexs. 1 sagit bien pour chague
enuer posiud ou nul b de dérerminer ces coefficients Ak tm gui sont des
fonctions de m. La dérermuination est obtenue au terme de [érabhissement

Jde relatons fonctionnelles enire les Siftérents coefficients A tm?. relations
&

deduites de certaines identites particulieres saiisfaes par iy~ 11,

survanies. Dune part il v a la double

O
Ia
b4
-
forn
(4]
=
2
&
o
<
=
.
{T.
&+

Leritire |

- - . S om oom
s ey - b~ b= 270y « |

el dautre part. 4V 4ia refelion des puissances
. s i s
boad ty « 11 =Y - ey -

Cette relation 131 grace a unicilé du develonpement 11 induit en effetl

une relation ronctionnelle pour le coefTicien: Al tmu

£ A e - st & drrs A (e
} 1 i

une eguation foncuonnelle valable pour touies les valeurs complezes de

"~

et de ¢ Ay oours des § 9 et 16 Aepinus singenie 3 montrer que cetie

sguation 4}, jointe 2 la condition A 11 < 1 [mplique
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Plus tot. lors des § 3 a X sepinus tient seulement compte de 12} pour
ecrire. grace encore a funicite  de 111 un sveieme nfini dequanons
toncuonteiles plus melangees que Lequation (41, et dont il deduit (par une

recurrence explicitee seulement auy § 202 231 que

1) A dmi= |
R
et
!
(79 Aimi= — A 1meA oam - Atm -k - b
I ki 1 P }

P
p

La forme des coeflicients du bindme est done trouvee. sous |
plus grande generalite envisageable quant auy valeurs de lexposant o [

ne fait auvcun doutez que cest iz methode fonchionnelle gy orente

preuve. cest-d-dire la determination de fonctions 4 priort meonnues - ic

les coefficients - au maven degudlions portani sor ces fonclions, eguations

valables pour toutes les valeurs possibles des variables Le programme est

o

comforme a celur des deux Traités dBuler deja mentionnes

Le programme ne manaue pas ni de coherence . ni dambiton,
mais sa realisation presente des difficuliés serieuses, des entorses a la
riguesr pourtanl dument recherchse et prociamee.  Noug ng lee
SXaminerons  pas  toutes, nous  contentan!  de quelgues  exemples
signilicatfs. Auparavant, i importe de signaler gqu'Aepinus mene
rondement et completement une dilficiie récurrence combinatvire, pour

deduire 'expression des coeflicients Ak imi g partir de A: imi. On est irés




place de donner le texte dJdaepinus dans sa 1otalie. ni lous les
commentaires. AUsst nous en venons aux taches de la de monstralion.
La plus notable est dans la resolution de lequation fonctionnelle

auisfaite par le coefficient A ‘m! de la serie 111 coefficient qu'Aepinus

note avec originalite B pour indiguer la dependance fonctionnelle de B en
m. Il a obtenu

tRT B 4 =B - B

Son vocabulaire st adaple. el renoue avec une tradition des debuis

<

frmctionnels les plus porteurs Aepinus parle de reponse B~ a la variahle s
et comstale gu'une progression arihmetigue de raison s est transformee par
B en une progression, egalement arithmetigue, dont la raison cette fors est
g Hretrouve nawre!lemém amst Laccent des mathematiciens du XVileme
siecle travailiant avec les Ingarithmes et les caraclerisant © ia foncuon
iogarithme est celle qui permet de passer d'une progression geometrique a
une progression arithmetigue tvoir Grégoire de Saint - Vincent et de Sarasa.
mais aussr Napier ou Briggs) De ce premier resultat d'Aepinus. il faut
fauter a la constance Ju rapport de BS a 5. Cest la gque fembrouilie
apparaft Partant de la constance de B s/ns lorsque la seule variable
entiere novarie, pour s fixde. Aepinus veur en déduire celie du rapport Bs/s

pacrapport ala vartable s elle- meme. Cetts faute Chomogénéité ol lon

passe des entters a tous les pombres réels fera maintes fois répétée au
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YVilleme siecle, au géhoire de quelques mathémaliciens . comme

Legendre  gui mit irop d ardeur 3 vouloir prouver laxiome des paralidies

dBuclide a parur des équauons fonctionoelles. Lecreur est crliment en

et lintérdy

infiniment

tournie. Celle - okl on ¢
petit et de {a conlinuite  Fuisque e nombre s peut eire pris aussy perit

guon le destre. os parcourerall tous ies nombres reels wrsque n varie selon

les entiers relandz Aepinus dit explicitement:

£ passant Je fI00n SoRnye. N0 prendrd oUies 08 YRIDUrS roeiios de s

Autrement dit. Zs comnorderant avee lensemble B des reels lorsque s est un

«nttmmp T peutt # Ne sursautons pas trop | lians Iniroductio 1o analysin

infinitocum dEuler. e moteur veritable des infinte - et celui de
lanalvse algebriGue par consequsni- Consizie i edrire Ul reel 1 comme

produit dun infiniment petit par un infiniment grand. Acpinus a
Impresswon vrarsemblablement de ¢inscrire dans le cadre meme de
Pagnalvee algebrigque aver son idenufication des ensembles  Zs et ¥
Malheureusement. ce faisant . it passe du pont de vue poncluel d’Euler gui
est lecriture dun_seul nombre réel x avec n el @ . a cejui de tout nombre
reel . mais a partr dun méme infiniment petit w. Ea allant au- dela de la
représentation dEuler. Aepinus dont seulement avoir limpression den tirer
1ous les fruits (8 fUer 11t

Cette erreur daepinus met, selon nous. en iumiere crue

cherz le matlre,

o

Pambiguité de la méthode fonctionnelle d'Euler. Sans risque

ja formule X - 11 m mx/ni guBuler nole seulement X = n @, OU N esl un
{i = 73 '
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infiniment grand of & un infiniment petit, en présente de grands chez los
disciples car le calcul sur les limites nest pas suffisamment Drécisé.
Lalgébrisation de ce calcui est epncore sommaire. car trop lide au
comportement  aigébrique  des polvndmes, lorsque par exemple on ne
prend que le terme de plus haut degre si la variable devient infinimen
grande,

Un notera effectivement dans le cas present gue le resultat

gu Acpinus cherche a obienir a Joccasion des § 10 et 11 23t facile, sinon
- S o o .
evident. siton st a prinri que B a9 fopction polvnomiale de m. En effet

Je ratsonnement par Domogeneile e validable . si pour un nombre i, on a

n < =
B = ins pour tout enuer relatif o grice au nombre fini de racines d'un

Ty A e o P Eoe v‘. £ [P -
poivnbaie tel que la fonction B on déduit B = AXS pour out réel 1 et

done, comme souhaité, que B est fonction linéaire de x. Mais en fait A

dépend de ¢ Toutefnis. nn consiate gsément légalité A 1nsi = Ais) valable

polr teut entier n. Sidone 2 présente un comportement pelvonomial, ce qui
¢ déduran gy méme comportement supposé de B, la seule solution
possible est bien la constance de . ce qui nous conduil au cas deja réglé, Un
tel ratsonnement  dhomogénéite | poriant sur une lonction analogue 2 fut
effectivement exposé par Legendre dans sa Géomélirie en 1794, mais de
TUROEREY JuLbLsail huen avani.

Mais  Aepinus s presente o3
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pormnomial argument gue fon verra netiement meuy evoque chez Euler. [1
O30 SUSLOUL Yray U Aepinus [ail intervenir avec s, non pas une variable.
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infiniment petit par rapport 4 X.

En tout cas, comme il a constaté que pour x = [, B prend la valeur

1, il deduit JR— pour toute valeur m. Notons bien que le raisonnement
par identification avec un comporiement polynomial n'a pas besoin
dutiliser le passage intermeédiaire, d'ailleurs facile, par un quotient
dentiers (nombres rationnels). Aepinus ne suggére pas un tel passage &t il
n'est pas le seul auteur du XVIileme siecle 2 sauter allégrement des
entiers aux réels, sans lintervention explicite des rationnels, Nous tenons
que le passage possible par les rationnels pouvait apparaitre inutile a ceux
des auteurs soucieuz d'économie. Ce passage m'a de sens que si, comme
Cauchy, I'on dispose 2 la fois d'une vue "opologique” des réels par densité
des rationnels, et d'une régularite, comme la continuité, supposée sur la
fonction inconnue B. Le procédé est bieﬂ plus simple si la "régularité”
presupposee,‘ voire inconsciente, relative 24 wune fonction est un
comportement polynomial. De P(x)/Q(x) = 1, égalité supposée vraie pour
une infiniié de valeurs de 3, par exemple tous les entiers, lorsque P et Q

sont des polynémes, on déduit aussitot l'identité P/Q = 1. Voila un moteur

de démonstration au XVIiiéme siécle. Donnons maintenant les § 10! et 11

d'Aepinus.
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.Extrait du texte d’Aepinus traduit eg francais(§10,11 et 12)

10 - Dong, comme on @ toujours B7*S = 87 + BS o aurs également

BMS - g0 = 55 Cest pourquol, si m croit d'une quantité qvuelconque s, M
augrmentera également, d'une quantité toujours constante, quelie qu'ai’t gté
a vaieur de m. 85 - E7 désigne bien siriun aceroissement qui touche B
GUENG ON AJOUTE 3 T UNe QUANTILE . Mals comme cette différence vaur BS
! Ahparall Que cet accroissement ne depend que Ge s, ef nuliement ge r-
C esr. pauUrquot 11 doit rester le méme, tant aue s garde la méme vai;eur.
quelle que soit 1a variation de r. i J

‘ A l'oppoié, on en déduit facilement que, st m décroit dune
gtJantlte s, B diminuera en conséquence g'une quantité constante
¢galement, et égale 3 RS o
11 -Cest pourguoi, pesant successivement

m=.-3s,~2¢ -5,0, +8, +25, +35, ..

E prencdra les valeurs correspondanteas

.. 7385, -2B57985, 0, +BS, 4285, +385,
. e - S . ) .
u’l donc m est pris dans une: pr ogression arithmétique de raison s, les
rgponses B seront aussi dans une progression de ce genre, de raison BS
C'est pourguoi, quel Gue soit B, m et sa réponse auront un rapport
constant :

w)

i - - i & 3 - - i
e S un infiniment petit, et une progression ... -3s, -2s, s, Q. +5 +2s
. S o) 1 ) » 1 7 1

"5 _pr_olongee de part et d'autre & Vinfini. En passant de facon continue
c‘llc'p( endra toutes les valeurs réelles de m. on peut en déduire que st le
nomore m- a été oris comme réel quelconque, Te rapport de M 3 n sera
ConsTant - ‘ o

0
3

j2 - (est nourquoi on peut toujours remplacer R par Am, le nombre 3
etapt constant, ce qui pour une solution complaie du prot:!éme pei‘mo;
mamtenaqt de récuire 1a recherche 2 1z saule détermination de 7 Mais 1‘

ufrit puisgue ce‘ nombre est constant, de le déterminer dans un seul cas.
Ce cui peut se faire facilement par le calcul suivant. Comme, dans le cas

w
[ ot
%
=y
-+

00 m =1, Tasérie XM+ gMym=T cmym-2 _ . c1,¢,
-
\ 1
aoitaonner  .x+1,onaura B! =1 Pour cette raizon, et puisque BT = am
lad = e ité
% Cac dommera 4 = [ L'égalité BT = ect cenc un fait établi, pour

nimporte quel nombre réel.
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Il est tout 2 fait remarquable qu'Aepinus passe ensuite 2 la
démonstration du cas des valeurs complexes de lexposant m et ne deduise
pas automatiquement BT - pour m complexe , de la méme relation
¢tablie dans le cas réel. Il précise quant au raisonnement qui servit pour le
cas réel: " M nest pas cependant possible de [fappliguer 3 des valeurs
imaginaires comme on pourrai le supposer imprudemment . Ce souci
nest pas commun au XVilléme siécle, loin de la , car on considérait
généralement, en vertu d'une définition formelle et non causale des
fonctions, qu'une identité sur les réels passait telle quelle aux nombres
complexes. Ce passage prendra ultérieurement nom de permanence des
formes, mais au XVIIléme siécle, il tient seulement & une définition
possible des fonctions. Nous y reviendrons en décrivant un texte dEuler
sur les fonctions discontinues. Aepinus est donc en veine de rigueur et son
propos annonce celui de Cauchy, plus de cinquante ans plus tard, une fois
adoptée la définition causale d'une fonction :

"I est vral que pour rester copsiamment fidéfe 4 ces principes [ de
rigueur] je me suis wu foreé dadmetire plusieurs propositions qus
paraitront peut-elre un peu dures au premier abord. Par exemple, jénonce
.. dans le chapiire [X que, s/ des constantes ou des variables comprises
dans une foaction , aprés avoir é1é supposées réelles, deviennent
Imaginaires, [a relation 3 [aide de faguelle /a foncrion se rouvait exprimee,
ne peul éue conservee dans fle calcul quen verty dune convenlion
nouvelle propre 4 fixer le sens de cette poratfon dans /a2 derniére

£VpoLhése .
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La naiveté analytique

Un

Aepinus part , pour un nombre m quelconque, de la série
(9) (x+ 1T =Axm+me+me_2+Dxm'3+

Certes , il est le seul au XVIIléme siécle 3 ne pas écrire plutdt une série

entiére en 1/x

(10) @+ D200 0™ 2 3% A 4 Brp + 0/n% e )

Apparait alors {étonnant { au sens fort compte -tenu des habitudes de

I'époque) besoin de fustifier I'écriture (9), car Aepinus accepte fobjection

selon faquelle rien ne prouve a priori ['existence d'un tel développement

pour toute valeur de m. | contourne toutefois la difficulté par ‘un

argument qui est intéresssant .

S était impossible ep effet gue (r+ 12 soir g veloppé en une série de

cetie forme fes calculs effectués pour chercher une solutron conduiraient 3

une (mpossibilire” (§3)

Ainsi toute I'affaire pour Aepinus se réduit donc seulement & montrer que

le calcu! effectif deg coefficients A, B, .., est possible | 1! introduit méme

lidée , un peu biscornue, selon laquelle le critére de réussite serait de ne

pas tomber au bout du comte sur un coefficient explicitement imaginaire.

Cette remarque indique peut-étre que X désigne une variable réelle dans

(9), mais comme m est a priori complexe, on voit mal o serait [a géne dans

fobtention d'une valeur imaginaire. Le mot " imaginaire" est

vraisemblalement pris ici dans le sens premier , non mathématiseé de

quantité impossible qui invaliderait le calcul,

défaut de la démonstration d'Aepinus est dordre architectural.
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Mais l'essentiel est dans le credo "positiviste” : un calcul, s'il est
possible de l'achever , permetl & lui seul d'affirmer lexistence de l'objet sur
lequel porte le c;ﬂcul. L'unicité de l'objet calculé se déduirait de méme de
funicité du résultat calculé. Ce credo dlexistence , et d'unicité, est porté par

le programme de la méthode fonctionnelle. Cette méthode est entendueen

ordinaire . On pose en fonction inconnue ce que 1'on cherche ; on établit les

" équations que cette fonction satisfait . Leur possible résolution

affirmerait 1'existence de ce qui est cherché . On oublie malheureusement
la verification que ce qui vient d'étre trouvé convient exactement au
probleme posé . Certes , on saisit que T'objection logique & cette démarche
parait inutile si , & chaque-étape , on a pris se¢in de vérifier que 1'on
procede par éguivalences logigues , allant d'équations en équations puis aux
solutions , sans rien ajouter ou perdre . Quire gue nous verrons que ces
équivalences sont rien moins quassurées dans la pratique , i} faut de
toutes facons d'abord mentrer la validité de la mise en équation initiale .
On ne peut donc pas éviter le probléme du sens & donner a priori & une
expression comme (3 quand bien méme un " calcul" permettrait de

déterminer ia valeur des coefficients Ay AEDINUS écarte la difficulte et

superpose a son calcul I'hypothése implicite de 1'unicité du développement
(9), unicité indispensable & sa démarche.

11 nous semble que la "foi" dAepinus en ce credo du calcul
fonctionnel-roi est.largement partagee en son siécle et qu'elle signe une
c.a'tégorie de rigueur , & laquelle i1 serait vain de demander plus . Mais
garréter a ce constat serait manguer un aspect essentiel . De fait | la
sedle mesure que T'on puisse prendre d'un auteur & Vautre | au sujet de la
rigueur du XVIIE™E siecle , est dans la hardiesse de Ja geénéralité avec
Taguelle ce principe "positiviste” est utilisé .

Aepinus a la natvete de lui donner une extension générale , d'en faire

g moteur de V'analyse |, démarche ou Von pase au départ ce qui est cherché.
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5.1 Une démonstiration d'Aepinus

3i Aepinus conserve encore quelque renom aujourd’hui, il ne le
doit guere a ses travaux purement mathématiques -une dizaine de
publications en tout- mais a un ouvrage de 1759, Tenlamen theorize
electricitatis el magpetismi. Il v tentait une premiére en offrant un
expose ralsonne  de phenomenes  éleciriques, exposé  base
mathematiquement sur les actions a distance. Son nom resie aussi associé a
Iélectrophore et au condensateur. Or le cas d’Aepinus nous offre une belle
occasion inedite.

Mathématicien ripuaire, Aepinus est toutefois au fait de toutes
les questions débattues, puisquil esi membre ordinaire dans la classe de
mathémau‘que‘s et dastronomie de I'Académie de Berlin dés 1755, alors
quil vient juste d'atieindre la trentaine. Deux ans plus tard, en pleine
guerre de Sept Ans, Aepinus gagne Saint-Pétersbourg, lassé de la
mentalité "francaise” de Berlin, et it presque aussitét a I'Acadéemie de sa
nouvelle ville un papier consacre i la formule du bindéme de Newton. Il
sagit du Demonstiratio generalis theorematis Newioniani de
binomio ad potentiam indefinitam elevando. Cest ce travail que
nous voudrions analyser -il parait seulement en 1763~ car §'il suit de pres
les Institutiones calculi differentialis quBuler { aisait publier a Saint-
Pétersbourg en 1755, il n'en iémoigne pas moins d'un souci particulier de
rigueur. Une rigueur gu'on pourrait qualifier d'algébrique -notre propos

est de peser cet aspect des choses- en tout cas une rigueur gui n'entend
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Ty @ ine voye aux Mathémaliques pour enquérir et rechercher 13 vérits

laquelie est dite avoir esté premiérement trowvée par Platon, ef par Théon
aopelée Analyse et dicelles définie TASSumption du réquis comme
CONCETE , par /s conséguences au vray concdds” comme dit Viete dans
I'Introduction en V'art analytic (traduit par Vaulézard) . Aepinus est
oublieux de Ja précautionneuse remarque de Pappus au livre Vill de la
Collection Mathémat igue

Enefret . supposant | dans 7 analvse, gue la chose cherchée est obtenie ,

o1 CONSITEre ce qui girive g cetle chose et e dant elle est precegse

JUSQUE Ce que , LEVENant SUr 565 pas , on aboulisse & une chose vE)s conmue
QU QUi rentre gans lordre ggs principes et l'on nomme cette voie 7 anaivse
en {ant guelie constitue un renversement de la solution

Sur te plan épistémologique , il est essentiel de rappeler que la
démarche analytique , justement pronée par Viete , ne fait jouer en
pratigue , par la mise en équation ; que le domaine qualifié plus tard
d"algebre commune” . Ce vocable désigne tout ce qui concerne 1a
manipulation et la theorie des équatl’obns polynomiales . Or un tel domaine .
plus ou moins bien mattrise car il Tait nécessairement entrer les nombres
complexes , est quand méme nettement déhimité . Et comme 1'on ne doute
pas que tout polyndme ait au moins une racine , au moins complexe , comme
T'énongait birard des 1629 |, les considérations d'existence pour une
solution & un probleme sont occultees par ia seule démonstration d'un
calcul effectivement possible .

Avec Textension de 1a methode fonctionnelle | qui de la
détermination d'une inconnue par des équations polynomiales , passe a la
caracrérisation de fonctions par des équations fonctionnelles | le cadre
algebrigue éclate complétement . Et Jes precautions relatives a I'existence
des objets posés devraient intervenir a nouveau . Aepinus n'y prend pas
garde . Pas plus quil ne prend garde 2 I'hypothese dunicité dy

developpement | qui est indispensable pour pouvoir écrire les équations

fonctionneHtes sur tesquelles reposent ia solution du probiéme posé,
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Comparons donc cette démonstration d'Aepinus 2 celle présentée

par Euler en 1774 sur le méme sujet du théordme du bindme de Newion.
Nous expliquerons dabord le contenu mathématique du travail dEuler
avani de fournir la traduction du texte complet. Nous ne donnerons un

commentaire que sur un point particulier , et le ferons juste avant de

décrire 1a méthode suivie par Cauchy pour ce méme théoréme du binfme

de Newton.

La démonsiration phare d'Buler

Cetie démonstration est typiquement fonctionnelle et analytique . Euler

part ( avec d’autres notations) de la série entiére cherchée

o

) Fin.x) = X a(n-1)..(n-k+ 17kl ] 55
Il prouve- cest 12 quil v a une difficulté en bonne rigue-ur~ léquation
fonctionnelle satisfaite par F pour toutes les valeurs réelles m et n, et
toutes les valeurs x

2] Fin+m, ¥ = Finx) Fimx).

Il constate par ailleurs que pour toutes les valeurs entiéres positives de n

Q3) Flnx) = (1 +x)"

Par suite si a = p/q, ou p et q sont des nombres entiers positifs, Euler

deduit F(p,x) = Flgp/q, x) - (I-‘(p/q,x)),q tandis que F(p.x) = (1+x)° Dou
@ Fip/q, ) = (1+3)P/4.
. Fey )= (aay”
Euler deduit le cas d'un exposant fractionnaire negatif | grace une fois de

plus 4 l'équation fonctionelle satisfaite par F. II conclut donc a la validité de

la formule du bindme pour tous les exposanis fractionnaires.
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b DEMONSTRATION DU  THEOREME  DE NEWTON SUR LE
DEVELOPPEMENT DES PUISSANCES DU BINOME POUR LES CAS 0U
LES EXPOSANTS NE SONT PAS DES ENTIERS

(Exposé n 465 de 1'index ENESTROMIEN : Novi Commentarii Academiae
scientiarum Petropolitanae 19 (1774), 1775, p 103111 Résumé, méme

référence , p 17-19 )

RESUME

Le théereme du bindme, qui donne le développemént de 1a quantité (a+b)Yconstitue 1a base de
i toute TAnalyss sublime st, pour cetle raison, & dautant plus de prix gus sa vérité est
’ démontrée sotidement pour toute valeur, quelle qu'aiie soit, de 1'exposant. Mais Ta maniére dont
le grand NEWTON a 6t6 conduit 4 ce théoréme, 1'a selement rendu gvident pour un exposant n
entier. Par conséquent , la validité de ce méme théoréme reste-douteuse pour un exposant
fractionnairé, négatif ou méme irrationnel . On trouve, en effet, des cas de ce genre, ol une
formule quelconque est vraie toutes les fois que I'exposant n est supposé étre un entier positif,
mais qui §'écarte beaucoup de la vérite, si on prend pour n un nombre fractionnaire .Fait dont
'lustre EULER a fourni, icf , un exemple notable. Exeminant donc cet inconvénient, i1 avait
jadis donné - une démonstration de ce théoréme tirée do I'Analyse infinitésimale . Mais il
reconnalt maintenant que cette démonstration n'est pas totalement exempie du défaut de Ja
pétitien de principe, puisque que I'Analyse infinitésimale elle-méme s'appuie sur Te théoréme
du bindme , Et, gquoigue cette démonstration puisse étre raffinée au plus haut point, méme en
partant de T'Analyse infinitésimale , de telle sorte que sa vérité soit postulée seulement pour le

seul cas d'un exposant n entier, cependant on ne peut pas nier qu'une démonstration tirée des
purs principes de TAnalyse des quantités finies ne doive ire préférée . L'illustre membre de
notre Académie AEPINUS - a donné une démonstration ds ce gerire au tome YU des Nouveaux
Commentaires de Saint- Pétersbourg , démonstration & laquelle on. ne peut presque rien
reprocher, sice n'est peut-8tre que , pour obtenir les valeurs des coefficients pour lasérie, &

laquelle {1+x)" est supposé égale, on ne doive beaucoup faire appe! & I'induction .
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ict proposée par 1'{llusire Euler, elle proctde de telle maniere
qu'elle ne demande pas tant comment I quantité (1+x )N doit atre développée , mais plutdt
quelle peut bien étre Ja valeur de 1a série

Quant & la démonstration

Ltng 420U nn=—nn—y T o,
Serig que 'on sait 8tre égale a ( 1 +X)", dans e cas de I'entier n. Mais , engénéral, Villustre
auteur juge qu'il faut indiquer 1a valeur de cette série par le signe [n] . Supposons maintenant
| Que deux signes de cette espéce [m ] et [n T'aient un produit gui soit représents par la série
1+ dz+ Ba¥ 4 Oz stc,,
i1 est évident que les coe.‘ﬁcients A, B, C, etc sont détermmés par les lettres m et n et i1 est
patent que la maniére par laquelle se fait 1a détermination ne dépend pas de la nature des lettres
m et net, par conséquent reste la méme , que I'on suppose m et n entiers ou fractionnaires,
Mais sim et n sont des entiers, on 4 de toute fagon
[ml[r] = (4 + 2"+ = | + m],
et en généralisant , de méme

[l = [m + 0], [wl(n][p]=[m+ 5 +p] o (n)f = [in].

De 13, on déduit que [n] = [in]} /1 » Ce qui fait connaftre la vérité dy théoréme pour le cas
d'un rombre Tractionnaire, en choisissant i de tellesorte ave in donne un nembre entier, £n
effat
(in] = (1 + x)in
d'ou
:
[in]f = 1+ z) = [w].

S$1 n représente un nombre négatif , soitn=-m, alors 4 cause de

(71 [n) = [m + 2] = [m — m] = [0] = 1,
il vient‘

{n]=ﬁa=ﬁﬁ=(1+x)-m=(1+x)".

1. Le théoréme que 'on habitude de reorésenter ains;

2

(a—?-b)“:a"—{—%a"“b -+ %-"_1a""b’—}-f--——”“l.”;i’a"‘sb’-{— ete.. -

constftue la base de toute I'Anaiyse subtime dans 1a mesure ou il est
cense s'étendre de 1a manigre 1a Plus large et embrasser sous Fexposant n
absoiument tous les nombres oossibles . C'est pourquoi sa vérité doit
nécessairement étre démontrée tres solidement . Mais 1a manigre dont on

est parvenu 3 ce théoréme . €N multiptiant habituellement 1a quantité
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(a+b) un certain nombre de fois par elle-méme, est telle que des nombres
différents de nombres entiers positifs ne conviennent pas pour V'exposant
n. En effet, les autres puissances ne peuvent provenir d'une multiplication
repétée de la quantité (a+b), & l'exception de celles dont les exposants
indiguent un nombre de facteurs qui ne peut pas du tout ne pas étre un
nombre entier. Cependant , dans le méme temps , presque personne n'a
douté que, si cette formule était vraie pour tous les entiers mis 4 la
place de n, cette méme formule devait aussi &tre vraie pour tous les
nombres sans exception , soit fractionnaires, soit méme irrationnels . Et,
bien que cette conclusion s'applique dans ce cas, sa justesse provient
d'autres raisons, puisque des cas peuvent se présenter ol une formule
quetcongue est trouvée-vraie chague fois que l'exposant n est un entier
positif, mais ne peut nullement 8tre employée lorsqu'on attribue &
Vexposant des valeurs fractionnaires .

2. Pour Mustrer ceci dun exemple, au'on se donne 1a série suivante

dont 1a valeur, chaqgue fois que T'exposant n est un entier positif, est
toujours trouvee égale‘a Pexposant n, sans que, pour autant, on puisse
ticitement en conclure que cette égalité subsiste si 1'on choisit d'autres
nombres pour n . )

(1—e)(1—a"Y +.(1 —a)(1—a"(1—a""%)

i:l; + 1—a% 1—at '
4 (=) (—a)a—a"H(E =07 | oo
=+ g v 1—at

Cette méme propriété est valable quand on prend n = 0. Alors, en effet,

avec al = | , 1e premier terme s'annule immediatement , 8N méme temps

’ ‘que tous les suivants , puisque ils ont 1-a" = O en facteur. De telle sorte

Que dans ce cas notre série devient = 0, c'est-a dire égale & I'exposant lui

méme n=0.Mais si 'onprend n = 1, le premier terme devient

l—a .
== ]
1—a ’

, tandis que le deuxieme terme s'annule en méme temps que les termes

suivants grace 3 -t = 0, de telle sorte que dans ce cas la série

)
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devient =1 . Considérons en outre |

terme devient

1—~a®
d—-a

=1 aqa,

alors que le deuxiéme terme donre

(—a)1—aq)
T =1-—a,

tandis que le troisieme ainsi que les suivants s'annu
- ~ o2 . ;
facteur |-z = 0. La somme de notre série sera donc

€gale an. Prenons encore  n =3 de sorte que le premier terme donnera

. 1—a?
]:-—,a

w'i—{-a-{—a”,

h

et e second donnera

(1—2a% (1 —gt
) e

et le troisigrme

(1 ~a%(1~a%) (1 —, -
_ﬁ_.}_(l._:zs.(ﬁa_) =1—ga-.ggp + a’)

Quant au guatrieme terme et tous les suivants, ils s'annulent puisqu'il

contiennent le facteur 1-a""3J = 0. Donc notre série .danslecasolin=3

aboutit
nombre entier mis & la place de N, notre série deviendra €gale a ce méme

nombre, Mais n'importe qui - ‘cormnprendra facilement que , Si T'on prenait

n=1/2, cette série serait treg différente de la valeur 1/2

3. Ainsi donc puisque 1'on peut affirmer que 1a formule

1—gr .1_ 2 (1 — gA—1 g P g1
n=:2.+-(-.%(_la+)_+(1 “)4(1‘;‘:‘1’)(1*“ )-{-etc‘

est toujours vraje lorsque n est un entier positif, mais que cette égalité

nest pas valable pour les autres nombres, on pourra de méme douter a bon

droft que notre théoreme

(a-f—b)"—%a‘—}—la"“b ! n n—4 # n—1 =2
| 1 Tt bg“*’T'T'LB““f—Bb’_}'etc"

'

€Cas n =2, pour lequel le premier

lent, & cause du

=2, cest adire

< 2 i )
J . De la méme maniere, on peut montrer que guel que soit le
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soit conforme a la verité de 1a maniére la plus générale, méme 51 nous
sommes certains de son exactitude dans tous les cas ol n est un entier
positif . C'est pourquol i1 est d'autant plus nécessaire de toute fagon que
cette vérite solt appuyée sur une démonstration rigoureuse . Sans doute
jadis  javais enseigné une démonstration tirée - de l'analyse
infinitésimale. Mais, parce que cette Analyse s'appuie elle-méme sur
notre théoréme, je reconnais maintenant quil faut la rejeter comme
entachée d'une pétition de principe . Notre illustre collgue AEPINUS &
donné une demonstration vierge de ce défaut au tome VIl des Nouveaux
Commientaires , O, prenant & la place de la formule (x+1)N 1a série
générale ‘
A+ Bx e M2 e et

il a obtenu par une méthode fort ingénieuse les valeurs d'un certain
nombre des coefficients A, B, C, etc . De leur concordance avec 1a série de
NEWTON , sans doute aucun , {1 & pu conclure justement que tous (l'es
autres coefficients seralent aussi conforme & cette régle. |11 faut bien
voir que cette belle démonstration s'appuie beaucoup sur Vinduction.
Dautre part, 11 convient de noter que le second coefficient B n'est pas
déterminé par cette méthode, mais le devient grace & d'autres conditions
qui sont fort absconses et obscures . C'est pourquoi je pense que ma
demonstration sera d'autant mieux accueillie par les géometres quelle
nest en rien tributaire de 1'induction .

4, Avant tout, puisqu'on a

a+t+b=a (1 + %),

on aura auss? .
@ty =a (14 2)

et ainsi toute I'affaire repose sur le développement de cette puissance
b\n
(+2),
51 Ton pose, d'autre part b/a=x , elle devient (1 +x)¥ et nous savons

s

O . .
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que chague fois que V'exposant n est un nombre entier positir , cette

expression est égale a la série

", B el B n—1 5—g R—1 pe3 n-3
1+Tx+T.~Tx”+ ~~~~~ ’+—- = -"3 -~——-’ 24 ete.
Mais si n n'était pas un entier Positif, regardons la valeur de cette série
comme inconnue et, pour 1a remplacer Servons-nous du signe [n] de telle
sorte que nous ayons alors en genéral '

[n]-l+‘:c+ ——— z'+etc

Sur cette formule, nous n'en savons mamtenam pas plus que ceci : lorsque
N est un entier pOSitif, on a
[nJ= (140",

Quant aux autres cas, quelles peuvent &tre les valeurs qui conviennent ay

signe [n] ? C'est ce que nous allons chercher et , finalement. ] deviendra
évident quen general également , on aura [r] = (1+><)n Du méme coup
nOUS réaliserons complatement notre dessin.

5. Pour mener cette recherche, multlphom deux séries de ce genre ,ou
deux signes de ce genre [n] et [m] » de facon & obtenir une série égale au
produit [nlm], série dont i est évident  que 1a forme sera exprimée

par

1+ ds 4 By + 02' - D2t - By + ete,

Carerent  comment Jes coeffici

Abb.60 . ' ’
Altersbildnis Leonhard Eulers. Stich von S.G. Kiit(t)ner nach dem Olportrait von J i
Darbes (1778).

Leonhard EULER  1707-1783
Beitrdge zu Leben und Werk
Birkhduser Verlag 1983 p. 488
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(ml=(+a) et [a]=(1+ 2,

et par suite, le produit de ces formules donnera
[m] - [#] = (1 + z)m+n,

puissance qui se développe en cette série

1+m—f"'-v+mj"-m"L;—lx’-l-%ﬁ'———-ﬁm*-;“l?"“——w:“%"}-gtc.

Si donc nous considérons maintenant les lettres m et n en général, i}
conviendra d'indiquer cette série par le signe sufvant [m+n] . D'ou nous
éppr-enons quexiste toujours cette vérité essentielle

[m].[h]= fen],
quels que solent les nombres guon mette alaplace de ces lettres.

"a. Comme ce couple de formules [m] et [n] par multiplication de I'une
par Yautre donne une formule simple de méme nature , de méme plusieurs
formules de ce genre , multipliée mutuellement Jreviennent a une formule

simple . Nous aurons précisément les réductions suivantes

tm] - [n] = [m + ],

] [n] - [p] =[m +n + p), ‘

(] [n] - (2] [g] = [m 42 + p + g] ‘
otc.;

De 1a, si tous ces nombres m, n, p, g, etc sont pris égaux entre eux -
exactement égaux @ n - nous obtiendrons les simplifications des
puissances suivantes

I} =[2m], [m)* = (3m), [(m]*=T[dm] ete.
D'ou 11 viendra en général lorsque a désigrie un nombre entier quelcongue

&
[m] =[am].

9. Posons & V'avance que |a lettre | désigne un entier positif quelcongue

et prenons en premier 2m = i pour avoir m = i/2. La premiére des
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derniéres formules donnera

[z]-0,
mais comme i est un entier , on aura
[i1=(1+x)]
(cf §4) et ainsi .
[F]=a+=
D'ou, en extrayant ia racine carrée , 11 vient

[z]-a+ah

Nous somrmes enfin arrivés maintenant & ce que le théoreme de NEWTON
soit également vrai dans les cas ol I'exposant n est une fraction du type
i/2.
10. De la méme fagon, si nous pesons 3 = 1, pour aveir m = i/3, la
seconde des formules ci dessus devient
[El=t=a+a.
SiTonen extrait 1a racine, on trouve
[5]-0+a.
Ainsi notre théoréme est encore vrai torsque T'exposant n est une fraction
du type /3 . D'une facon générale, i1 sera donc évident que
| [E]-a+at -
En sorte que , maintenant, i1 a été gemantré que notre théoréme est vrai
si' une fraction quelcongue i/a est mise 4 1a place de V'exposant n La

Vérité est maintenant établie pour tous les nomhres positifs mis 3 la

place de T'exposant n

T 1 n'y a plus qua démontrer aussi cette vérité pour les cas ol
'exposant n est un nombre négatif. A cette fin , nous appellerons 2 la
rescousse ce qui a été prouvé

mlin} = [m+n],
ol m désigne un nombre positif, soit entier , Soit fractionnaire , en sorte
que Y'on ait , comme nous I'avons montré 4 J'instant

(m) = (1 +3)M,
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posons matntenant n= -1, de sorte gue m o+ n =0 et par conséquent
ol=+x9=1.
En Taisant cette substitution, la formule ci-dessus donnera
(+a)y-[—m =1, '
J0U NOUS CONCiuths

[_7n]=ﬁ}v-_;(1+x)’“ .

\

Alnsi. la vérité du théordme de Newton est aussi établie dans le cas ou
Fexposant n est un nombre négatif quelcongue. Qui plus est, ce théoreme

230 confirmé par les preuves vraiment les plus solides.

6 Démonsiration de Cauchy

En [82], Cauchv publie son Cours d'analyse, du moins la
premiére partie intitulée Amnalyse algébrigue. Cette rédaction est
tardive par rapport au cours effectué a I'Ecole poytechnique, car quelques
témoignages (notamment des notes d'un éléve fameux, Auguste Comte |
notes qui demanderaient a eétre précisées) semblent prouver que
farchitecture du cours était a peu prés établie dés les premiéres lecons, en
tout cas vers 1816.

Cauchy reprend la méthode d'Euler de 1774 pour la démonstration
de la formule du bindme, mais surtout [insére dans un habillage qui peut
alors serv.ir 4 toute l'analyse. Nous n'avons pas la place ici de montrer en
détail combien tout le cours de Cauchy est tendu par la démonstration de
cette formule pour le cas d'un exposant réel quelconque et pour des
valeurs aussi bien reelles que complexes de la variable dans (1 +x)a

Il nous suffira ici d'examiner comment Cauchy sy prend pour
éviter le piege de la démonstration dBuler; et pour sauter des rationnels a
toutés les valeurs réelles de l'exposant. Le cas complexe , bien que situé

dans la meme lignée, exige une demonstration autrement délicate car

Cauchy éprouve le besoin -enfin- de preciser ce que signifie une

expression comme (1} +x)“lorsque O est réel mais ¥ complexe,

En effet la partie delicate de la demonstration d'Euler est celle par
laquelie I'¢quation fonctionnelle est établie : cest la fin du § 6 du texte
d’Euler qui commence par ces mots” // cogvient dobserver que le mode de

celle composition ne dépend pas de /a nature des letires m ef 2.." Nous
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avons 12 effectivement un raisonnement formaliste en ce sens que la forme

de la dépendance est considérée comme étant sans relation avec la nature
des variables en jeu. Remarque d'autant plus surprenante quEuler a pris
soin, dans son introduction, de nous avertir par un contre-exemple que de
tels passages des enticrs 4 des nombres quelconques n'étaient pas
admissibles (§1, 2 et 3).

Euler part donc de la série entiére que nous avons notée F (nx) et
quil écrit [n] car ses coefficients dépendent de n. Aucune remarque de
convergence n'intervient ici, comme 34 l'accoutumée en analyse algébrique.
Ensuite , Euler considére comme une évidence que le produit [n] [m] soit
encore ur:w série entiére en x. Cest évidemment la généralisation de la
multiplication de deux polynémes qui passe ainsi aux séries entiéres.

Notons :

. - k
(15) nlml=-2 A X,
{4 o0 Euler utilise l'ordre alphabétique A, B, C, D, etc, 2 la place de Al, Az,

As' Ak. Euler explique la dépendance du coefficient Ak par rapport 4 la

variable n, et nous reviendrons un peu plus loin sur son argumentation,

notant ici Ak(n‘m) pour les besoins de l'exposé.

La deuxiéme étape entend établir que pour toutes les valeurs

réelles des variables m et n, les coefficients introduits satisfont les refations
(16) A, (nm) = f, (n + m).
Dans cette formule, fk(p) désigne, pour toute valeur réelle de p, fexpression

du coefficient général du binéme de Newton :
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plp-1) -2 {p-3)...(p-8
(17) f (p) = 9]

Des lors, la deuzieme étape s'effectue en deux temps. Un premier
temps (cest le paragraphe 5) introduit une démarche inductive. Euler

vérifie (16), d'abord pour &k = 1, puisque 'on a les deux égalités :

(18) A (am)=f () +1 (m)
et

(19) fn+m=1 (n)+f1 {m).
Pour e cas ou k est nul, Euler a dés le début posé sans discuter A'J (nm) =

1, ce qui'est justifié puisque les fonctions [n] et [m] valent 1 lorsque la
variable 1 s'annule.
Euler vérifie ensuite la relation (16) pour k = 2, en se servant

des deux égalités simultanées :
(20) A, (n,m) = £ {n) + £, (n) £ (m) + fz(m),
et

(21) f,(n+m)=f (n)+f (a)f (m)+f2(m).

Et il indique que l'on pourrait -au prix d'un grand labeur- avoir de la
méme fagon (16) en toute généralité, cest-a-dire pour tout entier Kk,
puisqu'ici m et n sont bien des variables réelles gquelconques. Voire | Cette
démonstration ne peut suffire, car elle tombe bien entendu sous le coup du
reproche de trop grande induction qu'Buler faisait au début de son article
4 la preuve antérieurement due i Aepinus.

Aussi, en un deuziéme temps (86), Euler change de fusil d'épaule
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et introduit une démonstration dont il souligne la profondeur

" Ce ralsonnement ne dort DS Elre considérs comme anodin DUisgue foute [1

force de Iz démonstration repose sur fur”

Largument repose sur la permanence d'une forme fonctionnelle, une
permanence destinée i valider la méthode fonctionnelle. Au §7, en effet,
Euler établit (16), pour les seules valeurs n el m entiéres, et pour tous les

entiers k, ce qui est facile puisque pour ces valeurs particuliéres de Ia

variable on a

[al = (1 +0)"
Donc

n+m
)

[n]{m] « (1 + x

cest-a-dire
lallml =27 £ (n+ m)®
k=1 "k !

Soit la déduction de la relation (16), grace a la définition de A, dans (15) et

en vertu de lidentification terme 3 terme de deux séries entiéres, selon la
regle usuelle pour les polynomes. La refation (16) obtenue, on déduit grice
a lunicité d’écriture d’une fonction en série entiére, prolongement naturel
du cas polynomial, et bour tous n et m entiers, I'égalité des séries (15} et
[n + ml, ce qui donne (a relation fonctionnelle -

(20) [n] [m] = [n + m],

Pour passer 4 la validité de la relation fonctionnelle (20), cette fois avec des

variables n et m réelles quelconques, Euler revient sur son explication

précédente des coefficients Ak {n.m), qui les " defsnissait” comme fonctions
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de deux variables, afin cette fois de mieux les " déterminer’ 11 fournit
largument suivant : puisque la forme finale de ce calcul de détermination
est indépendante de la nature des variables n et m d'une part, et puisque
d'autre part on a la relation (16) pour tous les nombres n et m entiers, on
doit nécessairement disposer de la relation (16) en toute genéralité, pour
des valeurs quelconques de n et m, c'est- a- dire valider (20) partout.

Pourtant, 4 bien y réfléchir, le calcul explicitement indiqué pour

prouver que Ak (n,m) est fonction de n et m, assurerait facilement par

récurrence sur kK qu'il s'agit d'une fonction polynomiale a deux variables n

et m. Tout comme fk (n + m) est- cette fois par construction- une fonction

polynomiale de n et m. Par suite, l'identité prouvée de ces deux polyndmes
pour toutes les valeurs entiéres de n et m, établit 3 coup sir leur identité
pour toutes les variables réelles n et m, et méme d'ailleurs pour les valeurs
complexes. Selon ce que nous avons déja dit a propos d'une démonstration
particuliére d'Aepinus, tout repose sur la considération du degré d'un
polyndéme (n ou m pouvant étre fixés) et donc sur la détermination d'un
nombre fini de racines, laquelle soppose 4 cette infinité a priori de racines,
a savoir tous les entiers.

Euler serait-il tellement obnubilé par le cas polynomial quil en
oublierait de mentionner cette circonstance, pourtant indispensable au
bien-fondé de sa preuve ? Ou bien estimerait- il, inconsciemment, que les
fonctions se comportent, pour la permanence de certaines formes, comme
des polynémes et par conséquent appliquerait-il, consciemment,

largument polynomial ? Comme souvent en mathématiques, quand la
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démarche péche par absence, et non par vice fondamental, on ne peut
trancher 2 coup slr. Mais on aura pris conscience sur cet exemple du jeu

assez délicat entre 12 généralité nécessaire du concept fonctionnel afin

de pouvoir "définir" Ak (nm) et la spécification particuliére de cette

méme fonction, ou "détermination”, qui permet de conclure a la validité
générale de ['équation fonctionnelle (22). Euler ne maitrise pas
complétement ce jeu I3, et, apparemment, utilise deux registres : la
généralité d'vne part, et la permanence particuliére d'autre part. Tout
mathématicien sent bien quil se trouve en présence d'une situation
exploitable, mais 3 clarifier Cauchy s'y emploiera.

Allons plus loin pour nous étonner, si l'on suit notre facon de
voir, quBuler n'indique pas la validité de la relation (22) pour des valeurs
éventuellement complexes des variables, Ce que nous croyons éire son
présupposé polynomial devrait I'y conduire aussitét, par le principe de
permanence des formes ou par utilisation de largument sur le degré,
argument valable aussi bien dans le champ complexe que dans le champ

réel,

Toutefois, nous sommes vite arrétés car que gagnerait-il 4 passer

aux nombres complexes ? L'exploitation pratique de (22) en vue de Ia
formule du binéme, et sous cette généralité des variables, nécessiterait une
étape supplémentaire et non des moindres. Il s'agirait en fait de résoudre
équation fonctionnelle (22) en fournissant les seules solutions
exponentielles. Or rien nindique quEBuler ait songé a agir de Ia sorte,

puisquil termine son article en exploitant (22) de la fagon la plus
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rudimentaire. Cette maniére suffit i lui procurer la formule du bindéme

dans le cas dun exzposant rationnel, positif ou négatif, mais, sans
aménagement sérieux, elle n'est susceptible d'aucune extension 3 des

exposants quelconques, tant réels que complezes.

Examinons maintenant la démonstration de Cauchy de 1821, en
ne donnant que quelques extraits, faute de place. Le commentaire est peu
utile, tant I'écriture devCauchy est claire. Il faut remarquer lintervention
explicite de considérations numériques : nous sommes dans le cadre d'une
théorie dé la convergence .

Pour la bonne intelligence des extraits cités, il faut signaler que

Cauchy indicjue par série (1) celle dont le terme général est a o

2 4
4,2 X3,% ...aX,.
Il a fourni ( au théoréme 1) le rayon de convergence 2 partir de la racine

n-éme du module du coefficient général a (ou du rapport de a a a . )et

(au corollaire 111 théoréme 11) verifie que 1 est le rayon de convergence
de la série du binome.
Nous avons donné aussi le calcul explicite de e selon Cauchy car il

suit la formule du binéme, et fourni sa maniére de donner le

) - .. X
développement en série entiéred e , tant nous voulons montrer les
similitudes et les différences avec ie traitement analogue d'Euler dans le

cadre de I'analyse algébrique.
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On repérera tout de suile une difficulté dans le texte de Cauchy

avec lappel fait |, lors de {a résolution du probléme I, au théoréme I (s81)
du chapitre V1 . Ce théoréme assure qu'une série convergenie composee de
fonctions continues converge vers une fonction continue. I v a la une
erreur célébre d'uniformité de Cauchy, erreur qui a exercé beaucoup

'atiention des historiens et des épisiémologues ces vingt dernieres années.

\

Nous m'en parlerons pas ici.

COURS D'ANALYSE. CAUCHY PREMIERE PARTIE, — CHAPITRE VL
B A
Tucongnr L. — Supposons que les deux séries .
Vo @I, axTt, L., a,xt, ..,
(ro) s .
Uy biw, box®, .., byzn, L,

élant a la fois convergentes, lorsqu'on attribue a la variable x une cer-

taine valeur, aient alors pour sonunes respectives s et s,
(i1} g+ by, (@000, lay+ by)rt, L, fa,+ b)) s,

sera. l[(.[HS [C‘ méme cas, une /?()(U't?ni/[’ 3'("’]‘[-(‘ (‘[)ll\'(‘rg'é’nl(‘. (/lll’ qura ]70(1"

somme s 4§, PURTRNY

Tusonine 1V, — Les mémes choses étant posées que dans bz théoréme
précedent, st de plus chacune des séries (10) resie convergente. lorsquon

rédett ses différents termes & leurs valeurs numériques,

\a,,//‘,. (a4 ay b)) 2, {aghym by — a by, .

(121 o
Vo (@obat @by e @y by mu D)

sera tne noucelle série concergente. qui awra pour somme ss'.
Cea 3
{ b PouY 12 s la
Corollaire I. — Lo théoreme préccdent se trouve compris dans o
formule
by b byx? )

@ @ X
bzt 4. .,

(%) { ::a‘,l:,,-'.—(aub,v(z‘b‘,,)r—‘.-(a‘,l),-':(1‘[7,—1.-(1ﬁ

“lans le cas oit chacune des séries (o reste convergente
nts termes & lears valeurs nume-

Tivpothzse le produit des

qui subsiste
lors meme quion réduit ses dilfere
opper dans cette

rigues, ctgui sertd dével
e série de meéme forme.

sommies des deus sérivs en une nouve
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Corollaire IV. — Sil'en prend pour lermes généraux des séries (to)

plo—n e —a)  {uw—n-1)
g £
1.2.3...n N

1

B — 0 (g 2y (g = i)
: e 3. n -

v

i, 4 désignant deux quantités quelconques, et la variable 2 étant

renfermée entre les lmites w == —- 1, 0 = -+ 1, chacune des séries (10)

restera convergente, méme lorsqu'eon réduira ses différents termes &
leurs valeurs numériques, et le terme général de Ia série (r2) de-
viendra

e

[{.L(pn—lk..(p.—n%-l)_{_p(p.——x\.“(;z—n-i—z) ©
- 1.2.3... 1 1.2.3. . (n—1) 1

B =0 (g —nt2)  p(p—1). . (p—
LB ) pelp—n40)]
H 1.2.3...(n—1) + 1.2.3...n ]I

e (pep D (prp'— ) (g g —n 1)
; : z".

1.2.3...n

T PR . N . . L
Celaposé, si I'on appelle 2(w) lasomme de Ja premitre des séries (10)
dans I'hypothése que on vient de faire, c'est-i-dire, si 'on pose

.

(13) glp)=1+ Voo &;——l—)z’—e—_
1 2

. .

les sommes des séries (10) et (12) seront Tespectivement désignées,
! g

Tone X R e,

dans la méme hypothése, par o(u), o {u’) et 7(# +-u"); en sorte que

Uéquation (13) deviendra Ce

(16) A s(pyolp)=9(p+p')

Lol

Concevons maintenant que dans la série (1) on fasse varier la valeur
de z par degrés insensibles. Tant que Ia série restera convergente,
¢'est-a-dire tant que la valear de & demecurera comprise entre les

+limites .
SR
r\’ +§:

“la somme de la série sera (en verfu du théorime 1. § I) une fonetion

continue de la variahle =0 36t 242) cette fonetion continue. L'équa-

tion

subsistera pour touics e velones de o renfirmées entre les limites

1

— 40 == o e que neus indiquerous en éerivant ees limites & coté

A A

Jdo la série, comrae on le voil jei :

o . . : [ 1
(193 clr)=as+a,r+axi—... (1:—-:: I:~‘.~->-
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Loraque Li série est supposée connue, on prat quelquefois en

déduire la valenr de Ta fonetion 2(r) sous forme finic, ef c'ost 1 ee
qu’on appelic sommer L sévie, Mais o plus souvent la fonetion ()
ext donude, et on se propose de revenir de cotte fonction & la série,
ou, en d'autres termes, de décelopper n Tonetion ou séric convergente
ordonnée suivant les puissances ascendantes of entivres de Ja va-
riable 2 W oest facile d'étallir @ co sujet la proposition que je vais

énoncer :

Tur erie

VL — Tne fonction continue de la cariable + ne peut étre

déveluppée que d'une seule manicre en série convergente ordvnnde suivant

les prdssances ascendantes et enticres de retie rarrable.

Démonstration. — Fu ¢ffer, supposons qu'en ait développé par deux

miéthedes différentes la fonction ¢(z), et soient
A @&GX, ax, ..., a,rt, ...,
by bz, bzt ..., by, ...

les deux développements, c’est-a-dire deux séries dont chacune, é(ant

convergente peur des valeurs de z différentes de zéro, ait pour somme,

tant qu'elle demeure convergente, la fonction s(x). Ces deux séries

élant constamment convergentes pour de trés petites valeurs numé-

riques de v, on aura, pour de semblables valeurs,

Ay=~ QT+ Qe+ ., .=

Comme, en faisant évanouir @, on tire de I'équation précédente
a,= b,
il en résulte qu'on peut Ja réduire généralement a
QT+ AT 4. =D x4 byt
ou, ce qui revient au méme, &
z(a +arx+...) =2 (b= by +.. BB
Si 'on multiplie par :? les deux membres de cette derniére équation,
nn obtiendra la suivante '

UG+ @+ == b Dy L

’

qui devra encore subsister pour de trés petites valeurs numériques de
la variuble 2, et de laquelle on conclura, en posant xr = o,

a;==b,.

Eu centinuant de méme, on ferait voir que les constantes a,, «,, a,, ...
sont respeetivement égales aux constantes by, by, by, .5 don il suit
Gue les denx développements de Ta fonetion 2 {a) sont identiques.

Le Caleul différventicl fournit des méthodes tros expéditives pour

développer les fonctions en séries. Nous exposerons plus tard ces

- 223 -

méthodes, et nous nous bornerans pour Uinstant i faire connaitre,
avee le développement de Iafonetion (1 + 23, dans laquelle w désigne
une quantité queleonque, deux autres développements que on rameéne
farilement au premier, savoir, ceux des fonctions

AT et L(+x),

A désignant une constante positive, et L la caractéristique des loga-
rithmes dans un systeme choisi a volonté. En conséquence, nous allons
résoudre I'un apres Pautre les trois problémes qui suivent :

Prosuese L — Développer, lorsque cela se peut, la fonction

(1)

en série convergenle ordonnée suivant les puissances ascendantes et
enticres de la variable .

Solution. — 8i d’abord on suppose . = m, m désignant un nombre

entier queleconque, on aura, par la formule de Newton,

T,

o m m(m-—ru)
(1-ae)'=1+ —z+ -~
La série dont la somme constitue le second membre de cette formule
est toujours composée d'un nombre fini de termes; mais, si Pon v
remplace le nombre entier m par une quantité quclconque g, 1a nou-
velle série que 'on obtiendra, savoir

{3) 1, i—‘z, F—LL‘:%I)‘T’, -

setrouvera composée en général d'un nombre indéfini de termes, et
sera convergente seulement pour des valeurs numériques de x infé-
rieures & 'unité. Soit, dans cette hypothése, < (w) la somme de la nou-
velle série, en sorte qu'on ait

(13) 9(;1)::-4—%:—}—&(‘:‘—:-[2.1:!4—... (r=—1, xz==-+1),

En vertw du théoréme 1(§ 1), ¢(u) sera fonction continue de Ia va-
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riable w entre des limites queleonques de cette variable, et I"on aury
(voir le théorime T8 corollaire Iv)

(16) Fl) 2 (1) =0 (n+p).
Cette derniére équation étant entitrement semblable & Péquation (2)
du Chapitre V (§ I} se résoudra de la méme maniére, et I'on en con-
clura

) =[o()]= (14 2y
Lavaleur de ¢(w) étant ainsi déterminée, si on la substitue dans la
formule (13), on trouvers, pour toutes les valeurs de & comprises entre

les limites 2= — 1, @ o= 41, '
(20) (1+z)“:x+lﬁz+ﬂ%'~)r’+... (T=—1, 2=1).

Lorsque la valeur numérique de x devient supéricure a 'unité, ly
série (3), n'étant plus convergente, cesse d’avoir une somme, on sorte
que Péquation {20) ne subsiste plus. Dans la méme hypothese, il
devient impossibla, ainsi qu'on le prouvera plus tard 3 aide du Caleul
wfinitésimal, de’développer la fonction (1+z)* en série convergente
ordonnée suivant les puissanees ascendantes et entieres de la va-
riable .

Corollaire I. — S dans 'équation (20) on remplace w par éol & par
«x, 2 désignant une quantité infiniment petite, on aura, pour toates les
valeurs de 2 renfermées entre los limites — T, -1, 0u, ce qui revient
au méme, pour toutes les valeurs de @ renforméns entre les limites

] . 1
=y b
[24 o@
1 T z° z?
L ) S g Sy e l—a) (1 —ag) ...
{1+ az) 1 1_2( “)+1.2.3( st )

' 1
L me— —y oz~ L
@ -3

Celte dernitre équation devant subsister, quelque petite que soit Ta
valeur numérique de «, si I'on désigne i Vordinaire, par Pabrévia-
tion lim placée devant une expression qui renfernie Ia variable «, la
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dinite vers laquelle converge cetie expression, tandis que la valour
numerique de « déeroit indéfiniment, on trouvery, en passant aux
limites,

. ..
. 3 z x? z3
(21) ]ln](l—i—f&zd__”—[—{——-!____vu% 3 — .
i ) f ' 1.2‘3—5— .. (r= By 2 T+ o).

‘ 1
Il reste & ehercher Iy limje de (1 +22)%.°0r, en premier lieu, on
tirera de la formule précédente

1
(s a)®emy o 21 + L .
1 1.2 1.2.3 .
ou, en d’autres termes,
1
(22) Hm ()3 e,

e désignant la base des logarithmes népériens [vorir je §1, équat. (6)].
On en conelura immmédiatement
L
lim (1 + R

el, parsuite,

»

z LE
lm(i+ 2z)@=1im [(x -+ ocz)“] —ex

. .
Simaintenanton remet la valeur do lim (14 22)* dans Péquation (21),
on obtiendra la suivante :

x at z*
(23) ez:l+7+3+m+..4 (;r.::—x,.z‘::—,k—ao).

On pourrait arviver directement 3 Uéquation (23 en observang que
la série

z? z?
> Pt
1.2 1.2.3

(6) 4

est convergente pour toutes les valeurs possibles de la varialie z, et
cherchant la fonction de » qui eeprésente I somme de celle méme
série. En effet, soit 5(x) la somme de la série (6) qui a pour terme

général

et (en verlu du théoreme VI, § 1T} le produit de ces deax sommes
sera la somme d'une nouvelle série qui aura pour terme général .

axh -1 7+
redon T 23l {n—1) 1
z yri-t s

v 3 (n—1) -+ 1.2,"3.../1 -
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Ce produit sera donc égal & 5{xr + y), et par suite, si 'on fait

z z? z?
?(1):1+7+72+?Tf3’ o,
la fonction () vérifiera I'équation

e(2)7(r)=o(z+y).

En résolvant cette équation, on en tirera

r

9{m):[<.=(x)]‘:<r+§+ St —:-.->x,

c’est-d-dire

Nous arrflons 13 ces extralts de I'Analyse algébrigue de Cauchy. On
trouvera en appendice la table des matiéres du cours d'analyse en entier,
et il n'est pas inutile de s'v reporter. Nous nous contenterons de noter gue
la démonstration de la formule du bindme utilise lessentiel des résultats
de ce cours, ce qui fait fortement penser que l'architecture elle- méme du

cours fui concue en vue de la démonsiration de cette formule qui se'

termine au chapitre IX . Il v a douze chapitres en tout et les trois derniers
étaient indispensables dans un cours tel que celui de [Ecole polytechniqus,
mais ne concernent pas la formule du bindme: Cauchy était souvent
accusé par le Conseil de Perfectionnement de [Ecole de ne pas respecter les
programmes { <f introduction de 'Histoire de I'Ecole Polytechnique,
par A. Fourcy, Belin 1987 ).

Le bindome rée!l est résolu au chapiire VI. Pour avoir § (- 1+ px
+ ... comme une fonction, Cauchy utilise sa définition du chapitre I et ¢(p)
est une série entiére en x. Tout le chapitre VI est mis a contribution afin de
calculer le rayon de convergence de ceite série entiére, ainsi que le terme
général du produit ¢ (1) ¢ (). Le chapitre I1I entier permet de calculer
effectivement ce coefficient général comme étant celui de o+ W) Le
chapitre II et le chapitre VI fournissent la continuité de ¢ {)t) et le chapitre
IV permet de résoudre finalement ¢ (1) ¢ (1K) = o ip + ).
Le binéme complexe est résolu de la méme facon grice aux
chapitres VII, VIII et IX utilisés dans leur intégralité.
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7. Rigvevur et méthode analytique

Le cadre de analyse algébrique étant fixé, la méthode suivie pour
résoudre les problémes en jeu n'est pas a priori spécifiée. Une des
méthodes favorites, sinon la seule recommandée au cours 'du XVIIiéme
siécle, est la méthode analytique étendue au cadre fonctionnel. Nous
lappelerons ici la méthode vfonct.ionnelle, parce que souveni la voie
analytiq‘ue resie restreinte au cadre polynomial issu de Viéte et de
Descartes.

Cette méthode fonctionnelle consiste 4 résumer analytiquement un
probléme donné en introduisant une ou des fonctions inconnues (lére
phase ), ﬁuis a relier fonctions et dennées du probléme par une ou des
équations les concernant (2 éme phase), a résoudre ces équations, d'ailleurs
de maniére indépendante_ du probléme posé ( 3éme phase ) pour aboutir
en définitive 3 l'application au probléme originel ( 4éme phase) . Les
équations liant la ou les fonctions introduites lors de la premiére phase
sont des équations fonctionnelles, et ce vocable inclut les équations
difféerentielles, les équations aux différences finies ou les équations aux
dérivées partielles, par exemple.

Il importe de prendre conscience que ces quatre étapes sont
congues comme un t;)ut, dirigé vers un but(la résolution d'un probléme),
mais qu'une feis ce tout constitué, chaque étape " vit " indépendamment
des autres. I est sOr que le choix des fonctions inconnues de la lére étape
nest effectué par le mathémticien conscient que lorsquil dispose de la
possibilité de trouver une solution des éguations {ors de la troisiéme étape.

De méme, le retour au probléme posé qui se fait a la 4éme étape consiste
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souvent en un inventaire des conditions initiales et auy limites | et force
donc la pensée, par feed-back, lors de la mise en équation 2 la 2eme étape.
Mais tout ceci figure dans lorganisation architecturale préalable du
mathématicien qui conduit sa démonsiration, et se fige ensuite.

Soyons plus concret en revenant a notre exemple de la formule du

bindme de Newton. Aepinus prend comme fonctions inconnues les fk(a) ,

coefficients du développemen,t en série entiére de (1 + x). Euler prend

comme fonction inconnue la série [a] = 1 + az +—:- fa-10x s Telle est
dans chaque cas la premiére étape de la méthode fonctionnelle. On ne peut
nier que dans chaque cas lauteur faseun choix crucial. La deuziéme étape
consiste a exhiber les équations servant 3 regler les fonctions inconnues.
Chez Aepinus, plusieurs équations fonctionnelles interviennent, dont les
dépendances logiques a priori ne sont pas Inventoriées. Euler se contente
d'une seule équation , caractéristique pour lui de l'exponentielle
ol Bl - [a+ Bl

Dans chaque cas des conditions aux limites viennent preciser les choses,
mais on n'en aura besoin que plus loin. Ni Aepinus. ni Euler ne disetquelque
chose de la nature a priori des fonctions inconnues dont ils ont donné des
équations quelles satisfont. Seul Aepinus veut montrer 3 la premiére étape
qu'il s'agit effectivement de fonctions, et il utilise pour cela une definition
“causale” des fonctions. definition en un sens tres moderne comme nous le
montrerons plus loin. Une correspondance est fonctionnelle” lorsque la

variation de la variable entraine une variation de 'autre variable. Hélas, sa

preuve de la "variabilii¢" des coefficients AL,(mf! en m est illusoire , car il
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utilise un raisonnement par l'absurde fautif: il suppose que tous les
coefficients soient constants , disons pour m et pour m+ 1, et aboutit alors
facilement 2 l'écriture contradictoire
)m

- (x- 1)l

xlx+1
Il est manifeste qu'Aepinus avance avec précaution dans le formalisme
‘des 'fonctions, notamment dans l'ecriture de la dependance par rappori 2 la
variable: au début du texte, sil introduit avec bonheur la déﬁendance des
coefficients en la variable m, selfon B™ ou C etc Aepinus éprouve le
besoin, une fois trouvée la forme de CE , d'écrire explicitement ce qu'est
¢ 1, Cm'z, et dindiquer que fon procédera de méme pour toutes les
autres leftres. De tels égards pour le lecteur dans une publication savante
( il sagit , ne loublions pas, des actes de Académie de
Saint- Pétersbourg), manifestent surtout que nous sommes en terrain mal
balisé par la wradition. Buler est nettement plus direct. I{ donne un nom a la
série du bindme, ne retient que la variable n (et cublie comme parameétre
muet [a variable x). Ce qui lui fait trouver la notation symboligue

astucieuse [n]. Plus loin, au §6, c'est le calcul qui marque la dépendance de

certains coefficients A, B en deux variables n et m: " e méme que aous

avons pu déterminer {es deur premiers coelficrents A et B 4 partir des
lettres m et n,..". Bt si l'on ne peut pas effectuer matériellement le calcul
dans le cas général, la possibilite théorigue de ce calcul détermine les
correspondances fonctionnelles .

La troisi¢éme étape est traitée de facon tres différente sur le plan
de ia rigueur chez nos deux éuteurs: il faut quand méme rappeler quEuler

vient plus de dix ans aprés la publication d’Aepinus, dont la démonstration
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fut vraisemblablement discutée bien des fois a Berlin puisque , dés 1752,
Aepinus annoncait une nouvelle démonstration de la formule du binome.
Nous avons vu qu'Aepinus résout de facon fautive aussi bien pour des
valeurs réelles que complexes, avec un appareil suspect d'infiniment petits,
une équation fonctionnelle B'*$ = BT + BS, plus simple pourtant que celle
dont s'occupera Euler., \

Notre mesure de la rigueur de telles démarches analytiques porte,
nous l'avons explicitement dit, sur la cohérence des concepts élaborés a
loccasion des différentes étapes qui , toutes , doivent sinscrire dans le
cadre general de l'analyse algébrique.

Et le manque de cohérence que nous constatons chez Aepinus se
situe précisément par opposition entre la premiere étape (choix des
fonctions inconnues) et la troisiéme (résolution genérale des équations). 11
v a contradiction entre la généralité nécessaire sur les fonctions inconnues
pour la mise en équation de la premiére étape et la restriction tout autant
nécessaire sur ces fonctions pour lobtention effective des solutions lors de
la troisiéme étape. Car la méthode , dans ce cas précis , exige la prise en
compte de toules les solutions, sans aucune restriction, de ['equation
foncticnnelle introduite, quitte & éliminer 2 Ia derniére étape celles qui ne
relévent pas du probléme posé.

Or nous avons noté qu'Aepinus manifesta au mieux un
‘presupposé polynomial” sur les fonctions solutions des equations
fonctionnelles en jeu. Son erreur dépasse donc une simple "lacune™ en tout

cas, elle requiert pour étre comblée une analyse dune tout autre

amplitude, assurément pas 4 sa portée. Euler | en 1774, ne commet pas
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cette faute de rigueur, 4 ce niveau de la 3¢me étape , puisquil résout son

.- equation fonctionnelle sur le corps des rationnels seulement. 1 y.a la une

nuance certaine. On a bien I'impression qu'Euler souhaitait aller jusquaux
puissances réelles quelconques, En effet | le titre de larticle est significatif
par négation: ' pour les cas ouv les erposanls ne sonl pas des entiers
Mais Euler se restreint volontairement, faute de moyens ad hoc de
résolution des équations fonctionnelles dans ce cadre général . I conclut
(§10): " En sorte que maintenant, il a été démontré que notre théoréme est
vrai si une fraction quelconque i/a est mise 2 la place de l'exposant ". 1l y a
arrét aux puissances fractionnaires, éventuellement negatives. Euler

sacrifie donc la généralité de son résultat 3 lesprit de rigueur. Cette rigueur

est donc au rendez- vous , avec toute la connotation morale qu'elle contient
usuellement dans [usage non mathématique du mot. Certes
ulterieurement , en 1776 , Euler oubliera toutes ces precautions en faisant
jouer a plein le "présupposé polynomial ", mais sa démonstration est d'un
autre type, et qui n'a pas péché jette la premiére pierrel De facon tres
surprenante, dans ce texte ultérieur, Buler choisit un titre restrictif” Une’
démonstration nouvelle: le développemeni newionien des
puissances du bin_éme est valable méme pour les exposants
fractionmaires alors quil conclul ce méme texie par ces »mots: "l
raisonnement ualverse! que nous avoens ulilise icr garde loute sa force
meme s on va jusqui faire de lexposant n un nombre 1'a72g1)7a1‘re'.‘
L'inconscient des mathematiciens se ferait- il souci de rigueur lui-aussi?
Cest seulement dans la mise en équation (2éme étape) qu'Euler

commet [a méme erreur de nature qu'Aepinus, en supposant un
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comportement polynomial a priori comme nous l'avons indiqué. Toutefois .

il faut reconnafire que le comporiement polynomial est facile 3 déduire
dans ce cas-14. Ces manques, tant chez Aepinus que chez Euler, ne sont pas
justifiables dans le cadre de l'analyse algébrique, mais ils ne dérogent pas
de la méme facon , chez ces deux auteur, 2 la rigueur. Aepinus ne se résout
pas 2 un effort de restriction: il fait trop de voltige, sans filet.

Cauchy,en 1821,efface de tels manques grace a son concept de
fonction continue. 11 se fourvoit cependant dans la preuve gue les fonctions
inconnues sont continues, faute de savoir mettre en é€vidence une
uniformii€. Mais au moins tente-t-il de donner une telle preuve, ce quj est
le signe bnet d'une volonté de rigueur en éveil. Ce faisant, il est
symptomatique que Cauchy fasse disparaitre ainsi lintérét du vieux cadre
de l'analyse algébrique et que, dans un net mouvement architectural , il
introduise éinsi l'analyse tout court. Remarquons en passant que Cauchy ne
propose rien pour le cas d'un exposant complexe, et qu'il ne prétend pas du
tout avoir résolu l'équation fonctionnelle corres pondante sous une telle

généralité. Abel parviendra 3 le faire en 1826, en poursuivant

sysiematiquement la demarche fonctionnelle de Cauchy. Ainsi. Cauchy

4a2i9d, MOLMalY

lui- aussi sacrifie {a généralité du résultat a Lesprit de rigueur.

La méthode fonctionnelle que nous venons d'illusirer dans le cas
du bindme de Newton fut en fait largement utilisée au XVIliéme
siécle et dans des circonstances assez variables. Il importe de proceder 3 un

classement pour ne pas donner l'impression que la démarche de rigueur ne

s'attaque qu'a des problémes déja résolus et qu'il importerait seulement de

bien présentg_ipour le seul plaisir de l'esthéte. On serait au fond bien pres
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d'une tautologie en affirmant que pour les problémes sur lesquels on
dispose d'une solution simple , une autre solution doit se poser en rigueur .
Par contre , si la demarche de mise au point en rigueur d'un probléme déja
résolu est celle-la méme suivie pour résoudre un probléme a priori
nouveau et inconnu, il devient difficile alors de nier la volonté explicite de
rigueur.

La démarche analytique utilisant Ieé fonctions figure au moins
dans trois autres directions que la seule vérification d’un résultat déja
connu.

(1) On la trouve des lorigine pour le traitement des equations
aux déri\;ées partielles, notammeni dans le probléme des cord es
Vibr.antes que soulevait d’Alembert 3 partir de 1747.

(2) On la trouve ensuite dans la démarche de type aviomatique,
qui offre au XVIIIeme siécle des occurrences plus nombreuses qu'on ne le
dit, bien que ne comportant paé l'enchainement de définitions et de
théorémes auquel nous sommes habitués par la lecture d'Euclide ... ou de
Bourbaki. On peut mentionner a ce propos l'addition "vectorielle” des forces
que tenta Daniel Bernoulli a partir de 1726 et que reprit d'Alembert en
suivant une voie fonctionnelle. Cette méme démarche se trouve dans
laxiomatisation de la géométrie telle quentreprise par Legendre a partir
de 1794, notamment dans le but de se débarrasser de l'axiome euclidien
des paralleles.

{3) Elle est au coeur de la présentation de certains manuels
mathématiques, manuels qui ont pris une importance plus grande quant 3

lorganisation des mathématiques 2 partir de 1750 . Certes , il ne faut pas
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confondre cette présentation avec une démarche aziomatique. Ainsi , dans
ies traite/s dEuler , on ne dispose pas ¢’ une déduction i partir de qonne/es
réunies de facon axiomatique , mais if figure une appropriation progressive
de propriétés et de méthodes par un mouvement dinduction
généralisairice. Toutefois, des définitions assez précises viennent ponctuer
le balisage du champ couvert. Bien des définitions ainsi étendues ne
modifient pas le vocabulaire précédemment utilisé, ce qui est contraire 3
la démarche axziomatique , mais a le gros avantage de ne pas désarconner le
mathématicien pratiquant.

If est donc difficile de maintenir lidée d'unie absence de rigueur
uniforme :dans les mathématiques du XVIIiéme siécle. Dans bien des cas |
on note la volonté de faire rigoureusement’, et mieux, on constate la
recherche d'affinements sur la méthode analytique privilégiée, de facon 2
permetire de réussir ceite rigueur. Parce que le succds ne vint pas
nécessairement 4 temps au rendez-vous, il ne faudrait pas oublier que ces
efforts de rigueur—débolcherent au siécle suivant , et {a réussite s'inscrivit
comme la suite naturelle de la méthode analytique.

Le XVIIléme siécle cherche trés souvent 4 rivaliser avec lexpose
considéré comme celui de la rigueur par excellence, 3 savoir la rigueur
géometrique qui semble représentée de facon paradigmatique dans les
Eiéments d'Euclide. L'objet , puisque on ne parvenait pas & réaliser une
preseniation satisfaisante de lanalytique, en algébre aussi bien quen
analyse , était de montrer que l'analytique |, trés riche par les
développements déja obtenus et élendus sans arrét, parvenait aux mémes

résultats que la géométrie, ni plus ni moins, dans les domaines communs

e ———
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Aussi ces preuves accumulées, par le jeu d’ une sorte de méthode Coué,
devraient conduire 2 considerer que l'analylique procede de la -méme

rigueur que la géométrie.

8. Rigueur, économie et élégance

Dailleurs la geoméirie fournit 2 la rigueur analvtique qui se
cherche certaines exigences de style. La volonté de rigueur n'entraine pas
en effet une démarche univoque; plusieurs pistes sont encore possibles
comme les choix d'EBuler et d'Aepinus nous permettent de lillustrer. Ainsi
Aepinus entend établir ab ovo la formule du binéme de Newton , sans
passer paf la connaissance préalable des coefficients du bindme telle que
déduite du cas d'un exposgnt entier. Son choix se porte sur une méthode
propre 4 permettre a priori cette décision : Cest la méthode des coefficients
indéterminés dans la série du bindéme développe selon les puissances . La
méthode, quoique analytique dans son principe, se rapproche de ce que l'on
appelait encore au XVIIléme siécle la méthode synthétique, celle qui
paraissait propre 2 la géométrie des Anciens, et qui simpose de tout établir
sans rien presupposer €t en pariant seulement de ce qui est démontre
préalablement en rigueur . Le prix a payer est assez élevé puisqu'Aepinus
se croyait coniraint de faire intervenir une muliitude d'équations
fonctionnelles, chacune 2 résoudre pour des variables réelies ou complexes.

Au contraire, Euler eniendait seulement montrer que la formule
connue est la bonne . En parfait analyste, il partait de la série en question
. €t se contentail de montrer qu'elle fournit bien fe binome. La seule

vérification etail donc rétablissement de lequation fonctionnelle de
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lexponentielle pour cette série. Buler était cependant arrété par la

resolution genérale de cette equation fonctionnelle pour tous les nombres
réels, dont pourtant il ne doutait pas un instant quelle ne fut
caractéristique.

Dés lors , la démarche analytique d'Euler pouvait se donner le luxe

de l'elegance, c'est-a-dire quelle realisait une economie des moyens mis
en oeuvre. Et comme Euler venait aprés Aepinus | il pouvait reprocher 4 ce
dernier la multiplicité des équations fonctionnelles utilisées dans la
démonstration , ou plutdt se demander quel était le critére qui permettait a
Aepinus de retenir telle ou telle propriéié fonctionnelle de {a puissance
(1+3)®,
" IlAepinus | 2 oblenu par une méthode fort ingénicuse les valeurs d'un
certamn nombre de coefficients A, B, Ceic.. De leur concordance avec 1 série
de Newton sans doute aucun, il 4 pu conclure jusiement que tous fes
coelficients serafent conformes i cetle régle, mars if faut bien voir que cetle
belle deémonsiraton sappuie beaucoup sur linduction Dautre part i
convient de noler .que le coefficient B nbst pas délerming par cette
methode, mais le devienr grice i dautres conditions gui sont fork
dabsconses et vbscures”.

La volonté d'économie sur les équations fonctionnelles fut reprise
par de nombreux auteurs, notamment par S.FLacroix, qui tenta , en 1797 ,

le méme essai qu'Aepinus: prouver la formule du bindme ab ovo. II
entendait ytiliser une seule équation fonctionnelle, suffisamment générale
pour tenir la caractérisation de lexponentielte.

U Jaurais pu parler aussi d'une propriste plUs simple pour determiner le
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developpement de a, emplover, par exemple , lequation & = 4 4’ mars
[Jégquation aja= &Y qui comprend 12 précédente , est plus générale, et

reaferme toutes les propriétés dont la foncuon a'yesz.‘ susceptible, parce
guelle ea exprime la définftion la plus étendue, &la seule qui présente un
sens lorsque [a variable r est imaginaire” .

La difficulté que rencontra Lacroix , aprés Aepinus , st résolue en
faisant d'abord longuement intervenir le développement en série de
fexponentielle et celui du logarithme , avant d'en arriver a une preuve de
la formule du binéme valable pour tous les nombres réels. Mais & se
restreindre aux nombres rationnels , comme Euler le fit, Lacroix réalisa la
preuve 4 partir d'une seule équation fonctionnelle.

L'élégance est aussi le fruit de la longue patience, de la fréquente
remise de fouvrage sur le métier. Les mathématiques ressemblent par
certains cotés 4 une coursede relais.

Un point doit retenir notre curiosite: aucun des auteurs
mentionnés n'éprouve le besoin dexpliquer ce qu'est une fonction
puissance telle que (1+0)™ pour une valeur réelle voire méme complexe
de lexposant m. Dans cette perspective de rigueur qui est celle aussi bien
d' Buler que d’Aepinus , la démarche ne correspond pas a ce que nous
mettons auvjourd’hui sous le nom de cheminement axiomatique. Il n'est pas
besoin dexprimer une définition sur certains objets mathématiques dont il
suffit de donner une description. Cauchy lui- méme ne cherche pas 2 le
faire dans son texte de 1821 ( encore gu'une note apporie en annexe une

précision constructive par densité a partir des puissances dexposant
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rationnel, et que le cas de la puissance réelle d'un nombre complexe fasse

lobjet d'un developpement trés précis et dailleurs passablement long et
compliqué).

Ne pourrait-on pas avancer que la démarche de la rigueur au
XVIIleme siécle, que nous espérons avoir suffisamment mise en évidence,
€st avant tout une recherche de la rigueur dans les méthodes | plus que
dans le déroufement d'une théorie. Enthousiasme du formalisme, disait
Kline cité au début de cet exposé pour décrire le propos analytique des
mathématiciens des Lumiéres! Nous voyons pourtant que lanalytique est
questionne face i ses performances: en le mettant dans tous ses etats.
N’espéraif— on pas en avoir une maitrise suffisante pour quil livre
finalement ses secrets, c'est-a-dire que f'on puisse l'inscrire sous la forme
de l'exposé euclidien. Tel etait bien le vrai probléme: comment fonder la
methode analytique?

Fallait-il adopter la forte remarque de Leibniz sur l'obligation de
poursuivre les "pensées aveugles'? Etait-il possible , au contraire , de
changer radicalement de doctrine, et de songer 4 une justification possible
de lanalyse pdr linduction 2 la Condillac , allant "naturellement” de
généralisation en généralisation au nom d' une sorte d'épistémologie
génétique. Le débat, non résoly, pourrait expliquer certaines variations
dans les explications dEuler, tenté par Condillac et revenant a Leibniz. Mais
si les” pensées aveugles" fournissaient une ligne de conduite en accord avec
la démarche analytique, le point de vue inductiviste restait flou pour un
mathématicien, car il n'indiquait pas la raison du succes ou de [échec d'une

généralisation. Autant il était acceptable pour la présentation des résultats

|
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une fois trouvés , voire pour les incorporer au corpus mathématique, le

condillacisme n'offrait aucune methode d'invention : que se passait-il par
exemple lorsque lon chan'ge'z‘iit“. dans une fonction , argument réel en un
argument complexe.

Le XIXeme siécle permet effectivement de mesurer les difficultés
qui se préseniaient ei gue la generalisaton induciive 2 la Condiliac
masquait a priori. Il fallait penser les quantités algébriques absiraites
comme susceptibles de comportements différents des quantités réelles ; il
fallait chercher 2 déduire ie continu du discret contrairement 2 la réussite
analytique qui permetiait d'obtenir des résuliats brillants en théorie des

nombres par le biais du continu sous la forme des fonctions analytiques; il

_ fallait imaginer que le passage indécis de la définition analytique , el quasi

polynomiale , des fonctions 2 une définition causale , entrainerait
I'intervention de pathologies comme les fonciions continues dans dérivée en
aucung point ; il fallait se rendre compte que les propriéiés du
développement en série entiére d'une fonction ne sont pas de méme
nature que celles dy développement en série de polynémes (comme ceux
de Legendre) ou du developpement en serie de cosinus et sinus multiples
entiers d'un méme anglé, elc.

La meilleure démarche, celle-1a méme soucieuse de rigueur et
darchitecture des mathématiques, ne  passaii-elle donc pas par
l'exploration sysiématique des possibilités analytiques, en particulier pour
établir les formules clefs de l'analyse , plutdt que de sescrimer sur ses
fondements alors que les choses ne paraissaient pas mures. La fdrmule du

binéme de Newton faisait partie de ces formules importantes.




9. La rigueur comme moteur de fgocénstructiom architecturale
mathématique

La voie de la méthode fonctionnelle était déja en partie a l'oeuvre
dans I'Art Analytique de Viéte qui-a lancé la méthode analytique. Nous
pensons que la méthode fonctionnelle est un prolongement conscient de la
méthode analytique , et que la géne de la premiére modture sest amplifiee
pour la seconde. Dans la méthode analytique de Viete, les quatre phases ou
étapes signalées de la méthode fonctionnelle sont effectivement présentes.
Mais les équations qui portent sur des nombres ne sont que des é\quations
polynomiales. De toutes facons, la détermination de toutes les racines de
ces polynomes, positives ou non, réelles ou non , est nécessaire. Certes
lorigine du probléeme posé permet quelquefois de trancher en ne
considérant que telle catégorie de racines parmi toutes les racines. Ceci dit,

la méthode dispose d'un garant, 2 savair e théoréme de Girard, cest-a-

dire le théoréme qualifié de théoréme fondamental de l'algébre. Son énoncé
dans l'Invention nouvelle en alzébre, parue en 1629, commence par
“loutes les équations. dlgsbre recorvent autant de solutions que I
dénominaiion de fa plus haute guantits le démontre”. Ainsi ce théoréme de
dénombrement permet de vérifier quaucune racine n'est oublige; puisgu’il
en donne le nombre en relation avec le degré du polynéme considére.
Certes, tous les auteurs utilisant la méthode analytique n'auront pas le
scrupule de vérifier la bonne obtention de toutes les racines, méme si
Decartes, dans un contexte philosophique plus général, dans son Discours
de la méthode dont la Géoméirie est lillustration, énonce qu'il convient
de " faire partout des dénombrements si epticrs , el des rev ves s
genérales, que je fusse assuré de ne rien ometire". Le méme Descartes,
tout le premier dans la Géométrie , laisse tomber des racines a propos du

probléme de Pappus lors d'un lieu a quatre droites.
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Le passage a des fonctions non polynomiales, avec lextension

fonctionnelle de la methode analytique, fait disparaiire le garant de.
ténonce de Girard. 11 faut trouver autre chose.

On ne trouve pas vraiment cette autre chose au XVIlléme siecle.
L'analyse algébrique dEBuler constitue un essai pour délimiter un cadre
general, en introduction prealable au calcul différentiel et integral. Cet essai
tourne autour de lextension polynomiale des fonctions, cest-3-dire
autour de Poutil central des séries entiéres de puissances. Quand bien
méme cet essai nous paraitrait naif en ce qui concerne la manipulation des
infiniment petits et des fonctions , le grand avantage de la simplicité des
trois principes évoqués plus haut pour la démarche eulérienwest de fournir
un cadre architectural limité, mais relativiement précis. Cest aussi un
moyen de renvoyer tout probléme dexistence, "l'ontologie” si délicate en
mathématiques , a la vérification de la cohérence de ce méme cadre . Dans
sa pratique, le mathématicien actif est ainsi libéré des doutes et des
incertitudes sur le bien-fondé de sa démarche. S'il entend fonder en
rigueur, il suffit quil parvienne a justifier [l'analyse algébrique.
Formalisme? Bien sir , si l'on appelle ainsi la démarche qui consisie a
exposer le plus simplement et économiquement possible un cadre.

Ce cadre prépare l'avenir sur deux plans au moins. Si le cadre
apparait cohérent, il n'yaura qu'a poursuivre dans cette voie. Mais si le
cadre ne se maintient pas, si sa coherence perd de sa rigueur appparenite,
lorsque les temps seront mirs et gu'on disposera des moyens de a rigueur
tant souhaitée, il suffira de recueillir et de démontrer les propriétés

vraiment utilisées de l'analyse algébrique, proprietés dont Euler ne doute




- 242 -
pas un instani quelles ne soient vraies, Nest-ce pas précisemeni ce

quentreprit de faire Cauchy. Sa demarche réussie , lue a rebours , parait
justifier Euler et sa conception de la rigueur.
Aepinus , au contraire dEuler, manque dune telle vision

architecturale en essayant de faire feu de tout bois.

Euler fui- méme entreprend de temps a autre de justifier , ou de
modifier , certains aspects de son analyse algebrigue. On pourrait
notamment eavisager quelques modifications qui porterent sur les
fonctions, car ay cours de cet effort un changement important va eire
réalisé par Euler. De fait , Euler est progressivement passé d'une définition
“analytique” ou par calcul des fonctions 4 une définition "causale",
Cest-a- dire faisant jouer la seule relation de dépendance. 5a démarche ne
fut pas lineaire , mais nous n'avons pas du toui la place ici de retracer ses
différentes perspectives.Contenions- nous de remarquer que dans larticle

donne sur la formule du binome les fonctions sont traitées sur ce double
registre. Alnsi , lorsqu'il sest agi de verifier que les coefficients Ak qui
ligurent dans le developpement du produit [n+m] sont des fonctions des
variables n et m. Cest bien la possibilité effective du calcul qui est retenue

comme critere satisfaisant. Mais ce calcul ne conduit pas d'abord 2 Ia

determination de la nature (polynomiale?) qui régit la dépendance du

coefficient Ak\ par rapport aux deux variables quelconques a priori, nn et m.

i
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On peut quand méme sétonner du fait que le mot fonction ne soit
pas utilisé par Euler, et qu'a sa place, on trouve le vocabulaire suivant :

. comment les coelficients, 4, bj_ G D Fetc sont déterminés par le
couple des lelires m et a ...

Mais en étudiant plus précisément, on constate qu'EBuler hésite dans
cet article enire deux vocabulaires. Dune part, un vocabulaire de la
détermination { par le calcul) d'une variable par une autre, et dautre
part une autre terminologie, conceptuellement plus large, qui est celle de la
définition d'une variable par une auire :

‘Vuedmadmodum hic duos primos coefficientes A et B per fitteras m et n
determinare lcuit, ita manifestum est, si superior multiplicatio ulteriv:
continuaretur, nde etiam sequentes coeflicientes ¢ D F etc per casdenm
litteras m et n defipird posse, quamvis calculus mor ila flered molestys
ut marimum faborem requireret.”

“Pe méme que nous avons pu déterminer les deur premiers coellicients

A ot B 2 partir des fettres m et n, [ est mandeste quen continvant la
mullplication cf-dessus, on poyrrari 4 partir de (3 défipir aussi les
coelficients C D E etc grice aur mémes letires m et n, mais le calcul
deviendrait irés vite épineur dans la mesure ou if nécessiterail un
immense travail'

Dans la phrase suivante, la méme hésitation, un pareil balancement
stylistique a lieu entre une "détermination” et une "déflinition". Cest
une autre mesure, indirecte, des préjugés a l'oeuvre dans la méthode
fonctionnelle. Nous avons développé ailleurs les difficultés et les raisons
qui firent passer d'un concept calculatoire pour les fonctions 4 un concept
marquant la seule refation de dépendance.
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10 CONCLUSION

En 1740, lorsque Buffon traduisit (de l'anglais) la. méthode des
fluzions et des séries infinies, il indiquait :
"La plupart de nos erreurs en Méiaplysigue viennent de Iz réalié gue
aous donnons aux [gées de privation ; nous connaissons le fini nous y
voyons des propristés réelles, nous len dépouillons, ef en considérank
aprés ce dépoutlement , nous ne le reconnaissons plus, et nous croyons
avolr créé un éire nouveau, lanl gue nous navons faft que déiruire
quelgue parife de celur gur nous é1aft anciennement conny” \
Il espérait bien , en procédant de cette maniére, éviter la suspicion sur le
calcul différentiel et intégral, mais ainsi, il mettait I'accent sur " /e mérite"
qui " est doac dans lapplication, en un mot dans lemploi quon en fart'
Tous les mathématiciens n'agissaient pas de la sorte au XVIIléme siécle,
par un volontarisme basé sur les seuls résultats escompiés, et beaucoup
tentérent de démontrer rigoureusement, non certes tout le calcul, mais des
formules ou des théorémes centravx de [analyse des fonctions. Nous avons
voulu décrire ici les attitudes dBuler et d’Aepinus 2 propos du théoréme du
bindéme de Newlon, et il nous semble tout 2 fait possible de décrire ces
démarches comme des démarches de rigueur. En outre, ces démarches les
obligérent a inventer des notations originales et surtout leur permirent de
prendre la mesure exacte des difficuliés.

Le point de vue des fondements du calcul n'est certainement pas
traité a cetie époque selon les canons de la rigueur euclidienne qui n'ont
pas éié remis en question-on le reconnait volontiers- mais Euler, avec
lanalyse algébrique, proposa un cadre minimal, vraisemblablement
provisoire, mais qui permit de se raccrocher 2 quelques régles.

La rigueur pouvait alors se développer selon deux directions : celle
qui consistait a justifier le cadre de l'analyse algébrique et qui requérait
longue patience ou génie, et celle qui sattaquait 2 une déduction
‘rigoureuse” de tous les résultats connus de Panalyse, 4 partir de ce cadre
et de ce cadre seulement. Les démonsirations de la formule du bindéme au
XVIlieme siécle suivirent cette deuxiéme voie.

Cest parce quil a réussi 2 pousser i son terme la démarche

|
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deputee par Euler en 1774, lul-méme pariant dune critique serieuse
d'Aepinus, que Cauchy , en 1821, tout 2 la fois prouva la formule du

bindme dans le cas d'un exposant réel quelcongue pour une. variable aussi

bien réelle que complexe, et offrit une {ondation rigoureuse de l'analyse
algébrique, en fail de l’anal?se tout entiére. L'architecture globalement
obtenue résultait bien de la résolution d'un probléme, somme ioute
particulier. Cest une lecon historique 2 méditer sur le role de

mathématigus,

Lagrange s'essaya de la méme facon, a parlir de la formule de
Taylor, 4 tout 4 Ia fois prouver rigoureusement une formule de base et
fonder en rigueur I'analyse. On connait son échec. 1l n'y a donc pas de voie
assurée pour bénéficier de la rigueur mathématique.
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