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Pour mieux comprendre lavénement des géométries non
suclidiennes au XIX® siécle, il n'est pas inutile de considérer d'abord
les périodes antérieures, remonter au I1I° sidcle avant I-C nous
suffira cependant. -

PRERMIERE PARTIE
LA PREHISTOIRE DES GEOMETRIES NOM EUCLIDIENHES

Cette prehisteire commence véritablement avec Euclide, car il est
non seuternent géométre euclidien, mais aussi, et peut-étre & cause de cela,
le premier géotnétre non suclidien.

EUCLIDE

Le Premier Livre des Elgments d Euclide débute par une liste de
définitions, de postulats et d'axiomes (cf. [10]). Ce sont les postulats,
demandes spécifiques de la gdométrie, qui nous intéressent ici, le
cnquiéme tout particuliérement, celui sur lequel nous allons revenir
constamment : ' :

. Si une droite, tombant sur deux droites, fait les ancles intérieurs
du meme cité plus petits que deux droits, ces droites prolongées A linfini,
se rencontreront du cbté ol les angles sont plus petits que deux droits.

Wiennent ensuite 48 propositions suivies de leur démonstration
zelon un rituel souvent évoqué. Ces propositions se succédent dans un
ex}chamement remarquable et les démonstrations observent les régles de la
deduction d'une fagon quasi-rigoureuse. Faire précéder ce déroulement
d'un ensemble d'hypothéses ot particuliérement de postulats géométriques
semble une véritable nouveauté a I'époque. C'est sans doute cette
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apparition vers 300 ans avant [-C d'un corpus géométrique développé
selon un mode axiomatico-déductif, cetle coréation dune théorie
quasi-parfaitement constituée qui a permis d'imaginer une vinglaine de
siécles plus tard une théorie avtre. Cest parce que la géoméirie suclidienne
existait, du moins étail mise en forme, que tes géométries non euclidiennes
ont pu voir le jour.

Il subsiste en fait des controverses au sujet des postulats et des
axiomes quFuclide aurait effectivement formulés, car acus ne disposons
pas du texte original d'Euclide, nous ne le connaissons que par des copies,
manuscrits grecs, latins ou arabes redécouveris & la Renaissance et les
multiples éditions des Eléments élaborées & partir de ces textes différent
enire elles. Certaing axiomes et postulais ont pu Stre rajoutds, en particulier
ceux correspondant & certalnes demandes formulées dans le cours du texte.
11 est alors possible d'imaginer .. que le cinguiéme postulat n'ait pas été
énoncé par Euclide Ini méme. Tannery [25] le suggére. Cela ne remet
cependant pas en cause nos idées sur les Eléments car, méme si ce postulat
n'avail pas &6 effeciivement formulé, il figurerait quand méme de fagon
implicite dans tout c¢e Premier Livre. En effet, l'enchainement des
propositions y est tel que les 28 premidres n'utilisent pas le Postulat dans
leur démonstration, alors qu'au contraire toutes celles qui suivent et ce
jusqua la fin du Livre, la 31éme exceptés, ndcessitent le Postulat soit
directement, soit par Ulntermédiaire d'une proposition l'employant
elie-méme.

Et c'est bien pourquoi l'on peut dire quBuclide est aussi le premisr
géométre non euclidien, puisque lensemble de ses 2§ preimiéres
propesitions est vrai indépendamment du fait que le cinguiéme postulat
le soit ou non. Cecl sera d'ailleurs constamment utilisé par tous ceux qui
tenteront de prouver le cinguidme postulal ot aussi par ceux qui aw
contraire essayeront de construire une géoméirie sans cinquidme postulat.

Avant de quitber Euclide, relevons dans le Premier Livre des
Eléments les propositions logiguemsent équivalentes au Postulat, bien
gu'Buclide n'y ail jamais évoqué la possibilité d'une telie équivalence. La
proposition X¥IX, pour la démonstration de lagquelle le Postuiat semble
avoir ét4 énoncé, s'en déduit automatiquemsnt par 'absurde

Une droite tombant sur deux droites paralléles fait les amgles
alternes ¢gaux entre eux .. et Ies angles intérieurs placds du méme <68
éoaux & denx droits.
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La propesition XXX :

Les droites paraliéles & une méme droite sont paralidles entre elles

peut s'énoncer aussi {formulation appelée axiome de Playfair) :
Par un point extérieur 3 une droite passe au plus une paraliéle 3

cetle droite
ou encore, compte tenu de l'existence des paralléles prouvée par la
proposition XXXI :

Par ug point extérieur A une droite passe une paralléle et une
seule & cetle droite.
Dorénavant, toutes les assertions que nous soulignerons seront des énoncés
"équivalents” au cinquiéme postulat.

Poursuivone notre étude de la préhistoire avec ceux que lon
appelle

LES COMMENTATEURS D'EUCLIDE

lls sont grecs jusqu'an Vie siécle aprés J-C, arabes du I¥e au Xille
siécles essentiellement, puis européens & partir de la Renaissance. Iis ont
plus particuliérement discuté et interprété deux points : la théorie des
paraliéles du Livre I et la théorie des proportions du Livre V. Clest le
premier point bien st qui nous intéresse ici et le cinquidme postulat y
occupe une place de choix dans fa mesure oll tous les commentateurs ont
exprimé le désir de le rayer de la liste des postulats. Dune certaine
maniére ils y sont tous parvenus, mais de fagons diverses. Deux méthodes
soffraient & eux : ou bien démontrer le Postulat - éventusllement en le
remplagant par un autre jugé plus naturel ou plus facilement acceptable -,
ou bien changer la définition des paralldles. A ce propos rappelons celle
d'Euclide :

Les paralléles sont des droites, qui, Btant situées dans un méme
plan, et étant prolongées 4 I'infini de part et d'autre, ne se rencontrent ni
d'un cdté ni de Tautre.

Voici quelques unes des principales tentatives.

Les commentateurs grecs

L'essentiel de ce que nous savons d'eux nous le tenons de Proclus,
chel au Ve siécle de 1Ecole néo-platonicienne d'Athénes, autenr entre

autres dun énorme Commeninire sur (e Premier Livie des
Hements d 'Euclide [22)]

|
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Posidoniug (Ier siécle avant J-C)

aurait défini les droites paraliéles comme des drozbes coplanaires
squidistantes c'est & dire des droites situées dans un méme plan telles que
toutes les perpendiculaires amendes de points de l'une & I'autre soient
$gales. Deux droites paralléles selon Posidonius le sont aussi selon Euclide,
mais la réciprogue est-elle vraie ? Euclide montre bien - en fait monire
presque - dans sa proposition XXEIV que deux paralidles sont
équidistantes, mais il utilise pour cela le cinquiéme postulat. A vrai dire, les
deux définitions coincident

Deux droites parafiéles sont équidistantes
si ¢t seulement si le Postulat est vrai.

Posidonius considére donc ume notion de droites paralldles
correspondant a une propriété "plus forte” que celle choisie par Euclide et
qui semble a priori mieux adaptée & la théorie puisqu'elle évite le recours
au Postulat. Mais une question se pose : pour sa part, Euclide a bien prouvé
Vexistence, dans sa théorie, de droites paralléles sans cinquiéme postulat ;
comment peut-on savoir par contre sl existe effectivement des paralléles
au sens de Posidonius sans faire appel & un “principe d'existence” cest 2
dire & un postulat ? Celie-ci serait assurée si l'on savait que :

Le Heu des points équidistants d'une dreite et situé d'un méme
c6té de cette droite est une droite,
mais une telle assertion équivaut 14 encore au Postulat.

Géminus (ler sidcle avant J-C)

aurait insisté, tonjours selon Proclus, sur la distinction entre ces
deux notions de paraliéles. En effet certaines lignes courbes situdes dans un
méme plan peuvent se rapprocher perpétuellement sans jamais se couper,
comine hyperbole et son asymptote. Pourqu01 un tel phénoméne ne
pourrait-il avoir lieu pour deux droites : Stre asymptotes, se rapprocher
indéfiniment et ne pas se couper ? La pertinence de cette question nous
apparait bien aujourdhui.

Procius {Ve sidcle aprés ]-C)

propose tui-méme une démonstration (cf [7]) en prouvant 1'énoncé
suivant clairement équivalent au Postutat :

Lorsquune droite coupe l'une des paraliéles, elle coupe I'autre

aussi,
mais pour cela il admet implicitement que :
La distance entre deux paralléles est bornée,
ce qui justement, on le verra revient & supposer le Postulat.
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Aganis (Ve siécle) o
utilise une définition semblable & celle de Posidonius et prouve le
Postutat, mais en présupposant lsexistence de paralléles selon sa
terminologie autrement dit en admettant que : ‘ '
Par un point extérieur & une droite, il passe toujours une droite
équidistante de la premisre.

Les commentateurs arabes

Les premiéres traductions des Eléments datent du IK? siécle.
Parmi les commentateurs ayant apporté une contribution 4 la th‘eorie des
paralldles, citons al-GauharT (IXe sidcle), Tabit ibn Qurra (Xe sie;\le), Ibn
al-Haytam (X/XIe siécles), al- Hayyam [Omar Khayyam] (X1/X11e sidcles) et
Nasglr ad-Din at-TTsi {(X11le siécle).

5 Les auteurs citds ici sont tous des mathématiciens écrivant leurs
ouvrages sclentifiques dans la langue arabe (¢f [14]). Regardons en
particulier la fagon dont Ibn al-Haylam et Omar Khayyam abordgnt la
question car certaines de leurs idées originales seront reprises en Occident.

Ibn al Hayiam o
utilise le mouvement dans son raisonnement. Considérant un
segment se déplagant perpendiculairement & une droite dom:;ég, *il
-’ & B, affirme que lorsquune des extrémités
du segment décrit la droite, l'autre
J J extrémité décrit  une autre  droite
parailéle et méme $quidistante de Ia
premiére.
Ayvant obtenu ainsi lexistence de paralléles au sens fort, ‘celu\i de
Posidonius ou d'Aganis, il peut démontrer le Postulat. Il cotlsidgf’e a cet
effet le quadrilatére dont se servira Lambert au X'\?IIIe‘ s1e‘clej, un
quadrilatére ABCD ayant trois angles droits et pour lequel il sagit de
montrer que le quatridme, 'angle en D, est droit lui aussi.
> Ibn al Haytam montre tout d'abord que CD =
5 AB.En effet, solent E ¢t F les symétriques de
C et D relativement & AB ; lorsque le
i = segment EF se meut en restant
¥ : perpendiculaire & EC, le point E restant sur
EC, le segment EF vient sur CD lorsque E est
en C et sur BG lorsque E est en B. D'aprés ce
qui a été supposé, dans ¢e mouvement le point F décrit une .dr.oite, les
points F, G, D sont alignés, mads les points F,AD aussi ; donc G coincide avec
Aet par suite CD=AB.
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Pour montrer que l'angle en D est droit, Tbn al-Haytam raisonne
alors par l'absurde en envisageant les deux autres cas - langle en D est
aigu, 'angle en D est obtus. Cette énumération des cas sera souvent reprise
ensuite. La conclusion en résulte assez facilement.

Omar Khayvam

§¢ propose lui aussi' de prouver le Postulat en insérant huit
nouvelles propositions dans ies Eléments, juste aprés la proposition XXVII1,
Utilisant donc les 28 premiers énoncés d'Euclide, récusant par contre
Yemploi du mouvement en géomstrie tel
qulbn  al-Haytam le pratique, il

= < introduit pour sa part fe quadrilatére dont
| Saccheri ¢  servira au  XVIIle
T 1 siécle, un quadrilatére ABCD ayant deux
a angles droits en A et B ot les ctés AD et BC
A

égaux. Les angles en C ot D sont ggaux, il
sagit de montrer quils sont droits.
Raisonnant lui aussi par l'absurde afin d'écarter les cas ofl ces angles
seraient aigus ou obtus, il considére un axiome auxiliaire - de type
philosophique, dit-il - selon lequel

Deux droites non sécantes ne peuvent pas s'écarter des deux cdtds

& la fois.
Malgré un cercle vicieux apparaissant dans le déroulement

déductif, 1a contribution d'Omar Khayyam est remarquable par les idées
nouvelles qu'elle apporte.

Naglr ad-Din at-THsT reprendra et critiquera les travaux de ses
prédécesseurs avant de formuler un certain nombre de propositions
intéressantes elles-aussi. Au  XVile siécle, Wallis exposera une
démonstration du Postulat attribuée & at-Thsl, vraisemblablement le seu!
travail arabe connu 4 cette époque. Retenons de ces commentateurs arabes
d'une part la mise en évidence du lien entre le Postulat et la somme des
angles d'un quadrilatére, d'autre part la méthode de démonstration fondée
sur une contradiction devant résulter de t'hypothése selon laquelte cette
somme ne serait pas égale & quatre angles droits.

Les commentateurs européens

Les Eiéments d'Euclide sont imprimés pour la premiére fois en
latin & Venise en 1482 et les Commentaires de Proclus sont édités & Bile en
1533. Mais quiils aient connu cu non les travaux de leurs prédécesseurs
grecs ou arabes, les commentateurs européens napportent rien de
vraiment nouveau. Relevons une idée originale cependant, celle de Wallis.
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John Wallis (1616-1703)
demande d'admettre le principe fondamental suivant -
Pour un figure quelconque, il en existe toujours une autre de
grandeur quelconque qui lui soit semblable,
Woici lidée de la démonstration {(cf[8]) -
Les demi-droites AB el CD faisant avec AC
des angles a et b tels que a + b < 2 droits, il
sagit de montrer qu'elle sont sécantes.
Déplagons la detni-droite €D de fagon que
tangle quelle forme awec AC soit
constaminent égal & b. Lorsque C arrive en
A, CD occupe la position Co Dy dans l'angle

EAB ; it ewste donc une position
intermeédiaire C;D; oll la demi-droite coupe

AD en un point Py. Le postulat de similitude assure 1'existence d'un triangle
4CP semblable & AC| Py et le point P est alors 4 Ia fois sur AR et CD.

Cetle idée sera reprise & la fin du ¥VIIle siécle par Lazare Carnot
dans sa Geometrie de position : "la théorie des paralléles tient 3 une
notion premiére & peu prés du méme ordre de clarté que celle de 1'égatité
parfaite ou de la superposition, la notion de similitude”, reprise aussi par
Laplace  dans son Exposition du Systeme du  Monde - "
proportionnalité est un postulatum bien plus naturel que celui d'Buctide”,
car elle se retrouve dans les lois de l'attraction tout comme dans celies des
forces électriques ot magnétiques, d'ailleurs “la simplicité des lois de la
nature ne nous permet d'observer et de connaitre que des rapports”.

Saccheri notera qu'en fait Wallis utilise ssulement une formulation
réduite du principe de similitude :

Pour tout triangle, il en ewiste toujours un autre de grandeur
arbitraire ayant les mémes angles
et il montrera méme que le postulat résulte de ta simple supposition

1i existe deux triangies indgaux ayant les mémes angles,

Mais avec Saccheri nous abordons fe XVIlle siécle, une période
intermédiaire entre la préhistoire et I'histoite des géométries non
euclidiennes,
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LES PRECURSEURS

11 s'agit de Saccheri et Lambert, les premiers i avoir formulé des
énoncés de géométrie non euclidienne, sans pour autant admettre celle-ci.

Girolamo Saccheri {(1677-1753)
publie rannde de sa mort son chef dosuvre, Fuclide lnve de

toute tache [24], ol il est essentiellement question du Postulat, mais aussi
des rapports et de la difficile définition de leur égalité. Saccheri croit & Ia
vérité du Postulat et if désire le démontrer. A cet effet, il suppose connues
ot établies les 28 premiéres propositions d'Buctide et introduit la figure & la
base de tout son <difice, la quadrilatére d'Omar Ehayyam, quadrifatére
ABCD dont les angles en A ot B sont droits et les cétés AD et BC sont dgaux.
Ses trois premiers énoncés rappellent tonnamment ceux d'Omar Ehayvyain,
mais, & la question de la valeur des angles

> c =0 C et D, il ne répond pas qu'ils sont droits,
| it introduit explicitement, sous forme de
4 définitions, 1'hypothése de l'angle droit,

I'hypothése de l'angle obtus et I'hypothése
de l'angle aigu, selon que ces angles égaux
A & sont droits, obtus ou aigus.

Saccheri montre alors : dés que 'une de ces hypothéses est vraie
pour un quadrilatére, elle est vraie pour tous les Juadrilatéres. Bien plus,
la_somme des angles d'un quadrilatére quelcongue est égale, supérieure ou
inférieure 4 4 angles droits, 1a somme des angles d'upn triangle guelcongue
est égale, supérieure ou inférieure & 2 ancles droits, un angle inscrit dans
un demi-cercle est droit, obtus ou aigu, selon que l'on est dans I'hypothése
de l'angle droit, obtus ou aigu. Mais en montrant que

Une perpendiculaire et une oblique se coupent,

aussi bien dans I'hypothése de L'angle droit
que dans celle de langle obtus, Saccheri
peut conclure : "Thypothése de langle obtus
est absolument fausse, car elle se détruit
olle-méme” En effet, olle implique le
Postulat qui lui-méme impose l'angle droit.
Ce rejet de I'hypothése de l'angle obtus (celle de 1a géométrie sphérique)
s'explique par l'usage que fait Saccheri de la Proposition VI d'Euclide,
selon laquelle un angle extérieur d'un triangle est pius grand qu'un angle
intérieur opposé, car celle-ci se sert du caractére infini des droites {cf [7]).
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est absolument fansse car cela répugne & la natu

1ui, les qsympbotes AX el BY auraient e leur peint commun & 'infini une
perpendiculaire commune, ce qui n¢ se peut.

patiemment construit gréce 3 ses
permettant de manier aisément Ia
sur des figures impossibles.

lirrationnalité de n, fournit une contribution importante 3

La moitié du chemin est done parcourue, il ne reste qu'h obtenir
une autre c?ntradiction, dans I'hypothése de Vangle aigu cette fois. Saccheri
se Vplace desormais dans celle-ci (il existe upe perpendiculaire et une
gbh{que qui ne se coupent pas) et les choses deviennent alors irés
intéressantes. 11 établit tont un enchainement de propositions nouvelles et
prouve en particulier que pour deux droites quelconques, il existe trois
possibitités

=== [ elles sont sécantes

—E T 2)elles ontune perpendiculaire commune -

PSS 3} elies-sont asymptotes.

Chez Euclide, seuls les deux premiers cas peuvent se réaliser ; ded

un nouveau type de non-sécantes apparait, celui suggérs par Géminus. ‘
Pire, lorsque deux droites ont une psrpendiculaire commune, elles

divergent des deux cdids 4 partir de cette perpendiculaire : lintuition ne
peut plus se fonder sur Ia figure :

mais sur celle-ci : >§< et le postulat d'Dmar Ehayyam tombs,

Ou encore, étant donné un segment AB, il
existe un angle XAB tel que 1) AX ne
fencontre pas la perpendiculaire BY 4 AB 2)
toute oblique AX' comprise dans l'angle ¥AB
rencontre BY 3) tonte oblique AX' faisant un
angle aigu plus grand que XAB avec AB a

A - S
— avec BY une perpendiculaire commune. C'est
une classification que Lobatchevsky retrouvera un sidcle plus tard. Nous

avons ta de 7é;itables énoncés de géométrie non euclidienne et pourtant,
des la proposition suivante, Saccheri affirme : "L'hypothése de l'angle aign

re de la ligne droite.” Selon

Ainsi, mi par sa conviction, il détruit d'ug seul coup tout 1'édifice
remarquables qualités de logicien, lui
Preuve par labsurde ou le raisonnement

ohann Heinrich Lambert (1728-1777)
philosophe et mathématicien, connu pour sa preuve de

P s o la
eometne. avec sa Theorie der Parellellinien (Scrite 2 partir de
766 mais publide sn 1786) [17] La figure fondamentaie v est

12
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quadrilatére & trois angles droits utilisé par Ibn al-Haytam. II formule lui

aussi trois hypothéses selon la valeur du

By o C quatriéme angle et il obtient assez

rapidement une  contradiction  dans

U'hypothése de langle obtus. Quant &

A A o B I'hypothése de l'angle aigu, non seulement

la somime A + B+ C des angles d'un triangle ABC v est inférieure 2 1507

mais de plus le Aéficit ou le défaut du triangle : 180 - (A + B + ©) est
proportionnel & aire du triangle.

Lambert note alors la resserablance de la géométrie plane avec la
géomeétrie sphérique dans I'hypothése de l'angle obtus et avec la géométrie
d'une sphére imaginaire dans celle de l'angle aigu. Car, l'aire d'un triangle
tracé sur une sphére de rayon r est de la forme r% (A + B + C-180) . par
suite, sur une sphére de rayon imaginaire ir, cette aire prend la forme
r2 (180-4-8-0)

Une conséquence chagrine Lambert cependant : si I'nypothése de
tangle aigu $tait vraie, il exXisterait une mesure absolue des longueurs, tout
comme il existe une mesure absolue des angles. En effet, on peut toujours
assocler a un segment un triangle équilatéral ayant ce segment pour ¢6té et
par suite faire correspondre au segment fa valeur commune des angles de
ce triangle dquilatéral, valeur mesurée de facon absolue. La formule
relative au défaut du triangle montre que lorsque l1a longueur du segment
croft de G & linfini, l'angle correspondant décroit de 60° 3 0°.

Aussi, rejetant I'existence d'une unité de longueur absolue ou en
en prenant prétexte, Lambert écarte I'hypothése de l'angle aigu, tout
comme Saccheri, bien quayant avancé assez lein dans la théorie. Cest que
pour lui et ses contemporains, les axiomes de la géométrie ne sont que le
reflet des propriétés de l'espace. La question n'est pas de savoir si le
cinquiéme postulat est vrai ; selon la conception kantlenne de l'espace, la
conviction existe indépendamment de toute démonstration. La question 2st
plutdt celle de la possibilité de prouver mathématiquement le Postulat, ce

que d'Alembert formule ainsi dans 1'Encyclopedie : “la définition et les
propriétés de la ligne droite, ainsi que des lignes paraliéles sont 1'4cueil ot
pour ainsi dire le scandale des éléments de géométrie”.

De nombreux mathématiciens s'essayeront encore 4 la recherche
d'une démonstration & la fin du IVIlle sidcle et au début du XIXe sidcle,
comme Farkas Bolyai, le pére de Janos, Friedrich Wachter, Ferdinand
Schweikart, Franz Taurinus ot surtout Legendre.

Adrien Marie Legendre (1752 - 1833)

a multiplié les tentatives de démonstration dans les différentes
éditions de ses Eloments de Geometrie de 1794 2 1623 (cf. [18D 1
plupart tournant autour de la valeur de la somme des angles dun triangle.
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A chaque fois, il introduit une idée nouvelle et assez ingénieuse, mais
fondée sur une hypothése équivalente au Postulat, comime par exgmpie :

Par tout point pris 3 lintérieur d'un ancle, il pagse toujours une
droite coupant les denx ¢6tés de l'angle.

Avant daborder I'histoire proprement dite des géométries non
euclidiennes, voici & titre d'anecdoie la méthode utilisée avec la Tortue de
LOGO pour bien faire comprendre aux enfants que la somme des apgles
don triangle vaut 180° [1]. 1l s'agit en fait de la démonstration don\nee en
1509 par Bernhard Thibaut . -

Ii est simplement demandé & la Tortue de

C parcourir les trois ¢Stés du triangle ABC :

¥ TS Placde en A et orientée vers B, slle décrit
AB, arrivée en B, elle tourne d'un angle f3,

N el puis décrit BC, tourne alors d'un angle ¥,
A I B décrit ensuite CA et tourne enfin d'un angle
/ ) o{de Tagom & reprendre sa position initiate.

Au bout du compte, elle a effectuée un tour complet sur
slle-méme, soit 360°, ainsi e+ f+y = 360° ot a+Db+c= 180° Ce faisant le
lecteur mathématicien a bien sir noté que cette démonstration n'est
torrecte que si les translations et les rotations considérées sont des
opérations indépendantes, c'est & dire qu'elles commutent entre elles {en
tant qu'opérations effectuses par notre Tortue}!

DEUXIEME PARTIE
L'HISTOIRE DES GEOMETRIES HON EUCLIDIENNES

Au cours de la premiére moitié du XIX® sidcle, trois
mathématiciens développent 2 peu prés en méme temps, mais dg ’fagon
indépendante, une nouvelle géométrie ol le cinquidme postulat est nié.

LA GEOMETRIE NON EUCLIDIENWE DE GAUSS, BOLYAI ET
LOBATCHEVSEY.

Evoquons les travaux de Lobatchevsky car sa théorie se présente &
la fois de la fagon la plus compiéte et la plus facile 4 aborder.

Hicolas Ivanovitch Lobatchevsky (1793 - 1856)
professeur a 1'Université de Kazan, exprime, dans un essai sur les

fondements de la géométrie de 1828-29, lidée d'une géon'fétri? dans
laquells par un point extérieur & un droite passerait deux paralleles a cette
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droite. Celle-ci est développée de 1835 & 1838 dans ses Nouvenux
principes de Geéoméirie, texte relativement facile a lire mais assez
indigeste. Il reprend ¢e travail de fagon plus agréable et concise dans une

brochure parue en 1840 a Berlin intitulée Ftudles geometriques sur o
Théorie des Paralleles [19] -

Aprés avoir énoncé quelques propositions élémentaires assex
semblables & celles du Premier Livre des Eléments, il y formule son fameux
partage des droites passant par un point en deux classes : “toutes les
droites tracées par un méme point dans un plan peuvent se distribuer par
rapport & une droite donnée dans ce Plan, en deux classes, savoir - en
droites qui coupent la droite donnée, et en droites qui ne la coupent pas.
La droite qui forme la limite commune de ces deux classes est dite paraliéle
& la droite donnée”.

E,Fm 8 Parmi les droites passant par A fa
P perpendiculaire AD &4 BC coupe BC, alors que
F la perpendiculaire AE 2 AD ne coupe pas BC.
A Soit AH la droite limite des deux classes, elle

v ® nte coupe pas BC, toute droite AG dang
l'angle EAH ne coupe pas BC et toute droite
AF dans 'angle HAD coupe BC.

K C

L'angle & = HAD est appelé angle de parallélisme. Lobatchevsky pose
% = 1 (P} pour exprimer la dépendance de l'angle « relativement i la
distance p = AD. Ce qui du méme coup présuppose une certaine
homogénéité de l'espace, celle-1a méme utiliséo par Euclide pour effectuer
les transports de figures nécessaires afin d'établir les cas d'égalité des
triangles.

Ainsi Lobatchevsky commence par ce par quoi Saccheri achéve, La
situation décrite ici est posée a priori par Lobatchevsky alors quil s'agit en
fait de celle 4 laquelle Saccheri a abouti 3 la suite de longs développements
théoriques sous I'hypothése de l'angle aigu. En effet, fa non-sécante limite
AH, dite paraliéle 4 BC, n'est autre que le troisiéme cas évoqué par Saccheri,
celui de deux droites asymptotes, tandis que les autres non-sécantes telles
que AG correspondent au deuxiéme cas, celui de deux droites admettant
une perpendiculaire commune.
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La droite AK syméirique de AH par rapport 3 AD est aussi une
non-sécante limite, donc une paratidle & BC. Ainsi, il passe par le point A
deux paralléles & BC, chacune relative 4 un sens, saufsio =g (p} = /2 (cas
de la géométrie euclidienne). Celte nouvelle notion de paraliéles vérifie
encore de bonnes propriétés, dont la preuve n'est cependant pas
immédiate : "une ligne droite conserve le caractére de parallélisine en tous
ses points” ; "deux droites sont toujours réciproquement paraliéles” ; "deux
dreites paralléles & une troisiéme sont paralldles entre elles”. \

Se plagant désormais dans I'hypothése :n (p) <n/2, Lobatchevsky
montre que "étant donné un angle quelconque o, on peut toujours trouver
une distance p tel que l'on ait n (p) = o." De plus, lorsque p croit de 0 2
linfini, n {p} décroit de n/2 & 0 (ce qui n'sst pas sans rappeler la mesure
absolug des longueurs de Lambert).

Lobatchevsky introduil alors une notion relativement nouvelle,
celle d'horocycle ou courbe-limite. A cet effet, remarquons tout d'abord
quen géoméirie euclidienne les trois médiatrices dun triangle sont
concourantes, alors que, sans cinguiéme postulat, les trois médiatrices sont
soit concourantes soit non-sécantes deux & deux et, si deux d'entre efles
sont paralléles, elles le sont toutes trois. Un horocycle seva par définition
une ligne courbe située dans un plan telle que toutes les médiatrices de ses
cordes solent paralléles entre elies. '

{Pour conwaincre ceux qui penseraient Juune telle courbe n'existe pas,

voicl un proeédé de comstruction : la droite AB

c étant fixe, =i sur la droite AC faisant avec AB

l'angie E%B = = (p), on place le point C de fagon

P que AC = 2p. slors le médiairice du segment AC est

paraliéle 3 AB par construction. Par suite, lorsque

W) P l‘gngle CAB wvarie, les points C ainsii obtenus

A décrivent un horocycle, puisque les médiatrices

& des cordes sont toules paralleles & AB : on les

sppelle axes de 1'horocycle. Un horocycle peut dailleurs Stre considéré comme un
cercle de rayon infiniment grand.

4 ce propoz indiquons qu'il existe trois types de mouvements dans un plan
de Lobatchevsky : la rotation autour d'un point & distence finie 0, la rotation autour
d'un point & l'infini dens une direction d et la translation le long d'une droite D ; les
courbes invariantes sont respectivement : les cercles de centre 0. les horocycles de
direction d'axe d et les courbes équidistantss de D.]

90

Upe curieuse formule : soient AB et A'B' deux arcs dhorocyeles de méme
direction d'axes limitds justement par deux
axes AA' el BB’ Posons AA = BB = x  alors

B e’ [A% - &8 ¢ ®%| o0 k est une constants
A D}; positive. Cette formule montre en
particulier gque les droites paralléles A& st

A = N BB’ sont asymptotes.

Lobatchevsky introduit ensuite les horosphéres ou surfaces limites
cbtenues dans la refation d'un horocycle autour d'un de ses axes. Disons
simplement qgue, si on fait jouer aux horocycles le rdle de droites, trés
curieusement, ces horosphérss vont &tre de véritables modéies de plans
euclidiens, la trigonomstrie des triangles sur ces surfaces n'étant autre que
la trigonométrie ordinaire. Mais ajoutons surtout qu' 3 Ia suite de calculs
délicats, utilisant 2 la fois horesphéres et trigonomsétrie sphérique,
Lobatchevsky $iablit Ie systéme des relations entre les angies A, B, C ot les
cBidsa, b, cdun triangle reciiligne quelconque !

sin Atgn (@) =sinBignib)

cos A cos r{b) cosn(c)»Simiblsinmic) =
sin (@)

cotg A sin C sinn (b) + cos € = 05w {0)
205 1 ()

205 A +cosBoosC=SnBsinC
sinn (a)

ainsi que les relations gui s'en déduisent par permutations st la formule
fondamentale : [tg 1 n (x) = KK
2

On remarquera que 'la géoméirie imaginaire se change en fa
géométrie ordinaire lorsquion suppose les cétés d'un triangle rectiligne trés
pelit”. En effet, en premiére approximation :

sinn{xi=1- é_ (2/k)° , cosn(x)=x/k ettga ® =k/x , d'ov

fes formules usuelles : ;
bsinA=asinBg, a2=b2+c3-2bccosA, A+BeC=qa
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pour Lobatchevsky, les équations précédentes “constituent par
elles-mémes ume raison suffisanie pour considérer comme possible
I'hypothése de la géomélrie imaginaire”. & ce propos, parallélement a ses
publications a Kazan de 1835 4 1838, il fait paraiire dans ls journal de
Crefle en 1837 un article en francais intitwlé Génmétrie Tmaginaire
dans lequel il part & priori de ces formules trigonoméiriques : "c'est en
rebroussant pour ainsi dire chemin et en partant des équations
fondamentales que je thcherai d'introduire leur adoption dans la géométrie
¢t de metlre hors de donte gquils puissent jamais mener & une absurdits,
sous quelque rapport que ce soit.” A cet effet, il raméne par des
transformations ces équations 4 celles de la trigonométrie sphérique dont il
a montré par ailleurs qu'elle "est indépendante de l'une ou  l'avire
hypothése sur la somme des angles dans un triangle rectifigne”.

En 15655 encore, peu avant sa mort, déjd aveugle mais toujours
soucieux de faire comprendre et accepter ses théories, il dicte un exposé
complet de son systéme édorit en russe et en francais sous le titre
Pangéometrie ou preicis de géométrie fondée sur une théorie
rigoureuse et generale des paralleles.

I nous faut évoquer maintenant les travaux de Bolyai et de Ganss,
plus succintement car ceux de Bolyai sont tout & fait analogues & ceux de
Lobatcheveky ot ceux de Gauss n'ont pas ét6 rédigés en un texte suivi et
commplet.

Janos Bolyai (1302 - 1360)

Son  pére Farkas Bolyai, géomélre hongrois, ami de Gauss a
longtemps cherché & démontrer le cinquidéme postulat. Indiguons pour
mémoire quil I'a ramend & I'énoncé suivant :

Par trofs points non alisnés passe toujours un cercle
{autrement dit les médiatices d'un triangle sont toujours concourantes).

Janos Bolyai, officier hongrois de l'armée autrichienne, mis & la
retraite @ 31 ans, eu pour occupation favorite la théorie des paralléles
malgré les efforts de son pére pour P'en dissuader : * Tu ne devrais pas
Vengager sur ¢e chemin pour metire & 1'4preuve les paralidles ; je connais
¢e chiernin jusqu'an bout med aussi, {'al mesuré cette nuit sans fond et elie g
dteint toute lumidre ot touts joie dans ma vie™.

Jusque vers 1820 snviron, il essave de prouver le Postulat. Puis it
s¢ met & construire une “théorie absolue de l'espace” selon 1a méthode
déductive sans décider a priori si le cinquiéme postulat est vrai ou non. Dés
1823 il est en possession de la formuls fondamentale ig Lo(x)-e ®E

@
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Bien que sa théorie ne soit pas encore selon fui tout A fait au poiat, il paut.
dire & son pére : Tai découvert des choses si balles que j'en ai été ébloui...

i'al tiré du nédant un nouvel univers.”

Son manuscrit est achevé en 1829, intitulé Sur In science
absolue de ['espace [3], il est publié en 1832 en appendice d'un gros
cuvrage paternel Aprés une définition des paralidles asser semblable &
celie de Lobalichevsky, il introduil les horocycies et les horosphéres - avec
une aulre terminologie bien st - et il obient les formules de
frigenomélzie of de géomdirie non euclidienns.

Woici un exeraple de résultat remarquable et assez simple en
"géomélrie absolue” : les sinus des angles d'un iriangle sont proportionnels
& la circontérence des cercles dont les rayons sont égaux aux cdids opposés ;
fa dreonférence d'un cercle de rayon r étant de fa formes Z ok sh (r/k).
Loregume k tend vers I'iafint, on trouve & 1z mite Tn fongueur ususlle Z2a vt
Ajoutons enfin que Bolyai résout 12 quadrature du cercle dans le ¢as o le
cinguiéme postulal est nié |

Carl Priedgich Gauss (1777 - 1855)

Ce =ont essenticliement sa corres ance aves Farkas Bolyai,
Olbers, Schumacher, Gerling, Taurinus et Bessel ¢l quelques notes trouvées
dans ses papiers qui permettent de reconstituer les directions de recherche
de Gauss sur les paralléles [11] If avrait réfléchi an sujet dés 1792, & 18ge
de 15 ans, ot bien sly aurait tout d'abord e85ayé de prouver le Postulat.
Alnsi, dans une letire & Bolyai, il écrit en 1799 *Sion pouvait montrer qu'

i existe up triangle d'aire aussi grande que l'on veut
alors je pourrais prouver la géométrie touts entidre de facon absolument
rigeureuse”.

Vers 1813, il commence 3 obtenir les théorémes fondamentaux
d'une nouvelle géoméirie “anti-suctidienne” selon Wachter, "astrale” selon
Schwelkart ou encore "non-euclidienne”. Bien que convaincu de ce que
cetle géométrie n'a pas on elle méme de contradictions, alors que “certains
résultats ont l'apparence de paradomes”, Gauss ne diffuse pas 248 travaux
par craintes des "cris de béotiens”, il ¥ fait simplement allusion en éerivant
& ges amis.

Dans deux courts exposés trouvés dans ses papiers, Gauss donng
une définition des paraliéles semblable 3 celle de Bolyai ou de
Lobatchevsky, il montre qu'elles ont les mémes bonnes propriétés, puis il
introduit la notion de points correspondants sur deux paralléles,
permetlant ainsi de retrouver cslle d'horocycle comme lieu des points
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i : gl i - i la 101’15114111”
e‘:hE Lol i iscean g P" ralleles, I} foui nit jul G153
correspondants sur un faigcean 4 ey QLEs i 33 cile

du cercle dans une letire 4 Schumacher de 1831

. B i P &

Citons aussi les travaux de_Franz Adolph Taugzinus ‘quidenrﬁi ;;‘5219

construit un systdéme de géomélrie analytique selon 121}?;;@@155@ el :1@ 1ge,
aigy - o i métrie sphérique, il rempla;

i artant des formules de frigonométrie sphérique, 4
algu : en partant des formules & -« ! | o
z‘a?on T };af un rayon ir imaginaire et obtient les formules clie ;:;r eq;:j !

. 4 carithmo-sphérique. Ma - Taurinus lind
a géométrie logarithmo-sphérique. Mais pour
appelle la_géomélrie logarithmo-g I 1aurinus "
sisp iommfes reste théorique et il ne pense pas a leur application dan
plan.

Les géométres non euclidiens ot la nalure de U'espace.

Dans une letire a Olbers, Gauss écrilen 1517 : , o
“Je suis de plus en plus convalncu gue 'on ne peut demumzf:zl’ pax;};é;m
fsisozmemen: {8 nécessité de la géoméirie emlidi(ejg?iéplécss%‘ ;?iﬁz;oz;d% 2 deas
puissi ir des 1dées ¢ cure de U'espa _ s
k ir issiong avoir des idées sur Is na @ 1'espac i au { nos
Eci?:? Sigfagje?figgcb.éinsi 1a géoméirie ne paul Sire mise 5 cré de V'arithmétiqus, g
es1 @ nature & priofi, mels plutht 3 1€ de la mécanique. o
1 de neture & priovd. mels plutit d<d . > . N
” Une telle affirmation est clairement en contmd%xct&on avecp!s; 12;13
kantiennes, selon lesquelles le concept@e'sga&ce il es‘tyen ;;Jé,e o Sons
Jd'origine empirique, mais est une nécessité mewgbietaet: piz ik: géo.m o
ait i is ¢ g jecti esler
auait ¢ ant jamaiz eu pour objectil de 1 ometr
n'aurait cependant jamsis ¢ o
enclidienne au  ¢ours de ses nombreuses mesures de  géod ,
contrairement 3 un mythe largement répandn [5].

Le point de wvue de Lobatchevsky est proche de Ace%ui de Ggusz
L'échec des tentatives de démonstration le conduit assez tc;t atpsi‘l::;g;e
o . ! S il es
¥ ¢ y st pas dans les données ¢t qu .
<o que l'on veut prouver n'e ' s les dont e a0l pramces
BVl 's & Vexpérimentation. Voicl dailleurs celle g
d'avolr recours a l'expérimen e q :
{c1.14]) pour avoir une idée de la valeur de la constante k inter aenar;i f:it
: %) =e BX (1a géométrie euclidienne correspondant
fa formule :tg%— nixl=e¢ {la géomé

dn(e)= —%- c'est & dire k& infini).

On comsidére un friangle ABC donc le ¢dté BC = a e;t e';gal 32
dizmétre de l'orbite terrestre et dont le sommet A e;t une et?{io ina 2
direction perpendiculaire & BC. Soit 2p la parallaze maximale de 1'é .
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N 1 )
Alorsn(a) » BCA = zl-gp soit tg Ln@ (%-p)

cestidire o-8/k , 1-tgp Ld'el @ <tg 2p.
l+tgp k

de

De la parallaxze de Sirius égale & 1"24, Lobatchevsky déduit que
a/k < 0000 006 Alnsi, on ne connait pas k, mais on sait qu'il est trég
grand relativement au diamétre de Torbite terrestre. On pourrait
recommencer  avec des dtoiles de parallaze inférisure Dailleurs, =i 1a
géomsirie euclidienne est vraie, k est infiniment grand et il dojt exister des
étoiles dont la parallaze st infiniment petite.

Le cheminement des idées

On peut s'étonner que, & peu prés en méme tetips et de fagon
indépendante, trois hommes découvrent cette nouvelle géomsétrie que
personne navait eu l'idés dimaginer au cours de Plus de vingt siécles de
tentatives infructueuses. Bien sir i multiplication des échecs 2 pu
conduirs A cetts néressits et, Saccheri et Lambert, quoique convaincus de 1
vérité du Postulat, avaient déja largement ouvert 1a voie de hypothése de
langle aigu. Diailleurs, la question des paralldles fut, 4 Ia charniére deg
EVII® ot x1x® siécles, I'objet de publications nombreuses. Gauss enfin se
situe au centre d'un foyer scientifique dont, dans une certaine mesusrs,
Bolyai et Lobatchevsky ont subi l'influence.

Certes les travaux de Saccheri et Lambert furent assez méconnus,
tais Kliigel, qui analyse en 1763 & Gottingen les essais de démonstration
antérisurs, a certainement contribug & Ia diffusion des idées de nos deux
précurseurs. En outre les diverses preuves de Legendre, dont nous avons
Peu parlé, remarquables par I'originalité des méthodes ot fa clarté de
l'exposition, ont jous un réle non négligeable, surtout pour Lobatchevsky,
qui les avait étudides de prés. Ajoutons enfin que Bartel, le professeur de

Lobatchevsky & Kazan, et Farkas Bolyai, e pére de Janos, furent tous deux
des amis de Gauss.

Les travaux de Bolyai et Lobatchevsky n'ont pas requ de leurs
contemporains 1'attention quils méritaient. Est-ce dil aux iddes dominantes
de I'époque, aux conceptions kantiennes 7 La ville de Kazan et ja Hongrie
étajent-elles trop éloignées des grands centres scientifiques. Des questions
de langage ont-elles joué 7 Lobatchevsky a pourtant pris scin de publier
aussi en allemand et en francais. En tout cas, en 1833 encors, Legendre fait
paraitre 1'snsemble de ses démonstrations du Postulat.
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Cest & partir des années 1860 que les théories de Bolyai et de
Lobatche;;k}? ont commencé & &tre largement diffusées. En France, Jules
Hougl traduit les Etudes geometriques sur la théorie des paralléles
avec en appendice des extrails de la correspondance de Gauss el

Schumacher [19], apportant ainsi la caution de Gauss au iravaux de
Lobatchevsky, puis il traduit La Science absolue de ["Espacs de Janos
Bolyai. En Italie ¢'est Battaglini qui introduit la géométrie non suclidienne.

Mais celle nouvelle géoméirie va connaitre des développements
bien plus considérables encore. Celle-ci sera en effet resituée dans des
cadres tres géndraux, qu'on ne pouvait imaginer alors, 4 la suite d'une part
de la conception riemannienne de l'espace, 4'autre part de la classification
kleinienne des géométries.

LA CONCEPTION RIEMANNIENNE DE L'ESPACE

Berahard Riemann (1826-1806) effectue un saut conceptuel
considérable, un saut dans l'abstraction permettant une prise de distagce
par rapport aux intuitions a priori de l'espace. Dans son mémoire
d'admission a la faculté de philosophie de Gottingen, Sur les hypothéses
qui servent de fondement o [o geometrie, présenté en 1654, publi¢
en 1867 [23] il considére d'emblée des “grandeurs de dimension multiple”
cest & dire des variétés de dimension n quelcongue, dont les pmgts
dépendent continliment de n paramétres (=, . %, 1. Il se propose d'étudier
les rapperts métriques dans une telle variété. En géométrie euclidienne il
faut, pour mesurer, avoir nn moyen de transporter la grandeur um’te; Iga,
Riemann considére les choses localement, il fait appel a la péométrie
différentielle ot définit la métrique en introduisant en chaque point de la
variété un élément linéaire ds de la forme -

d‘S.=1\<i<j\<n &ij az; de

oll les gij sont des fonctions des coordonnées Xy, .. Xy, 1o cas de l'espace

euclidien correspondant 4 : ds? = = dxvi2
lsi¢n

Afin de pouvolr nous représenter ces objels abstraits, limitons
nous aug variétés de dimension 2 c'est 4 dire aux surfaces, sujet que Gauss

avait justement exploré en 1827 dans ses Recherches générales sur les
Surfaces courbes [12] Cest d'ailleurs ce travail qui a trés certainement
inspiré Riemann. En effet Gaugs v Studie Ia géométrie intrinséque des

96

surfaces autrement dit la géométrie qui fait abstraction des propriétés de
I'sspace dans lequel la surface et plongée. Intuitivernent il sagit de Ia
géométrie que pourrait connaitre un Stre deux dimensions vivant sur la
surface et n'ayant aucune idée de ce qui se passe ailleurs.

Les points de la surface dépendant des deux paraméires p et q, le
carré de 1'élément linéaire ds au point correspondant & p et q est de fa
forme :

ds? =Edp? + 2 Pdpdq + G dq?

oW E, F et G désignent des fonctions de p st de q. Gauss monire que la seule
connalssance de ds ¢'est & dire des fonctions E F, G suffit pour retrouver les
propriétés métriques de la surface, les longueurs, les angles, la courbure.
Alnsl, la courbure d'une surface en un point que l'on définit a priori &
partir d¢ son plongement dans l'espace et de ses sections par des plans est
el fait une propriété intrinséque. On peut dong inversemsnt se donner a
priori des fonctions E, F, G et définir une géométrie sur la surface
indépendamment de l'existence d'un plongement.

Cest ce & quoi Riemann procdde dans un cadre irés général avec
ses variétés. 1l s'intéresse on particulier aux variétés dans lesquelles "les
figures peuvent se mouvoir sans subir dextension”, ce sont les variétés de
courbure constante, 1'élément lindaire ¥ estla forme :

Vs gx?
ds = i
E 1 x°
4 i

<

Mais restons au niveau des surfaces plus aisément visualisables.

Les surfaces de courbure nulle ou surfaces développables peuvent &tre
appliquées sur un plan - du moing localement - dans une déformation sans
extension, sans changement des longueurs toub commme on peut déformer
une feville de papier flexible mais non extensible. Les surfaces de courbure
E constante et positive peuvent Stre appliquées sur une sphére de rayon
1/ X Le cas des surfaces de courbure K constante ¢t négative est plus
délicat Beltrami montre en 1868 [2] que de telles surfaces peuvent tre

appliquées sur une pseudosphire.

1 s'agit de la surface de révolution

engendrée par une tractrice dans une

rotation autour de son asymptote.

{une tractrice est une courbe telle

que la portion de tangente comprise

entre le point de contact et lasymptote

soit constante )

iractrice psevdosphére
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Rappelons la fortule suivante établie par Gauss :

J Kds = A+B+C-n
ABC
oll X désigne 2 chague point fa courbure (éventuellement variable) de 1a
surface et ol lintégrale double est calculde dans le triangle ABC, 1 réle des
droites étant joué par les géodésiques (lignes de plus courtes distances
efifre chacun de leurs mnts) Amsx lorsque K est constant :

K airede ABC=A&+B+C-n

d'ol /K:O : R+B+C=n
K=t : aire ABC = 12 (A+B+C-n)
3 2
¥
| .
| k=-1 : aire 4BC =12 (n-A-B-0) (20D
~ 1,2

Ainsi, sphéres et pseudosphéres, surfaces de l'espace euclidien,
sonit des exemples de plans ou plutdt de morceaux de plans ol 1a géométrie
de langle obtus (pour la sphére) ot celle de langle aigu (pour la
pseudosphere) sont réalisées du moins de fagon locales et & condition
deffectuer les bonnes traductions terminologiques, en particulier de
remplacer "ligne droite” par "courbe géodésique”.

Mais sphéres ¢t pseudospheres ne sont, nous l'avons dit, que des
modéles locaux . La pseudosphére posséde toute un ligne de points
singuliers. Hitbert montrera dailleurs en 1901 quil n'existe pas de surface
analytique réguliére sur laquelle la géométrie de Lobatchevwsky soit
réalisée. Quant & la sphére, deux droites c'est & dire deux grands cercles
8'y rencontrent toujours o0 deux points ; pour éviter cette situation il faut
identifier les points antipodaux, la surface alors obtente n'a quune face
tout comime la bande de Mosbius.
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A propos de la géométrie et de l'espace, citons Riemann lorsqu'il
demande de "faire la distinction entre I'illimité et l'infini", car la "propriété
de lespace d'étre illimité posséde une plus grande certitude smpirique
quancune autre donnée externe de l'expérience. Mais linfinité de 'espace
n'en est en aucune maniére la conséquence ; au contraire, si I'on suppose
les corps indépendants du lieu ef qu'ainst l'en atiribue A ilespace une
mesure de courbure constante, l'espace serait nécessairement fini, dés que
cette mesure de courbure aurait une valeur positive si petite quislle it
La notion d'illimité est dite aujourdhui de nature topologique, celle d'infini
étant de nature métrique.

Alnsi, en n'imposant plus aux droites d'étre infinies, mais

seulement illimitées, la proposition XV1 dEuclide n'sst plus valable et

I'nypothése de t'angle obtus n'a plus & étre rejetée. Les espaces envisagés
par Riemann, susceptibles d'une diversité infinie, apparaissent comine
extrémement généraux Dans le cas trés particulier d'une courbure
constante - le cas des géométries d'Buclide et de Lobatchevsky puisqu'on ¥
déplace les figures - trois possibilités subsistent encore, rappelons les :

courbure | zéomdtrie hypothése | exeinple nbre de parcliéles
nutle dBuclide angle droft | plsn ewclidien 1
négative |de Lobaichevsky | angle sigu | sphére 2 ouune infinité
selonn laterminologie
positive | dite de Riemann | angle obtug | pseudosphére 0
{par habitude)

i

Nous venons d'envisager le versant différentiel des extensions,
dans lequel est adopté un point de vue local. Revenons & un abord global
avec des méthodes algébriques.

LA CLASSIFICATION ELEINIENNE DES GEOMETRIES

De fagon contemporaine & la géométrie non euclidienne, une autre
geométrie prend son essor : la géoméirie projective.
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ia géoméirie projective

Issue de 14étude de la perspective par les peintres ei?‘ les
architectss de la Renaissance, inventée par Desargues au XV1le siécle,
éclipsée par l'stficacité de la Géométrie Anatytique de Descartes et le Calcul
Infinitésimal de Hewton et Leibuiz, la Géomélrie Prqectave cgﬂnpait’ 8es
heures de gloire au XlXe siécle aprés la inise au pom’t’ c%e la u?om?me
Pescigive par Monge et surtout le Traite des Proprigiés Projectives

Figures de Poncelet en 1822 B
e @Bien quun peu mystéricuse, elle ne posail pas les mbmes
probiémes métaphysiques que la géomélrie de Il.oba’mhev.skyi\ dans %a
mesure ol son objel n'était pas la descriptiog de}lespace 1u1-mem§ mai
une représentation conventionnelle de celui-ci. L‘etonﬁa}nt e’if-I. eliie res@ax
plutét dans la puissance de ses méthodes permettant d o_btem; sans peine
des énoncés de géomélrie classique dés lors que ceux-ci e;pﬂmaiem des
propriétés de nature projective c'est & dire conservées par .pm]ectim ou
sncore invariantes par toute transformation conservant l'alignement des
points Une propriété 4 la fols remarquable et_ fondamentale ?es
transformations projectives, celles qui préservent I'aiignemei}t des poitts,
est la conservation du birapport de quatre points aligqgs ainsi que C?lle du
birapport de quatre droites concourantes. Elles modifient pas coni.re le§
distances et les angles. En 1§59 cependant Arlthpr Cayley parvient a
introduire de fagon relativement naturelle des métrigues dans les espaces

projectifs.

Limitons-nous pour simplifier au plan projectif. Consi@érons dans
ce plan une conique non dégénérée et, & tout cyupﬁe de point P e? Q,
associons le nombre PO =k jln (P, 0, U, V) on Uet V sont lfes pom?s
d'intersection réels ou imaginaires de la droite PQ gvec la conigue, ol
{P, Q, U, ¥V} désigne le birapport des quatre points et ol k est une constante.

Q

La quantité ainsi définie posséde les propriétés d‘ugle.distance et,
les transformations projectives du plan qui conserve cette qletrique ne sor’ﬁ;
autres que celles laissant la conique invariante, cette derniére est appelée
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labsoln du plan. Quant & l'angle en O de deux droites p et q, il peut étre
défini par  kfln (p, qu, v oft u et v sont les tangentss & la conique
issue du point 0, {p, g, 1, v) désigne le birapport des quatre droites et k est,
uge constante. Pour traiter le cas de Pespace il suffit de remplacer la
conique par un quadriqus.

Géoméirie projective et géométrie non euclidienne

Cetle géométrie projective n'est pas sans lien avec la question des
paralléles, puisque des droites paralléles n'y sont antres que des droites
concourantes a linfini. Mais aucun rapport n'était alors mis en évidence
entre géométries projective ot non euclidiennes,

En 1871, Félix Klein [15] découvre une telle relation lorsque ces
espaces projectifs sont munis dune métrique de Cayley. Dans le plan
projectif, il n'existe que deux types de coniques non dégénérées, les
coniques réelles et les coniques imaginaires dont les équations peuvent
étre ramendes respectivement aux formes

x2+3r2~22=0 et X2+y2+22=0.

Quand labsolu est une conique réelle, l'ensemble des points situds 3
lintérieur de la conique posséde les propriétés géomstriques du plan de
Lobatchevsky, que Klein appelle géométrie hyperbolique. Quand l'absoly
est imaginaire les points du Plan projectif wérifisnt 1a géométrie "de
Riemann" on elliptique. Enfin quand 1 ‘absolu de réel devient imaginaire
N passant par un état dégénéré (x2 + 3;2 = 0), on retrouve la géométrie
euctidienne ou paraboligue.

Alnsi, les géomstries euclidiennes oy non ne sonit que des cas
particuliers de la géométrie projective. De fagon plus générale, Kisin
poursuit cette comparaison entre les diverses géométries possibles et dans
son fameux Programme dErlangen de 1872 [16] il montre comment chaque
géométrie est caractérisée par un groupe, le groupe des transformations
qui conservent certaines Propriétés caractéristiques de la géométrie ot
comment & l'emboitement éventusl des groupes les uns dans les autres
correspond une hiérarchie des gdoméiries. Dans le cas présent, l¢ groupe
Projectif, groupe des transformations du plan projectif contient trois types
de sous-groupes formés des transformations conservant trois types de
coniques auquels correspondent nos trois types de géométries.

Ce faisant, Klein met en évidence un véritable modéle du plan de
Lobafchevsky. Cest avec (a description de ce modéle que 1a géométrie
hyperbolique obtiendra pleinement droit de cité et assurance de non
contradiction aux yeux de la communauts, Reprenons ce modéle avec un
cercle C pour absolu.
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Le modéle de Klein - Beltrami du plan hyperbolique

Les points du plan
hiyperbolique sont les points
situés & l'intérieur du cercle C et
les droites sont les cordes de €
(extrémités non comprises). I
gxiste une infinité de non
sécantes & D passant par
P et les cordes limites UV ot UV
sont les deux paralléles &4 D
passant par P (attention, les
points U, ¥V, U, ¥ sur ¢
nappartiennent pas au plan hyperbolique). Dans ce plan, la distance entre
les points P ¢t Q de la corde UV est définie par le logarithme du birapport
des 4 points P, 0, U, V : In (é’—g U

oy
Plus on s& rapproche du bord du cercle C, ptus les longueurs sont "dilatées™
1#s points du cercle C sont "2 l'infini”.

Ce modéle du plan hyperbolique est remarquable en ce qu'il utilise
pour sa description le plan euclidien of ses seules propriétés. Ainsi, si la
géométrie euclidienne est exempte de contradiction, il en est
autematiquement de méme de la gdométrie de Lobatchevsky. Inversement
nous savons déjd que les horosphéres jousnt dans l'espace de Lobatchevsky
le réle de modéles de plans suclidiens et par suite si la géométrie
hyperbolique est exempte de contradiction, il en est assurément de méme
de la géométrie suclidienne.

Ajoutons & propos de cette derniére que, dans ses Fondements
de [o géometrie [13] de 1599, Hilbert met clairement et précisément. en
évidence les différents axiomes utilisés de facon a pouveir en formaliser la
théorie. Et la question de la non-contradiction se raméne alors aisément
grice 3 la représentation cartésienne de lespace & celle de la
non-contradiction des seuls axiomes portant sur les nombres réels.
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Le modéle de Poincaré

Poincaré propose un autre modale de plan hyperbolique 121]. Les
"puints” de ce modéle sont les points d'un demi-plan ouvert Himité par une
droite D et les "droites” sont les demi-droites et les demi-cercles de ce
demi-plan orthogonaux & D. [ Le demi-plan généralement considéré est

{z eC [Im (z)» 0} . les "droites” sont alors les demi-droites perpendiculaires
a l'axe des % et los demi-cercles centrés sur cet axe).

Les transformations isométriques
sont les inversions par rapport &
un cercle centré sur D et les
composées  de ces  inversions
ldans € il sagit  des
transformations hemographiques

/ z f‘z *;’ ol a, b, ¢, d sont
L o 2

des nombres réels tels que
ad -be=10]
Alnsi, deux "segments” sont égaux si on peut passer de 1'un &
Yauire par une telle transformation. L' "angle” de deux “droites” est langle
usuel (l'inversion conserve les angles).

Par un point P extérieur 2 une
"dioite” 4 passent deux paralléles
a4 :les demi-cercles 4 16t 4,

Ly
centrés sur D, passant par P et B p .
tangents a 4. (Les points de D g SN TR TN
n'appartiennent pas au modéle). [ ,‘{
)

>

Dans ce modéle un "cercle”
est un cercle ne coupant pas D,

counbe dquilifabe &0 UnE courbe équidistante de Ia f\‘

Vo “droite” Aest I'are d'un cercle
N fnon centré sur D mais coupant D
P NG aux mémes points que A et un ,
_l: .\-V horocycle est un cercle tangent -
> o 2 D, ses axes étant les "droites”

>
coupant D au point de contact.
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v
La distance entre deux points
P et Q est donnée par l'expression : P
PQ =k |in (P, Q, U, V)| o P
ot U et ¥ désignent les points d'inter- Q )./"‘_\\
section avec D de la "dreite” passant / .
par P et 1), o {J i{

Un grand avantage de ce modéle est que l'on y dispose de
formules simples pour décrire lez isométries et on peut v retrouver la
relation n (X) = 2 Arctg ¢ ™ /X ainsi que les formules trigonométriques.

Situé dans un plan euclidien et utilisant les droites et les cercles
suclidiens, il n'est pas cependant plongé dans un el plan car sa métrique
mwest pas induite par la métrique euclidienne comme dans les études
Zaussiennies sur les surfaces, mais par U'expression de 'élément lindairs ds
lds? = (gx? + dyz)z’yzl selon le point de vue riemannien. $il n'est pas
plongé, par contre ce modéle est global, cest la description d'un plan de
Lobatchsvsky dans sa totalité.

L'application au demi-plan {zec fim (2) » 0} de 1a transformation
z — Z=1 fournit un nouvean modsle dont les "points” sont les points

Z+1

situés A intérieur du cercie unité et les “droites” sont les arcs de cercles
orthogonanx ay cercle unité ainsi que les diaméires de ce dernier. Les
pavages hyperboliques de ce disque sont souvent utilisés 3 des fins
esthétiques.

/ ~,
or ~
/ ) / |
\%; T \(\ .

o

Pavages hyperboliques . »
Logiciel C. Léger, Réalisation D. Bouderlique_
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Epilogue : & propos de la géométrie de notre espace

A la question de savoir qu'elle est de toutes ces géométries
rencontrées celle qui permet le mieux de décrire le monde physique, la
simple logique mathématique, nous 'avons vu, ne permet pas de choisir, Ia
réponse dépend dabord du probléme étudié, la géométrie euclidienne
restant souvant performante. Indiquons cependant comment la géométrie
riemannienne, la plus générale de toutes a priori, s'introduit natureltement
dans la physique dEinstein, celle de la relativité générale, ce que Riemann
lui-méme pressent dans une certaine mesure lorsquil écrit dans ses
hypothéses : "Si cette indépendance entre les corps et le lieu n'existe pas..”.

Puisque dans le vide tous les corps tombent de la méme fagon, il v
a équivalence entre masse inerte ot masse pesante, il ¥ & équivalence entre
forces d'inertie et forces de gravitation, par suite les processus physiques
seffectuent dans un champ de gravitation comme ils s'effectueraient
relativement & un systéme de référence accéléré. Cest a partir de ce
principe d'équivalence quEinstein élabore sa théorie de la gravitation.

Or, les forces de gravitation peuvent &tre absorbées localement par
la donnée d'un univers non euclidien, un corps pesant courbant 1'univers
dans son voisinage. Car compte tenu de 1'équivalence précédente, si on écrit
fa Ioi du mouvement d'un corps de fagon qu'elle soit indépendante du choix
des variables de lieu ot de temps, une grandeur invariante apparait :

ds? =‘YI:] g dx dxj onl les gij, fonctions de Xy, .., X4, servent & la repré-

sentation du champ de gravitation(9]. On reconnait 12 le ds? de la géométrie
riemannienne. Dans cet univers courbe, un corps n'est soumis 3 aucune
force, il décrit simplement les lignes les plus droites de cet univers, 4 savoir
les géodésiques.

Cetle théorie ne pouvait avoir une réelle portée que si des
conclusions non newtonniennes vérifides par l'expérience en étaient
déduites. Ainsi, Einstein montre en 1915 comment elle explique l'avance
séculaire du perinélie de Mercure, et les résultats théoriques coincident
assez bien avec les données de l'observation. Plus intéressante est la
déviation des rayons lumineux dans un champ de gravitation, car il s'agit 12
d'un effet nouveau prédit par la théorie et non connu a I'époque. Or les
déviations, observées par Eddington au voisinage du Soleil au cours de
Téclipse de 1919, permettant de voir des étoiles en principes cachées par le
Soledl, ne sont pas en contradiction avec les calculs théoriques.




Concluons par une question dactualité, celle de la valeur de la
densité de l'univers. 5i cette densité p est inférieure 3 une densité
critique g, 1a courbure de l'univers est négative, sa gdométrie est "de
type lobgbchevskien" (c'est l'espace-temps & quatre dimensions qui est
cgufbe), il n'y aura pas de recontraction dans la théorie cosmologique du
Big Bang ; sig = g, la géométrie est "de type euclidien” i n'y aura
toujours pas de recontraction, la vitesce d'éloignement des galaxies tend
asymptotiquement vers zéro ; enfin, si ¢ » p., la courbure est positive

lgnzx{ers estAfini, il y aura recontraction , ce sera le Big Crunch. Notre
histoire s'arréte 1a.
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