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Le monde apparent est 1’unique monde,
c’est un mensonge que d’y ajouter le
monde vrai. )

Nietzche

L’histoire n’existe que par rapport
aux questions gue nous lui posons.

Paul Veyne L’inventaire des différences

De quoi s’occupe le géométre ?

Quel est l’objet de la géométrie ? question insidieuse, com-
ment choisir (s’il faut choisir) entre la tradition euclidienne
qui s’‘étend jusqu’a nos jours et le bouleversement de la pensée
géométrique hilbertien ; s’agit-il de la méme géométrie, s’agit-
il seulement des mémes objets méme si l’on y retrouve les mémes
mots.

Ceci pose la gquestion des objets mathématiques, moins celle
de leur existence que celle de leur permanence tant il est vrai
que l‘histoire des mathématiques est en un certain sens 1’histoi-
re de la transformation des objets mathématiques ; 1la géométrie
aprés Klein et Hilbert est-elle la méme que la géométrie grecque,
et plus précisément quel est le lien (si lien il y a) entre les
diverses formes du discours mathématique.

Cette impossibilité d‘’assurer une permanence des objets ma-
thématiques, paradoxale lorsqu’on sait que les mathématiques re-
présentent 1’un des blocs stables (sinon le seul) parmi les cons-
tructions de l‘esprit humain, a conduit & concevoir les mathéma-
tiques moins comme une science qui se développe autour d‘objets
bien définis que comme un domaine de la connaissance qui se déve-
loppe & travers une méthode, savoir la méthode déductive qui
s’organise autour de la démonstration. Le miracle grec, dont les
mathématiques se réclament, ne s’est-il pas accompli avec la
naissance de la pensée rationnelle et la démonstration n‘en est-
elle pas le fruit le plus pur ?

Ainsi le slogan

Depuis les Grecs, gqui dit mathématique dit démonstration
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gui ouvre 1l’introduction des éments de Mathématigues [8] de
Nicolas Bourbaki, slogan fondateur de cette conception gui réduit
les mathématiques & leur méthode, wais slogan paradoxal. La con-
ception de la démonstration issue des mathématiques grecques n’a-
t-elle pas ¢té remise en question avec la fameuse crise des fon-
dements et reformulée par la critigue hilbertienne et 1‘introduc—
tion des méthodes formalistes. Aainsi 1’attitude ambigie devant
les Eléments d’Euclide, considérés gomme le premier exemple de ce
qu’on appelle aujourd‘hui le développement hypothético-déductis
(ce qui est d’une certaine facon un anachronisme {} et en méme
temps critiqués pour leur mangue de rigueur et le trop fréguent
appel & une intuition géométrique gue la modernité, gréce a
Hilbert (comme on dit grice & Dieu), aurait su débusguer et &li-
miner. Ainsi de ces fameux cas d’égalité des triangles dont les
démonstrations & la grecgue {(depuis Euclide jusqu’a Legendre et
au¥ ouvrages scolaires de l’avant-mathématiques-modernes) sont
devenues inacceptables, justification au mieux comne, je 1’ai en-
tendu dire par un professeur de lycée qui n’osait plus appeler
démonstration de tels raisonnements.

I1 y aurait ainsi & écrire ume histoire de la démonstration,
ou plutdt des conditions de légitimation de 1la démonstration,
histoire qui nous permettrait de mieux comprendre ce que signifie
une telle légitimation, ainsi que les hésitations et les Qiffi-
cultés qui accompagnent sa mise en place, histoire gqui nous per-
mettrait aussi de nous libérer de certains délires logico~
mathématigques gqui sont loin d’avoir disparu de 1’enseignement
d’aujourd’hui.

Quelle relation y a-til entre la démonstration de la propo-
sition 4 du livre I des Eléments d’Euclide (le second cas d’éga-
1ité des triangles) gqui s’appuie sur le principe de 1‘égalité par
superposition et la démonstration de ce second cas d’égalité via
1’algébre linéaire.

La premiére gque nous citons ici dans la traduction de Hoilel
{29] décrit ce gui se passe lorsqu’on applique le premier trian-
gle sur le second, le principe de 1’égalité par superposition lé-
gitimant le raisonnement ; celui-ci s’appuie explicitement sur la
figure, celle-ci n’‘est pas simple support du raisonnement, elle
représente l‘objet sur lequel porte le raisonnement et clest a
travers 1/intuition de 1‘cbjet que se constitue le raisonnement.

Si deux triangles ABC, DEF ont les deux cotés AB, AC, res-
pectivement égaux aux deux coétés DE, DF, et si les angles BAC,
EDF. compris entre les cotés égaux, sont éqaux : ces triangles
auront leurs bases BC, EF égales, les triandgles seront égaux et
les angles restants, opposés aux cotés eégaux, ABC et DEF, ACB et
DFE égaux chacun a chacun.

A D

Fig. 1
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Appligquons, en effet, le triangle ABC sur le triangle DEF,
et pour cela, plagons le point A sur le peoint D, et la iigne AB
gur la ligne DE. Le point B coincidera avec E puisgue AB=DE. En-
suite, AB étant placé sur DE, et l’angle BAC étant égal a i’angle
EDF, AC prendra la direction de DF, et puisgque AC=DF, le point ¢©
tombera sur le point F. Donc puisque B coincide avec E et C avec
F, BC coincidera avec EF, car, s’il en é&tait autrement, ces deux
droites, gui ont mémes extrémités, renfermeraient entre elles un
espace, ce gui est impossible. Le reste suit.

La seconde démonstration peut se formuler ainsi :

Dans le plan affine euclidien réel, on considére deux trian-—
gles ABC et A’B’C’ tels que d(A,B)=d(A’,B’) et d(A,C)=d(A7,C?) et
les angles (AB,AC) et (A’B’,A’C’) ont méme mesure, on sait gu’il
existe une application affine et une seule f telle que E(A)=A‘,
£(B)=B’, £(C)=C’, et les hypothéses impliguent gue l’application
1indaire associée & f est une isométrie vectorielle, ainsi f est
une isométrie affine.

Au contraire de la démonstration euclidienne qui s’appuie
sur la représentation gue nous avons des triangles ABC et A’BC?,
la démonstration algébrico-linédaire n’a pas besoin, théoriguement
du moins, d‘une telle représentation, on peut la lire & la lettre
c’est~a-dire uniguement comme manipulation formelle des signes
s’appuyant sur un discours formel antérieur, savoir la théorie
des transformations linéaires et des formes guadratigues. Dane
cette seconde démonstration, purement formelle, toute intuition a
disparu et par cela méme toute signification autre que celle lige
4 la manipulation des signes ; mais ce qu‘elle perd en significa-
tion, elle le gagne par les potentialités de sens qu’elle ouvre &
travers les divers domaines ol le linéaire intervient ; le trian-
gle euclidien n’est plus qu’un triplet de lettres satisfaisant Y
des relations données et 1’énoncé physico-géométrique de la géo-
métrie grecque est transformé en un énonce algébrique porteur
d’une multiplicité de représentations.

A coté de cette double démonstration du second cas dfégalite
des triangles, nous citerons la démonstration de 1’égalité des
angles droits, premiére proposition des Eléments de Géométrie de
Legendre ([36] + rappelons qu’Buclide avait admis cette proposi-
tion comme postulat.

Notons d’abord la définition de 1’angle droit énoncé par
Legendre.

Lorsque la ligne droite AB rencontre une autre droite CD de
telle sorte e les angles adjacents soient égaux entrs eux, cha-
cun de ces angles s’appellent un angle droit ; et la ligne AB est

dite perpendiculaire & CD.

définition analogue 2 celle des Eléments d‘Euclide.

Voici comment Legendre démontre 1’égalité des angles droits.

Soient la droite CD perpendiculaire a la droite AB, et la
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droite GH perpendiculaire & la droite EF, on peut supposer gue
les segments CA, CB, GE, GF sont égaux.

fig.2 .

Plagons la droite EF sur la droite AB de sorte que E coinci-
de avec A et F avec B, augquel cas le point G milieu de EF coinci-
de avec le point C milieu de AB, alors la droite GH viendra coin-
cider avec la droite CD ; en effet dans le cas contraire ol GH ne
coincide pas avec CD mais vient en CK situé par exemple dans le
guadrant BCD, alors puisque les angles EGH et FGH sont égaux, les
angles ACK et BCK seront égaux, mais d’autre part les angles ACD
et BCD sont égaux, l’angle ACK est plus grand gque l’angle ACD,
l’angle BCK est plus petit gue l’angle BCD, par conséguent l’an-
gle ACK est plus grand que l’angle BCK ce qui est impossible.
Donc GH vient coincider avec CD (fig. 2) ce qui prouve la propo-
sition.

Ici comme dans la démonstration euclidienne précédente, le
raisonnement porte sur 1l’objet représenté par la figure, la dé-
monstration a pour but de mettre en évidence une vérité portant
sur les objets. Ce sont donc les objets gui définissent le domai~-
ne géométrique ce qui améne & préciser ce que sont les objets de
la géométrie, objets issus du donné empirique mais qui sont déja
des abstractions de ce donné, en ce sens gu’ils se définissent
par guelgues propriétés particuliéres des objets empirigques, pro-
priétés définies elles-mémes par le type de problémes que 1l7on se
pose par rapport & ces objets. Et en ce qul concerne la géométrie
étudiée par Euclide et Legendre, il s’agit essentiellement de
problémes liés & la mesure, nous y reviendrons. Ainsi 1’abstrac-
tion, cette opération par laguelle nous considérons dans un obiet
une propriété particuliére sans faire attention aux autres comme
l’explique D’Alembert [17] est elle-méme reliée aux types de pro-
blémes que se pose l’esprit humain confronté aux objets qufil
rencontre. Les méthodes de raisonnement portant sur les objets
ainsi définis se construisent autour de ces objets, la logique
n’étant gue la technique gui permet la mise en forme du raisonne-
ment de fagon & en assurer la légitimité, mais cette légitimite
se détermine & travers les objets ; ainsi Lacroix précise au dé-
but de ses Eléments de Géométrie [32] publiés au début du XIX®
giécle.

La méthode des Géométres n’est pas lfunique cause de la cer-
titude de leurs résultats, cette certitude est principalement due
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& la nature méme desg idées gu’ils ont eues & combiner.

Ce gui transformera les conditions de légitination de la dé-
mg@strétlon et par voie de conséquence la forme du discours ma-
thématique ne se situe pas dans un désir plus prefond de rigueur
et une plus grande abstraction (la démonstration via 1’algébre
linealre du second cas d’égalité des triangles n’est pas plus ri-
goureuse que l’euclidienne, elle est d’un’ autre ordrej ; clest
ifapparition de nouvelles problématigues qui montrera les limites
de 1fintuition géométrigue 3 la grecque et par conséquent les li-
mites du raisonnement euclidien ; en particulier, en ce qui con-
cerne la géométrie, le probléme des paralléles jouera un réle im-
portant, pycbléme moins d’ordre logique que d’ordre métaphysique
nots y reviendrons. L’axiomatique hilbertienne constituera la réi
ponse la plus efficace aux problénes de légitimation (elle n=a fut
pas la seule mals ce n’est point le lieu d’en parler ici) maié
cela se fera au prix de la définition méme des objets de la géo-
métrie qui perdront leur caractére d’abstraction d’objets empiri-
gues pour devenir de purs objets formels, c’est-a-dire définis -
5gulement par les relations, elles aussi formelles, qui les
iient; par voile de conséquence le raisonnement lui-méme se trans-
formera, réduit, théoriquement du moins, & une pure syntaxe.

Ains% transformations des objets et transformations des mé-
thodes s’induisent les unes les autres, impliguant la remise en
cause des conditions de légitimation des démonstrations. Le slo-
gan bourbakien qui espérait sauver 1’unité des mnathématiques en
renongant aux objets au profit des méthodes [8] devient lui-méme
évanescent ; la question se pose alors de ce gui constitue 1les
permanences, les invariants historiques si 1l‘on veut gui font
gue 1l'on considére le discours euclidien et le discoérs bhourba-
kien comme partlc;pant, malgré leurs différences, d’un méme do-
maine @e la connaissance gu’on appelle traditionnellement les ma-
thematiques: Qufest-ce gui fait que 1l’histoire de 1a geométrie
n‘est pas simple juxtaposition de discours faisant appel & quel-
ques'references communes ? qu’est-ce qui fait 1l’unité d’ouvrages
aussi divers que les Eléments d’Fuclide ou ceux de Legendre, 1
chapitre IX (Formes sesquilinéaires et formes quadratiques; de
1’plgébre de Bourbaki et la Géométrie de Berger ?

L2 probléme est alors moins de définir les objets et les mé~-
thodes de qette science multiforme gue 1’cn appelle la géométrie
que d’egpllciter les diverses problématigues qui ont conduit a
construire le domaine géométrigue tel Gque nous le connaissons, et
a traver§ ces Problématiques d’essayer de comprendre les raiéonm
de son eyolutlon, de relier ainsi la géométrie d’aujourd’hui é
celle_d'hler et peut-&tre ainsi de mieux comprendre les enjeux de
la science d’aujourd’hui ; c’est 1la en particulier gue se situe

l’lgtervention dfune perspective historique dans l’enseigne-
ment.

La géoyétrie, avant que d’étre la construction rationnelle
que l’on sait (que ce soit celle d‘Fuclide ou celle de Hilbert)
est dfabord le moyen gque s’est donné 1‘homme pour définir soé
rapport avec son environnement spatial. Les grandes problémati
ques de la géométrie se situent dans cette confrontation de
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1’homme avec les phénomeénes spatiaux (les faits de l’espace pour
rependre une exXpression de Charles Méray [417).

Problématique de la mesure d’abord, lide a 1l’arpentage d’une
part (la mesure des terrains et la détermination de 17impdt, 1la
délimitation des terrains aprés les crues du Nil en Egypte), a
l’astrologie et l’astronomie d’autre part. La géométrie de la me-
sure sera développée par les géomeires grecs et codifiée par
Euclide avec les Eléments, ouvrage qui restera, jusqu’a la mise
en place de l’'axiomatique moderne (celle de Hilbert), le modéle
de cette rationalisation du réel que constitue la physique mathé-
matique ; ainsi les Principia de Newton sont pour la mécanique ce
que les Eléments d’Euclide sont pour la géométrie.

Qui dit mesure dit comparaison de grandeurs, ce gui nécessi-
te la définition de 1’égalité de ces grandeurs ; ce sera, en ce
qui concerne les grandeurs géométriques, le principe de 1’égalité
par superposition (axiome 4 ou 8 des Eléments selon les éditions)
que nous citons ici dans la traduction de Houel [29].

Les grandeurs gue 1l’on peut faire coincider 1’une avec 1’au-~

tre sont égales entre elles.

Nous retrouvons ce principe tout au long de 1’histoire de 1a
geéométrie ; ainsi D’Alembert le considere comme 1‘une des deux
propositions fondamentales de la géométrie, 1l’autre étant la me-
sure des angles par les arcs de cercle, les autres propositions
s’en deéduisant [17], et quelques années plus tard Lacroix écrira
dans ses Eléments de Géométrie [32] a propos des angles.

Mais est-il indispensable de définir i’angle ? Ne suffit-il
pas de le montrer et d’observer ensuite gue les angles sont égaux
lorsqu’étant posés 1’un sur 1’autre leurs cotés coincident cha-
cun dans deux points, et gu’alors ils ne cesseront point de coin-
cider, guelque loin qu’on les prolonge ?

Axiome fondateur de 1la géonétrie, le principe de l’égalité
par superposition s’appuie essentiellement sur la notion de mou-
vement ; la géométrie est ainsi fondée empiriquement sur le lien
entre corps solide et mouvement, et c’est la coincidence par
transport d’un corps sur un autre qui permet de conclure a 1’éga-
lité des deux corps [29]. Le probléme de la géométrie est alors
d’énoncer & priori des conditions d’égalité, ce qui permettra
d’éliminer le mouvement, remplacé par un raisonnement s’appuyant
sur les critéres d‘égalité ainsi définis. Clest le réle des fa-
meux cas d’égalité des triangles ; si leur démonstration s’appuie
sur l’utilisation effective de 1a superposition (et par cela méme
du mouvement) leur intervention dans le raisonnement permet d’ou-
blier le mouvement, exemple significatif d’une démarche s’ap-
puyant sur un donné empirique (le mouvement)} pour fabriquer de la
connaissance rationnelle (c’est-a~dire construite sur le seul

.
.
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raisonnement) .

Et d’Alembert précise dans le texte cité ci-dessus a propos
du principe de 1’égalité par superposition [17]

Ce dernier principe n’est point, comme l1l’ont prétendu plu-
sieurs Géométres, une méthode de démontrer peu gxac?e.et purement
mécanigue. La superposition, telle gue les‘xathematlcleng la con=-
coivent, ne consiste pas & applicuer qrossleregent.uge figure sur
une autre, pour juger par les veux de leur eqallt? ou de lgur
différence, comme l°on_ appligue une aune sur une piéce de tol%e
pour la mesurer ; elle consiste & imaqlqe; une flqpre transno;tee
suy une autre, et & conclure de 1’égalité supposée de ger@alnes
parties des deux figures, la coincidence dp raste : @fou resu}@e
17égalité et la similitude parfaite des fiqures entiéres. Cette
maniére de démontrer a donc 1’avantage, non seulemegt de_ yrendre
les vérités palpables, mais d’étre encore la plus ;1qogreus% et
ia plus simple gu’il est possible, en un mot de satisfaire l’eg-

prit en parlant aux veux.

Bien gque le principe de l’égali;é par superposition §oit
énonceé de fagon géndérale, son utilisat}op pour les_corp? solides
pose probléme ; dfune part la superp051t;on efﬁectlve @ un corps
solide sur un autre est matériellement {mp0551b1§ mais cec% ne
remet pas en cause le principe dont lg ;o}e est ]ustementid ou-
blier la matérialité (et l’impénétrablllﬁe) des coxps ; d au@re
part la considération des figures sygétrlques dans l’egpgce in-
troduit une notion d’égalité irréductible a la superposition (le
probléme se résoud dans le cas des figures planes en sortant du
plan). Euclide avait déja défini au livre XI_des'E}ements une no-
tion d’égalité des polyédres reposanﬁ sur l'egalltg d?§ faces qui
ne faisalt pas appel a la superp051tlop_(qe%le«c1‘n }ntervenant
gue pour l’égalité des faces) mais sa deflnltloq n’gta}t pas suf-
fisamment explicite. Ceci a condui; Legendre a‘dlgtlyguer degx
types d’égalité, 1’égalité par coincidence et 1l’égalité par symé-
trie [36].

Dans la construction axiomatigue hilbertienne, fondameptale
ment différente de la construction euclidienng, le probléme de
17égalité sera résolu par 1’/introduction des axiomes de congruen-
ce mals ce n’‘est pas ici le lieu d’en parler [28].

C’est ce principe de 1’égalité parx superpo;ition qui relie
géométrie et mécanique des corps solides, celle-ci s’appuyant sur
la géométrie euclidienne dont elle est, en un certain sens, 1¢
prolongement.

Notons que la notion de mouvement peut étre rendue explicite
sans intervention du temps comme 1’expliqqe~Houel dans %fouvrage
cité [29] et que cette notion fut a %’orlglne_de la rgfor@e de
l’enseignement mathématique de 1905, réforme qui donna lieu & des
débats aussi passionnés gque celle de }970 (nqus‘renvquns aux ou-
vrages de Méray, Borel et Bourlet cités en bibliographie).

Parmi les grands problémes que se posa}ent_ les géométre-
grecs, la détermination des aires a joué un rbéle important, cel
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it & ce ‘on peut appeler (avec précaqtion gependant) un
iafggfuézr les éﬁges F la méthode des ajires qui consiste & ?é?er&
miner les conditions d’égalité d’aires et les rgppcrtg 4 aires
(rapport au sens de la théorie deg grandeurs) et & partir de la-
guelle on obtient diverses relations en@re gr@ndgurs (comme le
théoréme dit de Pythagore et autres relations métrigues). Mais ce
calcul s‘appuie explicitement sur 1§ nature des grandeurs.sur
lesquelles il opére ot en cela il dlff?re du_calcu% algébrlqug
moderne ; en particulier le terme d’algébre geéométrigue employé
par des historiens des sciences du début du siécle est trompeur.

La méthode des aires s’appuie QSSentie;lement sur la propo-
sitien suivante (proposition XXXVII du livre I des Eléments
d’Euclide) [21]

Les _triangles construits sur la méme base et entre les mémes
paralléles sont égaux entre eux .

complétée aprés l’exposé de la théorie des grandeurs au livre V
par la proposition I du livre VI.

Les triangles et les parallélogrammes gui ont la méme hau-
‘fteur sont entre eux comme leurs bases. .

C’est la méthode des aires qui permet & Apolloniu; d’étgdlgr
les propriétés des coniques, en particulier 1esAre}atlons métri-
ques dont on sait aujourd’hui quielles scn? équivalentes aux
égquations d’une conigue rapportée aux axes définis par une tan-
gente et le diamétre passant par le point de contact.

Avec Apollonius on atteint les limites de la méthode §e§ ai-
res, & la fois par la lourdeur des énoncés_et la complexité dgs
démonstrations ; cependant la méthode des aires permettra'de ré-
soudre de nombreux problémes liés a la nesure, en pgrtlculler
elle permettra aux mathématiciens a;apes Al Rhwar}zml gt omar
Fhayyam de développer une étude géométrigue de la résolution des
éguations [59].

Cependant, c’est avec le calcul littéral développé par Viéte
dans son Introduction & 1’Art Analytigue (1591) §56] gue se met=
tra en place une nouvelle méthode, ce sera la méthode des cgor=-
données de Descartes et Fermat.

Cfest en 1637 que Descartes publie la Géomét;ie [}8], appen=
dice au Discours de la Méthode, dans laquelle il développe le
nouveau calcul géométrigue.

Tous les problémes de Géométrie se peuvent facilement rédui-

re a4 tels termes, gu’il n’est besoin par aprés, gue de connaitre

la longueur de guelques lignes droites pour les construire

écrit Descartes au début de son ouvrage, et i% remarque que'le
choix d’une unité permet de ramener tout probléme de géométrie,
via la mesure, au calcul sur des nombres.

Fermat, guant & lui, suit une démavrche analogue a celle de
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pescartes dans son Introduction a

ux lieux plans et solides {pu=

pliée aprés la mort de Fermat mais qui aurait éteé rédigée avant

1a publication de la Géométrie de

Descartes), retrouvant et com=-

plétant des résultats d’Apollonius dont il a par ailleurs recon-
stitué les Deux livres sur les lieux plans [24].

_ 81 Descartes et Fermat suivent des méthodes analogues, con-
fortés tous deux dans la puissance de leur méthode par la résolu-
tion dfun vieux probléme posé par Pappus au IV® siécle, s=avoir,
déterminer le lieu d’un point dont le produit des distances & une

premniére famille de droites est

dans un rapport donné avec le

produit des distances & une seconde famille de droites, leur con-~

ceptions sont différentes. Malgré

des notationg plus lourdes gus

celles de Descartes, Fermat semble avoir compris la portée for—

pelle du calcul littéral, ainsi c
du calecul littéral qu’il montre co
tion se raméne 4 une intersection
en trois parties [24] : Descartes

‘est par des arguments relevant
mment la résolution d’une équa-
de courbes dans sa Dissertation

au contraire abordant le méme

probléme de l’étude géométrique des équations algébriques au li-

vre III de la Géométrie a constamm
triques ce qui d‘une certaine faco

ent besoin de références géomé-
n alourdit sa démarche.

Ainsi se mettent en place avec la méthode des coordonnées &
la fois une algébrisation de 1la géométrie et une géométrisation
de 1l’algébre ici définie comme 1’étude des eéquations, contribuant
ainsil au mouvement d’unification des deux domaines des mathémati-

gues définis par le nombre d’une

part et la figure de 1’autre.

Cette unification via la mesure reste dans le prolongement de la
tradition grecque qu’elle rencuvelle sur le plan de la méthode,
objets et problémes s‘inscrivant quant & eux dans le cadre de la
pensée mathématique grecgue. Cependant, et c’est en cela que Jje

pense que Fermat a une vision plu

8 vaste gque celle de Descartes

(en ce qui concerne les mathématigues), cette unification metira
en valeur la place du formel, c’est-a-dire d’un calcul sans réfé-

rence aux objets.

Autre aspect de la méthode des coordonnées, la vieille clas-
sification des problémes géométriques telle gu‘elle est expliquée
par Pappus dans sa Collection Mathématicue {44] sera complétement

transformée ; pour les géométres grecs la résolution dfun problé-
me de géométrie se raméne & la détermination d’une interseéction
de courbes et la classification de Pappus repose sur le type de
courbes qui y interviennent : problémes plans lorsque ces courbes
sont des droites et des cercles {problémes résolubles a la régle

et au compas), problémes solides

lorsqu’interviennent des see-~

tions coniques et problémes linédaires lorqu’interviennent
d’autres courbes. La méthode des coordonnées en associant & une
courbe une éguation va permettre de distinguer les courbes géomé-
triques (définies par une équation polynomiale) et les courbes
mecaniques (les autres), respectivement appelées depuis ZLeibniz
courbes algébrigques et courbes transcendantes ; de plus les cour-
bes algébriques sont classifices par leur degré (le degré de 1‘é-~
guation qui les définit). Ceci permettra de classer les problémes
a4 partir des courbes gui interviennent dans leur résolution. Ern

particulier se pose dans le cas al
miner le plus petit degré possible

gébrique le probléme de déter-—
s probléme qui sera étudié par
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Fermat dans sa Dissertation en trois parties pour la détermina-

tion des moyennes proportionnelles : on rappelle gue deux gran-
deurs a et b étant données, il s’agit de trouver une suite de
grandeurs Xjr Xp-.. X, telles gue dans la suite (a, X1 %5000
Znh.b), le rapport de deux grandeurs consécutives soit leé méme B
ou si 1l’on préfére

/X=X /Ep=. . .=xp/b

Nous ne pouvons ici développer plus longtemps 1’histoire de
la méthode des coordonnées et nous renvoyons a la bibliographie
[iej [31]

Problématique de la représentation ensuite, issue des pro-
blémes posés par la représentation sur un plan (et plus générale-
ment sur une surface) des situations spatiales, qui conduit de
1’eétude de la perspective par les peintres et les architectes de
la Renaissance & la géométrie projective du XTx® siécle, problé-
matigue née d’une pratigue, celle du dessin et dont les premiéres
théorisations sont liées a 1’art du dessin [37] [437.

Pour les Italiens du Quattrocento, le tableau est défini
comme la fenétre ouverte (Alberti) ou la paroi de verre (Leonardo
da Vinci) & travers laguelle on voit les objets, la représenta-
tion picturale est alors définie comme 1’intersection de la pyra-
mide visuelle joignant les divers points de i’chjet & 1lfoeil. ILe
probléme est alors de construire cette intersection.

Une premiére méthode sera développée par Brunelleschi et
Alberti, continuée par Piero della Francesca puis Albrecht Direr:
la construction légitime. On connaissait les projections orthogo-
nales sur le plan horizontal et sur le plan vertical, le plan et
l’élévation (1’ichnographia et l’ortographia du premier des Dix
livres d’aArchitecture de Vitruve au premier siécle avant J.C.},
c’est & partir de ces projections que 1’on construit la représen-
tation perspective, le plan du tableau étant supposé vertical et
perpendiculaire au plan de 1’élévation. Cette construction trop
lourde sera simplifiée, ce sera la construction abrégée exposée
par Alberti dans son Trattato della Pittura (1435) puis par Pierc
della Francesca dans son De Prospectiva Pingendi (ouvrage qui ne
sera publié qu’en 1899) et Direr dans son Underveyssiing der Mes~
sung dem Zirckel und Rychtscheyd (Instructions pour la mesure &
la régle et au compas) publié en 1525. Cette construction se met
en place autour de la représentation d’un dallage carré (gui sera
la figure de référence pour les constructions perspectivistes).
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fig.3

A cbté de cette construction se mettra en place la méthode
des points de distance, points vers lesquels convergent les dia-
gonales du dallage, points qui sont sur la ligne d’horizon a une
distance du point de fuite principal (projection de 1’oceil sur ie
plan du tableau et par lequel passent les perspectives des droi-
tes perpendiculaires au plan du tableau) égale & la distance de
1l’ceil au tableau.

La convergence des diagonales fut d’abord un procédé de vé-
rification de 1’exactitude de la représentation perspective d’un
dallage carré avant d’étre un procédé de construction : les
points de distance ont été définis par Piero della Francesca dans
son traité De Prospectiva Pingendi, on les retrouve sous le nom
de tiers points dans les dessins du De Artificiali Pers ectiva de
Jean Pelerin dit Viator, publié en 1505, mais le texte peu expli-
cite qui accompagne les dessins ne donne aucune indication sur
leur statut.

Pour plus de détails sur ces deux méthodes : construction
abrégée et méthode des points de distance, nous renvoyons a 1’ar-
ticle de J.P. Legoff [37] et 2 l’ouvrage de R. Sinisgalli [S51]

L’équivalence des deux méthodes sera démontrée rigoureuse-
ment (c’est-a-dire en utilisant la théorie euclidienne des pro-
portions) par Vignola, architecte italien mort en 1573 dans un

ouvrage Le due regole della prospettiva publié en 1584 par E.
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iendrons. Cette démonstration
Danti, ouvrage sur leguel nous rev1ex;dondante dans la mesure of
serait ?Ujourdgyﬁ;<¥§;2222§$2(§§m§é§é objet de 1{espace par 1la
l’on sait que tion, mais cela fait appel & la fois & la notion
méme transfo;mi lno%ion de transformation, notions étrangéres ay
d’espace et i'éaoque 6 se met en place la perspective (ce sont
o dehes iLtour des constructions perspectivistes gui con-
les rGCh?rcettre en place ces noticns [54]) ; on pourrait d’autre
dulronngrzuer que l‘équivalence 2 priori des deux constructions
z?ggpiie sur les propriétés d’incidence mais celles~ci sont uti-
lisées & 1l’époque avec prudence comme le montrell’oujraqe de
Guido Ubaldo Del Monte publié en 1600, les Perspectivae Libri sey
(Les six livres de perspective) dont Christian Guipaud doit bien-
tot publier une traduction commentée [27].

Dans son ouvrage, Guido Ubaldo définit la notion générale de
point de fuite dfune direction donnée, point du tableau par le~ -
quel passent les perspectives des droites paralléles & cette di-
rection. Guide Ubaldo donne une premiére démonstrakion gqui utili-
se la théorie euclidienne des proportions, démonstration compli-
quée gu’il étudie & travers divers cas particuliers, et c’est
seulement aprés cette démonstration qu’il en indique une seconde
utilisant les propriétés d’incidence : une droite étant donnée,
non paralléle au plan du tableau, le plan passant par 1’ceil et
la droite contient la paralléle & cette droite passant par
1’0ceil, paralléle qui coupe le plan du tableau en un point par
lequel passe la perspective de la droite donnée. Démonstration a
la fois courte et efficace, mais il semble que celle-ci ne soit
pas canonique pour 1’époque, la rigueur géométrique sfappuyant
sur un discours géométrique a la grecque comme aujourd‘hui, pour
certains, il n’y a de rigueur qu’a travers le discours a la
Hilbert. Une autre démonstration de 1’existence du point de fuite
s’appuyant sur les propriétés d’Yincidence sera donnée par Stevin
dans son Traité d’Optigue (1605) mais 1‘’expossé Y montre un cer-
tain embarras. Il faudra attendre 1l’ouvrage de Taylor (celui de
la formule) New Principles of Linear Perspective (1719) [53] pour
un exposé géométrique de 1la perspective fondé sur les relations
d’incidence préalablement énoncée comme axiomes (cités ici dans
la traduction du P. Rivoire (1759) .

Axiome I L’intersection commune de deux plans est une ligne
droite.

Axiome IT Lorsqgue deux lignes droites se rencontrent en un
point. ou lorsqu’elles sc

‘elles sont paralléles 1‘une a

l’autre, un méme plan peut passer par_ toutes les
deux.

Axiome TIT si deux lignes droites, étant aralléles ou formant
un angle, sont coupées par une troisiéme, elles
seront toutes trois dans le méme plan ; c’est-a-

dire, gu’un plan qui passera par deux de ces lignes,

bassera aussi par la troisiéme

Axiome IV Tous les points d’une ligne droite sont dans le méme

plan ol est cette ligne.
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Tout au long du XVI® siécle paraitront de nombreux ouvrages
sur la perspective définissant diverses mnéthodes de construc-
tions, plus ou moins reliées & la construction légitime et a la
méthode des points de distance, nous avons cité ceux de Vignola,
Guido Ubaldo et Stevin, pour une liste plus compléte nous ren-
voyons & l’ouvrage de Poudra [48].

Si les ouvrages de Guido Ubalde et de Stevin définissent les
principes de la perspective, les méthodes pratigues utilisées
sont multiples ce qui alourdit l‘exposé et n’en montre pas tou-
jours l’unité. Ce sera l’oeuvre de Desargues, ingéniesur et archi-
tecte, de chercher & définir une méthode générale unifiant les
divers procédés des praticiens : peintres, architectes, tailleurs
de pierre, méthode qui reléve 4 la fois du tracé géométrique et
de la géométrie rationnelle. Cette démarche vers la construction
d’une méthode géométrique gul se veut universelle est analogue a
celle de ses contemporains Descartes et Fermat construisant une
telle méthode autour du calcul algébrique (cf. ci-dessus).

En 1636, Desargues publie un opuscule de 12 pagez Exemples
de l’une des maniéres universelle du $.G.D.L. touchant la prati-
gue de la perspective... dans lequel il indigue, autour d‘une fi-
gure (cf. fig.5) les principes essentiels de la construction, un
fac-similé de ce texte est reproduit dans l’ouvrage de Field and
Gray [25]. Je me contenterai, en ce qui doncerne ce texte, de no-
ter la réticulation du plan horizontal par des faisceaux de 1li-
gnes paralléles (les lignes coordonnées d‘aujourd’hui) représen-
tés sur le plan du tableau par des faisceaux de lignes paralléles
ou de lignes concourantes (suivant que la direction des lignes
est paralléle au plan du tableau ou non), ce qui permet de placer
un point sur le plan du takleau & partir des lignes coordonnées
passant par ce point. Notons de plus gque Desargues raméne par un
changement dféchelle un point de fuite extérieur au tableau a
1’intérieur du tableau ce gui rend la méthode plus délicate mais
montre la maltrise de Desargues pour cette construction.

Le procédé de réticulation du plan est ancien et se relie a
la figure de référence déja citée du tracé perspectif, saveir le
dallage carré, et nous nous référons ici & une construction de
Vignola, la premiére figure est reproduite par Poudra [48], 1la
seconde pa¥ Sinisgalli [51]
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Cette intervention de ce que nous appelons aujourd’hui les
iignes coordonnées anménera Desargues & considérer faisceazux de
droites concourantesz et faisceaux de droites paralléles comme
analogues et ainsi & introduire la notion de peint & 17infini
(point de concours de droites paralléles) qu’il étudie comme un
point ordimaire. C’est le point de départ de son Brouillon pro-
ject d’une atteinte aux événemens des rvenconkres du céne avec un
plan (1639} [52]. Il considére un céne ou un cylindre & base cir-
culaire comme la méme figure qu’il appelle un reuleau, figure en-
gendrée par une droite passant par un point fixe (2 distance fi-
nie ou & 1’infini} et s‘appuyant sur un cercle. Une conigue est
alors l’intersection d’un plan et d’un rouleau ce qui la définit
comme perspective d’un cercle. Desarguss montre alors 1l’invarian-
ce par perspective de certaines configurations, ce gui lui permet
de projeter les propriétés du cercle pour obtenir les propriétés
des conigues, c’est la méthode des trapsformations qui sera 1‘un
des principes directeurs des géomdtres projectifs du XIX® siecle.

§i le point de vue de Desargues est projectif comme le mon-
tre la fagon dont il utilise les éléments & 17infinil, les démons-—
trations restent dans la tradition grecgue, s’appuyant sur la
théorie des proportions et les comparaisons de raisons ; cepen~
dant Desarguss précise, via le théoréme de Menelaiis, 1l’invariance
par projection de certaines relations métrigues ce qui lui permet
d’étendrs la définition de certaines configurations définies mé-
triguement au cas ou certains éléments sont & 17ihfini, ainsi la
configuration définie par six points en involution et celles défi-
nie par guatrs points en involution (la division harmonigue).

C’est encore l’utilisation de la perspective et du théordme
de HMenelals qui permet & Desargues de démontrer le théorime sur
les triangles homclogiques (appelé aujourd’hui Lfhéoreme de
Desargues) qui parait en 1648 dans un traité de perspective pu-
blié par Abrazham Bosse : Maniére universelle de Monsiesur

Desargues pour praticuer ls perspective... [32]

Ainsi le point de vue projectif issu du probléme de la re-
présentation perspective s’appuie pour étre légitimé sur le rai-
sonnement & la grecoue 1ié 2 la mesure ; le raisonnement projec-
tif (ec’est-a-dire 1ié aux propriétés d&’incidence) se gdégagera pev
& peu jusgu’au traité déja cité de Brook Taylor, notoms cependani
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fig.8
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le Tralté des Conigues de Blaise Pascal, ouvrage dont il ne nous
reste que le premier chapitre retrouvé dans les papliers de
Leibniz, dans lequel Pascal détermine les divers types d’interec-
tion d’un cdne et d‘un plan (les trois coniques usuelles mais
aussi les conigues dégénérées en droites ou réduites 4 un point)
{457.

I1 faut cependant noter fue les propriétés d’incidencs appa-
raissent déja chez les perspectivistes Y compris sous l‘aspect
expérimental de la fenétre ocuverte ou de la parel de verre illus-
tre par les portilions de Direr, instrument 2 dessiner en per-
spective que Dlirer a représentéd dans certaines de Ses gravures
(cf ci-contre). Le problime se pose alors d’expliciter les rai-
sons qui font gue ces propriétés ne sont pas ou sont acceptéas
dans le raisonnement géométrigue, ce gui renvois au probléme de
la légitimation posé au début de cet article, probléme relié au
statut des objets mathématigques sur lequel nous reviendrons a la
£in de cet article.

Pour diverses raisons, le point de vue projectif élabors par
Desargues sera occculté par la méthode des coordonnées plus proche
du calcul infinitésiwmal naissant ; toutefois ce point de vue ne
sera pas complétement effacé, nous avons déja cité Blaise Pascal,
nous citerons un autre disciple de Desargues : Philippe de la
Hire gui publie plusiscurs ouvrages sur les conigues introduisant
des notions telles que les propriétés harmoniques du guadrilatére
complet, les péles et polaires (la dénomination moderns apparai-
tra plus tard au début du XI¥ame sisdcle}, notions gu’il utilise
pour étudier les propriétés des conigues.

Lfétude de la perspective se poursuit au XViléme siécle ov
paraissent plusieurs traités, en particulier citons les travaux
sur les anamorphoses, déformations perspectivistes qui exigent,
peut-étre plus gue la représentation perspectiviste classigque, la
rigueur de la construction : nous renvoyons aux articles de
Bessot dans les Cahiers de la Perspective [3] ainsi gu’a 1‘ouvrs
ge de référence de Baltrusaitis [13.

La géométrisation de la perspective s’achaeve avec 1‘ouvrage
déja cité de Taylor et les travaux de Lambert dans la seconde
partie du XVIIIéme sidcle. Dans la continuite de la pensés de
Desargues, tout en se libérant du raisonnement géométrique a la
grecque et s’appuyant sur les prepriétés d’incidence, Taylor et
Lambert se proposent de définir des régles universelles de cons-
truction s‘appuyant sur quelques principes généraux. Ainsi
Lambert €crit au début de La perspective affranchie de 1l’embarras
du plan ggométral {1759} [34]

Des régles universelles présupposent des principes également
universels, gu’il vaut la peine d’approfondir, cuand on n’s trou-
vé gue les premidéres. Avec une attention médiocre on découvrira

beaucoup au dela de ce gu’on attendsit, des gu’on a _soin de com-

biner lez rapports entre les parties de 17cobiet.

C’est gque, pour Lambert, les régles ont 2 la fois une fonc-
tion pratigue : déterminer les procédures de construction effec-
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tives et une fonction théorigue en ce que leur effectivité méme
légitime les principes qui les sous-tendent : ainsi 1faspect in-
trumental de la géométrie, que ce soit avec la régle et le compas
des géométres grecs ou avec les instruments plus sophistiqués in-
ventés par les géométres ultérieurs, est inséparable de son as-
pect théorique, ainsi les constructions participent du raisonne~
ment géométrique. Ce que Roger Laurent précise dans la préface de
la reéédition de 1’Essal sur la Perspective {33] oli Lambert défi-
nit le perspectographe, instrument & dessiner en perspective
qu’il a inventé :

La construction du perspectographe est en méme temps la dé-
monstration d’une suite de propositions scigneusement établies ot
gui en justifie la construction.

Pour établir les ré&gles de construction perspectiviste,
Lambert s’appuie sur la distribution des points de fuite sur la
ligne d’horizon sur laguelle il construit une graduation définie
par la mesure des angles des directions horizontales avec la di-
rection perpendiculaire au plan du tableau (le transporteur per-
spectif), ceci l’améne & définir la géométrie perspective, autre-
ment dit la géométrie des objets représentés sur le plan du ta-
bleau (en langage moderne, la transformée de la géométrie usuelle
par la perspective) [35].

Ceci le conduira & aborder des problémes de construction a
la régle seule, problémes qgui joueront un réle dans 1’élaboration
de la géométrie projective moderne.

Nous ne pouvons développer dans le cadre de cet articile
1’histoire de la géométrie projective du XIXéme siécle et nous
renvoyons & l‘’appendice historigue qui suit 1’Initiation & 1la
Géométrie de Daniel Lehmann [38].

Disons seulement gue ce sont encore des raisons d’ordre
technigque qui vont conduire au développement de la géométrie pro-
jective. Gaspard Monge comme d’autres mathématiciens francais de
la fin du XVIIIéme sidcle est professeur dans une école militaire
et il est amené & s’intéresser & la construction des fortifica-
tions, il rencontre ainsi le probléme de la représentation qui le
conduit & une étude systématique du procedé de la double projec-
tion orthogonale, ce sera la géométrie descriptive. :

Mais le mathématicien Monge, mettant en place la géométrie
descriptive, comprend que cette technique de représentation peut
étre aussi méthode de recherche en géométrie rationnelle, en par-
ticulier les problémes de représentation plane des corps solides
le conduisent & préciser des propriétés de géométrie plane (ainsi
les propriétés de pbéles et polaires qu’il relie & la détermina-
tion des plans tangents menés d’une droite a une sphére ou plus
généralement une surface du second ordre), explicitant ce que
Chasles appellera l’alliance intime et systématicue entre les Fi-

gures & trois dimensions et les figures planes [14].
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K X

Les constructions perspectivistes n’ont pas seulement permis
i1e développement de nouvelles méthodes géométrigues, elles ont
participé a la mise en place de l°un des concepts géométrigues
fondamentaux de la physique mathématique moderne, je veux parler
du concept d’espace.

I1L n’y a pas d’espace chez les géométres grecs, ssulement
des objets, ce que j‘ai appelé des gituations spatiales [38] que
le géometre étudie & travers les représentations qu‘il en donne
{les figures de la géométrie), mails ces situations spatiales sont
étudiées chacune isolément. La notion d’espace apparait lorsqu’il
sfagit de coordonner ces diverses situations, que ce soit avec le
mouvement et ce sera la mécanique, gue ce soit avec le probléne
de la représentation plane tel qu®il a été posé par les peintres
et les architectes de 1z Renaissance [54].

Les méthodes de représentation dés gu’elles dépassent le
stade naif sont lides & la conception de la vision des chjets de
i’espace et par conséqguent & la marche des rayons lumineux.

Les Grecs étalent partagés entre deux conceptions ; pour les
uns, dont Euclide, les rayons lumineux vont de lloeil vers 1’cb-
jet, pour les autres, ils vont de l’objet & 1l’oeil, mais en ce
qgqui concerne le probleme de la représentation, cette distinction
importe peu : ce qui importe c’est comment la répartition des
rayons lumineux détermine la vision des objets : ainsi pour
Fuclide la distance apparente entre les diverses parties 4’un ob-
jet est définie par l’écart des rayons lumineux joignant 1’oeil a
ces parties, ce gul signifie une théorie de la représentation
centrée sur l’oeil [22] [43].

C’est le décentrement proposé par les artistes de la Renais-
sance, la fenétre ouverte d’Alberti ou la parci de verre de
Leonardo da Vinci, qui améne % mettre en relation les trois com-
posantes que sont lfobjet & représenter, le tableau, et 1foeil du
spectateur.

Il faut ici metire l’accent sur les aspects technigues de
cette mise en relation, nous avons déja parler de la construction
légitime qui consiste & construire la représentation perspective
& partir de deux représentations, le plan et 1’élévation ; cette
construction, nous l’avons vu, s’appuie sur la figure de référen-
ce : le dallage carré, qui conduira & la mise en place des lignes
coordonnées (cf. ci-dessus) constituant ainsi une premiére struc-
turation de 1’espace.

Lz mise en place progressive de ce nouvel cbjet de la géomsé-
trie gu’est l’espace conduira Pascal a écrire dans une Introduc-
tion & la Géométrie aujourd‘hui perdue mais dont le début a été
retrouvé dans les papiers de Leibnlz [45].
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Principe 1 : L’obiet de la pure géométrie est l’espace, dont
elle considére la triple étendue en trols sens divers gu’on ap-
pelle dimensions, lescuelles on distingue par les noms de lon-
gueur, largeur et profondeur. en donnant indifféremment chacun de
ces noms & chacune de ces dimensions, pourvu ogu’on ne donne pas
le méme a deux ensemble. Elle suppose gue tous ces termes-=13 sont
‘connus d’eux-nénes.

Principe 2 : L’espace est infini selon toutes ces dimensions

Principve 3 : et immobile en tout et en chacune de ces par-
ties

conception de l’espace gui annonce celle de Newton dans les Prin-
cipia [42] .

Absolute space, in its own nature, without relation to any-
thing external, remains always and immovable.

Cependant cet espace, distinct des corps gui y sont conte~-
nus, est essentiellement le lieu des phénoménes géométrigues et
physiques, il ne fait gue fournir Jles lieux gue les corps ocgu-=
pent et remplissent ainsi gue l’expligue Euler dans la premiére
lettre de la seconde partie de ses Lettres & une Princesse
d’Allemagne [23].

Aingi si le concept d’espace est au coeur d’une pratique
scientifique, géométrique et physique, 11 nfest pas lui-méme ob-
jet d’une telle pratigue, méme 5’1l est cobjet d’um discours phi-
losophique guant & sa nature et & ses propriétés. Il faudra at~
tendre le XIX® siécle pour gue l‘espace devienne en tant que tel
objet d’une pratique géométrique, et cela aprés la naissance des
géométries non-euclidiennss dfune part et les travaux sur les
rapports entre propriétés projectives et propriétés métriques qui
conduiront au Programme d Erlangen [30] [4].

D’une part la naissance des géoméries non-euclidiennes pose-
ra le probléme de la multiplicité des géométries ef ainsi de la
multiplicité des espaces, et nous renvoyons icl au texte de
Riemann : Sur les hypothéses servent de fondement 2 la ‘géométrie
{52]. D7autre part le développement de la géométrie projective et
son caractére de géométrie générale gue lul donne ses adeptes
conduira & expliciter le lien entre propriétés projectives et
propriétés métrigues (de fagon précise & définir les propriétés
métriques comme propriétés projectives particuliéres), ainsi
Cayley définit~il les propriétés métriques d’une figure comre les
propriétés projectives de la figure obtenue en ajoutant les
points cycligues [12]. Ce probléme sera résolu avec le Programme
d’Erlangen de Felix Klein et 1’/introduction des groupes de trans-
formations. Ce n’est pas ici le lieu de le développer et nous
renvoyons a l’appendice historique de 1’Initiation & la Géométrie
de Lehmann [38] ; nous nous contenterons de dire que 17un des ap-
ports essentiels de Klein est de faire opérer les transformations
sur l’espace alors que les géométres projectifs s’intéressaient
essentiellement aux transformations sur les figures, ainsi Klein
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mettait 1l’accent sur l’espace comme objet géométrigue.

Ainsl le courant perspectiviste se trouve & llorigine de
1fun des concepts fondamentaux de la géomdirie d7auvjourd’hui,
aussi bilen la géométrie physique gue la géométrie mathématique
pour reprendre la distinction moderne explicitée par Eilnstein
£20]. Peut-étre plus gue le calcul des cgordonndes gqul renouvelle
ies méthodes des géométres grecs sans en changer fondamentalement
ie contenu (le changement viendra ultdérieurement avec le dévelop-
pement des méthodes analytigques), le courant perspectiviste re-
nouvelle le contenu en déplacant llcbjet de la géométrie ; 17é-
tendue cartésienne reste encors ancrée dans la géométrie grecgus
des figures et des lisux dont elle conserve le caractdre local
‘alors gue la conception pascalienns ouvre une nouvelle perspecti-
ve.

Wous parlerons peu ici du probléme des paralléles et des
géométries non-suclidiennes renvoyant 2 1farticle de Jean-Luc
Chabert dans css wnémes Actes [13] ; Jje voudrals ici, & propos du
probléme des paralléles, revenir sur les conditions de légitima-
tion de la démonstration.

Rappelons une démonstration bien connue du postulat des pa-
ralleles, ou plutdt de la proposition éguivalente gul dit gue la
somme des angles d’un triangle vaut deux droites.

8 A

o
p
Q

o

fig.9

Soit un triangle ABC et un segment PO gue lLfon déplace de la
fagon suivante. Il est d’zbord placé le long de AB, P coincidant
avec & et on déplace le segment PO le long de AB jusqu’d ce que P
coincide avec B, puis on le fait tourner autour de B de fagon gue
PQ vienne le long de BC, on déplace de nouveau le segment PO le
leng de BC jusqu’s ce gue P coincide avec €, on falt tourner PQ
autour de C jusqu’a ce gqu’il vienne le leong du cété CA, on dépla=
ce de nouveau le segment PO le long de CA jusgu’d ce que P coin-
cide avec & et on le fait tourner autour de 2 jusqu’d ce gu’il
reprenne sa position initiale.




64

Le segment PQ a ainsi tourné de quatre droits, d’autre part
il a tourné successivement des angles 8,y,c (cf. £ig 7), ainsi la
somme des angles o,8,y vaut quatre droits et par conséguent la
somme des angles du triangle ABC vaux deux droits.

Examinons maintenant la validité de cette démonstration (gue
nos connaissances actuelles nous incitent & penser fausse) .

Une premiére critique repose sur le refus de l’utilisation
explicite du mouvement dans le raisonnement géométrique, les vé-
rités géométriques doivent étre établies sans considération de
mouvement, ce qui revient, d’une part & mettre en cause le prin-
cipe de 1’égalité par superposition et ainsi la conception eucli-
dienne de la géométrie (qui n’est pas liée au postulat des paral-
léles), d’autre part & mettre en gquestion de la méme fagon la
construction de la géométrie non-euclidienne (celle des péres
fondateurs Gauss, Bolyai, Lobatchevski} qui s’appuie aussi sur la
conception euclidienne, y ajoutant un usage explicite du mouve-
ment dans les démonstrations. Cette critique repose en fait sur
un & priori idéologique, le refus du mouvement relevant moins de
la logique que de la métaphysique, voire de la théoclogie.

Si la géométrie oblige & contempler 1l’essence, elle nous

convient, si elle s’arréte au devenir, elle ne nous convient pas.
ainsi s’exprime le Socrate platonicien dans La Républigue [47]

Il n’y & ainsi, dans le cadre de la conception euclidienne,
(la _science absolue de ]’espace, pour reprendre une expression de
Bolyal sur la partie de la géométrie euclidienne indépendante du
postulat des paralléles), aucune raison logigue pour rejeter cet-
te démonstration comme il n’y a aucune raison logigque pour llac-
cepter ; les conditions de légitimation se situent ailleurs, nous
y reviendrons.

Une seconde critique, mathématiquement plus pertinente, rap-
pelle que la démonstration utilise implicitement le fait que 1l’on
peut comparer des angles d’origines différentes, ce que l’on sait
étre aujourd‘hui équivalent au postulat des paralléles, ou si
1’on veut dire les choses de fagon plus savante, que la courbure
du plan est nulle. Mais cette critique repose sur la connaissance
de la distinction entre géométrie euclidienne et géométrie non-
euclidienne, c’est donc une critique & posteriori et sa validiteé
logique qu’on ne saurait nier aujourd‘hui ne suffit pas a montrer
1’invalidité de la démonstration ci~dessus dans un cadre pré-non-
euclidien ; tout au plus met-elle l’accent sur l’équivalence lo-
gique entre le postulat des paralléles et la possibilité de com-
parer des angles d’origines différentes.

Si nous avons rappelé cette démonstration, c’est pour mettre
1’accent sur les quelques remarques suivantes.

La problématique des paralléles ne se situe pas sur le méme
plan que la problématique de la mesure ou celle de la représenta-
tion, elle se relie & ce gu‘on appelle le probléme des fonde-
ments, & condition de ne pas réduire ce dernier a sa seule signi-
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fication logigue. Le postulat des paralléles est 1ié dfune cer-
taine fagom & un échec ; Euclide, aprés avoir montré gque si deux
droites font avec une sécante das angles alternes-internes égaux,
elles sont paralléles (Eléments, livre I, proposition 28), veut
démontrer la réciprogue (proposition 29) et c’est pour cette dé-
monstration gqu’il introduit son postulat.

£i une droite, tombant sur deux droites. fait des angles in-
térieurs du méme cété plus petits gue deux droits, ces droites
prolongées indéfiniment se_rencontrent du cbdté ol les angles
sont plus petits gue deux droits.

énoncé moins simple gue la proposition gu‘il veut démontrer, pro-
position dont la démonstration nfest, somme toute, qu’une para-
phrase du postulat. Aussi peut-on se demander pour quelles rai-
sons Euclide n’a pas choisi l’énoncé de la proposition 29 comme
postulat, proposition qui énonce gu‘une sécante fait avec gdes
droites paralléles des angles égaux ; comme s’il était nécessaire
gue la proposition 29 gui joue un réle essentiel dans le dévelop-
pement ultérieur, soit démontrée, guitte a ce gue le principe gqui
permet cette démonstration soit moins évident.

totons gue la propriété gu’une sécante fait avec des droites
paralléles des angles é&gaux, sera considérée comme é&vidente dans
plusieurs traités de géométrie élémentaire du XVITI® siecle moin
soucieux de rigueur formelle que d’efficacité, ainsi les ouvrage
de Clairaut [15] et de Camus [11].

I1 est vrai qgue le postulat des paralliles se justifie d‘a-
bord par la vérité de ses conséquences, vérité au sens que lesz
géometres domnent & ce terme jusgu’a la mise en place de la né
thode hypothético-déductive moderne gui parle seulement de vali
dité & l’intérieur d‘un systéme d’axiomes. Clest le postulat des
paralléles gui justifie la méthode des aires en permettant de
comparer les aires des triangles et des parallélogrammes (cf. ci-
dessus p. 7). Ce qgui fait probléme, c’est donc moins la vérité
la non-vérité du postulat des paralléles gue l’absence de démons-
tration dfun énoncé non évident mais dont on ne peut pas ne p:
reconnaitre la vérité ; clest la gqu’est le gcandale de la géomé-
trie, pour reprendre une expression de D’Alembert.

La guestion se pose alors, en qguoi la démonstration donnée
ci~dessus est-elle ou non acceptable 7 La réponse, nous l/avons
vu, si réponse il y a, ne reléve pas de la seule logigue.

L
A

Aprés ce parcours & travers guelgues grandes problématigq
de la géométrie (mesure des grandeurs, représentation des objecs
de l’espace, paralléles) nous revenons 2 la guestion posée au dé-
but de cet article : gque sont les objets mathénatigues ? 8i
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l’histoire des mathématiques est d’une certaine fagon l’histoire
de la transformation des objets mathématigues et par cela méme de
1’objet des mathématiques, se pose le probléme de ce gui fait la
permanence de ce domaine de la connaissance (si permanence il y
al)

En ce gqui concerne la géométrie, cette transformation pour-
rait se caractériser ainsi ; d’abord étude locale des situations
spatiales, la géométrie pose le probléme global de 1’espace, con=-
tenant universel des phénoménes, concept dont la structuration
progressive (& travers les géométries non-euclidiennes d’une
part, le développement de la géométirie projective d’autre part,
mais aussl les problémes liés au mouvement et & la mécanique dont
nous n’avons pas parlé iti) conduit & la définition moderne de la
géométrie comme étude des types d’espaces.

Ce déplacement de la géométrie, dans ses objets et dans son
objet, a une histoire ancrée dans les problémes étudiés, les di-
verses structurations se construisent autour de ces problémes,
méme si par la suite elles en deviennent autonomes, ainsi les mé-
thodes analytiques (la réduction de la géométrie & l’algébre com-
me on dit) gui oublient le substrat grec (la mesure des gran-
deurs) qui sous-tend la construction de la géométrie analytique,
ainsi la géométrie projective qui, avec les espaces numérigues de
Cayley et le programme d’Erlangen, oublie le probléme de la re-
présentation dont elle est issue, ainsi la conception structurale
d’aujourd’hui qui fait de la géométrie élémentaire un simple cha-
pitre de l’algébre linéaire [9] [19].

C’est & partir de ce déplacement qu’omn peut essayer de com=
prendre la transformation des mnéthodes, le passage du raisonne-
ment euclidien au raisonnement formel d’aujourd’hui, les condi-
tions et les raisons d’une telle transformation et, en contre-
point, comment la transformation des méthodes intervient dans la
transformation des objets.

La fonction du raisonnement est d’abord de connaitre & prio-
xri, c’est-a-dire sans avoir besoin de passer par 1l’expérience, la
fonction du raisonnement géométrigue est alors moins d’éliminer
le sensible que d’en éviter les difficultés et les contradic-
tions, 4’y mettre/de l’ordre, si 1’on préfére. La distinction en-
tre connaissance sensible et connaissance intelligible ne se si-
tue pas dans un monde idéal que l’homme chercherait a redécouvrir
et dont le monde sensible ne serait gu’une apparence plus ou
moins déformée (la caverne de Platon), la construction de 1’in-
telligible est 17un des moyens de l’esprit humain de connaltre le
monde, mais cet intelligible ne se construit pas & priori, y com-
pris 1l’intelligible mathématigque, il est moins refus que dépasse-
ment du sensible. Ainsi le raisonnement euclidien, loin d’étre en
dehors du monde sensible, est ancré dans ce sensible, mnéme si
d’une certaine facon, il le remodéle, et ce gu‘on appelle 1’in=-
tuition géométrigue est en quelque sorte 1l’un des moyens qui per-
met de construire de 1%intelligible & partir du sensible ; c’est
en ce sens qu’on peut présenter le raisonnement géométrigque eu~
clidien comme une lecture raisonnée du dessin, raisonnement que
1’on retrouve, sous des formes diverses, tout au long de 1lfhis-
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toire de la géométrie chez les Grecs comme chez les théoriciens
de la perspective, dans les grands traités de géométrie &lémen-
taire (pour une revue de guelques grands traités en langue fran-
gaise, cf. [38]) et les géomdtres projectifs du XI1x® siécle, et
méme chez les péres fondateurs de la géométrie non-euclidienne
(Je renvoie ici au texte de Lobatchevski [40] cité en partie dans
le chapitre Géométrie de Mathematiques au fi) des &ges [60]}. Ce
sont les problémes posés par cette lecture raisonné du-dessin qui
conduiront & préciser la forme du discours, & en énoncer les ré-
gles, voire a les modifier, a4 construire ce gue Gonseth appelle
la doctrine préalable nécessaire & 1’4laboration de 1la géométrie,
doctrine préalable gqui se construit en méme temps gue la géomé-
trie, méme si sur le plan de la légitimation elle la précaéde, au-
trement dit lés conditions de légitimation du raisonnement, si
elles sont antérieures au raisonnement sur le plan de la logique,
se construisent en méme temps que lui et d’une certaine facon le
justifie (et se justifient) aprés coup [26].

Cette explicitation des régles mettra en valeur le caractére
de nécessité de la connaissance rationnelle (c’est-a-dire de la
connaissance par le raisonnement), c’est ce qui 1la distingue es-
sentiellement de la connaissance sensible, ce que Wittgenstein
appelle 1‘inexorabilité des mathématigues [58].

La géométrie euclidienne peut alors étre considérée comme
1l’une des premiéres constructions de 1l’esprit humain permettant
de dépasser le sensible (sans toutefois l’émiminer) et mettant ern
place les conditions d‘une connaissance rationnelle (2 priori} du
monde ; sa réussite conduira & ocublier le donné enpirique sur le-
guel elle s’appuie, l’intuition géométrique euclidienne devenant
pure rationalité. C’est la critigue de 17idée d’une géomdtre pu-
rement rationnelle gul conduira & penser la géométrie non
euclidienne [5], ainsi Gauss écrit en 1817

Je suils de plus en plus convaincu gue 1l’on ne peut démontrer
par le seul raisopnement la nécéssité de la géométrie suclidie

ne. J1 est possible gue dans l’avenir nous puissions avoir de:
idées sur la mature de l’espace gui aujourd’hui nous sont inac-
cessibles. ainsi la géométrie ne peut étre mise & coté de 1'a

rithmétigue, gui est de nature 2 priori mais plutdt & cote de la
mécanigque.

et guelques années plus tard Lobatchevski dans sa préface auv
Nouveaux principes de la géométrie [39] publiés en 1838 -

Riemann dans son article cite de 1854 [50] développeront de-
idées analogues (je renvoie aux textes cités dans le chapitre

Géométrie de Mathématigues au fil les dges) [60])

En retour, la possibilité d’une géométrie non-euclidiennc
conduira & remettre en gquestion 1l’intuition géométrique eucli-
dienne et par cela méme la légitimité du raisonnement 3 la grec-
gue, posant ainsi le probléme d’une redéfinition des conditions
de légitimation du raisonnement géométrigue.

Cette remise en gquestion, associée aux difficultés rencon-
trées avec l’intervention de la théorie des ensembles en analyse
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et les paradoxes que 1%on sait, conduira Hilbert et son école 3
privilégier les structures formelles du raisonnement au dépens de
toute signification, tout au moins d’un point de vue méthodologi-
gque. Ce sera le formalisme, avec les grandes constructions axio=
matiques et le rdle primordial desz structures dans ce que

Bourbaki a appelé l’architecture des mathématiques [7].

En ce qui concerne la géométrie, le formalisme mettra un
terme, en principe, au réle de 1’intuition géométrique dans le
raisonnement et & toute référence au sensible. Aprés le retour 3
l’empirisme qui avait permis de faire éclater le cadre euclidien,
la solution apparaissait & travers une nouvelle forme de rationa-
lité fondée sur les structures formelles.

Dans les Grundlagen der CGeometrie
métrie) [28] qu’il publie en 1899,
truction axiomatique de la géométrie : ayant introduit les termes
primitifs, trois systémes de choses, qu’il nomme respectivement
points, droites et plans (sans que ces noms renvolent, sur le
plan théorigue, a des images antérieures), Hilbert énonce les re-
lations primitives entre les termes, vingt trois axiomes qu’il
répartit en cing groupes d‘axiomes correspondant aux différents
types de relations : appartenance, ordre, congruence, parallélis-
me, continuité, mais ici encore les mots ne renvoient théorique~
ment & aucune image antérieure. Seules interviennent dans le dé-
veloppement de la géométrie les regles logiques qui régissent
l’usage des termes et des énoncés, ainsi disparait tout recours a
17intuition et & la signification des termes et des énoncés;
une démonstration ne s’appuie gue sur les axiomes, les proposi-
tions antérieurement démontrés et les régles logiques. Ceci im-
Plique la mise en place d‘une grammaire explicite des régles lo-
giques, et c’est cette nécessité grammaticale qui conduira aux
langages formalisés, langages définis par un systéme de signes et
de régles d‘utilisation de ces signes.

(les fondements 'de la géo-
Hilbert explicite sa cons-

L’axiomatique formelle ainsi définie se distingue radicale-
ment de l’axiomatique euclidienne fondée sur des principes évi-
dents régissant des objets d’origine empirigque et permettant par
le moyen du raisonnement la découverte de nouvelles vérités H
dans l’axiomatigue hilbertienne on ne peut parler de vérité dfun
énoncé, seulement de sa validité 2 1‘intérieur d’un systéme axio-
matique défini.

Une autre construction axlomatique sera développée dans le
cadre de l’algébre linéaire avec les ouvrages de Giuseppe Peano
[46] et Hermann Weyl [57], réduisant 1la géométrie a n’étre (du
point de vue structural) qu’un chapitre de 1l’algébre 1lindaire
[10] [20]. Nous n’y reviendrons pas ici, renvoyant & 1’appendice
historique déja cité [38].

Cette nouvelle conception de 1a géométrie consacrait la dis-
tinction entre géométrie mathématique et géométrie physique comme
1’explique Einstein dans un texte déja cité [20], distinction gue
Hans Reichenbach résume ainsi [49]

Mathematics reveals the possible spaces ; physics decides
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which among them corresponds to physical space.

CetFe dqalité entre une géométrie nathématique relevant
d’upe axiomatique formelle et une géométrie physique qui se cong-
truit sur le donné empirique, pose 1le probléme de 1’adéquation
des structures formelles a 1l7étude du réel, probléme que nous ne

pouzqns aborder ici, probléme qu’on ne peut comprendre si l’on
oublie, i 3 i

gu’elles se proposent de résoudre.

Et c’est ainsi qu‘on Peut essayer de comprendre ce
dg commun aux deux démonstrations, rappelées au début de cet ar=
ticle, dg second cas d’égalité des triangles, essayer de compren-
d;e le lien profond entre l7intuition géométrique, la pensée ra-
tlopnelle et le point de vue formel, lien sans lequel les mathé-
matiques ne sont que discours vain ou bricolage inconsistant.

qu’il y a

Lille, le 14 Avril 1988

'Entre mon exposé & 1’Université d’Eté de Toulouse et la ré-
dgct}on de ce texte, j’ai rédigé 1‘’appendice historique de 1’Inj-
tlaylon a la Géométrie de Daniel Lehmann ; cet appendice et cet
article se recoupent et se complétent, clest pourquoi je me per-
mets de renvoyer & 1’appendice cité.
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