ACTES DU COLLOQUE DE PACY S/ EURE des 5 et 6 juan 1981

Frangois De Gandt

UNE PREMIERE PRESENTATION DE LA DYNAMIQUE NEWTONIENNE :

LE MANUSCRIT "DE MOTU" DE 1684.

53



ACTES DU COLLOQUE DE PACY S/ EURE des 5 et 6 juin 1981 54

DU MOUVEMENT DES CORPS SUR DES ORBITES

(Isaac Newton, 1684)

Définition 1 : J'appelle force centripéte la force par laquelle un corps est poussé
ou attiré vers un point quelconque considéré comme un centre.

Définition 2 : Et j'appelle force d'un corps, ou force interne a un corps, la force

par laquelle ce corps s'efforce de perséverer dans son mouvement selon une
ligne droite.
Définition 3 : Et résistance, 1'enpéchement régulier dd au milieu.

Hypothése 1 : La résistance est nulle dans les neuf propositions suivantes, ensuite
elle est comme la vitesse du corps et la densité du milieu prises ensemble.

Hypothése 2 : Tout corps, par sa seule force interne, s'avance uniformément selon
une ligne droite, & moins que quelque chose d'extérieur ne 1'en empéche.

Hypothése 3 : Un corps, dans un temps donné, est porté par plusieurs forces réunies
au méme endroit ol il serait porté successivement par ces forces divisées en
des temps égaux.

Hypothése 4 : L'espace qu'un corps décrit sous 1'action d'une force centripéte quel-

conque au commencement de son mouvement, est en raison double du temps.

Théoréme 1 : Sur leur orbite tous les corps décrivent, par les rayons menés au

centre, des aires proportionnelles aux temps.

Que le temps soit divisé en parties égales, et que dans la premiére partie
de temps le corps décrive, par sa force interne, la droit AB. Dans la seconde partie
de temps, si rien n'empéchatt ce méme corps, il continuerait en ligne droite (Hyp.1)
jusqu'en c, décrivant la ligne droite Bc égale a la ligne AB, si bien que par les
rayons AS, BS, cS menés au centre, seraient parcourues des aires égales ASB, BSc.
Mais lorsque le corps arrive en B, que la force centripéte agisse, par une impulsion
unique mais importante, et oblige le corps & se détourner de la droite Bc et & con-
tinuer sur 1a droite BC. Que 1'on trace, parallélement & BS, la droite cC qui coupe
BC en C ; a 1a fin de Ta seconde partie de temps, le corps se trouvera en C (Hyp.3).
Joignez SC, et le triangle SBC, a cause des paralléles SB, Cc, sera égal au trian-
gle SBc, et donc aussi égal au triangle SAB. Par un argument semblable, si la force
centripéte agit successivement en C,D,E, etc.... et fait décrire au corps, dans cha-
cun des moments de temps, chacune des droites CD, DE, EF, etc..., le triangle SCD
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sera égal au moments de temps, chacune des droites CD, DE, EF, etc..., le triangle
SCD sera égal au triangle SBC, et SDE égal a SCD, et SEF & SDE. Donc en des temps
égaux sont décrites des aires égales. Maintenant que ces triangles soient en nom-
bre infini et infiniment petits,de maniére qu'a chacun des moments du temps cor-
responde chacun des triangles, la force centripéte agissant alors sans interrup-
tion, la proposition sera établie.

S
Théoréme 2: Si des corps tournent uniformément sur des circonférences de cercles,

les forces centripétes sont comme les carrés des arcs simultanément décrits

divisés par les rayons des cercles.

Que les corps B et b, tournant sur les circonférences de cercles BD et bd, décri-
vent simultanément les arcs BD et bd. Par leur seule force interne, ils décri-
raient les tangentes BC et bc, égales & ces arcs. Ce sont les forces centripétes
qui retirent perpétuellement les corps depuis les tangentes jusqu'aux circonfé-
rences, et donc elles sont entre elles comme les distances CD et cd gagnées par
les corps, c'est a dire, en prologeant CD et cd jusqu'en F et f, elles sont comme
BCZ/CF a bc2/cf, ou BDZ/ % CF a bdz/% cf. Je parle d'espaces BD et bd trés petits
et diminuant & 1'infini, de sorte qu7§ 1a place de % CF et % cf il est permis d'

écrire SB et sb, les rayons des cercles. Cela fait, la proposition est établie.

Corollaire 1. Par conséquent, les forces centri-
pétes sont comme les carrés des vitesses divi-
sés par les rayons des cercles.

Fo--
Corollaire 2. Et inversement, comme les carrés

des temps périodiques divisés par les rayons. \
Corollaire 3. Donc si les carrés des temps
périodiques sont comme les rayons des carcles, les
forces centripétes sont égales. Et réciproquement.
Corollaire 4. Si les carrés des temps périodiques sont comme les carrés des rayons,
les forces centripétes sont inversement comme les rayons et réciproquement.
Corollaire 5. Si les carrés des temps périodiques sont comme les cubes des rayons,
les forces centripétes sont inversement comme les carrés des rayons. Et réciproque-

ment

Scelie. Le cas du corollaire 5 a lieu pour les corps célestes. Les carrés des temps
périodiques sont comme les cubes des distances & partir du centre commun autour du-
quel tournent ces corps. C'est le cas des grandes planétes tournant autour du soleil,



ACTES DU COLLOQUE DE PACY S/ EURE des 5 et 6 juin 1981 56

et des petites autour de Jupiter et Saturne, ainsi que 1'ont déja établi les
astronomes.

Théoréme 3 : Si un corps tournant autour d'un centre S décrit une ligne courbe
quelconque, et qu'une droite PR soit tangente a la courbe en un point quelconque P,
et que d'un autre point quelconque Q de la courbe on méne QR paralléle a la dis-
tance SP : je dis que la force centripéte est inversement comme le solide SPZxQTz/QR,

pourvu que 1'on prenne toujours la quantité de ce solide telle qu'elle devient ul-

timement lorsque les points P et Q se rejoignent.

En effet, dans la figure infiniment
petite QRPT, la toute petite ligne QR
est, dans un temps donné, comme la force

centripéte, et pour une force donnée, S
comme le carré du temps (hyp. 4), et par suite,

si aucune n'est donnée, elle est comme la force centripéte et le carré du temps
pris ensemble, c'est-da-dire comme la force centripéte et le carré de 1'aire SQP
proportionnelle au temps (ou le double de cette aire SPxQT). Que 1'on divise les
deux cotés de cette proportionnalité par la ligne QR, et 1'unité sera comme la
force centripéte et SP2 QTZ/QR pris ensemble, c'est-a-dire que la force centripéte
est inversement comme SPZxQTZ/QR.
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Le texte ci-jeint previent d'um manuscrit de Newten intitylé

De Motu corporum in eyrum . L'extrait traduit constitue le debut Ju texte,

soit enviren un cinquitme du texte tetal.

L'intérét principal de ce manuscrit est qu'il centient sous une
forme plus sirmple et plus ©trive rlusieurs tLéerdmes essentils dee Prin-
cipia . La rédaction de cet ouvrage s'est en effet poursuivie de 1la fin
de l'année 1054 jusqu'i la punlization em 1687, et nous possédons plusieurs
ébauches préparateires, teates blties sur ls méme trame : progressivement
les matérisux s'accummlent, le raisonnement devient plus raffiné, Newton
ajoute de longs préarbules, sreffe des études particulieres et des varian-
tes sur ia charpente initiale, Au terme de cette creissance par accrétion
et développement, le résaliat est un livre énorme et tr¥s difficile d'acces:

les Philesohiae Naturalis Principia Mathematica , Alers que le manuscrit

de 1884 comprend seulenent 4 tkéorimes et 7 preblemes, qui pourraient teair
en une vingtaine de pages, les Principvia ceniiendrent 193 propesitions
(théorémes ou problémes), seit environ 300 pages.

Dans cette série de manuscrits qui abeutit aux Principia, le texte
présenté ici est le premier su l'un des premiers, Veici le schéma de 1'en-
sexble du manuscrit:

- d'abeid une série d'énoncés initiaux:
treis définitisns portant sur la ferce centripdte, la ferce interme (vi:
insita) et ia résistance;
quatre hypothéses, dent la deuxiéme est le principe d'inertie;

= ensuite viennent treis théerdmes fondamentaux:

le premier est la loi des aires (déja formlée par Kepler sans démen-
satretion risoureuse);
les deux autres sent relatifs a la ferce qui tetient un cerps sur une

orvite cireculaire (th. 2) ou quelconque (th. 3);
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- le théoréme 3 est mis en application dans les treis problémes qui suivent:
« le probléme 1 @étermine la lei de variation de la force centripéte
dans le cas d"unm mebile cui parcourt un cercle goeus l'action d'un
centre de forces situé sur la circonférence;
e le nroblime Z étudie le cas d'uze crbite elliptique avec un centre de
forces situé au centre de 1l'ellipse;
s le probleme 2 porte aussi sur une srbite elliptique, mais le centre
de forces ezt situé en un foyer (Newton démontre que dans ce cas la for-
ce cst ern 1/1_2);

- ce résultat trés important est suivi d'un théordme 4 qui établit la trei-
siéme loi de Kepler, com e conséquence d'une variation de la ferce en
l/r2.

= Le reste est constitué par des preblémes, parfois accempagnés d'un
scolie qui en détaille les applications et les prolengements:

« Prcbiéme 4 : on cherche 1'ellipse décrite par un cerps attiré en 1/r2,

pecur une position et uze¢ vitesse initiale données;(un Scolie cencerne
l'epplication aux comdtes, et le calcul approché des secteurs G'ellipse .
& partir du foyer -probléme "de Kepler" -);

+ Probldme 5 : si un corps tombe verticalement, on cherche les espaces
parceurus apres des temps donnés (la force varie com:e i/r2);

« Les deux dermiers cezcernent le mouvemeat en milieu résistant (ils sont
comue le germe du-livre II todt entier):
le sxoblize € vise & déterminer le mouvement d'um curps soumis & la

seule résistance du milieu, et le probléme 7 traite de mouvement en

milieu résistant pour un corps en mouvement rectiligne soumis & une

force unifor=e.
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L'intérét da manuscrit de 1684 n'est pas seulement dans sa brieveté.
1 est passicnnant de suivre 1'évolution de la pensée de Newton, de rapérer
les précisions et les raffinements qu'il intreduit dans les rédactions
successives, Par exemple on remarquera que le manuscrit ci-centre ne
contiezt =2xze pas un sexblant de justification pour les procédés infini-
tésizaux ou "ultimes" qui seront employés dans les démenstrations, rien

1: zlace zui revicndra & 12 sectisn I des Prinecinia sar les

L'éveclution est particulidrement importante dans le cas des énoncés
initicux, qui forment les assises dz voute la construction: l'ensemble des
trois ¢éfinitions et dos quatre hypothises placdes 2u début du menuscrit

r'annsnce gie tréa leintainement les défintions et les "axiemes ou lois"

~

3 d4éfinitions senlement délimitent

(¥

-~y

3 L

e

8 Pringinia, I2i ire

hut &

5
(8]
(&)

Yapn
;44 C

X
L4

le cadre concentuel, et encore la treiiiéme n'est-elle qu'une simple .

récisicn ccncernaut le sens du mot rézistance; cette troisieme définition

(4]

e d'2zilleurs été rajoutée aprts coup, coume 6n le voit sur le manuscrit

lui-zgze (cf; photo in J. Herivel, .ike backeround of Newton's Prinecipia,

Cxford 1063,fzce a4 la page 262),

Les définitions 1 et 2 forment un ceuple, qui détermine
deux sories de forces: la force centripdte et la ferce interne. C'est en
composant ces cdeux forces que l'eon recenstituera la trajectoire d'un mo-
bile soumis & une fo-ce ceatrivéte (cf, la démonstration des théordnes 1
et 3). La premidre seule est une force au sens qu'a le mot depuis le 18e
siecle, puisgue la force interne, ou "force d'un corps®, est sizplexent
ce qui fait qu'un corps tend & poursuivre son mouvement rectiligne uni-

forme.
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La foerce centripéte sera englobée, dans les Principia, au sein d'une
catégorie plus vaste, celle de "force impresse” ou “"ferce imprimée”, qui
comprend aussi bien les cas de choc que d° attraction continue. Le couple

nsitz du monuscrit de 1634 fera ainsi place & un sutre

[N

vis centripeta/ vis

couple: vis insita / vis impressa (définitions 3 et 4 des Principia, cette

dernidre éiant précisde et subdivisde dans les définitions 5 a 8 ).

Les quatre kynothéses sont de nature trd2a différente, et le seul fait

ue Newton ait regroupé ces quatre affirmations sous l'appellation cem une

.

d'typoilkises atteste cozbicn s2 pensfe ect ercore peu élzbhorée, tris en

retrait per rapport aux exigences logiques dont téwoigneront les Principia.

A 4
et

premitre hypotkése en effet est une simple suppositien, ou a la rigueur

»

un postulat, par lequel on Tonvient que la rés%é*nce sera prise en considé-
retion dans les deux dcrniéres propesitions seulement (problémes 6 et 7),
et cela nroportionnellement 3 la vitesse du mobile. En revanche 1'hypethése
€ est une affirmation d'une immense portée, puisqu'elle énonce la loi d'inmer
tie, reprise comme axiome 1 des Prinecinia.

Les hypothéses 3 et 4 apparaftront dans les Principia comme des
conséquences des affirmations initiales, démontrées & titre de corollaire
1 ces lois, et de lemme 10 (section 1). Il s‘agif du principe de la compo-
sition des forces suivant le parallélégramme, et d'une généralisation de
Tz loi de chote donnée par Galilée : les eségces parcourus sous 1l'action
d'une force centriptte sont proportionnels au carré des temps; Galilée
1'avait érnoncé pour le cas de la pesanteur, Newten l'affirme pour des forces
quelcongues, qui peuvent varier avec la distance (ce sera le cas étudié

dars la suite), & cendition de ne regarder que le commencement du mouvemend.
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Dans la pr.seniation qu'a cheisie Newton, la chafne démenstrative
coxmence par la lei des aires (théordme 1), sans deute en raison d'une
impertance spéciale qu®il accerde & ce théoréme. En réalité le théoreme 2
(avec ses cerellaires) aurait pu &tre placé avant le théeréme 1, parce
qu'il en est logiquement indépendant et qu'il concerne une situation plus
simple. La 17i des aires n'est utilisée que dans le théori¢me 3, peur sub-
stituer au temps écoulé 1l'aire balayée par le rayen vecteur.

Le théoréme 2 évalue la ferce centripete qui retient um corps sur
une ervite circulaire parceurue & vitesse censtante. C'est le résultat

qu'avait ebtenu Huygens dans son De vi centtifuga ; l'epuscule de Huygens

restera inédit jusqu'en 1703, mais les résul tats sent publiés sans démon-

strétion dans 1'Herslesium Oscillaterium de 1673, Une différence décisive

sépare les deux auteurs: Newten traite d'une force centripdte 1l eu Huy-
gens envisageait une force centrifuge, faute d'aveir clairement dégagé
toutes les censéquences du principe d'inertie.

Voici les étapes du raisonnement suivi peur démentrer le théoréme 2:
- Si les mobiles B et b n'étaient pas soumis & une force centripete, ils
parcourraient les tangentes BC et bc. I1 faut suppeser des forces centri-
péetes pour rendre compte de leur déviation par rapport au mouvement recti-
ligne. Cette déviation est indiquée par la différence entre le meuvement
virtuel sur la tangente et le mouvement effectif sur le cercle, pour un
méme intervalle de temps trés petit. Peur le mebile de gauche, cette
différence (cette 'kistance gagnée®) est reprééentée par le segment CD,
et par cd peur le mobile de dreite.
- Nevton affirme, sans justification antérieure, que les forces centripeéetes
sont preportionnelles & ces distances CD et cd. Dans les Principia, ce

sera le contenu de la lei 2: "Le changement de mouvement est preportionnel

a2 la ferce metrice imprimée...".



ACTES DU COLLOQUE DE PACY S/ EURE des 5 et 6 juin 1981 62

~ Peur évaluer les segments C.L et cd, Newten utilise la puissance des
points C et ¢ par rapport & leurs cercles respectifs (la référence au
livre 3 d'Euclide est explicite dans un autre manuscrit). Cela permet
d'écrire: CD.CF-:CB2 et cd.cf = cb2. Les tangentes CB et cb peuvent

étre remplacées par les arcs DB et db qui leur sont égaux (parceurus a

la =2ne vitesse dans le =fme temps).

- C'est ici que se place le passage & la limite: les arcs sent considérés
comze tendsnt vers zéro ("loguor de spatiis BD,bd, minttissimis inque
infinitun diminnendis').on peut donc regarder comme équivalents 4 CP et
BS, rayoen &u cercle, ainsi que %cf et bs (1'intreduction du ceefficient %
ne ckange rien 2 la preportionnalité).

- Par censcquent les distances CD et c¢d sont entre elles comme les

carrés des arcs décrits dans le méme temps, divisés par les rayons des
cercles. On connaft par 13 la proportion entre les forces centripétes,
dont CD et cd sont les expressions géométriques. (Peut-&tre aura-t—en
remarqué que Newton admet sans démonstration que le centre de forces est
le centre du cercle; 1l Le démontre dans les Principia en utilisant la

réciproque de ia lei des aires.)

Ce théoréme 2 a des conséquences impertantes, que Newton tire dans
les coercllaires 3,4 et 5 : si 1l'on sait que la période et le
rayon sont dans une certaine proportion constante pour des mouvements a
des distances différentes d'un centre, on pourra en déduire la loi de
variation de la force en fonctien de la distance. Le cersllaire 5 est
le plus important, il concerne le cas uu le carré de la période et le
cube ¢z rayon scnt dans un rappert constant; c'est la treisieme loi de
Kepler pour les planétes, étendue aux satellites de Jupiter et Saturme,

du moins si l'on accepte de considérer les mouvements des planétes
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et des satelliates comme des mouvements circulaires unifermes autour de

leur centre de force. On a ainsi, en abrégé:
2 2rtl!.'§ 4rtB
v/E = ( /B o= (220 ) /R o catte /B2 .

Dans ce cas la force varie comme l'inverse du carré de la distance & parti:

du centre.

Le théorime 3 concerne un cas beaucoup plus général: l'orbite est
une courbe quelcenque, parceurue & une vitesse qui peut varier (il faut
évidemment que la vitesse et 1l'aire balayée garueat um sens). Le raisonne-
ment consiste & évaluer la déviation QB, qui est la différence entre le
parceurs tangentiel et le parceurs effectif, Ce segment est properticnnel
4 la force centripéte, comme tout & l'heure les segments CD et cd, en
vertu de la suppesition implivite (loi 2 des Princigia) que le changement
de mouvement et la force sont preportionnels; cette déviation QB est aussi
preportionnelde au carré du temps, en vertu de l'hypethése 4: RQ est
l'analegue d'un parcours de chute accéléré vers S, centre de force).

On peut donc écrire: QR oc Force x(Temps)z .

Ici est utilisé le résultat de la proposition 1 : le temps peut
étre mesuré par le secteur balayée SPQ, puisque dans le cas d'une force
centrale, les secteurs balayés par le rayon vecteur sont propertionnels

au temps (2e loi de Kepler ou"lei des aires"). La propertionnaliéé devient:

QRo< Force x ( aire du secteur SPQ)2 . ou:
QR oc Force x (% SP.Q'I')2 . ou:
Ferce OC -——ESL-———- .

SP” x QT

Newton prend 1'inverse de cette proportiomnalité, préférant parler d'un
"selide”, c'est a dire d'un terme de dimensien 3, plutdt que d'un terme

de dimension -3 ,
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C'est cette formule qui servira a établir la loi de ferce dans
les problémes qui suivent. La méthode consiste & exprimer Ql/ SPZ.QT2
en tenant cempte des prepriétés géemétriques de 1l'erbite, c'est a dire
3 montrer que ce terme est preportionnel A un antre terme ou ne figurent
plus que des constantes et la distance SP . Ainsi, dans les problemes 1,

2 et 3, 1z force centrinite se révéle &tre proportioznelle respectivement

2 1/sP®, a sP, et & 1/sP? .

La loi des aires (théoréme 1) ne permet pas seulement de remplacex
le temps par l'aire bzlayde, elle est cszme une "présentation" de la notion
de force centripéte, & la manidre dont une ouverture musicale présente
en raccourci lex thémes essentiels. C'est peut-&tpe pourquei Newton 1l'a
placée au tout début de 1'enchafnement.

La démonstration repose sur un raisonnement dynami ue ¢t sur des
relatiens géométriques trdés simples, svivies d'un passage a la limite,

AB est le parcours inerti:ayeffectué pendant le premi:r intervalle de
temps. Bc est le parcours rectiligne uniferme qui aurait été effectué en
1'absence ge force centripéte pendant ie second intervalle de temps. Si

la force agit de maniére ponctuelle en B, forcant le corps & se détdurner
de sa direction, on peut affirmer qu'il se tiouvera en C aprés le deuxieme
intervalle de temps: BC est en effet la diagonale du parallélogramae
obtenu en composant le trajet Bc et ure patalléle & BS issue de ¢ .

Newton compose ainsi'deux"forces” de nature différente: une vis insita

correspondant a Bc et une vis centrineta correspondant i cC. (L'hypethese

3 permet de composer des forces, et non des déplacements.)

Ca obtient eainsi trecis triangles d'aire ézale: SAB et S3c ent des
bases ézales (AB=Bc) et une hauteur identique (la distance entre le point
S et la droite ABc); de méme SBc et SBC ont une méme base SB et une hau-
teur identique (la distance entre les paralliles SB et Cc). Donc l'aiie

SBC est égale a l'aire SAB, De méme, dans l'intervalle de temps suivant,
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SCD sera égal en aire & SBC, etc... La ferme du triangle peut varier,
nais 1l'aire balayée reste 1la méme si 1l'intervalle de femps est le méme.
Newton affirme qu'il en sera eﬁcore ainsi lersque le nombre des
triangles augmente infiniment pendant que leur taille diminue.(Ce passage
a la lim ite mériterait une discussien détaillée.) L'égalité d'aire pour
des secteurs curvilignes est ainsi obtenue coemme limite du cas rectiligne.
Du méme coup le centour polygonal devient une trajectoire ceurbe, et la
ferce Be transforme en force contirue: les impulsions ponctuelles regues
en B,C,D,etc... font place a& une déviation continue vers le centre S. La
force continue est ainsi envisagée comme limite d'une série de chocs dis-
tincts (par "chec" j'entends simplement des impulsiehs quasi-instantanées,

sans qu'il y ait nécessairement une poussée par un autrc corps aum conktct).

La régularité du balayage permet de prendre l'aire de gecteur comme
nesure du temps, elle offre si 1l'on peut dire une "horlege", comme celles
que les astronomes c¢lassiques se dornnaient sous forme d'une révelution
uniforme autour d'un peint équant (le"moyen meuvement"des plandtes); elle
permet de réprésenter géométriquement le iLemps sur les figures. Le temps
pour Newten et ses contemporains, n'est nullement une variable cimme les
autres, et il est nécessaire de préciser quelle variatien unifer.e on choi-
sira pour le représenter.

La loi des aires permet aussi de manifester le caractéire géométrique
de la notion de force centripéete. Ce sera plus net encore dans les Principia
ol la régularité dn‘balayago est utilisée cemme indice d'une force centrale,
et moyen de déterminer la position du centre de force (propositions 2,3,4,5
du livre I et propositions 1,2 et 3 du livre III).Le éontraste avec Kepler
fait ressortir cet aspect géométrique : ches 1l'astroneme allemand, la loi
des aires découle d'une série d'hypothdses sur la "diffusion” de la force

a partir du soleil et sur ses effets dans le mouvement des planetes.
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La représentation imagée de l'action du soleil précede 1l'affirmation

de 1'invariance des aires balayées. Newten au centraire reste trés discret
sur 1'action exercée par le centre S, Il se contente d'affirmer qu'en B,
C, D, etc..., la trajectoire du mebile est défléchie en direction de S.

La définitien 1 laisse ouvertes plusieurs possibilités : un corps sounmis
a4 une force centripéte peut &tre considéré comme "poussé™ eu "attiré"

vers le centre. Seule compte ici la manifestation géométrique de la force.
I1 devient ainsi pessible de construire une tnéorie dynamique sans s'en-

gager dans la discussion du mode d'action des forces.

F. De Gandt juin 1981.
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