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Avant-propos

I’IREM de Basse-Normandie, institué dans Iuniversité de Caen
le 23 octobre 1973, cultive par précellence lhistoire des mathématiques. Des
'origine, plusieurs de ses animateurs, professeurs de lycée, étaient conduits par
une intuition : introduire une perspective historique dans Ienseignement des
mathématiques serait de nature a aider les éleves a y retrouver du sens, sens
que le formalisme — des “maths modernes”, notamment — tendait a dissimuler.
Mais la discipline “histoire des sciences” n’était alors gucre développée dans les
universités. C’est ainsi que commenga un colossal travail de recherche
fondamentale et appliquée, d’édition de sources, de formation initiale et
continue, d’actions interdisciplinaires. Nombreux sont ceux qui y ont
contribué ; je veux citer au moins les noms de Jean-Pierre Le Goff, Didier
Bessot et Denis Lanier et leur rendre ici un hommage plein d’amitié et
d’admiration.

C’est 2 'IREM de Basse-Normandie qu’il revint d’organiser le tout premier
colloque inter-IREM d’histoire et épistémologie des mathématiques, au
chateau de Tailleville, en mai 1977, puis le X° colloque d’une série devenue
bisannuelle, sur le theme La mémoire des nombres — c’était a Cherbourg en mai
1994. Entre les deux, FIREM de Basse-Normandie avait organisé, a I'initiative
de ’Association pour le développement des études et recherches en histoire et
épistémologie des mathématiques (ADERHEM), un colloque exceptionnel
baptis¢ Destin de lart, dessein de la science (octobre 1986). Enfin le XVIII®
colloque inter-IREM, dont vous tenez en main les actes, s’est tenu en mai 2010
au cceur de l'université caennaise, dans I'amphithéatre Henri Poincaré (qui
enseigna deux années a Caen). Le theme retenu, Circulation — Transmission —
Héritage, invitait a une ample variation des échelles d’analyse : les vingt-six
études ici rassemblées mettent autant 'accent, par exemple, sur la place de la
Basse-Normandie dans la diffusion des savoirs que sur 'appropriation mutelle
des traditions mathématiques de 'Europe et de 'Orient, proche ou lointain.

Je remercie les institutions qui ont compris I'intérét de cette manifestation :
le ministére de I’'Education nationale (via I’assemblée des directeurs I’TREM),
la région Basse-Normandie, la ville de Caen, ’Association des professeurs de
mathématiques de l'enseignement public (régionale de Basse-Normandie),
PADERHEM, et notre alma mater 'université de Caen Basse-Normandie.



Pierre Ageron

Ce colloque n’aurait pu étre organisé sans I'énergie déployée par Genevieve
Jean, secrétaire de 'IREM, et par de nombreux animateurs de I'IREM,
notamment Guy Juge, Eric Trotoux et Didier Trotoux. Enfin Jean-Pierre Le
Goff, Didier Trotoux et Didier Bessot m’ont apporté une aide précieuse dans
I’édition de ces actes. Que tous soient trés chaleureusement remerciés.

Pierre Ageron
directeur de 'IREM de Basse-Normandie



Présentation

Auteurs, destinataires et lecteurs d’un texte :
histoires de décalages.

Evelyne Barbin,
IREM des Pays de la Loire,
Centre Francois Viete, Université de Nantes

La plus grande partie d'une euvre se déroule sous la

tyrannie de sa réception.
Christophe Prochasson, « Ce que le lecteur fait de I'ceuvre. Héritages
et trahisons : la réception des ceuvres », Mill neuf cent, 12, 1994.

Le Colloque inter-IREM « Histoire des mathématiques: circulation,
transmission, héritage » s’inscrit bien dans la visée de «la réception des
ceuvres » de Hans Robert Jauss, dont Christophe Prochasson indique I'intérét
pour Thistorien dans le texte cité en exergue. Pour lhistorien des
mathématiques, un texte a des destinataires, ceux pour lesquels 'auteur écrit ou
qu’il imagine, et des lecteurs, ceux qui liront le texte ou sa traduction dans le
temps long de lhistoire. Le cas des manuels, y compris les plus récents,
n’échappe pas a cette distinction, que connait bien I’enseignant : le destinataire
du manuel est I’éleve de classe de quatrieme, mais la lectrice est Vanessa. Entre
le destinataire contemporain d’un texte et le lecteur lointain, les « horizons
d’attente » — en utilisant Pexpression de Jauss — sont différents. Cet ouvrage
propose quelques moments historiques de décalages, petits ou grands, qui
nourrissent les héritages, qui sont le fruit des circulations et des transmissions.

Les aspects matériels de la circulation des textes, leurs véhicules, font Pobjet
de la premicre partie. L’histoire des mathématiques arabes est intéressante,
puisqu’elles sont au carrefour de langues diverses, elles commencent avec des
traductions et se perpétuent avec d’autres traductions, dans une sphére
culturelle large, comme le montrent Ahmed Djebbar et Pierre Ageron. Avec la
transmission des E/éments I’ Buclide en Arménie, Frédéric Laurent délivre une
partie peu connue de lhistoire. I’ouvrage d’Euclide, transmis par les Jésuites
en Chine, y connut un sort étrange, puisque les lecteurs orientaux négligerent
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les démonstrations qui faisaient le succés des Eléments ailleurs. I.’exemple du
décalage tres abrupt de lattente entre Occidentaux et Chinois est illustré dans
cet ouvrage par Isabelle Martinez et Jean-Pierre Le Goff. L’écart plus ténu
entre langue savante, le latin, et langue vernaculaire, ici un dialecte italien, est
examiné avec précision par Gérard Hamon et Lucette Degryse a propos des
Quesiti de Nicollo Tartaglia au XVI° siecle.

Il existe deux types de véhicules adaptés a des destinataires particuliers, ce
sont les manuels et les revues mathématiques. Les manuels sont écrits a partir
de sources diverses et a destination de commencants, avec le souci d’un rendu
intégral des «idées » ou a l'inverse dans celui d’une « adaptation » aux éleves.
Du c6té des sources, Martine Buhler et Anne Michel-Pajus analysent celles
d’un ouvrage d’arithmétique nigois du XVI siecle. Du c6té des réceptions,
Pierre Ageron et Didier Bessot retracent les tribulations d’un manuel de
géométrie au XVIII® siecle. Comme le montrent Anne Boyé et Guillaume
Moussard, I'enseignement des vecteurs présente un cas tres complexe aux
sources multiples — géométriques, algébriques et physiques —, qui a beaucoup
changé selon les destinataires a différentes époques.

I’édition des revues scientifiques commence au XVII® siecle. Les journaux
savants sont écrits par des «savants» a destination de leurs confreres,
membres d’Académies nationales ou de Sociétés provinciales. La spécialisation
de revues aux seules mathématiques au XIX° si¢cle est contemporaine de
publications pour des publics eux aussi plus spécialisés, qu’ils soient
enseignants, amateurs ou bien mathématiciens. La transmission par des revues
multiplie le nombre de possibilités de mise en évidence de décalages, en
augmentant le nombre des auteurs et en accordant la plume aux lecteurs. Les
articles de Jeanne Peiffer, de Christian Gérini et de Norbert Verdier offrent un
large panel de périodes et de publics pour diverses revues sur trois siecles.

Les figures mathématiques ne transcendent-t-elles pas les questions de
transmission en offrant un langage qui serait universel ? De plus, ne s’agit-il pas
d’un langage qui précede Iécriture ? Ces questions trouveront des éléments de
réponse dans les articles d’Olivier Keller et de Jean-Pierre Cléro. Prise du point
de vue de la réception historique des « textes », la premicre question recevrait
une réponse plutot relativiste. Un triangle est vu comme une aire par Euclide et
comme ses trois cOtés par Descartes, il est désigné par des lettres chez les
mathématiciens grecs et par des couleurs chez les chinois.

La seconde partie de cet ouvrage retourne a I'auteur d’un texte, mais sans
abandonner la perspective du destinataire et du lecteur. En effet, 'auteur est
lui-méme un lecteur, et donc un texte peut étre lu comme un maillon dans un
¢change dialogique. Car, comme 'explique Mikhail Bakhtine, un texte est écrit
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en réponse a d’autres auteurs de textes et il s’adresse a des lecteurs qui ont une
« attitude responsive active ».

Lorsqu’un auteur doit écrire quelque chose qui lui parait nouveau, c’est-a-
dire susceptible d’aller au-dela des conceptions contemporaines, il doit
aménager son texte. Autrement dit I'invention pose des problémes accrus de
transmission. C’est ce qu’analysent les articles de Jean-Paul Guichard, de Denis
Lanier, Jean Lejeune et Didier Trotoux pour deux inventions mathématiques.
L’histoire des mathématiques, qu’elle s’intéresse a des inventions ou des
inventeurs, ne peut pas passer outre leurs intéréts sous-jacents, par exemple
pour la nomographie présentée par Dominique Tournes. Le renouveau du
genre biographique en histoire, indiqué par Gilles Damamme, va de pair avec
une histoire des inventeurs dans le contexte intellectuel, social et culturel de
leur époque. En suivant les propos de Pierre Ageron, cette perspective peut
aussi étre prise en compte dans I’écriture de I'histoire.

Le décalage entre un auteur et lhorizon d’attente de ses lecteurs
contemporains est au cceur de la partie suivante. Evelyne Barbin explique que
les contemporains de Descartes n’ont pas compris sa Géométrie de 1637 alors
qu’elle semble aller de soi aujourd’hui. Lorsque que Jean Lejeune, Denis Lanier
et Didier Trotoux utilisent le terme de précurseur, au dépit de lhistoire, n’est-
ce pas pour écrire un grand décalage entre Gavarret et ses lecteurs ? Avec
Francois Plantade et Jean-Pierre Le Goff, sont retracées les réceptions des
ceuvres de Grassmann et de Salomon de Caus. En vis-a-vis de ces articles, qui
invitent a un relativisme constructif des « vérités mathématiques », Maryvonne
Menez-Hallez pose la question du « mathématique ».

La dernicre partie de 'ouvrage est plus orientée vers la lecture historique
des textes. Didier Bessot, Denis Lanier, Jean-Pierre Le Goff et Didier Trotoux
proposent une relecture d’une proposition d’Apollonius a partir de ses éditions
et de ses traductions. Alain Bernard lit les Arithmeétigues de Diophante comme
un texte ancré dans différentes traditions antiques. Ainsi que le remarque
Christophe Prochasson, «la tradition n’est pas un processus autonome de
transmission », elle est au contraire un mécanisme de réappropriation du passé.

La thématique du colloque croise les questions d’enseignement et elle a
vivement intéressé ceux qui dans les IREM associent Ihistoire des
mathématiques a son enseignement. Le riche sommaire de cet ouvrage en est
le témoin.
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Une relecture de la proposition 46 du livre IV
des Conigues &’ Apollonios de Pergg,

de ses éditions et de ses traductions

Didier Bessot, Denis Lanier, Jean Pierre Le Goff & Didier Trotoux,
Cercle de Lecture en Histoire des Sciences de PIREM de Basse-Normandie,
irem@unicaen.fr

Les propositions 46 a 50 du livre IV des Conigues d’Apollonios de Pergé
font lobjet d’éditions et de traductions fautives ou lacunaires ou de
restaurations intemporalisées qui méritent qu'on s’y arréte. Le Cercle de Lecture
de 'IREM de Basse-Normandie propose ici un aper¢u de larchitecture
générale du traité, en particulier de ses quatre premiers livres pour un retour
sur un des nombreux écueils rencontrés dans la compréhension de cette ceuvre
majeure des débuts d’une mathématique “supérieure”.

1. — Introduction et présentation

1-a. — Le Cercle

Le Cercle de Lecture en Histoire des Sciences de 'IREM de Basse-Normandie
présente cette étude a propos d’une des ses activités fondatrices. En effet un
certain nombre d’entre nous, qui représentons le “canal historique” de 'IREM
et qui sont passés récemment en “vétérance” comme on disait autrefois, un
certain nombre d’entre nous avons lancé en 1988 le projet d’une lecture
attentive et la plus rigoureuse possible du traité¢ des Conigues d’Apollonios de
Pergél. Nous ne pensions pas a 'époque que vingt-deux ans aprés nous en
serions au milieu du livre VII! L’idée de départ recoupait plusieurs
préoccupations des membres du groupe. Un travail important avait été engagé
autour du travail de Girard Desargues et de la naissance du projectif. En effet
les références a Apollonios sont multiples, méme si elles sont souvent
parcellaires, dans la littérature mathématique du XVII® siecle. D’autre part nous
¢tions engagés dans la formation initiale et continue en histoire des
mathématiques avec un vrai limotiv: 1 faut lire les textes. Au dela de la
littérature pédagogique de lantiquité grecque comme celle des Eléments

1 Suivant P'avis éclairé de Micheline Decorps-Foulquier dans sa these sur le traité des Conigues, nous
utilisons les noms latinisés pour les auteurs ayant vécu apres J.-C. et nous avons rétabli la terminaison
grecque pour ceux qui ont vécu avant notre ere, d’ou : Apollonios de Pergé (avec un “g” dur).
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d’Euclide, nous étions tentés d’aborder un texte plus difficile et plus proche
d’une littérature de recherche. Avec Archimede, Apollonios, dont les
préoccupations pédagogiques sont certaines par ailleurs (au moins dans la
premicre moitié du traité), est un tres bon exemple de ce genre de littérature.
La derniére raison, qui a son importance dans la suite de lhistoire que nous
voulons narrer aujourd’hui, est la disponibilité du texte (en tout cas les sept
huitiemes...) dans une traduction francgaise relativement accessible.

La forme de travail est a peu pres la méme depuis le début de nos réunions
mensuelles. L’un d’entre nous lit une proposition, dessine la figure en méme
temps et nous suivons mot a mot, quelquefois lettre a lettre la démonstration.
Sans contrainte de durée de travail (il nous est arrivé de buter plusieurs séances
sur la méme ligne !) nous ne passons a la suite qu'apres élucidation complete a
la fois du contenu mathématique (qu’il nous arrive de moderniser) et de la
formulation apollonienne (trés maitrisée dans les quatre premiers livres, plus
relachée dans les suivants au moins dans la traduction disponible alors). Parfois
nous recourrons aux moyens modernes d’illustration, comme les logiciels de
géométrie dynamique, pour étudier plus en détail une figure, envisager d’autres
cas... Nous ne nous isolons pas dans lhistoire et faisons souvent des
incursions dans les débats pédagogiques modernes, comme en témoigne le titre
“provisoire” d’une de nos pré-publications sur Apollonios: wun exemple
d'ingénierie de la didactique des référentiels curvilignes du second degré pour sujets apprenants
du troisieme siécle avant notre ére en réussite différée.

La composition du groupe a varié dans le temps, nous avons été jusqu’a
huit ou neuf participants, avec des collegues ayant suivi les stages de formation
que nous proposons régulicrement. Pour des raisons diverses, nous sommes
revenus, alors que nous approchons de la fin du traité, a Ieffectif initial de
quatre. Pour assurer I'intégration de nouveaux membres dans le cercle et pour
garder en mémoire 'architecture de cette ceuvre si structurée, nous avons
rédigé des dossiers de lecture comprenant pour un livre ou une partie du texte,
un résumé des principales propositions, la liste compléte des énoncés, des
commentaires sous forme de lecture suivie de quelques propositions majeures
et représentatives. Le dossier de lecture concernant le livre III (foyers, ...) doit
faire l'objet d’une publication dans un prochain numéro des Cabiers de la
Perspective, publiés a-périodiquement par 'IREM de Basse-Normandie.

Les difficultés que nous avons pu rencontrer au cours de cette lecture sont
de deux ordres. D’abord le style synthétique grec emporte le plus souvent
I'adhésion du lecteur, mais il ne lui permet pas toujours de reconstituer la
logique de I'architecture générale du traité au dela de la lecture mot a mot, le
nez dans le texte. Il faut pour cela prendre de temps en temps du recul, ce que
nous essayons de faire avec nos dossiers de lecture. En revanche cette lecture
pas a pas permet un bain méthodologique et la compréhension, si ce n’est la
maitrise, de la “boite a outils” possédée par un lecteur antique bien éduqué. Ce
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sont a la fois les résultats classiques, mais aussi les situations ou figures qui
devaient étre immédiatement reconnues part les étudiants alexandrins. La
deuxiéme sorte de difficultés tient a I’établissement du texte lui-méme et aux
limites de la traduction et des commentaires de 1’édition utilisée, a savoir celle
de Paul Ver Eecke [Ap-VE). Ces difficultés qui ne permettent pas, par exemple,
de savoir si une obscurité, voire une incohérence dans le texte vient de 'auteur
lui-méme, de la traduction utilisée voire d’interpolations dont Apollonios n’est
¢évidemment pas responsable. Ces difficultés augmentent plus on avance dans
le traité (surtout dans la deuxieme partie, les livres “arabes”) mais nous allons
en présenter un exemple ici dans le livre IV qui fait partie des livres “grecs”
censés étre mieux établis du fait de leur antériorité. Cela nous a conduit a une
enquéte sur le texte et a la nécessité de multiplier les sources. Une autre
question est celle de la traduction des énoncés d’Apollonios en langage
mathématique moderne. Comment résumer sans trahir ? Comment simplifier
pour mieux comprendre tout en conjuguant fidélité et respect du texte ?
Comment devant une construction logique aussi travaillée ne pas chercher une
synthése sous-jacente ? Mais ne risque-t-on pas alors de surestimer la
globalisation des propos d’Apollonios ? Un exemple simple de ce dilemme
apparait avec la dénomination des hyperboles (¢ /nfra). Enfin, une de nos
motivations pour engager ce travail étant la recherche des prémices de la
géométrie projective, comment mettre en évidence ces jalons sans accentuer
notre vision rétrospective ?

Pour Apollonios une hyperbole se définit comme une courbe “continue”,
n’ayant qu’une seule branche. I nomme lautre branche de notre hyperbole
“moderne”, Uhyperbole opposée. Nombre des propriétés énoncées dans le traité
sur Uhyperbole apollonienne sont valables sur la conique enticre (au sens
“moderne”). De fait, Apollonios considére séparément le cas des hyperboles
opposées. Ce qui nous a maintes fois incité a dire qu’il avait parfaitement
compris que les deux branches formaient une seule courbe, du moins en
termes de propriétés, d’autant plus que pour Apollonios le cone découpé a
effectivement deux nappes, la seconde étant engendrée par la demi-droite
prolongeant celle qui engendre la nappe primitivement envisagée pour définir
le solide conique | Mais le cadre logique de la géométrie grecque et la définition
antique de la nature d’'une courbe obligent a étudier les différents cas
successivement. Dans la suite, et sauf mention du contraire par une périphrase,
nous utiliserons le vocabulaire d’Apollonios pour nommer I’hyperbole :
“hyperbole” pour une branche de notre hyperbole “moderne”, “hyperbole
opposée” pour la branche opposée a I’hyperbole envisagée, et “hyperboles
conjuguées” pour les deux branches de ’hyperbole “moderne” conjuguée de

2 Dans la suite, les références entre crochets, composées d’initiales d’auteur, d’année et parfois de
pagination, renvoient a la bibliographie en fin d’atticle.
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I'hyperbole “moderne” primitive envisagée par Apollonios avec ses
“hyperboles opposées”.

Avant d’étudier en détail une proposition de ce livre IV, nous allons tenter
de résumer brievement la vie, 'ceuvre complete et dans le traité des Conigues le
contenu des quatre premiers livres. Vaste programme !

1-b. — Apollonios : vie et ceuvre

On sait fort peu de choses sur la vie d’Apollonios de Pergé. 11 est né vers
240 av. J.-C. dans la ville de Pergé, importante cité maritime de la Pamphylie
sur la cote méridionale de I’Asie mineure. Il aurait étudié les mathématiques a
Alexandrie sous la férule de disciples d’Euclide. Il acquiert ensuite une tres
grande renommée dans le monde hellénistique comme géomeétre et astronome.
C’est a Alexandrie qu’il rédige le traité des Conigues. 11 enseigne a Alexandrie et
a Pergame. Il meurt a Alexandrie vers 170 av. J.-C. Il était en relation avec tous
les grands savants de I’époque et les quelques bribes biographiques ne sont que
des rumeurs, par exemple sur le mauvais caractere d’Apollonios, rapportées par
des commentateurs ultérieurs. Nous ignorerons donc ces clapotis immondes et
rappellerons simplement qu’avec Euclide et Archimede Apollonios est le
géometre le plus célebre et le plus actif de la période hellénistique.

Outre le traité des Conigues, qui est le seul qui nous soit parvenu (et encore,
partiellement en grec), Apollonios a été particulierement prolifique. D’apres les
témoignages des contemporains et disciples, repris par Pappus d’Alexandrie, il
a publié un grand nombre de traités. Certains portaient sur les problémes de
découpage de segments sous certaines conditions : Des sections proportionnelles,
Des sections suivant une aire, Les deuxc livres des sections déterminées. Un traité était
consacré aux problemes de contact avec le célebre probleme du cercle tangent
a trois cercles donnés. Un autre était consacré aux Lieusx Plans, propositions
concernant la droite et le cercle. Le traité Des inclinaisons portait sur des
problemes de sécantes a des droites ou cercles. Apollonios aurait aussi écrit des
traités sur la vis, sur linscription du dodécacdre et de I'icosaedre dans une
méme sphere, ou encore sur les quantités irrationnelles. Mais Dactivité
d’Apollonios ne se limitait pas a la géométrie. Il avait aussi écrit en
arithmétique, en astronomie et en optique. Malheureusement, en dehors des
Conigues et des Sections proportionnelles, ces traités ne sont que connus que de
facon fragmentaire ou par des citations tronquées dans des commentaires et
ont donc donné lieu au cours des siécles a des tentatives de reconstitution ou
de « divination », travail mathématique qui eut son heure de gloire en particulier
au XVII® siecle.

1-c. — Les Coniques

On patlera plus loin des différentes éditions et traductions des Conigues.
Rappelons simplement que le Traité comportait initialement huit livres. Les
quatre premiers constituaient pour Apollonios lui-méme les éléments de la
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question. Les suivants exposaient des résultats plus originaux. L’ensemble des
quatre premiers livres est connu grice a des copies grecques rapportées
d’Orient au XV© siecle et dont les premieres éditions imprimées datent du XVI°
siecle. Ces manuscrits proviennent principalement de Iédition et du
commentaire d’Eutocius d’Ascalon a la fin du V© siecle ou au début du VI°
siecle. Les trois livres suivants ne sont connus qu’a partir de manuscrits arabes
qui ne sont apparus quau XVII° siecle. L’astronome anglais Edmund Halley a
publié¢ en 1701 une édition complete en latin des sept livres [Ap-Ha]. La premicre
traduction en une langue autre que le latin des sept livres a été publiée en 1923
par le belge Paul Ver Eecke. Les quatre premiers livres ont été traduits en
francais a partir de I’édition critique du texte grec par Heiberg [Ap-Hei] et les
trois suivants a partir de la traduction latine faite de 'arabe par Halley. Comme
c’était la seule traduction disponible au moment ou nous engagions notre
travail, c’est cette édition (republiée chez A. Blanchard en 1959, puis 1963) que
nous avons principalement utilisée.

Les courbes coniques (obtenues comme section d'un cone par un plan)
¢taient connues avant Apollonios. Une 1égende attribue a Ménechme, disciple
d’Eudoxe, la découverte des coniques pour résoudre des problemes d’insertion
de moyennes proportionnelles. Il est sar que, a I’époque d’Archimede et
d’Apollonios, les propriétés des coniques avaient été largement étudiées et
enseignées. L’objet du traité d’Apollonios est de rassembler, dans un premier
temps, ces connaissances en les réorganisant de maniere plus synthétique, puis
d’y ajouter les résultats de ses propres recherches. La premiere partie du traité
(livtes I a IV) est consacrée a cette mise en forme des connaissances
“élémentaires” sur les coniques.

La premicre innovation d’Apollonios concerne la définition méme des
coniques. Jusqu’a lui, on considérait 'intersection d’un céne droit avec un plan
perpendiculaire a une génératrice. Les différentes formes de courbes obtenues
dépendaient de Pouverture du cone, précisément de son angle au sommet : ce
que nous appelons hyperbole pour un angle obtus, ellipse pour un angle aigu et
parabole pour un angle droit. Les noms utilisés avant Apollonios font
référence a ces trois cas d’angle. Apollonios considere, comme aujourd'hui, un
cone donné que 'on coupe avec un plan variable. Le cone est toujours a base
circulaire mais il n'est pas forcément droit au sens que son sommet n’est pas
nécessairement situé a la verticale du centre du cercle, et de surcroit, ce cone
est “double” avec ses deux nappes. Ceci permet une définition plus générale
des courbes et de leurs éléments.

Le livre I commence par Iétude de ces différentes intersections et donne
assez vite (propositions 11, 12 et 13) les propriétés caractéristiques des trois
types de sections coniques en termes d’égalité d’aires. Certains appellent encore
ces propriétés “équations”, nous préférons “symptomes”. Ces symptomes sont
donnés dans ce que nous appellerions aujourd’hui un repere défini par un
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diamétre (axe d’une symétrie oblique de la conique) et la direction des
« ordonnées » (direction de cette méme symétrie oblique, qui divise toutes ces
“ordonnées” en deux segments égaux, ce que signifie, étymologiquement le
mot “diametre”). Le cas des “axes” (au sens qulils ont dans la théorie des
coniques et non dans celle des repéres cartésiens, non nécessairement
orthonormés) n’est alors quun cas particulier ou le diametre est
perpendiculaire aux ordonnées. Les symptomes sont décrits pour les trois
coniques comme comparaison du carré construit sur I'ordonnée dun point
quelconque de la conique avec le rectangle dont un co6té est le segment
déterminé sur le diametre entre le sommet et le pied de 'ordonnée (ce que
nous appelons “I'abscisse” aujourd’hui) et 'autre le “coté droit”, parameétre
constant. I1 s’agit sans doute d’une généralisation de la propriété bien connue
du cercle ou plus exactement du triangle rectangle inscrit dans un demi-cercle :
le carré de la hauteur est égal au produit des segments délimités sur la base par
la hauteur. Dans le cas ou il y a égalité entre les deux aires évoquées plus haut,
on a affaire a une parabole. Dans le cas ou il faut ajouter une aire dun
rectangle semblable a une figure constante, il s’agit d’une hyperbole (parabole
“par exces”). Enfin le cas ou il faut retirer une aire concerne une ellipse
(parabole “par défaut”). Les noms apolloniens des coniques sont donc liés a
ces symptomes caractéristiques. On comprendra qu’apres la proposition 14,
I'étude des courbes ne fait plus référence au cone ou a la géométrie dans
I'espace. Apollonios donne ensuite des propriétés de base des coniques comme
la propriété classique sur le pied de la tangente en un point sur le diameétre
(propositions 33 a 37). On pourrait résumer cette propriété en disant que le
pied de la tangente est le conjugué harmonique du pied de 'ordonnée par
rapport aux deux sommets. Mais ce serait étre par trop anachronique. Le livre I
se termine par des problémes de construction qui reviennent a construire
effectivement une conique dont on connait le symptome.

Le livre II sintéresse d’une part aux propriétés des asymptotes des
hyperboles et d’autre part aux constructions des diametres, axes, centres et
tangentes a des coniques données. Les asymptotes sont définies comme
passant par le centre et par des points situés sur la tangente a un sommet a une
distance déterminée. Apollonios démontre d’abord que les asymptotes vérifient
leur propriété étymologique, c’est a dire qu’elles ne rencontrent pas I’hyperbole
et qu'aucune droite n’est plus pres de Phyperbole (en termes projectifs, ce sont
les tangentes aux points a I'infini de Phyperbole). Apollonios décrit ensuite un
grand nombre de propriétés métriques liées aux asymptotes ; par exemple la
proposition 23 donne la constance du produit des distances sur une ordonnée
entre un point de I’hyperbole et les deux asymptotes. Apollonios démontre
aussi que les asymptotes d’une hyperbole sont les mémes que celles de
I’hyperbole opposée et de ’hyperbole conjuguée. La deuxieme partie du livre 11



Une relecture de la proposition IV'-46 des Coniques d’Apollonios 589

est consacrée aux diametres et a leur construction a partir de sécantes ou de
tangentes.

Le livre III rassemble un certain nombre de propriétés des coniques liées
d’une part au changement de repere et dlautre part a des propriétés
caractéristiques autres que les symptomes du livre I. On parlera plus loin des
“puissances directionnelles” d’un point par rapport a une conique,
généralisation des propriétés de la puissance d’un point par rapport a un cercle.
On y trouve aussi des propriétés qu’on aurait tendance a moderniser sous le
titre pole-polaire avec la propriété principale que la conique, le pole et la
polaire définissent une division harmonique sur toute sécante a la conique
passant par le pole. Une autre partie concerne une étude des tangentes et de
leurs intersections entre elles. Apollonios définit et étudie ensuite les points que
nous nommons foyers et leurs propriétés usuelles. Enfin ce livre III qui est une
sorte de catalogue de propriétés usuelles se termine par ce que nous appelons
la génération ponctuelle et/ou tangentielle des coniques. Il s’agit de la
construction point par point de coniques définies par cinq éléments, deux
points, les tangentes en ces points et un autre point ou le centre. Ces
propositions préfigurent donc les grands théorémes des géometres du XVII®
siecle, Desargues, Pascal, L.a Hire, Newton, Lepoivre.

Le livre IV comporte deux parties bien distinctes. Les vingt trois premicres
propositions peuvent ¢tre considérées comme des réciproques de propositions
du livre III. Elles autorisent la construction de tangentes aux coniques sous
diverses conditions. Les autres propositions du livre sont consacrées a I’étude
du nombre de points d’intersection entre deux coniques, ou une conique et un
cercle. On montre qu’il y a au plus quatre points d’intersection. La proposition
44 ¢étudie le cas de deux hyperboles sécantes en quatre points. La conclusion
est que les sections opposées n’ont alors pas de point commun. La proposition
46, qui va nous occuper dans cet article, est consacrée a la situation ou deux
hyperboles ainsi que leurs opposées se coupent respectivement en deux points
(ou, en termes d’aujourd’hui, deux hyperboles se coupent en quatre points, a
raison de deux par branche).

2. — Le style apollonien

Avant d’aborder directement cette proposition, il est utile d’évoquer la
forme du traité. Les Comigues appartiennent a la tradition de la géométrie
grecque classique dont les FEléments d’Buclide constituent un exemple
emblématique. L’ouvrage se présente comme une suite de propositions
validant des résultats énoncés. Ces propositions qui sont pour la plupart des
théoremes démontrant une propriété, se succedent dans un ordre qu’exige la
logique démonstrative. Les résultats obtenus sont réutilisés sans qu’il soit fait
référence aux propositions utilisées pour leur démonstration et il est
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implicitement acquis qu’on peut utiliser tous les résultats des Eléments
d’Euclide.

Chaque proposition suit un “déroulement” bien précis a savoir :

—I’énoncé,

—Pexposition qui permet de nommer les données présentées sous
forme générale dans I’énoncé,

— la construction,

— la démonstration,

—la conclusion qui permet de constater que la propriété énoncée est
bien démontrée.

La proposition est accompagnée d’une figure, correspondant a I’état final de
la construction, qui permet de suivre la démonstration. Cette figure peut étre
¢laborée progressivement en suivant lexposition puis la démonstration.
Notons que lorsqu’une proposition concerne plusieurs types de coniques et
qu'une méme démonstration convient pour ces différents types, une seule
figure, correspondant a 'un des cas, est faite.

Une lecture détaillée des propositions 5 et 36 du livre 1I des Conigues va
permettre d’illustrer notre propos.

Proposition II-5 [Ap-VE, 122-123] :

Lorsqu'un diametre d’une parabole ou
d’une hyperbole coupe une droite en deux
parties égales, la droite qui touche la
section a I'extrémilé de ce diamelre sera
parallele a la droite coupée en deux parties
égales.

La notion de diametre d’une conique a été définie au début du livre I: il
s’agit d’une droite qui coupe en deux parties égales toutes les lignes droites
menées dans cette conique parallélement a une certaine droite donnée.

Déroulons, pas a pas, 'exposition de cette proposition :

Exposition Constructions Commentaires
Soit ABT une parabole ou Nous pouvons
une hyperbole remarquer que les

points A, BetI' de
la conique ne sont
pas encore définis.
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dont le diametre est la droite
ABE.

Le point B est défini
comme intersection
de la conique et du
diameétre.

Que la droite ZBH soit
langente a la section,

ZBH est la tangente
a la conique au
point B.

el menons une droite AET
dans la section, de telle sorte
que la droite AE soil égale a
la droite ET.

Les points A et ' de
la conique sont
enfin définis comme
extrémités d’une
cotrde dont le milieu
E appartient au
diamétre AE.

Je dis que la droite AT est parallele

a la droite ZH.

La conclusion de la proposition est
énoncée.
Ensuite, vient la démonstration :

En effet, s’il n’en est pas

ainsi, menons, par le point T, D’ebut d’un.e

la droite T'® parallele a la c’lemonstratlon pat
droite ZH, et menons la droite Pabsurde.

de jonclion GA.

Des lors, puisque ABT est une D’aprés la

parabole ou une hyperbole,
dont un diametre est la droite
AE, et donl la tangente est la
droite ZH, a laquelle la droite
I'O est parallele, la droite TK
est égale a la droite KO©.

proposition 1-46
pour la parabole et
la proposition 1-47
pour hyperbole.
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Or, la droite TE esl aussi égale a la Conséquence de la proposition VI-2
droite EA ; par conséquent, la droite des Fléments 'Euclide.

AO est parallele a la droite KE ;

ce qui est absurde, car la droite A© D’aprés la proposition 1-22.

prolongée rencontrera la droite BA.

Pour cette proposition, la conclusion n’est pas reprise a la fin de la

démonstration.

Poursuivons par la lecture de la proposition 36 du livre II [Ap-VE, 151].

Lorsque des droites sont menées
parallelement dans chacune des
seclions opposées, la droite reliant
leurs points de division en deux
parties égales sera un diametre de ces
sections opposées.

Exposition Constructions

Commentaires

Soient A, B des
sections opposées.

Pour Apollonios les
hyperboles
opposées sont deux
courbes distinctes.

Menons, dans
chacune d’elles,
des droites TA, EZ
qui soient
paralleles ;

I'A et EZ sont des
cordes de chacune
des hyperboles
opposées, qui sont
paralléles.

coupons chacune
de ces droites en
deux parties égales
aux points H, ©, et
menons la droite
de jonction HO.

Les cordes TA et EZ
sont coupées en leur
milieux respectifs H
et O.
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Je dis que la droite HO est un | Enoncé de la conclusion de la
diametre des sections opposées. proposition.
Démonstration de cette proposition :
. . Début de la
En effet, s’il
) o seconde
nen est pas By .
ainsi, qu'une émonstration par
I’absurde.

droite HK soit
un diametre.

On ne sait pas
(sans figure) ou est
situé le point K.

Des lors, la tangente au point A est
parallele a la droite TA ; en sorte
qu’elle est aussi a la droite EZ.

A devient un point, le point
d’intersection de la branche TAA et du
diameétre HK.

Le résultat est une conséquence de la
proposition 1I-5 étudiée ci-dessus.

Donc la droite EK esl égale a la
droite KZ ;

D’apres la proposition 1-30, K désignant
le milieu de la droite EZ.

ce qui est impossible, puisque la
droite E@® esl aussi égale a la droite
Z.

En effet, K a été supposé distinct de ©,
puisque la droite HK a été supposée
distincte de H®.

Par conséquent, la droite HK n’est
pas un diametre des sections ;
done la droite HO est un diametre.

La conclusion de la proposition est
énoncée.

Comme dans la proposition précédente, la démonstration a été faite par

I'absurde mais elle se termine dans ce cas par I’énoncé de la conclusion qui
permet de constater que la propriété de 'énoncé a bien été démontrée.

3. = Quelques prolégoménes a la lecture
de la proposition 46 du livre IV des Conigues

Comme on va le voir, la lecture de la proposition 46 du livre IV des Conigues

d’Apollonios de Pergé comporte, telle qu’elle nous est parvenue, a minima des
lacunes et une figure erronée, voire des fautes de raisonnements, qui posent
plusieurs questions au lecteur et/ou a I’historien. Elle n’est pas la seule ni dans
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le livre IV, ni dans les autres livres : pour ne prendre comme exemple que les
propositions 49 et 50 qui suivent dans le livre IV, elles présentent une méthode
apparentée a celle de la 46 avec la méme erreur initiale ; la proposition 46
s’avere donc en étre la premiere occurrence. Cest ce point précis et récurrent
de la démarche qui fait probleme dans la mesure ou elle parait incompatible
avec ce qu’une lecture des trois premiers livres laisse augurer des qualités de
géometre de l'auteur ; dans la mesure aussi ou elle n’a été que fort peu relevée
par les commentateurs (¢f znfra) et corrigée moins encore par des éditeurs
soucieux de rendre justice a Apollonios, fut-ce parfois en forcant le texte, par
exemple en proposant ce que Viviani et d’autres auteurs, appelerent une
« divination » pour combler les lacunes, d’un texte ancien, voire son absence
totale quoiqu’attestée. C’est ce que nous tenterons de proposer, sans faire de
ces “corrections” autre chose que des errata susceptibles d’avoir été pensés par
Apollonios.

Pour comprendre la lecture commentée de IV-406, qui suivra, il convient de
donner Iénoncé et la démonstration commentés de la proposition 19 du
livre III [AP-VE, 215-21¢], indispensable pour la compréhension de ce qui va
suivre ; on y voit émerger une notion essentielle utilisée par 'auteur dans la
suite du livre III et dans le livre IV, que nous avons qualifiée de “puissance
directionnelle” ; nous avons choisi cette dénomination pour la dite notion,
pour indiquer que celle-ci généralise la notion de puissance d’un point par
rapport a un cercle (selon la terminologie moderne), connue depuis Euclide :
ce dernier la définit en terme de constance de l'aire d’un rectangle produit par
deux segments d’une sécante a un cercle donné, variant autour d’un point fixe,
dans le livre 111 de ses Fléments.

Une lecture de la proposition 19 du livre III des Conigues.

Cette proposition traite du cas de ’hyperbole (en termes apolloniens : « des
hyperboles opposées ». Apollonios y démontre un résultat du type “puissance
directionnelle”).

Si deux droites tangentes a des sections opposées se rencontrent, et si I'on
mene des droites qui, paralleles aux tangentes, se coupent mutuellement et
coupent la section, le rectangle délimité sous les droiles situées entre la
section et le point de rencontre des droites [ e. les droites paralléles aux tangentes]
sera au rectangle délimité sous les droites prises de la méme maniere comme
sont entre eux les carrés des tangentes.

Soient des sections opposées donl les droites AT, BA sont des diametres, et
dont le point E est le centre. Soient AZ, ZA des tangentes qui se rencontrent
au poinl Z, el menons, de points quelconques, les droites HOIKA, MNEOA
paralleles aux droites AZ, ZA. Je dis que le rectangle délimité sous les droites
HA, Al est au rectangle délimité sous les droites MA, AZ comme le carré de la
droite AZ est au carré de la droite ZA. [...]
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Figure issue de [Ap-VE] Figure issue de [Ap-Hei]

Autrement dit : les rectangles construits sur deux sécantes HOIKA, MNEOA,
ordonnées ou encore paralleles aux deux tangentes issues de Z, c’est-a-dire les
rectangles “produits” HA x Al et MA x AE, sont dans le méme rapport que les
rectangles particuliers construits sur ZA et ZA, a savoir des carrés, AZ x ZA (ou
AZZ) et AZ x ZA (ou AZZ), lorsque les sécantes issues de A “deviennent” des
tangentes issues de Z, et que les intersections H et I (resp. M et E) se
confondent en A (resp. A) : ce qui donne la relation notée [E] :

HAxAI . Aire (Reft‘ HAxAI) _ AZ2

MAAE” ¢ (Rm. MAxAE) N

Autrement dit encore, la démonstration va montrer la permanence du
HAXAI
MAXAZE
leur origine A, en prenant deux faisceaux particuliers, dont les points de
concours sont E et I, puis en appliquant la méthode des comparaisons,
additions, soustractions et substitutions d’aires rectilignes — une sorte de jeu de
tangram sur divers triangles, rectangles, carrés et quadrilatéres quelconques —
dans des configurations du genre “quadrilatere complet”, ici: ®@KAONEK et
EATZZAE, traversées par les transversales IIT et 2P, paralléles a ZA et ZA (resp.).
Voici cette démonstration (colonne de gauche), qui fait appel a deux
propositions (4 et 7) démontrées au début du livre III, et dont les arguments
successifs sont explicités (a droite), sous une forme “algébrisée” du point de
vue des notations aujourd’hui familieres des rapports et des proportions :

rapport lorsque les faisceaux conjugués de sécantes “varient” avec

Menons, par | Les carrés construits sur ®A et OI sont dans un rapport
les points E, I, d’aire égal a celui des aires des triangles ®AO et OIII, du
les droites III, fait que ces deux triangles sont semblables (dans une
EP paralleles homothétie de centre © et de rapport OA/OI)
aux droites AZ, puisqu’inclus dans une configuration “de Thales” ©IAOIT

ZA. Des lors, . | ou les paralleles (IIT) et (AO) coupent les sécantes (OA) et
puisque le carré
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de la droite ©A

est au triangle

BAO, et le carré

de la droite ©OI

au triangle OIII,

Aire (Tri. ®AO OA2
(©0) ; donc : ( ) = ;

Alire (Trzz G)IH) e

Alire (m @Ao) _ Aire (m @m)

d’ou :

(1];

OA? 012

comme le
carré de
la droite
AZ est au
triangle
AZS.

mais on a la méme similitude entre les triangles susdits et le
triangle AZX : donc ce dernier est au carré de AZ comme les
deux autres aux carrés de leurs cotés homologues a AZ :

Alire (m @Ao) Aire (m @m) Aire (m Azz)
= s

OA2 012

le rectangle
restant,
délimité sous
les droites
HA, Al est
done au
quadrilatere
restant IITOA
comme le
carré de la
droite AZ est
au triangle
AZ3.

Le « rectangle restant » HA x Al résulte, © étant le milieu de HI,
de la différence ®A*—OI° = (BA + OI) x (OA — ©I) = HA x Al ;
le « quadrilatére restant » IIOA, résulte de la différence entre
les triangles semblables ®AO et OIII ; I'égalité [1] des deux
premiers rapports donne alors, par égalité du rapport des
différences :

Aire (Tﬂ'. @AO) ~ Aire (Tn’. @m)

ON? er?
Asire (Tn’. @Ao)—Az're (Trz’. ®1n) Asire ( Onadr. IHOA)

OAZ — OI2 Aire (Rm. HA x AI)
et d’apres [2]

Aire (Tn‘. ®AO) _ Aire (Tn‘. @IH)

OA? or?
, . 315
Aire (M AZZ) Alire ( Quadr. IHOA)
AZ? Aire (RH;. HAxAI)
Or, le triangle AZEX | or, Aire (Tr. AZE) = Aire (I72. AZT) [4], dans le
équivaut au triangle | quadrilatére complet EATZSAE, du fait de la

AZT, et le

quadrilatere TIOAI

équivaut au

quadrilatere KPZEA ;

proposition 4 du livre III ;
et, Aire (Quadr. NOAY) = Aire (Qnadr. KPEA) [4],
du fait de la proposition 7 du livre 111 ;

done, le rectangle
délimité sous les
droites HA, Al est
aussi au quadrilatere

d’apres [3],ona:

Aire (Rm. HA x Al) A7Z2

[5] ;

Asire ( Quadr. IHOA) B Aire (Tn‘. Azz)
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PEAK comme le donc, en substituant les termes des égalités [4] :

carré de la droite AZ Aire (Rm‘. HA x AI) AZ2
est au triangle ATZ.

Alire ( Quadr. PEAK) Alire (Tn’. AZT) ’

Or, le quadrilatere d’apres le méme raisonnement que ci-dessus appliqué
PEAK est au dans la configuration “de Thales” NEAKP, on aura :
reclangle délimité
sous les droites MA,
AZ comme le

. Az ( d.PEAK) Ai (7 ATZ)
triangle ATZ esl au e\ Quadr = e\

[6] ;

carré de la droite Aire (Re . MA x AE) ZN

ZA ;

done, par raison par «raison didentité», i.e. si a/b=a’/b’ et si
d’identite, le b/c=1b’/c, alots a/c=a’/¢’ (ou en termes modernes,
rectangle délimité en faisant les rapports des termes des égalités [5] et

sous les droites HA. | [6] et en simplifiant), on obtient la conclusion de la
Al esl au reclangle proposition .

délimité sous les .
Aire (Rm. HA x Al) A7Z2

droites MA, AE -
comme le carré de Aire (Rm. MA x AE) ZA2
la droite AZ est au
carré de la droite
ZA.

ce qui est bien la relation [E] proposée.

4. — La proposition 46 du livre IV des Conigues

La proposition 46 du livre IV des Conigues d’Apollonios de Pergé, telle
qu’elle figure dans les diverses éditions consultées fait probleme ; elle comporte
deux cas, selon qu’une droite joignant deux points est parallele ou non a une
certaine droite donnée.

Pour juger de la difficulté ici soulevée, convoquons d’abord le texte, dans la
traduction de Paul Ver Eecke [Ap-VE, 315-317] ; signalons néanmoins que, si cette
traduction nous semble conforme au texte grec, connu, rappelons-le, par
plusieurs copies dont une d’Eutocius, qui fonde essentiellement ’établissement
du texte grec par Heiberg, et conforme aussi a la traduction latine qu’en donne
le méme Heiberg, le probleme de la restitution des figures reste posé [D-F]:
nous les reproduisons ici telles qu’elles apparaissent dans les éditions de
Ver Eecke et de Heiberg ; elles ne semblent pas en contradiction entre elles, ni
avec le texte, au sens ou elles ne sont pas incompatibles avec son contenu, tel
qu’il fut transmis par Eutocius et restitué par Heiberg, et sans préjuger du fait
quune version plus ancienne pourrait étre inductrice de lerreur que nous
releverons (la copie de figures par un non-spécialiste est sans doute plus
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problématique que celle d’'un texte) ; nous en donnons aussi une version
modernisée pour en faciliter la lecture.

Lorsqu'une hyperbole rencontre I'une de sections opposées en lrois
points, sa propre section ()pposée ne rencontrera pas I’autre section ()pp()sée
en plus d’un point.

Soient les sections opposées ABI, AEZ; qu'une hyperbole AMBT
rencontre la section ABI' aux trois points A, B, T', et soit AEK la section
opposée de la section AMTI. Je dis que la section AEK ne rencontre pas la
section AEZ en plus d’un point.

En effet, qu’elle la rencontre, si possible, aux points A, E, et menons les
droites de jonction AB, AE. Ces droiles sonl paralleles ou ne le sont pas.  [...]

Figure issue de [Ap-VE] Figure issue de [Ap-Hei]

Qu’elles soient d’abord paralleles. Divisons les droites, AB, AE en deux
parties égales aux points H, ©, et menons la droite de jonction HO. Cette
droite est donc un diametre de toutes les sections, et les droites AB, AE lui
sont menées de maniere ordonnée. Menons maintenant, du point T, la droite
I'NEO parallele a la droite AB; cette droite sera donc menée de maniere
ordonnée sur le diametre, et elle rencontrera les sections en un autre, puis en
un aulre point ; car, si elle les rencontrail en un méme point, ces sections ne
se rencontreraient plus en trois, mais en quatre points.

Des lors, la droite I'N sera égale a la droite NE dans la section AMB, tandis
que la droite TN sera égale a la droite NO dans la section AAB. En
conséquence, la droite ON sera aussi égale a la droite NE; ce qui est
impossible. [...]

En substance, cette proposition se propose de démontrer que, lorsquune
hyperbole (E)AM)BI’ [ou (H,’)] rencontre en trois points, A, B, I, I'une,
(O)A(A)BT [ou (H,)], ou l'autre, AEZ [ou (H,”)] de deux hyperboles opposées,
alors son opposée, AEK [ou (H,”)], ne rencontrera autre hyperbole opposée,
(H,”) ou (H,) (resp.), qu’en un point, au plus. I’auteur se place dans le cas de
trois points de rencontre entre (H;’) et (H,). L’hypothése contraire a la
conclusion, permettant de réduire la chose a ’absurde, consiste a supposer que
(H,”) et (H,”) se rencontrent en plus d’un point : ’hypothése de deux points de
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rencontre en plus des trois autres suffit en effet a falsifier ’énoncé, en
I'occurrence ici: A et E. Deux cas se présentent : soit (AB) est parallele a (AE),
soit elles sont concourantes (en II).

Dans le premier cas, le plus simple, Apollonios considere les deux lignes AB
et AE comme des ordonnées au diamétre commun aux deux hyperboles
opposées (H,”) et (H,”), puisque les quatre points A, B, A, E, appartiennent a
I'une de deux hyperboles opposées, les deux premiers a (H,) et les deux
suivants a (H,”]; cette propriété du diametre commun a deux hyperboles
opposées, pour une méme direction d’ordonnées paralléles a été démontrée au
livre II, proposition 33. Le diamétre en question est d’ailleurs tout simplement
la droite qui joint les milieux des deux lignes ordonnées, H, milieu de [AB], et ©,
milieu de [AE]. Par conséquent, il est clair alors :

1°) qu’une parallele a (AB) passant par I' sera ordonnée au méme diameétre,
commun a (H,) et (H,”) ;

2°) que ce diametre est aussi le diamétre commun a (H,’) et (H,”), et que les
lighes AB et AE lui sont ordonnées dans ce couple d’hyperboles opposées
comme dans le premier ; la parallele a (AB) passant par I' ne peut donc couper
les hyperboles (H,”) et (H,”) qu’en un seul et méme point, symétrique de T par
rapport au point d’intersection de cette paralléle avec le diameétre commun aux
quatre hyperboles ; il apparait alors un quatriéme point d’intersection entre
(H,) et (H,), ce qui est en contradiction avec ’hypothese ; c. q. f d. pour le cas
paralléle.

Apollonios aborde ensuite le second cas, celui ou les droites (AB) et (AE)
sont concourantes en II.

Que les droites AB, AE ne soient pas paralleles, mais que, prolongées, elles
se rencontrent au point II.

Menons la droite TO parallele a la droite AII, el que son prolongement
rencontre la droite AIT au point P. Coupons les droites AB, AE en deux parties
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égales aux points H, ©, el menons, par les points H, ©, les diametres H2I,
OAM ; tandis que, par les points I, A, M, nous menons les droites IYT, MY, AT
tangentes aux sections. Des lors, la droite IT sera parallele a la droite AIL et les
droites AT, MY seront paralleles aux droites ATIL, OP. [...]

Arrétons-nous sur ces constructions préalables. Au lieu de tracer une
ordonnée passant par I' et par II, l'auteur —ou plus exactement son
transcripteur ou son commentateur —, choisit de tracer une parallele a (AB)
passant par I'. Celle-ci rencontre hyperbole (H,) en Z et le prolongement de
AEII en P ; le principe de la pseudo-démonstration qui suit est de montrer que
le point O en lequel cette parallele recouperait hyperbole (H,’) serait
nécessairement confondu avec E, en raison de Dégalité des rectangles
“produits” OP x PT" et EP x PI, ce qui donnerait un quatriéme point commun 2
(H,) et a (H,) contrairement a ’hypothese.

Figure issue de [Ap-VE] Figure issue de [Ap-Hei]

Pour ce faire, le rédacteur divise les lignes AB et AE en deux parties égales,
aux points © et H respectivement, et mene — dit-il — les diametres HEI et ©AM,
T et I étant, d’apres la figure, sur (H,”) et sur (H,”) respectivement, A et M
étant sur (H,) et sur (H,) respectivement, d’aprés Iénoncé qui patrle de
I’hyperbole AMBT comme étant ’hyperbole (H,’) ; ces deux diameétres ne sont
ni confondus ni paralléles sur la figure, ce qui correspond bien au fait que les
ordonnées que I'on a partagées en deux et dont chacune est commune a deux
des quatre hyperboles, ne sont pas paralleles. On aura peut-étre noté que la
deuxi¢me figure, tant chez Ver Eecke que chez Heiberg, est ambigué car elle
ne comporte pas les lettres Z et K qui différencient, sur la figure du cas
parallele, les hyperboles (H,”) et (H,”) respectivement ; cependant on peut
supposer que la disposition relative des deux courbes n’a pas changé, d’une
figure a I'autre, ce qui permet de situer 2 sur (H;”) et I sur (H,”) ; ce choix est



Une relecture de la proposition IV'-46 des Coniques d’Apollonios 601

confirmé implicitement par les “calculs” dans la suite du texte et ne remet donc
pas en cause nos différentes observations.

Premiere difficulté : HZI est-il congu comme un diamétre commun aux deux
hyperboles (H,”) et (H,”) ? Si tel est le cas, c’est-a-dire si HZ est un diameétre
relatif a la direction d’ordonnées (AE) de (H,”) et HI un diametre relatif a la
méme direction d’ordonnées (AE) de (H,”), le texte anticipe sur un résultat qui
n’est pas acquis, car rien, a priori, n’oblige H, = et I a étre alignés ; de méme, si
OM est un diametre relatif a la direction d’ordonnées (AB) de (H,’) et ®A un
diametre relatif a la méme direction d’ordonnées (AB) de (H))), rien, a priors,
n’oblige ©, A et M a étre alignés. Si 'on veut alors sauver le texte au profit de sa
véridiction, il faut entendre la phrase « wenons, par les points H, O, les diametres HI,
OAM » selon 'une des combinaisons (a, b), (a, b") (a’, b) ou (a’, b”) qui résultent
du croisement des quatre phrases suivantes :

a) ©(A)M et un diametre relatif a la direction d’ordonnées (AB) de (H,’) et A
est le point d’intersection de ce diametre avec (H,’),

b) ®©AM) et un diametre relatif a la direction d’ordonnées (AB) de (H,’) et M
est le point d’intersection de ce diametre avec (H,’),

a’) HZ(I) et un diametre relatif a la direction d’ordonnées (AE) de (H,”) et 1
est le point d’intersection de ce diametre avec (H,”),

b) H(Z)I et un diametre relatif a la direction d’ordonnées (AE) de (H,”) et =
est le point d’intersection de ce diametre avec (H,”).

Cette supposition a pour conséquence graphique que les points H, = et I,
d’une part, et ©, A et M, d’autre part, s’ils sont considérés comme des sommets,
c’est-a-dire comme extrémités de diametres, relatifs 2 une méme direction
d’ordonnées, ne doivent pas étre alignés a priori, mais seulement apres que 'on
ait démontré quils le sont, alors qu’ils le sont de facto sur la figure qui
accompagne tant le texte établi par Heiberg que la traduction de Ver Eecke.
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En poursuivant notre lecture du précédent passage, 'on voit apparaitre la
seconde difficulté. Le rédacteur trace trois tangentes aux hyperboles :

1°) IYT, tangente a (H,”) en I, qulil considere comme lextrémité d’un
diametre relatif a (H,”) puisqu’il précise que (IYT) est paralléle a (AEII) ;

2°) AT, tangente a (H,”) en A, qulil considére comme lextrémité dun
diametre relatif a (H,)) puisqu’il précise que (AT) est paralléle a (ABII) et — nous
dit-il — a (OZI'P) ; cette tangente coupe la précédente en T ;

et 3°) MY, tangente 2 (H;”) en M, qu’il considére comme lextrémité d’un
diametre relatif a (H,”) puisqu’il précise aussi que (MY) est paralléle a (ABII) ;
cette tangente coupe la premicre en Y.

On voit donc qu’il n’est plus possible de sauver le texte dans son intégralité,
puisque le parallélisme de (MY) et de (AT) a (AE), ici donné d’évidence,
supposerait 'un ou l'autre des développements préalables que voici :

soit 1°), supposant que A et M sont des sommets de deux diameétres, la
preuve de I'alignement de ©, de A et de M fait défaut,

soit 2°), supposant que ©, A et M sont alignés et que 'un des points A ou M
est un sommet, il manque alors la preuve de ce que I'autre, M ou A, est aussi un
sommet. En fait, toute la difficulté réside en ceci que, dans le cas non parallele,
on ne peut pas dire, comme dans le cas paralléle : « cette droite est donc un diametre
de foutes les sections », ni méme dans les termes utilisés ici : « ces deux droites, OA
et HI, sont diametres 'une aussi bien de (H,) que de (H,’), autre de (H,”) et
de (H,”) ».

Une telle lacune apparait donc comme une premicre hypothése qui pourrait
conduire a une “restitution” du texte, sous une forme que nous qualifierons
volontiers d’apollonienne, des lors que I'on retiendra la suggestion que cette
erreur parait fort improbable a la suite d’un livre III quasiment sans faille et
qu’elle est plutdt imputable a une lecture faible d’'un commentateur, dans le
contexte d’un livre IV par ailleurs assez défaillant.

Pousuivons notre lecture de la démonstration :

De plus, puisque le rectangle délimité sous les droites AII, IIB est au
rectangle délimité sous les droites AII, IIE comme le carré de la droite MY est
au carré de la droite YI; mais que le carré de la droite AT est au carré de la
droite TI comme le rectangle délimité sous les droites AII, IIB est au rectangle
délimité sous les droites AII, TIE, le carré de la droite AT sera donc aussi au
carré de la droite TI comme le carré de la droite MY est au carré de la droite
YI. Pour les mémes raisons, le rectangle délimité sous les droites ZP, PT" sera
au rectangle délimité sous les droites AP, PE comme le carré de la droite MY
est au carré de la droite YI'; tandis que le rectangle délimité sous les droites
OP, PT sera au rectangle délimité sous les droites AP, PE comme le carré de la
droite AT est au carré de la droite TI. En conséquence, le rectangle délimité
sous les droites OP, PT" sera équivalent au rectangle délimité sous les droites
EP, PT"; ce qui ne peut avoir lieu.
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En termes modernes, cela s’écrirait :
AZ’VB (R{?{l‘. AHXHB) _ ATIxIIB _ MY2 [1
Are (Rer. ATxTIE) | ATWIE - YI2

]

sachant que
AT2 _ ATIXIIB 2
TI2 ~ ATIXIIE ’

AT2 _ MY? .
T2~ YI2 315

et que

on aurait donc

de méme :

EPxPIT  MY? OPxPT' AT2

apxpe =y [ etaue gy = Bl

on aurait donc OP x PI'=EP x PI" [6], du fait que I'égalité [3] permet d’écrire
’égalité des rapports de rectangles qui se trouvent dans [4] et [5], et du fait qu’il
y a identité des rectangles qui se trouvent au dénominateur dans ces rapports.
Finalement, [6] impliquerait la confusion de O et de E, et existence d’un point
commun supplémentaire, contrairement aux hypotheses. Qwod  erat
demonstrandum |per absurdum).

Supposons que 'on ait démontré I'alighement de ©, A et M ; les égalités [1],
[2], [4] et [5] précédentes sont-elles pour autant véridiques ou sont-elles
falsifiables ?

[1] et [4] : M et I étant congus comme les sommets respectifs, relativement
aux deux “diametres”, de (H;’) et de (H,”), les égalités [1] et [4] ne sont pas
démontrées a priori: ces égalités ne s’établiraient comme conséquence de la
proposition 19 du livre III, qu’a la condition que les couples [A, B et [A, E] —
pour [1] -, ou [E, I] et [A, E] —pour [4] — appartinssent a deux hyperboles
opposées, ce qui n’est pas le cas.

[2] et [5] : il n’en va pas de méme pour A et I, puisque A appartient a (H,’) et
Ia (H,”). T étant I'intersection des deux tangentes AT et Al, on a bien, d’apres
111-19, les égalités [2] et [5].

sachant que
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L’erreur commise dans la construction initiale est donc doublée ici d’une
seconde faute de raisonnement, ce qui nous amene a reconsidérer I'ensemble
de la démonstration, voire a proposer (infra) des démonstrations alternatives,
'une au moins dans le droit fil du “style” apollonien.

L’erreur dont nous venons de développer le processus, se renouvelle,
avons-nous dit, dans les propositions 49 et 50 du livre IV. Nous n’en
donnerons ici que les énoncés, les réénonciations et les figures (deux figures
par proposition en raison des deux cas, extraites de la version de Ver Eecke),
afin que le lecteur puisse juger par lui-méme que ces dernieres partent de la
méme hypothése erronée d’un diameétre supposé @ priori commun dans le cas
de deux hyperboles mises en relation avec leurs opposées; il lui restera a
reconstituer les “démonstrations” qui s’ensuivent, voirte a diiner des
démonstrations plus conformes a la rigueur apollonienne. ..

Figure IV-49a issue de [Ap-VE] Figure IV-49b issue de [Ap-VE]

IV-49. Lorsqu'une hyperbole, tangente a I'une de[s] sections opposées,
renconltre cetle section en un aulre point, sa propre section opposée ne
rencontrera pas l'autre section opposée en plus d’un point.

Soient ABI', EZH des sections opposées; qu'une hyperbole AAT soit
langente au poinl A, el sécanle au point T, el soit EZO la section opposée de la
section AAT. Je dis que la section EZO® ne rencontrera pas l'aulre section
opposée en plus d’un point.

En effet, qu’elle la rencontre, si possible, aux deux points E, Z. Menons la
droite de jonction EZ, el menons, par le point A, la droite AK tangente aux
sections. Ces dernieres droites sont paralleles ou ne le sont pas. []

[V-50. Lorsqu’une hyperbole touche I'une de sections opposées en un seul
point, sa propre section opposée ne rencontrera pas 'autre section opposée
en plus de deux points.
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Figure IV-50a issue de [Ap-VE] Figure IV-50b issue de [Ap-VE]

Soient AB, EAH des sections opposées ; que I’hyperbole AT soit tangente a
la section AB au poinl A, el soil EAZ la seclion opposée de la section AT. Je
dis que la section EAZ ne rencontrera pas la section EAH en plus de deux
points.

En effet, qu’elle la rencontre, si possible, aux trois points A, E, ®. Menons
la droite AK tangente aux sections AB, AT ; menons la droite de jonction AE
que nous prolongeons, et que les droites AK, AE soient d’abord paralleles. [...]
Que les droites AK, AE ne soient point paralleles; mais qu’elles se
rencontrent au point K. [--]

Pour tenter d’élucider cette question d’une éventuelle erreur commise par
Apollonios ou par ses transcripteurs, ou encore simplement transmise par ces
derniers, il convient de revenir sur Thistorique de I’établissement puis des
éditions imprimées du texte, afin de repérer d’éventuelles corrections, gloses ou
commentaires.

5. — Les principales éditions du traité des Conigues
d’Apollonios, du XVI© au XXI* si¢cles

Les premieres éditions modernes des Conigues d’Apollonios sont la
conséquence de I'introduction en Occident — et en premier lieu en Italie — de
manuscrits grecs importés de Byzance au cours du XV© siecle et contenant
seulement les quatre premiers livres, éventuellement complétés des Lemmes de
Pappus et des Commentaires d’Eutocius. Avant cette période, seul était connu le
début de ce traité, préliminaires et partie du livre premier, par une traduction
latine faite a partir d’un texte arabe par Gérard de Crémone (1114-1187).

Le plus ancien manuscrit grec aujourd’hui connu, le Vaticanus gr. 206, date
de la fin du XII® siecle et début du XIII®; il est d’origine soit italo-grecque
(Sicile normande) soit constantinopolitaine. C’est tres probablement lui qui fut
rapporté de Byzance a Venise, avec de nombreux autres manuscrits, en 1427,
par le philologue et humaniste Francesco Filelfo (1398-1481). Un deuxieme
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manusctit, le Vaticanus gr. 203, est apparu en Italie dans la seconde moitié du
XV* siecle. C’est un troisiéme manusctrit, le Mutinensis, a.v 7.16, datant du XV*©
siecle, qui fut utilisé par Giorgio Valla (1447-1500) pour publier en latin des
extraits des livres I et II dans son ouvrage a visée encyclopédique, De expetendis
et fugiendibus rebus opus, publié a Venise en 1501. Durant le premier quart du
XVI* siecle, I'intérét pour I'étude des sections coniques s’est particulierement
manifesté chez les savants allemands, notamment a Nuremberg. Ainsi Johann
Miller (1436-1476), dit Regiomontanus, possédait le manuscrit Norimbergensis
Cent. 1. app6 datant du XV° siccle ; selon l'inventaire de la bibliotheque de
Regiomontanus établi en 1512, son disciple Bernhard Walter I'aurait traduit en
latin, mais cette traduction n’a pas été retrouvée. Johann Werner (1468-1522) a
publié en 1522 le Libellus super viginti duobus elementis conicis qui est un ouvrage
original et non une traduction du texte apollonien.

La premicre traduction, qui se voulait intégrale des quatre premiers livres,
du grec en latin fut Pceuvre de Gianbattista Memo (ou Memmo) (ca. 1466-
15306) et fut publiée en 1537 par son fils Giovanni Maria sous le titre Apollonii
Pergei  philosophi, mathematicique excellentissimi Opera... [Ap-M]. Toutefols cette
édition comporte de nombreuses lacunes et erreurs dues autant a la mauvaise
qualité du manuscrit utilisé, de la famille du Vaticanus gr. 203, proche du
Bodleianns Canonicianus gr. 106 (XV°© siecle) quaux incompréhensions de Memo.
Le savant messin, ’abbé Francesco Maurolico (1494-1575), insatisfait de cette
édition, a entrepris de la corriger et de la compléter sans disposer d’un texte
grec. Son édition corrigée des livres I a IV et sa restitution des livres V et VI
ont ¢été achevées fin 1547 mais sont restées inédites jusqu’a leur publication a
Messine en 1654 sous le titre : Emendatio et restitutio Conicornm Apollonii Pergei.

La premicre édition soigneuse des quatre premiers livres du traité
d’Apollonios a été réalisée sous la forme d’une traduction en latin par Federico
Commandino (1509-1575) intitulée Apollonii Pergwi conicornum libri quattuor... et
publiée a Bologne en 1566 [Ap-C]. Commandino a travaillé a partir de plusieurs
manuscrits difficiles a identifier du fait des corrections qu’il a jugé nécessaire
d’apporter. Cette édition a été reprise, augmentée de ses propres commentaires
et imprimée en 1655, par le Pere Claude Richard (1589-1644).

Edward Bernard (1638-1697), professeur a Oxford, forma le projet d’une
édition gréco-latine des livres I a IV et arabo-latine des livres V a VII, projet
qui restera inabouti.

Isaac Barrow (1630-1677) a publié a Londres en 1675 un abrégé en latin des
quatre premiers livres dans Archimedis Opera : Apollonii Pergai conicornm libri 11/
Theodosii Spherica : methodo nova illustrata, & succincté demonstrata, mais il y propose
une traduction libre et adaptée usant de la méthode et du symbolisme
algébriques.
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Les premiers manuscrits arabes des Conigues connus en Occident ont été
rapportés d’Orient en 1629 par Jacob Golius (1596-1667), géometre et
professeur de langues orientales a Leyde (Provinces-Unies), mais cet apport est
resté sans conséquence dans le domaine de I’étude savante et de I’édition
jusqua la fin des années 1650. En 1658, Alfonso Borelli (1608-1679) a
découvert dans la Bibliothéque Laurentienne de Florence un manuscrit arabe
contenant les sept premiers livres des Conigues, dont les livres V a VII avaient
¢été résumés et remaniés en 994 par le géometre Abalphat d’Ispahan, nom sous
lequel était désigné en Occident Abu al-Fath Mahmud al-Isfahani. Une copie
datée de I'an 513 de 'Hégire (1119 de I’ere chrétienne) du livre d’Abalphat fut
apportée a Rome en 1578 par le Patriarche d’Antioche Ni‘amat Allah qui
loffrit au Cardinal Ferdinand de Médicis; apres avoir séjourné dans la
bibliotheque de Gian Battista Raimondi, elle fut déposée a la Bibliotheque
Laurentienne en 1627. Vicenzo Viviani (1622-1703), qui préparait depuis
quelques mois une restitutio du livre V, encore considéré comme perdu,
demanda a Borelli de taire sa découverte jusqu’a la parution de son propre
ouvrage qui est intervenue en 1659 sous le titre De maximis et minimis geometrica
divinatio in quintum conicorum Apollonii Pergei num desideratum.

Borelli fit alors traduire en latin le manuscrit d’Abalphat d’Ispahan par
Abraham Ecchellensis (Ibrahim al-Hagilani, 1605-1664), professeur de langues
orientales 2 Rome et compléta cette traduction des notes qu’il estimait
nécessaires a une bonne compréhension du texte. L’ensemble fut publié a
Florence en 1661 sous le titre Apollonii Pergai conicorum lib. V7. V1. /11... [Ap-E].

D’autre part, une copie d’un des manuscrits arabes rapportés par Jacob
Golius était conservée a la Bodleian Library d’Oxford ; elle contient une version
intégrale des sept premiers livres établie au IX® siecle par Thabit Ibn Qurra
(836-901) et corrigée en 1260 par le géometre persan Nasir ad-din at-Tusi
(1201-1274). Cette copie fut utilisée, avec d’autres manuscrits en grec, par
Edmund Halley (1646-1742) pour ¢élaborer son ouvrage Apollonii Pergei
conicorum libri octo et Sereni Antissensis de sectione cylindri et coni libri duo, publié en
1710 a Oxford [Ap-Ha). Les livres I a IV y sont proposés en édition bilingue
grec-latin, le texte grec étant ainsi imprimé pour la premicre fois. Pour cette
partie issue des manuscrits grecs, Halley bénéficia de la collaboration de David
Gregory (1659-1708). La traduction latine est tres voisine de celle de Federico
Commandino, publiée pres d’un siecle et demi auparavant, avec cependant des
commentaires et surtout des corrections, y compris sur le texte grec, dont celle
qui concerne la difficulté qui est I'objet de cette étude. Cette édition des quatre
premiers livres est en outre accompagnée, en version bilingue également, des
Lemmes de Pappus d’Alexandrie  (ca. 290 - ca. 350) et des Commentaires
d’Eutocius d’Ascalon (ca. 480 - ca. 540). Les livres V a VII sont donnés dans
une traduction latine faite a partir du manuscrit copié¢ de I'édition établie par
Thabit Ibn Qurra et par Nasir ad-din at-Tasi. Le livre VIII est une restitution
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construite par Halley et rédigée en latin, pour un livre qui reste encore inconnu
a ce jour. Le traité s’achéve par une édition bilingue du De sectione cylindri et coni
libri dno de Sérénus d’Antinoé (ca. 300-ca. 360) dont le contenu mathématique
du second livre, sur les sections du cone, est d’une richesse trés inférieure a
celle du traité d’Apollonios [Se-VE].

I’édition publiée par Halley fut considérée, a juste titre, comme la meilleure
référence par les savants des XVIII® et XIX® siecles puisque ce n’est qu’a la fin
du XIXC siecle que la connaissance de sources nouvelles a justifié une nouvelle
édition. En 1891-1893, le philologue et helléniste danois de I'université de
Copenhague Johan Ludvig Heiberg (1854-1928) publie a Leipzig Apollonii
Pergaei que grace extant cum commentariis antiquis en deux volumes contenant une
édition critique du texte grec des quatre premiers livres établie sur tous les
manuscrits grecs connus et accompagnée d’une traduction en latin intégrant
cependant des notations mathématiques modernes. Cette édition est devenue
la référence principale pour les quatre premiers livres et 'est restée jusqu’au
début de ce siécle [Ap-Hei].

Elle fut utilisée par Thomas Little Heath (1861-1940) pour rédiger son
Apollonins of Perga. Treatise on conics Sections edited in modern Notation, with
introductions including an Essay on the earlier History of the Subject, publié a
Cambridge en 1896 [Ap-Hea]. Heath n’y propose pas une traduction mais une
réorganisation de la matiére des quatre premiers livres en regroupant en un
méme paragraphe des propositions qui, dans la conception ancienne, ne
pouvaient étre énoncées que séparément ; ainsi, par exemple, un point de
contact entre deux coniques peut étre considéré a 'époque moderne comme
deux points communs confondus, ce qui n’était pas concevable pour les
Anciens.

Les éditions Halley et Heiberg ont été aussi utilisées par Paul Louis
Ver Eecke (1867-1959) pour préparer sa traduction en francais publiée en 1923
a Bruges sous le titre Les conigues d’Apollonins de Perge, auvres traduites pour la
premiére fois du grec en francais. En fait, seuls les quatre premiers livres sont
traduits du grec a partir de I’édition Heiberg, tandis que les livres V a VII le
sont a partir de la traduction latine de I'arabe publiée par Halley. La traduction
francaise de Ver Eecke a été rééditée en 1959 a Paris chez A. Blanchard [Ap-VE].

En 1990, Gerald J. Toomer (né en 1934), historien des mathématiques, a
publié Conics : books V" to V11 : the Arabic Translation of the lost Greek Original in the
Veersion of the Bani Miisa | Apollonins. Edited with Translation and Commentary [Ap-T).
Mais il n’y a pas lieu de convoquer cette édition dans la présente étude qui
concerne des parties du livre IV.

Enfin, depuis 2008, est publiée une édition bilingue grec-frangais et arabe-
francais sous le titre Apollonius de Perge, coniques, préparée par Roshdi Rashed,
Micheline Decorps-Foulquier et Michel Federspiel [Ap-R/D-F/F]. Pour le texte
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grec les éditeurs ne se sont pas contentés de reprendre la version Heiberg mais
I'ont établi a nouveau a partir de tous les manuscrits connus et en tenant
compte des éditions antérieures ; le texte arabe a aussi été établi a partir de tous
les manuscrits connus, alors que Halley et Toomer avaient effectué leurs
traductions a partir d’une seule version.

Les textes utilisés pour la présente étude sont I’édition en frangais de
Ver Eecke et des traductions en frangais faites par nos soins des éditions
Memo, Commandino, Halley et Heiberg ainsi que la premicre traduction
publiée de I'arabe en francais, due 2 Roshdi Rashed. Qu’en est-il alors, dans ces
différentes éditions, de la difficulté rencontrée dans la démonstration proposée
dans la traduction de Ver Eecke ?

Avant d’entreprendre cet examen, il convient de donner les précisions
suivantes concernant la numérotation de la proposition étudiée, selon les
diverses éditions ; la proposition en question est numérotée 46 par Heiberg
puis Ver Eecke, 44 par Memo, Commandino et Halley, et enfin 42 dans la
traduction de l'arabe par Rashed, et ce en raison, par exemple, du
regroupement des propositions numérotées 27, 28, 29 chez Heiberg et
Ver Eecke en une seule proposition 27 chez Commandino et Halley.

Le texte édité par Memo est semblable, sur le point litigieux, a celui de
Ver Eecke : on y retrouve la confusion des diameétres des deux hyperboles et
de leurs sections opposées, relatifs aux cordes communes a ces hyperboles. En
outre le texte de la démonstration, d’un style déja obscur, présente des lacunes
et des erreurs d’impression et la figure correspondant a la seconde partie de la
démonstration manque, ce qui rend ce texte peu utilisable pour une étude
sérieuse du corpus apollonien.

Bien quétablie avec plus de précision et de rigueur, DIédition de
Commandino présente cependant la méme rédaction problématique : « & per
g b ducantur diametri ght, bims» (i. e. : « et que par g [et] b [milieux des cordes ¢ et
ab, communes aux deux hyperboles| soient menés les diametres ght, hims »).

Figure IV-44 de [Ap-C] (IV-46 dans [Ap-VE] Figure IV-44 de [Ap-Ha] (IV-46 dans [Ap-VE]
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Lorsque Commandino écrit « ghi », il s’agit en fait du diametre « g7 » relatif a
la corde « de», la lettre « b » concernant le diameétre relatif a 1a corde « ab». La
figure montre pour chaque paire d’hyperboles un seul diamétre et en particulier
'alighement des points 4, /et 7.

Il en va tout autrement dans I’édition bilingue publiée par Halley. Certes la
figure reste en partie confuse, laissant présumer d’un alignement des points 0,
A, M et 2, mais donnant a voir une interruption du trait dans le tracé des autres
diameétres HN et =1 qui permet de penser que ces diametres ont bien été congus
comme distincts par Halley. Cette impression est totalement confirmée par le
texte dans lequel quatre diameétres, et non plus deux, sont clairement définis :
« & per H, © ducantur diametri HN, I, ©A, M2 » (i. e. : « et que par H, O soient menés
les diametres HN, 21, @A, M3 »), sans que pour autant la démonstration comporte
d’étapes supplémentaires ; en effet I'égalité de rapports de rectangles qui
permet de conclure est obtenue par le jeu répété de la proposition 19 du livre
IIT donnant aux rapports des carrés des quatre tangentes le role essentiel dans
I'enchalnement des égalités. Peu importe a ce stade que les points de contact
des paires de tangentes soient alignés ou non avec le milieu de la corde
commune qui leur est associée.

Le point litigieux relatif a la confusion des diametres a été repéré par Halley
qui en a proposé une correction donnant une pleine validit¢é a la
démonstration. Halley a d’ailleurs pris soin de mentionner explicitement son
intervention par une note placée tout apres la démonstration: « Hane
propositionem fade depravatam integritati sue restituimus. » (i. e. : « Nous avons restitué
dans son intégrité cette proposition gravement corrompue. »), mais sans préciser sur quels
éléments cette “restitution’ est intervenue.

En dépit des corrections apportées par Halley, Heiberg est revenu dans son
édition bilingue au texte tel qu’l fut publié par Commandino. Cela vient
certainement du fait quen tant que philologue helléniste non mathématicien,
Heiberg s’en est tenu a ce que lui proposaient les manuscrits a sa disposition.
Toutefois il n’a rédigé aucun commentaire sur le probleme posé par la
confusion des diametres. Comme il a été vu précédemment, la traduction
francaise de Ver Eecke, fondée sur le texte grec établi par Heiberg, réitere les
mémes manques.

Le lecteur pourra trouver des versions completes des traductions ci-dessus
dans des Cabiers de la Perspective a venir et/ou sur le site internet de PIREM de
Basse-Normandie.

L’édition toute récente, due a Roshdi Rashed, Micheline Decorps-Foulquier
et Michel Federspiel, donne deux versions de cette proposition, 'une en arabe,
numérotée 42, 'autre en grec, numérotée 46, toutes deux accompagnées d’une
traduction en francais. Ces deux versions reprennent dans leurs
démonstrations la méme confusion des diametres présente dans toutes les
éditions précédentes, a 'exception de celle de Halley. Toutefois, contrairement
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aux autre éditions, des commentaires relatifs a cette difficulté viennent en
avertir le lecteur. Dans I’édition du texte arabe, une note de bas de page signale
a propos de ces diametres qu’« 2/ faut lire les diametres HN, HI, ©M, OA » au lieu
de : « les diameétres HNI et ©ZMA » comme le donne le texte.

En outre, dans le commentaire mathématique dont il fait précéder ce texte
arabe et sa traduction en frangais, Rashed mentionne dans une remarque
[Ap-R/D-F/F, 2.2, 98] une glose rédigée dans le manuscrit Ms. Istanbul, Aya Sofia
2762, fol. 158 r°, par Ibn Abl Jarrada (XIII® siécle) dans laquelle la confusion
des diametres est stigmatisée comme une efrreur et est corrigée avec des
explications. Rashed donne de cette glose une traduction en frangais reproduite
partiellement ci-apres :

«Je dis que le second cas de figure de celle proposition, qui est la 42, a une
figure et une démonstration incorrectes. 1l [Apollonius| a dit au cours de la
démonstration : « Nous menons des points H et ® deux diametres HZNI et
OZMA ». Il a supposé ainsi que @AM, qui est une droite, est un diametre pour
toutes les sections, et il a supposé que Z est un centre pour toutes les
sections ; or ceci n’est pas possible car [...]. Il est correct de dire : Menons des
points H et ® les diametres HN, HI, ®M el OA, ainsi OA ne sera pas sur le
prolongement de ®M ; que HN el HI soient une seule ou deux droites. »

Enfin dans la note complémentaire [Ap-R/D-F/F, 2.2, 230-231, n.20], Rashed
indique que le manuscrit Ms. Oxford, March 667, rédigé par Thabit Ibn Qurra,
comporte, fol. 80 »°, une glose due a Nasir ad-din at-TGsi qui propose la méme
correction, dans le texte et la figure, que celle d’Ibn Abi Jarrada, sans en
donner cependant de justifications. La traduction en frangais, toujours due a
Roshdi Rashed, de la partie en cause est [Ap-R/D-F/F, 2.2,231] :

Menons des points H et © les diametres HA et HM pour les deux sections
AMT et AMBT, et les diametres OI et ON leur faisant face. [Le lecteur notera
qu'at-TUsi a permuté les lettres H et © pat rapport au texte d” Ibn Abi Jarrada.]

Or C’est a partir de ce manuscrit qu’Halley a effectué sa traduction de I'arabe
en latin des livres V a VII ; il est donc tres vraisemblable qu’il ait aussi examiné
le contenu des quatre premiers livres et y ait trouvé la remarque de Nasir ad-
din at-Tusi qui aurait ainsi inspiré les corrections qu’Halley a apportées a la
démonstration de la proposition 44 — dans sa propre édition — du livre IV.

Dans la version grecque de cette édition, la difficulté liée a la confusion des
diameétres est signalée par une note de bas de page [Ap-R/D-F/F, 2.3, 431, n. 136] qui
renvoie pour plus de détails a la version arabe qui est mentionnée ci-dessus.

I apparait donc que, dans tous les manuscrits grecs ou arabes connus a ce
jour des Conigues d’Apollonios, le second cas de la démonstration de la
proposition 46 (ou 42 ou 44 selon les manuscrits) comporte la confusion indue
des diameétres. Les seuls commentaires et rectifications connus sont le fait, en
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premier lieu de deux mathématiciens et commentateurs des pays d’Islam du
XIII® siecle, suivis dans cette voie par Edmund Halley en 1710. Les éditions
et/ou traductions postérieures ne donnent pas d’éclaircissement sur ce point
litigieux, a I'exception de la derniere édition de 2008-2010.

6. — En guise de conclusion :
deux “restitutions” de la proposition IV-46 des Conigues

Nous avons vu s#pra que c’est dans le second cas — celui du concours en IT
des droites (AB) et (AE) — que se situe le point litigieux. Nous pourrions nous
en tenir a ce constat, a ceci pres que, si 'on excepte, dans 'ceuvre d’Apollonios,
quelques approximations et quelques faiblesses ou lacunes (des oublis de cas
particuliers, par exemple, dis souvent a une considération de la figure, sans
variation de position d’un point réputé quelconque), la plupart probablement
dues a des interpolations ou a des recopies défaillantes, c’est la seule erreur de
railsonnement que nous ayons relevée, qui aurait nécessité plus qu’une
interpolation élémentaire.

Compte tenu des propositions précédentes des livres III et IV, ou il est
largement fait usage de ce que lon appelera, au XVII® siecle, une “/gne
harmoniguement coup(p)ée’, on peut envisager des démonstrations alternatives
pour ce “second cas”. Nous en proposons deux ci-dessous, en expliquant les
raisons qui motivent ces restitutions, issues, les premicres comme les secondes,
de notre lecture attentive et assidue des Conzgues d’Apollonios, et en tentant de
respecter au plus pres le “style” que nous pensons pouvoir induire de cette
lecture.

Pour une « diination» du texte original dans le cas concourant, faut-il
conserver la voie du parallélisme ou faut-il penser une démarche faisant
intervenir la division harmonique, sous une forme non explicite, s’entend ?
Nous allons tenter les deux restitutions.

1°) Premiére restitution, en suivant le texte au plus prés, c’est-a-dire avec
le minimum de transformations, qui pourrait en ce cas suggérer qu’il y a eu une
transcription lacunaire, effet (ou cause) d’une adaptation a (ou par) une figure
fautive ou lacunaire.

Tracons des paralleles aux tangentes, suivant le principe de cette
proposition
— principe qui est aussi celui de la proposition 19 du livre III —, mais en
construisant quatre tangentes au lieu de trois, et en nommant T le point
d’intersection des tangentes en A et en I, et Y celui des tangentes en M et en =
(¢ la figure alternative ainsi obtenue, 7zfra), on peut proposer une version plus
conforme aux qualités de géometre qu’on est en droit d’attribuer a Apollonios,
version dans laquelle ce qui subsiste du texte original apparait en caracteres
romains et les modifications en italiques gras et entre accolades :
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Que les droites AB, AE ne soient pas paralleles, mais que, prolongées, elles
se rencontrent au point II.

Menons la droite TO parallele a la droite AIl, et que son prolongement
rencontre la droite AIT au point P. Coupons les droites AB, AE en deux parties
égales aux points H, ©, et menons, par les points H, ©, {les diamétres HI et
HZ, OM et OA ;} tandis que, {par les points I, A, M et X,} nous menons
{les droites IT, AT, MY, XY,} tangentes aux sections. Des lors, {les droites
IT et XY seront paralléles} a la droite AIL et les droites AT, MY seront
paralleles aux droites ATI, OP.

De plus, puisque le rectangle délimité sous les droites AII, IIB est au
rectangle délimité sous les droites AII, IIE comme le carré de la droite MY est
au carré de {la droite YX ;} mais que le carré de la droite AT est au carré de
la droite TI comme le rectangle délimité sous les droites AII, IIB est au
rectangle délimité sous les droites Al IIE, le carré de la droite AT sera donc
aussi au carré de la droite TI comme le carré de la droite MY est au carré de
{la droite YX.} Pour les mémes raisons, le rectangle délimité sous les droites
EP, PT sera au rectangle délimité sous les droites AP, PE comme le carré de la
droite MY est au carré de {la droite YX ;} tandis que le rectangle délimité
sous les droites OP, PT sera au reclangle délimité sous les droites AP, PE
comme le carré de la droite AT est au carré de la droite TI. En conséquence, le
rectangle délimité sous les droites OP, PI" sera équivalent au rectangle délimité
sous les droites EP, PT" ; ce qui ne peul avoir lieu.

Autrement dit :

ATIXIIB _ MY?
AlIxIIE Y32
AT2 _ MY?

on aura donc == 1
TI? Y>2 [ ] ’

AT? _ ATIXIIB

TE = ATKIE [2, inchangée] ;

sachant que [17] et que

de méme :

=PI _ MY? ), OPXPT AT2 (o o
APXPE — vz Y1 etque g5 op =y [5, inchangée];

sachant que
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on aurait donc OP x PT'=EP x PI [0].

Une telle version reste tres proche du texte qui nous est parvenu et qui a pu
étre altéré, par exemple, par un copiste soucieux de le mettre en conformité
avec une figure ou il aurait vu le point Y comme intersection des tangentes 1Y
et MY, plutot que comme intersection des tangentes Y et MY.

2°) Deuxiéme “restitution”.

Avec les précautions épistémologiques émises #nfra & supra, une autre
“restitution” revient a considérer sur les lighes (AB) et (AE) ce que nous
appelons aujourd’hui les conjugués harmoniques de II, a savoir © par rapport
aux points A et B, d’'une part, et H par rapport aux points A et E, d’autre part
(Ies notations sont inversées sur la seconde figure par rapport a la premicre, du
fait de Pordre d’exposition). En effet, 'équivalent projectif du diametre HO du
premier cas, qui coupe les ordonnées en deux segments égaux, est ici ce que
nous appelons aujourd’hui la polaire de IT par rapport a 'une quelconque des
coniques ABEA : dans le cas paralléle, le point IT est a 'infini et la polaire est la
droite des milieux de [AB] et [AE], qui partagent ces segments dans le méme
rapport, égal a un, qu’un point qui est a l'infini sur les droites (AB) et (AE) et
qui est donc a égale distance des extrémités des segments [AB] et [AE]. L’on
doit bien sar faire abstraction du vocabulaire projectif utilisé a I'instant de
facon rétrospective, et de l'usage, ici pédagogique, qui a été fait de I'infini :
Apollonios n’a pas plus quEuclide, évoqué de quelconques “éléments a
Iinfini”, les “lignes droites” et les figures planes de la géométrie grecque étant
seulement des “bouts” de droites et de plans potentiellement et indéfiniment
prolongeables, et plus précisément encore, il n’a jamais laissé entendre qu’il
pouvait concevoir une quelconque équivalence entre les deux cas, parallele et
concourant ; il n’en reste pas moins que dans de nombreuses propositions
antérieures, la distinction des cas a été faite selon un procédé qui consiste a
faire intervenir, soit des milieux des ordonnées a une conique comme diameétre,
dans le cas de parallélisme des ordonnées, soit des conjugués harmoniques du
point de concours dans le cas d’ordonnées concourantes, conjugués dont
Apollonios a montré qu’ils formaient un lieu rectiligne au livre IV (aux
propositions 9 a 15 et sans donner un nom a cette ligne droite, dite “polaire”
aujourd’hui).

En introduisant un faisceau de droites concourantes en II (les passages en
caractéres gras et entre accolades ont été ajoutés, ceux rayés et en caracteéres
gras indiquent les suppressions que les ajouts imposent), une restitution
possible — sur la base d’une autre figure, qui est sans doute plus hypothétique
que le texte, malgré la moins grande fiabilit¢ d’une figure dans sa
transmission — serait alors :
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Que les droites AB, AE ne soient pas paralleles, mais que, prolongées, elles
se rencontrent au point II.

Menons la droite TO {par le point IL} et {qu’elle rencontre la section
AMBTI au point E.} Coupons les droites AB, AE en deux parties égales aux
points H, ©, {tels que HE soit a HA comme IIE est a ITA, et que OB soit a
©A comme IIB est a IIA,} et {joignons} les points H, © ; {la droite HO
coupe les sections EAMBI en M, OAABI' en A, ASEK en 2, AIEZ en I;}
tandis—que; par les points I, {2}, A, M, nous menons les droites {III, XTI,
MII, AIT qui sont [d’apres un résultat antérieur } tangentes aux sections [Par

\

\

construction].
A—'P—MALGeFeH{—pa%allekAS—aﬁx—d—FeﬁesM

De plus, puisque le rectangle délimité sous les droites AIL, TIB esl au
rectangle délimité sous les droites AIL ITE comme le carré de la droite { MIT}
est au carré de la droite {IIZ} ; mais que le carré de la droite {AII} est au
carré de la droite {III} comme le reclangle délimité sous les droites ATl TIB
est au reclangle délimité sous les droites AIL TIE, le carré de la droite {AIT}
sera donc aussi au carré de la droite {III} comme le carré de la droite { MII}
est au carré de la droite {IIZ}. Pour les mémes raisons, le rectangle délimité
sous les droites {_.H HOT} sera au rectangle délimité sous les droites {AIL
IIE} comme le carré de la droite { MIT} est au carré de la droite {IIX} ; tandis
que le rectangle délimité sous les droites { OIT, IIT'} sera au rectangle délimité
sous les droites {AIT, ITIE} comme le carré de la droite { AIT} est au carré de la
droite {IIT}. En conséquence, le rectangle délimité sous les droites { OIT, IIT}
sera equnalent au reclangle délimité sous les droites {EII, IIT} ; ce qui ne
peut avoir lieu.

Cette seconde hypothese est plus hardie que la premicre, mais Pexistence
des propositions 9 a 15 du livre IV autorise a créditer Apollonios d’une
certaine connaissance des conséquences ultimes de la théorie qu’il développe
dans les livres III et IV : théorie des poles et polaires ou de la division
harmonique. On peut donc étre tenté de la mettre a Pceuvre ici, et de penser
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que le géometre de Pergé ait pu y avoir recours plutot quau schéma
démonstratif des paralléles, comme en III-19 (qui, elle, précede la théorie des
poles et polaires dans ’économie générale du traité). Si tel était aussi le cas dans
le texte original, cela signifierait que la connaissance de cette théorie, que 'on
retrouve d’ailleurs a I'ceuvre au livre VII de la Collection mathématigne de Pappus,
était limitée chez les Anciens et qu’elle a fait l'objet d’une véritable
(re-)découverte (au sens d’une utilisation explicite et plus étendue) au XVII®
siecle, par Girard Desargues, Blaise Pascal et Philippe de La Hire, qui, le
premier d’ailleurs, parle de division harmonique a propos de la droite
« harmoniguement coup(p)ée », la ou Desargues parle d” « znvolution de six points ». On
notera d’ailleurs, dans le grand-ceuvre de La Hire, les Sectiones Conice de 1685
[LH], 1°) qu’il donne une table des Conigues &’ Apollonios — I Expositio brevis. .. —,
ou la proposition IV-46 n’est pas reprise dans son détail, mais est comprise,
comme les 17 dernicres propositions du livre IV et comme toutes les
propositions concernant les intersections de deux couples d’hyperboles
opposées, dans une proposition plus générale sur la position relative de ces
sections et de leurs asymptotes ; 2°) que ce résultat se trouve démontré sans
faille — mais a sa maniere et dans sa logique interne — dans son propre ouvrage,
sans qu’on sache si La Hire avait ou non repéré lerreur de raisonnement de
IV-46, a un moment ou toutes les éditions imprimées qu’il pouvait connaitre
¢taient fautives et ne relevaient pas lerreur; la Préface et I'Exposition brevis
donnent a penser qu’il a fait plus qu’éviter cette faille, en donnant un traité qu’il
estime, comme il le dit lui-méme, rendre compte du contenu et de la forme
apolloniennes, voire en dépasser la somme, sans sacrifier a la modernité
algébrique, comme 'avaient fait Wallis ou Barrow, et comme La Hire lui-méme
lavait fait quelques années auparavant dans ses Nowveaux élémens des sections
conigues... de 1679. 1l reste donc difficle de savoir si Perreur relevée dans cet
article avait été repérée et analysée avant Halley, dans le monde occidental, ni,
en particulier, immédiatement apres la révolution projective opérée par
Desargues, puis par La Hire et Lepoivre.

On aura compris, apres une lecture attentive, et ici commentée pas a pas, de
IV-46, que la démonstration du cas non parallele est erronée et fondée de
surcroit sur une figure qui ne semble pas permettre de conclure, méme si 'on
met de coté Ierreur de raisonnement. Cette faute — que 'on pourrait qualifier
de “grossiere”, non pour ternir rétrospectivement I'image d’Apollonios, mais
plutot pour douter qu’il ait pu la commettre, et cela d’autant plus que les
commentateurs arabes expriment leurs critiques en termes mesurés — n’a pas
été relevée —du moins explicitement — par de nombreux commentateurs et
éditeurs modernes du texte, a 'exception notable de Nasir ad-din at-Tusi, de
Thabit Ibn Qurra et d’Ibn Abi Jarrada, et de Halley —qui évite le picge
probablement aprés quiil ait lu les précédents —; a ceux-la il faut ajouter
La Hire qui précise qu’il a corrigé, donc relevé lerreur : c’est certainement le
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trait le plus étrange de cette histoire, qui montre bien que la redécouverte de ce
savoir grec en Occident, n’a pas été immédiate, tant la lecture des Conigues n’est
pas chose aisée. Quant a la qualité respective du texte original et du texte qui
nous est parvenu, cette “faute” peut étre interprétée de diverses manieres :

1°) comme il est possible de restituer un texte valide, sans trop de
modifications, l'erreur pourrait alors s’interpréter comme une mauvaise
recopie ; mais cela suppose de reconstituer aussi une figure en adéquation avec
le texte, ce qui rend improbable ’hypothése d’une simple erreur de copiste ;

2°) comme texte et figure sont correctement appariés dans le discours qui
nous est parvenu, méme si celui-ci (com-)porte un raisonnement faux, cela
plaide plutét pour une tentative inaboutie d’interprétation d’un texte original
difficile ou pour un essai de simplification abusif d’'un texte original ressenti
comme obscur ; on reléve dans le livte IV de nombreuses lacunes en matiere
d’exhaustivité des cas ou des imprécisions peu concevables en regard de la
rigueur des trois premiers livres: cette proposition reléverait alors dun
remaniement médiocre par un éditeur critique maladroit ;

3°) ¢’il s’avérait que texte et figure soient conformes a la pensée originale
d’Apollonios, force nous serait alors de constater ici les limites, en termes
extensifs et compréhensifs, de la pensée du géometre en maticre de ce que
nous appelons aujourd’hui “théorie des poles et polaires” ou “théorie de la
division harmonique”, en particulier en mati¢re d’intuition que le cas parallele
et le cas concourant sont de méme nature, méme si le traitement géométrique
qu’en fait Apollonios, fondé sur la seule théorie des proportions, suppose la
distinction de ces cas.
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