ATELIER : ELEMENS DE GEOMETRIE DU DUC DE BOURGOGNE

Henry PLANE,

Cet atelier avait pour but de travailler certaines pages de l'ouvrage présenté dans l'exposé
préliminaire. ,

Apres prise de connaissance du plan de 1'édition de 1705, une série de reproductions de pages de
celle-ci servit de support a la discussion avec les participants.

Nous résumerons quelques commentaires auxquels donnérent lieu chacun de ces extraits.

Al - Dans le livre III.
Il s'agit de la construction "a la Euclide". La propriété du triangle rectangle inscrit dans un demi
cercle (le théoréme de Thalés, outre Rhin) n'était guere utilisée a 1'époque dans les autres ouvrages.

AIl — Dans le livre VI.

C'est une démonstration "a la Arnauld". Les bandes de paralléles définies par leur distance (leur
¢cartement) d'ot, pour deux bandes, la naissance d'un rapport que 1'on retrouve sur toute sécante, et
entre deux sécantes également inclinées. Renvoi fut fait au livre de géométrie d'Arnauld dont
I'TREM de Dijon a reproduit 1'édition originale.

AIII - L'entrée de la trigonométrie au livre III.
Seuls sinus et tangente sont utilisés alors, méme s'il est fait usage du sinus du complément qui
deviendra co-sinus. On sait que sinus, en latin, c'est le plis, la corde pliée en deux.

Plus loin la relation .a = .b =—
sind sinB sinC

dans un cercle, chaque c6té étant la corde tendue par I'angle au centre double de l'angle opposé a ce
coté. La valeur 2R du rapport n'est pas mentionnée.

viendra directement de la figure du triangle ABC inscrit

ALV - Au livre VII
Deux mots a expliquer qui cachent deux attitudes.

N

Associons une autre figure a celle du livre. Celle dans C
laquelle (AB) et (CD) couperaient deux paralléles

(AD) et (CB). Ce serait les angles DAB et ABC dont E

. (e . AE EB
on aurait ['égalité. La proportion —=—

ED EC
s'énoncerait AE est 8 ED comme EB est a EC alors /> N D

qu'avec (AB) et (CB) antiparalléles, on a AE est 2 ED comme EC est 4 EB. C'est cette relation qui
est dite réciproque de la précédente.

Ce n'est pas un théoreme réciproque...

La notion de droites antiparalleles se trouvait encore dans des livres scolaires du premier tiers du
XX siécle.

Bien entendu il n'est pas question de EA.EB = EC.ED. Poncelet est encore loin...

La fin de l'article est intéressante car elle fournira A

au livre VIII une seconde voie vers la relation de

Pythagore en usant de moyennes

proportionnelles : celle de AB par rapport 8 BH

et BC et celle de AC par rapport 8 HC et BC. B C
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Donc par addition...

BI — Au livre VIII, comme justement on dispose de la relation de Pythagore, on peut calculer :

2
= 24C 5_5\/_5 AC?

AD? FC* = et, ainsi que le fit Descartes pour ses neveux, il leur est laissé le

"plaisir de les inventer".
Avant de quitter le livre VIII une autre démonstration a été étudiée : les bissectrices d'un triangle
sont concourantes. Elle n'est guére usuelle et précéde, toujours dans le livre, celle des hauteurs.

A

En résumé : les bissectrices BD et CE se coupent
en I. Dans le triangle BEC, IB est bissectrice :

E:—lﬁ. Dans le triangle ABC, CE est

IC BC

bissectrice —IE:—E—A- Donc -]-E— =££ et dans le
BC CA IC CA

74
B \ C triangle EAC Al est bissectrice de l'angle A.

On notera toutefois que la conclusion use de la réciproque, selon le sens que nous donnons au
terme, du théoréme sur la bissectrice or celle-ci n'est pas explicitée dans I'ouvrage...

Abordons les applications
BII — Certes, cela est trés théorique mais avec AD = 4,8 km et DC = 12700 KM (le Mont Blanc et
la Terre) on obtient AB = 247 km. Du Mont Blanc voir la mer & Toulon...

BIII et B IV —La trigonométrie entre en jeu —mais aussi la précision de la mesure des angles-
Baiton de Jacob ? Gerbert mesurait une tour par le procédé de BIIL...

C/D. 1431 lieues de 4,44 km valent 6354 km. Mais fin XVIIéme siécle on savait que la distance
terre-lune n'est pas constante. Ces trois exercices sont surtout descriptifs et du systéme et des
moyens de calcul. ,

On notera que la distance terre-soleil est évoquée comme constante. Ce qui évite de prendre
position écrite sur le systéme solaire. Il s'agit surtout de montrer des calculs avec la trigonométrie. A
la fin de l'ouvrage la construction d'une table de sinus sera étudiée. Il peut paraitre étonnant alors
que Leibniz et L'Hopital sont cités dans le livre, que Picard et Cassini ne le soient pas a cette
occasion.

E. Comme pour l'article C, ce n'est pas sans raison que la figure est en double. Dans l'ouvrage il
s'agit de deux pages opposées et comme l'explication fait appel a elle, celle-ci est répétée au
moment opportun. .

Il est difficile de dire si Roberval aurait partagé la démonstration. Qu'en était-il exactement de
"forces parfaitement balancées", d'égalité de mouvement, de double de mouvement ? II est
regrettable de ne pas trouver, dans l'ouvrage, d'autres exemples sur un sujet semblable.

FI. A esta B comme CestaD.

A, B :: C, D. Nous avons ici un exemple type de l'expression du raisonnement relatif a la notion de
proportion ainsi que de sa notation. Il ne s'agit pas d'un exemple. Avant que 1'écriture de Viéte ou de
Descartes ne s'impose, c'est avec des nombres que l'on tenait le discours. Malezieu, justement ici, le
traduit en lettres. On comprendra mieux la qualification d'extrémes et de moyens qu'avec notre

écriture 4_¢ . (Sans oublier que la réciproque est 4_¢ , comme dit en Al)
B D D B
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FII. Usage de l'arithmétique par lettres.

Il n'y a qu'a multlpher z + u par z + u pour avoir le quarré de z + u et ensuite on simplifiera une
expression qu on égalera a l'autre- comme Descartes on écrit x.x et non X

Mais ce qui, pour nous, est devenu presque naturel et ne 1'était pas alors, c'est de remplacer la
mesure d'une ligne par une lettre CB ... z, BD... u et de voir dans z + u la ligne réunion CD pour
conclure que dans zz + 2zu + yy = xx, on a : le quarré de AC est égal au quarré de AB et au quarré
de CB plus deux rectangles de BC par BD. Il reste la terminologie "rectangle" pour produit, mais
qui de nous n'a pas encore entendu "dans le carré de (a + b) n'oubliez pas le terme rectangle".

G. On retrouve et le raisonnement sur des nombres et la preuve par un cas particulier : un exemple.
Certes il est question de Guldin mais qu'est-ce-que le centre de gravité ? A défaut d'une définition
géomeétrique il est montré le bon usage qu'on peut en faire.

Entre le cercle et son diametre on fait appel & Archimede pour qui, si le cercle est 22, le diamétre est
7.

"Tout cercle est & son diamétre comme 22 est a 7".

La troisiéme proportionnelle est devenue, pour nous, la moyenne proportionnelle. Le troisiéme

. . \ ., a c
nombre qui avec a et b donne une proportion, c'est ¢ tel que @ est & ¢ comme ¢ est a b, —=— ou

c
2=abouc=x/a.b.

8+ % : on notera la forme du signe de I'addition, I'absence de fraction décimale, (% et non 3,14)

et le double 16+% et non 17+% .

H. On sait visiblement calculer les sommes de puissances numériques. Nous sommes un demi-
siécle apres Pascal.

3 2 2
S= Z w = % + % 4%, mais si on prend S'= _n_(_n_-i_-_ll , l'erreur absolue est :
Cont+n . , |
S-§'= , et l'erreur relative est de l'ordre de — qui décroit avec n.

6n
Pourrait-on convaincre nos éléves avec ce texte, que la limite de szAx est la primitive

3
x? de x* ? C'est ainsi que la chose fut approchée.

J. Un calcul par les "indivisibles" au livre X.
Un croquis en perspective a été ajouté a l'extrait car la figure n'est pas trés aisée a suivre. Une
coquille au milieu de la premiére colonne : cOne au lieu de demi-sphére.
Résumons les calculs avec notre écriture
NL =LA ;FM=MA ; EA=DM.

Donc, dans chaque section orthogonale & I'axe (LA) on a :
(aire de la couronne) = n(DM? — EM?) = 1t (EA* - EM?)

=n1.MA* = n.FM’

= (aire du cercle).
La couronne est la section entre cylindre et demi-sphére.
Le cercle est la section du cone.
"Sommons" les "indivisibles" tout au long du segment [LA], il vient

(volume entre demi-sphére et cylindre) = (volume du cone de sommet A)
ou

151



(volume cylindre)-(volume demi-sphére) = % (volume du cylindre).

On a démontré le rapport entre les volumes des cones et cylindres dans des propositions précédentes
de ce livre X. Alors

(volume demi-sphére) = % (volume cylindre)
(volume spheére) = g— (volume cylindre)
-2 oreR
3

K. Des fruits de discussions dans les salons de Sceaux entre gens qui ne pouvaient avoir ignoré,
entre autres choses, les papiers d'un certain Blaise Pascal. Ce que les lycéens que nous flmes,
trouvaient dans leurs "morceaux choisis" comme fragment classé "infini-rien" & moins que ce ne fut
en préambule du chapitre que le XIXeme siécle baptisa "le Pari".

Beaux sujets de travaux transdisciplinaires personnalisés.

Lestés de leur lot de documents, les participants de l'atelier avaient de quoi poursuivre leur
rencontre en Bourgogne, avec les mathématiques du Duc de Bourgogne.

Sommaire de l'ouvrage :

- Définitions, demandes, axiomes.
- Abrégé de l'arithmétique par lettres.

10 livres
I - Perpendiculaires et obliques
I - Paralleles
Il - Des lignes droites terminées & une circonférence
IV - Des angles
V - Angles dont le sommet n'est point au centre du cercle
VI - Des proportions
VII - Des "réciproques”
VIII - Des figures
[X - Comparaison de I'aire des figures
X - Des solides
avec
- Trigonométrie
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- 3l fut ’"lenfarpm de recevoir le Iem’enwr) ratin gn -

BzL?t de’ Mddame la Ducheffe dzz Mmre s qz'z L@ll}ﬂ?"

20if Avenir” fur le champ , pour’ cxaminer avec elle] fi

lex refleccions quélle ;zvoztfazre: pendart la nuit fur cetre

mervedllesfe propri jetf , poivoient ene de- quelqae ufage.

L partit auffi-ibt, & fut bien patt de for voiage | par le

plaifir qu'il ent de Voir . gue -cette jeune T‘rmcejﬁz avols

pearfaitement déméle tout le fond de -la detnonﬂralion >

& Lavoit mis dan: ane “Evidence plu: parfaite gue tour

.ce quil avoit jdmd*f vil fur cefre matiere. Vora precz‘—
[emem Ce quelle.dir & M. de Malezieq. :

* Je confidere les.guatre nombrés 2,74, 3,6, qa*fm
en “Proportion , parce que le premier. eﬂ la moitié du fe=
cond , comme le t;ozfﬂuze eft la smoirié du qaﬂmcw« &
Je veusxc. trogver pourqugi le prodmt de 2 pm’ 6, eft igal
Cay prodult'de 4 4.per 3. ) _

. Pour cela, je voz.r dward qzu fi je mmu zz‘p‘ie 2 p:'r
6 ce p;odut, qui eft le prudwt dw Extrémes , doit
rre. double du produ‘: dv par parce que 6 eﬂ
ao,zblf: de 3. > :
 Mais fi au liew'de pm«dn rP p*ar.m de’ 2 pnr 3,o¢
3 par 2, quimefl quels mb*m du produit des Extié-
me: s je-mavife de prendw le produit de 3 par 4 il
faudra bien que ce produzr dé:3 par 4, foit aoub’e ds

Pm(’uzt de’ 3 perz pquae Aeftle dowble de 275 de

- mtme. qgue & eft le do;.bie de:3y 3. donc Iepraduu de 3 pdr
4 étant dogble di- prot’m, de 3 par 2, qui wefl quela

moitiédy produit des Extreme: .ce. proguit, ae 3.par 4,

Jera necefJairement dgal- an proa’f!rr des Extrimes, ¢eft-
. axdire que | prodmz df’s E'x:frerze.v fe,zz cg d an. prodm,
 des Momz:. o

- . . .

T‘om: aire voir que cetre: ad:mrable d;monﬁravoa
. trouvée Par Madame [a Dacheffe du Maine | ne lifl
rien'd defirer, & qu'elle révientdla dx.monﬁ.atlon
g°ncra & que nous avons donnéc par leteres, il n'y 2
qu 3 nommer les quatrt nombres qu “elle avoitchoix
fis, & {uivre 12 démonfiration. - .
A B C D.

O ) 2, : H 5, 6

2 muliplié par 6, eftan muthhP pat 3, comme
66&33,01.}'_ AD AC .
D3 multxPl par 4‘5.5’& 33 muivp lé par2, comme

geltda,ou CB,CAB, A

Or qu lafu ppoﬁuon 4 eﬁa comrnc Sefta 35
ou . By A:D,C - E
: ’Donc multiplié par 6, eﬂ & 2 multiplié par

comme 3 multmhc pir 4,3 2 muluphﬂ Par 3, ou
AD,AC,on C,zﬁ’ 1Ch, CL,.. '
Donc 2 mqluphP par 6, cﬂnl 3 milipli¢ par 4 ;
.Gu.’:: - . AD= CP. :
11 fuit de cetze r3ropoﬁuon que fi qua
.q conoues (ont tPIs quele ProrJ td

port -up_e gma eur qp; fera, B ,
wnt par degrez, la d:mouﬂ ation’ precedente | on
. .C.D. - A
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Cela ¢tanr, quand Lrnplo?oruon me ferad connée, :

.

woutes les fo

t

je puisy faire tels chanoeme nsquilme laira (

£ y Iz Cmer P a “ns
fuire,

au 4 odun des Motens & des Enremes

O
018

Cfar IC rULv_C"

- d¢ la ligne’ AE, moins lc qd warré dc
' cgal a ) ¥ i g 8

: guarzc de Iz h"rl" D, qui Cﬁ)’)"———‘d # "’_J }oum

“qaarré de fa ligne A B;; & au/ quarré de la l;cr:

B

que je COS‘.ICHTI‘“I 1egah@ '

‘?qu ‘ré c.ch Bafe & L uﬁwl" btus eft e ecra aug |
dﬂs clws.cot: 3

,ﬁ:"

lﬂqud ona mcm unP PPr
s ebth s

‘point sdsla .
Dcrpemd1-
culdire 4D,

qmue dcla honc LAD plus le qu argé d ka honeD B}[
donc | u:,quuu rc de fa lane .AD “e ‘egu .Lu qua1

e

B

a~dm=: que fe cluuue d'\ la Ircrae AD cﬁ»'

<

Ura.

ule du er{vglc ‘K

(‘)\

qirarre de 1:7. hgnc "DC s Ceftatdire, I quarie
dez - i, qui efbaz — 224 <+ e, coms

verra tout=a-I'kicyses .
A —r~ F35

'U~~'-'r

LA ire ;- gie A C’ eGa]

le qu‘éxxe de laTig

iplus dbux Rcﬂanwles dez par #,c "]L‘c\:da
B (;,.; ‘pa'r Ia llO’DC 13.'0 .
Q\uc ie. cmax ¢dez 1, | fo;t L RN azé,
fac el ewde 1w, 1l o'y “a qu 2 muldiplier 2 % paz
- ﬁ.’v’mt quil g éid Cl’lf@l”"x“ i s le TL 1m~
2 A‘me ] txqu» pat‘ ertus.
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