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“Si les mathématiques m’étaient contées...”

VICENTINI Caterina
Mathesis Gorizia (Italie)

Abstract

J'aborde ici la question suivante : peut-on rendre les seuils épistémologiques plus ac-
cessibles a la plupart des €léves ? Trés souvent ceux-ci demeurent “pseudostructurels” (au
sens de Sfard), ¢’est-a-dire qu'ils tendent A sous-évaluer les aspects sémantiques pour rester
au niveau syntaxique. Ils percoivent les mathématiques essentiellement comme un ensem-
ble de symboles plus ou moins vides, qu’il faut savoir manier pour réussir a 1'école et dans

la vie. Mon travail, s’agissant d’éléves de 14 4 19 ans, vise 4 montrer qu’il est intéressant
de proposer par moments, pour véhiculer certaines notions mathématiques de base, des ;1
langflges moins structurés et symboliques que ceux utilisés le plus souvent. La proposition

que je fais dans la suite consiste en une approche des ensembles infinis 4 I'aide d’une piece I
de théitre. :




1 Introduction

Cet article présente une piece de thédtre au contenu mathématique, qui est le résultat d’un
travail fait dans la classe de premiére section B de 1'Istituto d’arte “Max Fabiani” de Gorizia
pendant I’année scolaire 1998-99.

Le but est lancer Ia proposition qu’on puisse utiliser de temps en temps le langage théatral
pour €laborer des projets d’enseignement permettant aux €léves de s’approprier plus aisément
les aspects sémantiques des notions mathématiques étudiées. En effet la recherche en didactique
et la pratique de I’enseignement montrent que souvent les étudiants se contentent de rester au
niveau syntaxique, c¢’est-a-dire estiment avoir compris dés qu’ils sont capables de manier des
symboles suffisamment bien que pour réussir. IIs restent, pour le dire avec le mot utilisé par
Arzarello, Bazzini, Chiappini, en citant les travaux de Sfard [1], “pseudostructurels”.

En regardant les éléves plus faibles en maths, on peut observer qu’un des obstacles qui rend
difficile I’acquisition du sens est le langage formalis€ a travers lequel les mathématiques sont
traditionellement véhiculées. Ce qu’on propose d’habitude pour améliorer la situation est un
enseignement moyennant le “problem solving” qui permet aux éleves de reconstruire le savoir
[3]. Je trouve que cette méthode n’est pas toujours aisément praticable. Il y a des parties des
mathématiques qui se prétent moins bien a étre traitées de cette fagon, étant donné€ le fort degré
d’abstraction qui les caractérise et 1’applicabilité non immédiate. Un de ces sujet me parait
la notion d’ensemble infini. J’ai voulu essayer de rendre ce concept “plein de sens” [4] en
I’approchant par une métaphore moyennant le langage théatral.

Il y a un autre commentaire important. La réforme des maths modernes avait élevé les
ensembles au r6le de langage privilegi€ et universel dans I’enseignement des mathématiques.
Il me semble que la réaction a cette réforme a justement porté la didactique a s’occuper des
sujets qui avaient €té sous-estimés. Aujourd’hui, par contre, lorsqu’on nomme les ensembles
on se trouve parfois face a un auditoire froid. Je tiens & souligner qu’a mon avis il n’y a pas de
“bonnes” et des “mauvaises” branches des mathématiques, mais seulement des méthodes plus
ou moins efficaces de les utiliser dans la transmission du savoir.

2 Pourquoi le théitre?

L'idée d’€crire ce texte théatral m’est venue pendant les vacances de Noél 1997. Jétais a
Rome chez mon ami Giuliano Spirito. 1 venait de m’offrir une copie de son dernier bouquin :
“La grammatica dei numeri” [2], dans lequel j’ai trouvé la métaphore de I’hdtel infini par David
Hilbert. L'image m’a tout de suite fascinée, et j’ai decidé d’en faire une piéce pour des éleves
de premiére ou seconde du cycle supérieur italien (étudiants de 14 a 16 ans). Au début donc
I’idée est née de facon quasi artistique, sous I’effet d’une suggestion. Cela n’empéche qu’en
y revenant par apres j’ai trouvé qu’elle a des justifications et des retombées pédagogiques et
didactiques.

Un peu partout dans le monde, les mathématiques sont percues comme une discipline rigide,
qui n’offre pas de possibilités d’y mettre quelque chose de personnel, qu’on comprend seule-
ment si on est naturellement doué, si on a pour ainsi dire “la bosse des maths” [4]. En Italie la
situation est peut-&tre encore plus grave pour des raisons a mon avis assez évidentes [6]. L'école
appelée supérieure, dans laquelle les €leves ont de 14 a 19 ans, est en gros encore réglée par une
réforme née en 1923, qui porte le nom de “Riforma Gentile” en 1’honneur de son promoteur,
le philosophe Giovanni Gentile, Ministre de I'Education pendant le premier gouvernement
Mussolini. Dans cette réforme la philosophie et le latin sont les matiéres considérées indis-
pensables a la formation de la classe dirigeante, tandis que les disciplines scientifiques sont
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négligées. Les mathématiques sont présentées essentiellement comme un outil au service des
sciences expérimentales et par conséquent trouvent place surtout dans les écoles techniques
et beaucoup moins dans les lycées, les seules écoles qui a I’époque permettaient I'entrée 3
P'université. Ces derniéres années, le nouveau Ministre de I'Education, Luigi Berlinguer, a en-
tamé une réforme de I'école supérieure. Sans entrer dans les détails des nouvelles propositions,
ni dans la méthode de travail adoptée qui personnellement ne me parait pas tout a fait adéquate
a cette tache difficile, il faut reconnaitre qu’il y a une plus grande attention & la formation scien-
tifique. Mon impression est que, cette fois-ci, dans Ie but de rendre 1’école plus proche de
la réalité, on pousse surtout & I'informatisation et aux mathématiques appliquées, en risquant
d’oublier d’autres aspects de la discipline.

Dans ce contexte, proposer aux €léves une piéce de théatre de contenu mathématique assez
abstrait me parait une facon d’insinuer que les mathématiques sont aussi autre chose. Cela non
seulement aupres des €léves, mais, si on parvient a presenter la piéce en public, aussi aupres
des collegues d’autres disciplines et auprés des parents. On agirait ainsi en méme temps sur
plusieurs fronts différents :

- présenter une idée mathématique dénuée de sa veste technique,
- permettre aux étudiants de s’amuser en faisant des mathématiques,

- travailler de fagon multidisciplinaire et par objectifs en investignant des aspects de la
notion envisagée li€s a d’autres parties du savoir comme les arts figuratifs, I’architecture,
la musique, 1a peinture pendant le travail de mise au point de la mise en scéne,

- faire de la divulgation mathématique.

3 La piece

HOTEL ALEPH
Piéce en un acte

Personnages
Le professeur de mathématique
Susy
Des camarades de classe de Susy
Francoise (copine de Susy dans le réve)
Louis, garcon de chambre (voix au téléphone)
Le gar¢on de café
Le réceptionniste
Premier client
Equipe de 13 joueurs
L'entraineur de 1’équipe
Groupe “infini” de clients
Le porte-parole du groupe

INDICATIONS SCENIQUES
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La scéne se présente divisée en deux.

A gauche une classe.

A droite une entrée d’un hétel avec un café annexé.

Au début, la partie a gauche est éclairée, tandis qu’a droite il fait sombre.

SCENE DE GAUCHE

Les éléves arrivent en discutant entre eux et ils s’asseyent.
Le professeur entre lui-aussi..

Le professeur

Bonjour a tous. Ca va ? Trés bien, je vois que vous &tes tous 1a aujourd’hui. Tant mieux. Je
vais vous expliquer une notion qui n’est pas tres facile. Avez-vous bien compris les fonctions ?
Les fonctions injectives, surjectives, les bijections ?

Un éleve

Ce n’est pas immédiat. Avec mon cahier ouvert devant moi, je parviens 2 faire correctement
les exercices, sinon je confonds ... d’habitude les relations fonctionnelles non injectives et les
fonctions injectives.

Le professeur

11 se peut que tu n’aies pas encore étudié comme il faut. Pour la prochaine fois, tAche de
faire les exercices sans avoir les définitions devant toi, pour vérifier si finalement elles sont
entrées dans ta téte. Aujourd’hui je continue mon cours en traitant un concept nouveau, 1infini

dénombrable.

L’enseignant commence son cours magistral trés structuré et formalisé, dos a la classe (qui
s’ennuie) et ne comprend quasi rien. Au dernier rang Susy s’endort. Elle commence a réver.
La lumiére diminue petit a petit dans la partie gauche jusqu’a ce que seule Susy soit faiblement
éclairée. Des bulles de savon, sortant derriére sa téte appuyée sur le banc, indiquent que ce qui
se passera dorénavant réprésente son réve. En méme temps la partie droite de la scéne s’éclaire
progressivement. Pendant le réve de Susy, le professeur continue sa le¢on a voix basse, comme
un bruit de fond. Durant ce changement de scéne, et puis comme musique de fond dans le café
de I'hétel, on entend la “Musique de 7", ¢’est-a-dire un des arragements qu’on peut faire en
“traduisant en musique” un nombre assez élévé de chiffres de w. La lampe est un ruban de
Moebius.

SCENE DE DROITE

Susy (au café avec son amie Frangoise)
Alors Frangoise, ¢a fait longtemps qu’on ne s’est plus vue, qu’est-ce que tu racontes ?

|
f
|
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Frangoise
Je viens de me disputer avec mes parents. La barbe |
de mauvaises notes. Je leur ai dit qu’en hiver mon cerveau

Tout le temps avec cette histoire

. . el est gel€, mais maintenant c’est le
printemps et il va falloir inventer un argument différent. Mais causons d’autre chose s'il te plait

Susy
(;a.va, tu as raison. Mes parents aussi sont des casse-pieds. J’en ai vraiment ras-le-bol de
leurs histoires stupides. Mais, a propos de stupidit€ ... as-ta vu ces imbéciles ? Ils affichent

deux pancartes contradictoires : COMPLET et CHAMBRES A LOUER.

Francoise
Nc? sois pas si sévere. Ils sont peut-étre tout simplement distraits. IIs ont sans doute oublié
de retirer un avis lorsqu’ils ont accroché I'autre. Allons le dire au réceptionniste,

Le garcon arrive prendre la commande.

Le garcon
Mesdames désirent ?

Susy
Je prends une blanche et toi ?

Frangoise
Moi-aussi. Deux blanches, s’il vous plait.

Le garcon
Trés bien. Jarrive tout de suite.
(etil s’en va chercher les biéres)

Susy (a Frangoise)
Je vais parler au réceptionniste de cette histoire de pancartes.

Elle se léve et va vers la réception, pas trés loin.

Excusez-moi, monsieur, il me semble que vous avez une pancarte de trop. Vous devriez

vous en occuper. Il est clair que 1’hétel ne peut pas avoir des chambres 2 louer tout en étant
complet.

Le réceptionniste
La ma petite, vous vous trompez. Cest justement pour cela que cet hotel est renommé. 11 a
€t€ bati de fagon telle que, méme étant complet, il a toujours des chambres disponibles.

Susy (perplexe)
Cela semble impossible.




Le réceptionniste
On voit bien que vous ne savez pas qui est I’architecte. Il s’agit de David Hilbert, un des
meilleurs.

Susy
Je ne comprends pas.

Le réceptionniste
Le secret est d’avoir un nombre infini de chambres.

Susy (En aparté)
Ca alors!

(Puis au réceptionniste)
Merci pour les explications.

Elle revient a la table de café oit son amie I'attend en buvant sa biére, qui a été servie entretemps
par le gargon.

Frangoise
Assieds-toi, viens boire ta biere. Qu’est-ce qu’il a dit? Est-il amoureux de toi ou quoi? Tu
ne revenais plus . . .

Susy

Je crois plut6t qu’il se fiche de moi! 11 dit que 1’architecte, David Je-ne-sais-plus-quoi, trés
connu et patati et patata, aurait construit un batiment avec une infinité de chambres et donc les
deux avis ne seraient pas contradictoires.

Frangoise
Je n’y pige pas grande chose, moi.

Susy
Moi non plus.

Arrive un client qui s’ approche de la réception.

Premier client

Excusez-moi, je viens de lire que vous avez des chambres a louer. En réalité j’ai lu aussi que
I’hétel est complet, et n’ayant pas tout-a-fait compris, je suis venu me renseigner. J aimerais
bien rester trois nuits.

Le réceptionniste

En effet, toutes les chambres sont occupées, mais ne vous inquiétez pas, je peux en libérer
une pour vous, il suffit que vous attendiez deux heures. Cela vous convient?
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Premier client
Bien sir, merci. Je ne suis pas press€. Puis-je vous laisser mes bagages, pendant que je me
promeéne au centre-ville ? :

Le réceptionniste
Certes. Vous pouvez laisser vos bagages dans la salle a coté.

(puis au téléphone)
Allo, Louis?

Nous avons un nouveau client. Comme je lui donne la numéro 1, s’il te plait, veux-tu dire a
tous les aux autres de se déplacer a la chambre suivante.

Mertci beaucoup. Au revoir.
Le réceptionniste raccroche.

Frangoise
As-tu entendu? Comment a-t-il fait? On ne peut pas libérer la 1 en ne chassant personne!

Susy (en réfléchissant)

... Attends, peut-étre que je commence & comprendre. Ecoute: que se passerait-il si I’hotel
avait, disons, dix chambres et était complet?

Francoise
Il se passerait qu’il n'y aurait plus de place pour personne, comme dans tous les hdtels
£ »
normaux”.

Susy

" On ne pouwrrait pas libérer la 1, comme ici. Si on disait 2 tous les clients qui logent a
Iauberge de se déplacer a la chambre suivante, le client de la 1 irait 21a 2, celui de la2 2 1a 3,
et ainsi de suite ... ... , jusqu’a celui de la 10 qui ne trouverait plus de place, car il n’y a pas
une onzi¢me chambre. Compris?

Frangoise
Oui, mais en quoi est-ce différent ici?

Susy
Mais, parce qu’ici il n’y a pas de derniére chambre, puisqu’elles sont en nombre infini!

Un groupe de treize touristes se présente a la réception. Un d’entre eux s’adresse au réception-
niste tandis que les autres continuent a chuchoter entre eusx.

L'entraineur de I'équipe de volley-ball

Excusez-nous, monsieur. Nous regrettons d’arriver comme ca sans réservation. Nous
sommes une €quipe de volley-ball. Nous jouerons demain. Au sécrétariat ils ont oublié de
réserver les places nécessaires. Il nous faudrait treize chambres. Le match de demain est trés
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important pour la qualification et il faut absolument que nous nous reposions tous tranquille-
ment cette nuit pour bien trouver la concentration. Si vous pouviez nous aider!

Le réceptionniste .

Ne vous inquiétez pas. Vos chambres seront prétes dans deux heures. Vous savez, I'hotel
étant complet, c’est un peu long de libérer de la place. Si vous pouvez vous permetire une
promenade, je vous conseille le Jardin Cantor, juste derriere la Place Zermelo-Fraenkel. 1l est
vraiment magnifique.

L entraineur )
Je vous remercie pour le conseil. Une promenade est justement ce qu’il nous faut pour nous
remettre du voyage.

Frangoise (qui a soigneusement écouté) o
Et maintenant? Qu’est-ce qu’il va faire? I a déja assigné la chambre 1. La situation
s’embrouille.

Susy .
Je crois que non. Si tu réfléchis bien, il suffit que les gens qui occupent les chambres a partir
de la deuxieéme se déplacent de treize places en avant, non ?

En méme temps on entend le réceptionniste parler au téléphone.

Le réceptionniste ) o .
Louis, c’est de nouveau moi. Il y a treize nouveaux clients. S’il te plait, déplace les clients
a partir de la deuxiéme, de treize places en avant.

Merci, tu es formidable! La gestion de cet hotel n’est pas facile. Il est clair que le faiF d’avoir
toujours des places disponibles permet de gagner davantage. Bon ... je dois te quitter. Le
client de la 1 approche. Est-elle préte?

A tout 2 I'heure. Ciao.

Premier client o
Bonjour. Je sais que je suis un peu a I’avance. La chambre est-elle déja préte?

Le réceptionniste
Bien sir. Voila les clefs.

Tout d’un coup, on entend un grand bruit. Une multitude de personnes s’approche.

Susy
Que se passe-t-il maintenant ? Dis-donc, quel bruit!

On voit une personne qui parle au réceptionniste, et derriére elle un tas de gens bruyants.

Le réceptionniste (en s’ adressant au porte-parole de ce groupe €norme)
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Attendez. Attendez. Oui j’ai compris. Vous étes trés nombreux. Il n’y a pas de quoi
s’inquiéter. La particularité de cet hdtel, ce qui le rend vraiment unique, est justement le fait

qu’on n’est jamais obligé de renvoyer quelqu’un. Donc, dites-moi traquillement, combien étes-
vous au juste?

Le porte-parole du groupe
Nous sommes une infinité.

Francoise (qui a écouté attentivement)
Ca alors! Comment peut-il les loger tous? 11 est clair que cette fois-ci I’astuce de déplacer
les clients d’un certain nombre de places en avant ne marchera plus.

Le réceptionniste
Tres bien, mais vous devrez attendre deux heures environ. Cela vous convient ?

Le porte-parole du groupe

Oui, on n’espérait pas mieux. A quatre heures alors. Nous irons manger un bout. Merci
beaucoup. A tantot.

Susy
Je suis curieuse de voir comment il se débrouillera maintenant.

Francoise
I suffit d’écouter. 11 va sans doute appeler son copain du service des chambres.

Le réceptionniste (au téléphone)
Allo, Louis ? Nous avons un groupe vraiment nombreux. Une infinité de touristes.

Oui, fais comme on nous a expliqué au cours de la formation. Demande aux gens déja logés
s’ils veulent bien se déplacer a la chambre qui porte le numéro double.

C’est bien. D’accord. Ciao.

Susy

C’est vrai, enfin . .. logique! De cette facon-ci toutes les chambres impaires seront libérées
d’un seul coup!

A ce moment le professeur; dans la scéne de gauche, vient de terminer sa lecon. La lumiére
revient a gauche et s’affaiblit & droite jusqu’a s’éteindre tout-a-fait. Le prof, finalement face a
la classe, se rend compte que Susy a dovrmi tout le temps. Il va vers elle et la réveille.

Le professeur (a voix suffisamment haute pour réveiller I’élave)
Mademoiselle!
(sur un ton normal)
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La lecon était plaisante, je vois. Alors voil, ¢’est a toi de résumer pour tes copains la notion
d’infini dénombrable.

Susy
Hum ... infini?... Justement ... Imaginez que vous avez un hdtel avec un nombre infini
de chambres et vous verrez que des phénomenes vraiment bizarres peuvent apparaitre.

Le professeur . .
Qu’est-ce que les hotels viennent faire dans cette histoire? Tu te moques de moi, pas vrai?

Susy (I’ air embété)
Si vous voulez bien me laisser continuer, vous verrez que je suis sé€rieuse.

Le professeur (gén€)
Ca va, écoutons.

(en aparté) .
Je veux voir quelle histoire fantaisiste elle va sortir cette fois!

Sus

"—%{e venais de dire ... un hotel normal ... il n’est pas complet ou bien il I'est, et alors il
n’y a plus de chambres a louer. Si par contre nous supposons que nous avons un hotel avec une
infinité de chambres, tout se passe autrement.

Facon de parler, bien entendu! Des hotels comme-ca n’existent pas.

Mais, revenons sur nos pas ... un hotel infini pourrait étre complet tout en ayant des chambres
3 louer. Attention: je dis “a louer”, je ne dis pas “libres”, ce qui ne revient pas au méme
dans ce cas-ci. Ecoutez: si, I'hdtel étant complet, il arrivait un nouveau client, il suffirait de
dire 2 tous ceux qui y sont logés de se déplacer a la chambre suivante, puisqu’il n’y a pas
de derniére chambre. Si, a la place d’une seule personne, devait arriver un groupe, alors il
suffirait de déplacer les gens d’autant de chambres en avant qu’il en faut de libres. Et méme
si on suppose 1'arrivée d’un groupe infini de clients, en perfectionnant Iastuce, c’est-a-dire en
déplacant chacun a la chambre de numéro double, on aurait d’un coup une infinité de chambres
libres, toutes les impaires! Extraordinaire, n’est-ce pas?

Drrinnn! On entend la sonnette qui annonce la récréation.
Le professeur (presque faché)

Bravo! Et tu penses t’en sortir comme ¢a a I’examen? Photocopie les notes de tes camarades
et étudie attentivement pour apprendre a t’ exprimer avec le langage formalisé qui caractérise la
discipline.

(puis a toute la classe)
Au revoir, a lundi prochain.

Des camarades s’approchent de Susy.
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Un copain
Je ne sais pas ce qu’il en pense au juste, il avait une de ces tétes! Moi en tout cas, ton histoire
chapeaun! Ca faisait quasi une heure que je tichais de comprendre I’idée de fond cachée

parmi ses fleches ... Et puis en trois minutes, avec ton hétel, il me semble que finalement j’y
pige quelque chose.

Une copine
Moi aussi j’ai commencé a pergevoir un sens. Ce n’est pas de la foutaise, en tous cas. Faudra
y réfléchir a fond.

Un autre copain

Certes, I’humanité est bizarre ... Comme si on n’avait Ppas assez de problémes concrets, les
guerres, la famine, les maladies et cetera, on va s’occuper de I'infini . .. Allez, laissons tomber,
et allons boire un café. Apres la pause nous avons le cours de philo, et 12 aussi on va se casser
la téte avec des choses folles.

FIN

4 Conclusions

Entre I'image de I’hétel et un ensemble ayant la propriété qu’il existe une bijection entre
I'ensemble méme et une des ses parties non triviales, il y a un saut important, dans lequel se
situe ce qu’on appelle le seuil épistémologique [3].

Dans une théorie mathématique, un concept peut étre caractérisé directement par des axio-
mes, ¢’est-a-dire se trouver au départ d’un systeme déductif ou bien étre introduit par une défi-
nition & une place plus ou moins €loignée des axiomes. Dans le premier cas les axiomes nous
donnent souvent une idée assez claire de ce qu’on peut ou on ne peut pas faire avec I’objet
introduit. Au cas ol, par contre, la définition se trouve assez éloignée des axiomes, tout en étant
obligatoirement caractérisante 1’objet mathématique qu’elle introduit 4 I'intérieur de la théorie
dans laquelle elle se situe, elle n’est souvent pas assez éclairante pour notre esprit. Je veux dire
qu’il ne suffit pas de connaitre la définition, savoir ce que c’est I’objet mathématique introduit.
D’habitude on commence 2 posséder mentalement I’ objet aprés 1’avoir utilisé un certain nombre
de fois. Quand on enseigne par chantiers de problemes [3], les notions sont introduites de fagon
instrumentale et les définitions viennent aprés.

Ici la proposition est de créer une image mentale avant de donner la définition. En utilisant
une métaphore, on batit une image sur laquelle la définition peut s’enraciner dans le but de
permettre au concept de s’épanouir. Je crois que si les éleves ont devant eux deux approches tout
a fait différentes de la notion, dont une est figurée et hors du contexte usuel des mathématiques,
il leur sera plus facile de franchit le seuil épistémologique. Il me semble que I'importance
d’utiliser le théatre soit double. D'un cdté, ce travail est motivant car inhabituel et de I’autre,
le fait de devoir mettre en scéne oblige & passer et repasser sur I'image figurée de fagon telle
qu’elle devienne trés familiére et presque naturelle.

En réalit¢ je ne peux malheureusement pas étre plus profonde en ce qui concerne cette
deuxieéme affirmation. Mon idée initiale de proposer un travail multimédia présentant la piece
jouée par les €léves n’a pas pu étre réalisée a temps. Mes €léves et moi-méme serions trés
contents d’apprendre que quelqu’un, quelque part ailleurs, 1’a fait, peut-étre avant nous.
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Les fonctions continues sont-elles toujours différentiables ?
Le cas de Philippe Gilbert (1873)
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Abstract |

Aujourd'hui on apprend tout au début d'un cours d’analyse qu'une fonction continue |
n’est pas toujours différentiable comme on le démontre par la valeur absolue. L'idée de
différentiabilit€ est une idée clef de notre mathématique. 11 est surprenant que cette idée
ne fut développée que dans la deuxidme moitié du 19t siecle. L'histoire de cette notion
fondamentale est lice a celle d'un théoréme souvent appelé théoréme d’ AMPERE disant
qu’une fonction continue est différentiable sauf en des points isolés.

André Marie Ampére (1775-1836) |




